Uloha 1. Pied tiemi lety bylo Lucienové mamince ttikrat tolik let co Lucienovi. Nyni je pro zménu Lucienovu
tatinkovi tfikrat tolik co Lucienovi. Jaky je vékovy rozdil Lucienovych rodic¢u (udejte v letech)?

Vysledek. 6

Resend. Je-li soucasny Lucientiv vék z, pak Lucienové mamince je 3(x — 3) + 3 = 3z — 6 a Lucienovu tatinkovi 3z.
Vékovy rozdil Lucienovych rodicu je tedy 6 let.

Uloha 2. Kolik trojihelniki je na obrézku?

Vysledek. 30

Reseni. Vsechny trojihelniky na obrazku maji spoleény horni vrchol. Protéjsi strana kazdého z trojihelniki navic lezd
na jedné ze dvou vodorovnych tseéek. Kazdy trojihelnik je tedy uréen vybérem vodorovné tsecky a dvou ruznych vrchola
na této usecce. Jelikoz je na kazdé vodorovné usecce préavé Sest vrcholu, dostaneme celkem 2- (5+4+3+2+1) =30
ruznych trojihelniku.

Uloha 3. Uvnitf ¢tverce ABCD lezi bod E tak, Ze trojihelnik ABFE je rovnostranny. Jaka je velikost ihlu DCFE ve
stupnich?
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Viysledek. 15
Resend. Vnitini dhly v rovnostranném trojihelniku majf velikost 60°, tudiz |[<CBE| = 90° — |[<EBA| = 30°. Protoze
plat{ |EB| = |AB| = |BC|, je trojihelnik BC'E rovnoramenny a

|<ECB| = |<BEC| = $(180° — |[<CBE|) = 75°.
Odtud uz lehce spoéteme |<DCE| = 90° — |[<ECB| = 15°.

Uloha 4. Maly Honzik vlastni velkou truhlu plnou minci riznych hodnot. Jeho mince vSak nejsou jen tak ledajaké —
konkrétné ma pravé jednu minci o hodnoté 1, dvé mince o hodnoté 2, ..., osmnact minci o hodnoté 18 a devatenact
minci o hodnoté 19. Ze své truhly postupné vytahuje mince jednu po druhé, aniz by se dival na jejich hodnotu. Jaky
nejmensi pocet minci musi Honzik vytahnout, aby mél jistotu, Ze je mezi nimi deset minci o stejné hodnoté?
Vysledek. 136

Reseni. Mohlo by se stét, ze Honzik vytdhne viechny mince o hodnoté mensi nez 10 a po deviti mincich od kazdé
hodnoty mezi 10 a 19. To je dohromady (1+24---+9) +9-10 = 135. Proto mu ani vyjmut{ 135 minc{ nezarucuje, ze
bude mit deset o stejné hodnoteé.

Pokud jich v8ak vytdhne 136, bude mit alesponi 91 z nich hodnotu vétsi nez 9. Z Dirichletova principu pak vime, ze
musi byt vytazeno alespon 10 minci néjaké hodnoty mezi 10 a 19. Proto je 136 hledanym minimélnim poc¢tem minci,
ktery Honzikovi zaruci, Ze mezi vytazenymi mincemi bude alesponn deset minci stejné hodnoty.

Uloha 5. Pan Sladky koupil svym tfem dcerdm za vysvédcéeni vytecnou cokoldadovou bonboniéru. Sdim vSak neodolal,
otevtel ji a snédl polovinu vSech bonbonu jesté piedtim, nez nabidl prvni dcefi. Poté snédl polovinu zbyvajicich bonbont
a nabidl druhé dceti. Nakonec opét snédl polovinu zbytku a tieti dcera bonboniéru dojedla. Jestlize kazdd z dcer snédla
presné tii bonbony, kolik bonbonu obsahovala bonboniéra na zac¢atku?

Vysledek. 42
Reseni. Je-li n celkovy pocet bonbont v bonboniéfe, pak muzeme proces jejich rozdéleni mezi pana Sladkého a jeho

tTi dcery zachytit rovnici
n 1 1
((2‘3)'2‘3> 3 3=0

Jejim fesenim je n = 42.



Uloha 6. Nechf ABCD je étyfihelnik s pravymi thly u vrcholit A a C. Je-li |[BC| = 6, |CD| = 8 a |DA| = 2, urcete
obsah ¢tytuhelniku ABCD.
C

Vysledek. 24 + 4/6
Resend. 7 Pythagorovy véty dostévame |BD| = /62 + 82 = 10 a déle

|AB| = v/|BDJ? — |AD|2 = /102 — 22 = \/96 = 4+/6.

Obsah ¢tyitihelniku ABCD je tedy
1
5(6-8+2-4\/€3) = 24 4 4V/6.

Uloha 7. Kanceldiskd tiskdrna umf tisknout jednostranné nebo oboustranné. Pii jednostranném tisku se jedna stréanka
vytiskne za tii sekundy, pfi oboustranném trva vytisténi jednoho listu devét sekund. Bara potiebuje oboustranné
vytisknout ¢ldnek, ktery m4 osmndct stran. Bud muze vytisknout vie oboustrannym tiskem, nebo nejprve vytiskne
jednostranné liché stréanky, poté ru¢né presune potisténé listy zpét do zasobniku a nasledné jednostranné vytiskne sudé
stranky. Vime-li, Zze obé varianty jsou stejné ¢asové narocné, kolik sekund ji trva ruéni pfesun vsech vytisténych stranek
zpét do zasobniku?

Vysledek. 27

Reseni. Béra potiebuje vytisknout devét listii. Oboustranny tisk ji zabere 9 - 9 = 81 sekund, jednostranny tisk pak
2 -3 -9 = 54 sekund cistého casu. Piesun stranek zpét do zasobniku ji tedy trva 81 — 54 = 27 sekund.

Uloha 8. Najdéte viechna deviticifernd éisla A, ktera spliiuji nésledujici podminky:
e Kazdou z ¢islic 1,...,9 obsahuji pravé jednou.

e Kazdé dvojciferné ¢islo tvofené dvéma sousednimi ciframi ¢isla A (pfi zachovani pofadi) je délitelné 7 nebo 13.

Visledek. 784913526

Reseni. Uspofadejme ¢islice 1,...,9 do diagramu, v némsz Sipka z « do y znamens, ze dvojciferné éislo 7y je délitelné
7 nebo 13. Pro pfehlednost zna¢i v nasledujicim diagramu plné sipky délitelnost 7 a carkované délitelnost 13.

7 diagramu vyplyvé, ze hledané deviticiferné ¢islo musi za¢inat trojéislim 784. Nasledovat muze dvojka nebo devitka.
V prvnim piipadé mdme dvé moznosti, jak pokrac¢ovat (784213 a 78426), ovsem ani jednu z nich evidentné neni mozné
prodlouzit na posloupnost obsahujici 5 i 9 zaroven. Druhy piipad ndm dava jediné feseni 784913526.



Uloha 9. Ve velkém ¢tverci jsou dva mensi jako na obrazku, pficemz obsah ¢tverce B je 48. Jaky je obsah ¢tverce A7

Vysledek. 54

Reseni. Trojuhelniky piilehlé ke strandm ¢tverce B jsou rovnoramenné, takze strana étverce B je tietinové oproti
thlopticce velkého ¢tverce. Oznacime-li s délku strany velkého ¢tverce, délku strany B pak vyjddiime jako % ‘V2-sa
délku strany ¢tverce A jako % - 8. Pomér obsahu ¢tvercu A:B je tedy

a obsah ¢tverce A je 48 - % = 54.

Uloha 10. ET m4 dvé krychle, jednu o strané délky 9 cm slozenou z bilych jednotkovych kostek (tj. krychlicek o strané
délky 1cm) a jednu o strané délky 10 cm sloZzenou z éernych jednotkovych kostek. Ze svych jednotkovych krychlicek
chce postavit krychli o strané délky 12 cm. Kolik nejméné cm? povrchu této nejvétsi krychle musi byt éernych?
Vysledek. 0O

Reseni. ET mé 9% = 729 bilych a 10° = 1000 éernych jednotkovych krychliéek. Na povrch krychle o strané 12 potiebuje
123 — 102 = 1728 — 1000 = 728 jednotkovych kostek. Mize tedy sestavit krychli o strané 12, ktera bude mit viechny
stény zcela bilé. Odpoved je proto 0.

Uloha 11. Béhem zndmkovani testu z matematiky dosel Kuba k nemilému zjisténi, a sice, ze deset zdku neumi
nasobit zlomky, ¢trnact zaku je neumi séitat a sedmnéct zdka je neumi délit. Ba co huf, kazdy z jeho zaka mél potize s
alespon jednou z téchto operaci, a Sest jich dokonce bojovalo se vSemi tfemi. Kolik nejvice zdki mohlo psat test?
Vysledek. 29

Regent. Jelikoz chceme maximalizovat pocet zaki, muzeme predpoklddat, ze mimo téch Sest, kteff neumf se zlomky
pracovat vubec, mé kazdy potize s pravé jednou operaci. V takovém piipadé dostaneme zaku celkem

6+ (10 — 6) + (14 — 6) + (17 — 6) = 29.

Uloha 12. Necht velikost jednoho z thli pravothlého trojihelnika je 23°. Jaky thel (ve stupnich) sviraji téznice a
vyska vedené z vrcholu u pravého thlu?

Vysledek. 44

Reseni.  Oznaéme ABC trojihelnik s pravym tthlem u vrcholu A, tedy |<BAC| = 90°. Nésledné oznaéme M stied
strany BC' a H patu vysky na stranu BC.

¢ H

' 23° 23°

Aé *B

Z Thaletovy véty plyne, ze body A, B, C lez na kruznici se sttedem M. Bez ijmy na obecnosti necht |[<CBA| = 23°.
Protoze je trojthelnik AM B rovnoramenny, plati téz |[<BAM| = 23°. Trojihelnik AHC' je podobny trojihelniku
BAC, z ¢ehoz plyne |<HAC| = 23°. Velikost tthlu M AH jiz dostaneme snadno: |[<MAH| = 90° — 2 - 23° = 44°.

1S uziteénym vztahem 1729 = 123 + 13 = 103 + 93 je spojend zajimav4 historka o genidlnim indickém matematiku Ramanujanovi, kterd
se probojovala dokonce i do ¢lanku o ¢isle 1729 na anglické Wikipedii.



Uloha 13. Kladné celd éfsla a a b spliiuji rovnost 20a 4+ 196 = 365. Najdéte hodnotu vyrazu 20b 4 19a.
Vysledek. 376

Reseni. Ziejmé a,b < 20. Piictenim b k obéma strandm rovnosti dostaneme 20(a + b) = 365 + b. Leva strana je
délitelna 20, takze prava strana musi byt rovna 380. To ndm dava b = 15, a tudiz a = 4 a 200 + 19a = 380 — a = 376.

Uloha 14. Pravidelny 2018thelnik mé 2033 135 thlopiicek. O kolik vice thlopficek ma pravidelny 2019uhelnik?
Strana mnohouhelniku se nepocitd mezi thlopficky.

Vysledek. 2017

Reseni. Pravidelnost mnohothelniku zjevné nemé vliv na pocet jeho thlopifcek. Zkonstruujeme proto 2019thelnik z
2018udhelniku piedélenim jedné jeho strany novym vrcholem. Tento vrchol je spojen novou uhlopiickou s kazdym z 2016

nesousednich vrcholt a soucasné vznikne jes$té jedna nova thlopiicka mezi jeho dvéma sousedy. Pocet thlopiicek se
tedy zvedne o 2017.

Uloha 15. Najdéte viechna redlns fesenf rovnice (22 — 4z + 5) to=30 = 1,
Vysledek. 2,5, —6
Reseni. Protoze 2% —4x +5 = (x —2)2 + 1, je umocnované ¢fslo vzdy kladné. Pozadovand rovnost tedy bude splnéna

pravé tehdy, kdyz bude zéklad roven 1 nebo exponent roven 0. Prvni pifpad ddvd 22 — 4z + 5 = 1 neboli (z — 2)? = 0,
a tedy fesenf z = 2. Druhy ptipad 2% + x — 30 = (z — 5)(z + 6) = 0 m4 dvé feSenf: z =5 a x = —6.

Uloha 16. Kolik existuje permutaci ¢isel 1, 2, 3, 4 takovych, ze kdykoli odstranime jedno z téchto ¢isel, pak vyslednd
posloupnost neni rostouci ani klesajici?
Poznamka: Permutace je posloupnost obsahujici kazdé z ¢isel pravé jednou.

Vysledek. 4

Reseni. Uvazme posloupnosti zacajici ¢islem 1. Jedind takové posloupnost bez rostouci podposloupnosti je (1,4,3,2).
Vymazanim 1 vznikne klesajici posloupnost, takze tato permutace nesplnuje stanovené podminky. Posloupnost tedy
nemuze zacinat 1 a ze symetrie nemuze 1 ani konc¢it. Podobné ani 4 nemuze byt prvni ani posledni ¢islo. Takze 1 a 4
mus{ byt uprostied. Obé poradi (1,4) a (4,1) daji po dvou platnych permutacich:

(2,1,4,3), (3,1,4,2), (2,4,1,3), (3,4,1,2).
Mame tedy ¢tyti permutace, které spliuji podminky.

Uloha 17. Mg&jme obdélnik ABCD, v némz |AB| = 8cm a |BC| = 6 cm. Pruseciky osy usecky AC se stranami AB
a CD oznatme postupné X a Y. Urcete délku usecky XY v centimetrech.

Vysledek. 12—5

Reseni. 7 Pythagorovy véty dostaneme |AC| = \/]ABJ2 + [BC|? = /82 + 62 = 10. Necht S je stied dsecky AC. Osa
tsecky AC ziejmeé prochdzi bodem S a plati |AS]| = 5.

Y
D « c

A > B

X

SIOU

Trojihelniky ASX a ABC jsou podobné, protoze jsou pravouhlé a sdileji tihel pii vrcholu A. Z toho plyne |[SX]| :
|AS| = |BC|:|AB| a
|BC|-|AS| 15
SX|="———=".
|9X] |AB] 4

Koneéné [XY|=2-|SX| =15,



Uloha 18. V algebrogramu FOUR + FIVE = NINE reprezentuje kazdé pismeno pravé jednu &islici, priéemz ruzna
pismena reprezentuji razné ¢islice. Déle vime, ze

e ¢islo FOUR je délitelné ctyimi,
e Cislo FIV E je délitelné péti,
e Cislo NINFE je délitelné tfemi.

Najdéte vsechny mozné hodnoty ¢isla NINFE.
Vysledek. 3435

Reseni. Pohledem na cifry na misté jednotek zjistime, ze nutné R = 0. Protoze FIV E je délitelné 5 a 0 uz je zabrang,
musi byt £ = 5. Situace na misté stovek nam ze stejného duvodu dava jedinou moznost O = 9. V tom piipadé viak
U+ V > 10 a N musi byt liché a vétsi nez 1 (na misté tisici totiz dostdvdme N = 2 - F' 4 1). Na druhé strané méme
U+V <7+8=15, protoze ¢islici 9 uz jsme také pouzili. To znamend, ze N = 3. Tedy U = 6 (délitelnost 4), V =7 a
F=1.

Jelikoz ¢islo NINE je délitelné 3, musi byt i jeho ciferny sou¢et N+ 1+ N+ FE =3+ 143+ 5 =11+ I délitelny 3.
Pro I tedy pripadaji v ivahu hodnoty 1, 4, 7, z nichz pouze I = 4 je pfipustnd vzhledem k predchozimu. To znamena,
7ze NINE = 3435 a (jediné) feseni algebrogramu je 1960 + 1475 = 3435.

Uloha 19. Méjme rovnostranny trojuhelnik ABC' a ¢tverec CDEF takovy, ze bod E lezi na tsecce AB a bod F' lezi
na usec¢ce BC. Je-li obvod étverce 4, jaky je obvod trojihelnika ABC?

A

Vysledek. 3+ /3

Reseni. Oznaéme G prisecik AC' a DE. Vsimnéme si, ze trojihelniky BEF a GCD jsou shodné — maji vnitin{
uhly 30°, 60° a 90° a delsi odvésnu délky 1. Jejich kratsi odvésna mé navic poloviéni délku nez jejich pfepona (tyto
trojihelniky jsou totiz polovinou rovnostranného trojuhelnika). Polozime-li |BF| = z, dostaneme z Pythagorovy véty
rovnost (2x)%? = 22 + 12 neboli z = %\/5 Délka strany trojihelnika ABC je proto 1+ % 3 a jeho obvod je 3 4 /3.

3

Uloha 20. Nechf a a b jsou redlna éfsla. Pokud mé rovnice 23 — az? + 588z — b = 0 trojndsobny redlny koien, jakych

hodnot muZze nabyvat a?
Vysledek. 42, —42

Reseni. Pokud je r trojndsobny kofen, pak
(x —r)® =23 = 3rz? + 3r?2 — r® = 2% — aa® + 588z — b.

Protoze dva polynomy jsou si rovny pouze tehdy, kdyz se rovnaji jejich koeficienty u ptislusnych stupnu, dostaneme
3r2 = 588 neboli r = +£14. Takze a = +42.

Uloha 21. Anicka si vyrazila na vylet na skupinu ostrovu, které jsou propojeny mosty jako na obrazku. Prochazka
po kazdém jednotlivém mosté skyta jedineény vyhled. Protoze se ale na mostech plati mytné a Anicka je skudlil,
rozhodla se kazdy most piejit pravé jednou. Kolika zptisoby muze napldnovat svou cestu, pokud chce za¢inat na ostrové
oznaceném ¢tvereckem? Anicka nemuze preskoCit z jednoho mostu na druhy — na most se muze dostat pouze z ostrova.
Jednotlivé ostrovy smi navstivit i vicekrat.




Vysledek. 120

Reseni. Vsimnéme si, ze ostrov oznaceny Gtvereckem a prostfedni z ostrovii tiplné vpravo jsou ostrovy specidlni —
v8echny mosty zac¢inaji na néjakém z nich a ze vSech ostatnich ostrovii vedou mosty na oba z nich. Cely vylet se proto
dé rozdelit na nékolik ¢asti, kdy Anicka vzdy vyrazi z jednoho specidlniho ostrova na druhy skrz néktery obycejny.
Pocet moznych cest je tedy roven poctu usporadéni obycéejnych ostrovi, a ten ¢ini 5! = 120.

Uloha 22. Jirka m4 rad dvojice. Jana se mu rozhodla dat k narozenindm specidlni darek — v8echny uspotradané
dvojice kladnych celych ¢isel (m,n), jejichz nejmensi spolecny ndsobek je 2000. Kolik dvojic Jirka dostane?

Vysledek. 63

Reseni. Rozdélme tlohu na dva piipady. Nejprve piedpokladejme, ze m ani n neni rovno 2000 = 2* - 53, Poté je
jedno z ¢isel 24 - 5% pro néjaké k € {0,1,2} a druhé 2! - 53 pro négjaké [ € {0,1,2,3}, a tudiz mame 3 - 4-2=24
takovych uspoifddanych dvojic. Pokud je nyni jedno z ¢isel rovno 2000, musi to druhé byt délitelem 2000. Cislo 2000
mé (44 1) - (34 1) = 20 délitelu, takze dostdvame 2 - 20 — 1 = 39 dvojic (odecetli jsme jednicku, abychom dvojici
(2000, 2000) nepocitali dvakrat). Dohromady tedy Jirka dostane 24 4+ 39 = 63 dvojic.

Uloha 23. V pravidelném osmitthelniku ABCDEFGH je |AC| = 7v/2. Uréete jeho obsah.
Vijsledek. 98v/2

Reseni. Bud M stied kruznice opsané osmitihelniku. Protoze |<<AMC| = % -360° = 90°, je polomér této kruznice
roven 7.

c A

Osmithelnik muzeme rozstiihat a preskladat na obdélnik jako na obrizku nize. Kratsi strana tohoto obdélniku ma
délku |AC|, delsf strana mé délku rovnou priiméru nasi opsané kruznice. Hledany obsah je tedy 14 - 74/2 = 98v/2.

c A

Uloha 24. Ctyfi kamaradi se rozhodli, Ze se zatnou uéit cizi jazyky. Mistni jazykova skola nabizi kurzy arabstiny,
bengélstiny, ¢instiny a danstiny. Kazdy z chlapct by se chtél naucit pravé tii nové jazyky. Kolika zpusoby si mohou
z uvedenych kurzu vybrat, pokud chtéji alespon jeden kurz navstévovat v§ichni spoleéné?

Vysledek. 232

Reseni. Kazdy chlapec mé pravé ctyfi moznosti, které tii kurzy si vybere. Pro ¢tyfi chlapce tedy mame celkem
4* = 256 zpiisobil, pokud netrvdme na podmince, Ze alespoii jeden kurz musi byt spoleény. Nyni spoéitdme ty zptisoby,
pfi nichz nema ¢tverice kamaradu spolecny zadny kurz. Jinymi slovy existuje pro kazdy kurz ¢lovék, ktery si jej nezapise,
coz ndm déva 4! = 24 moznosti. Celkem tak dostdvame 256 — 24 = 232 moznosti vybéru spliujicich danou podminku.

Uloha 25. Marta m4 kladné celé &slo n s nenulovymi ciframi. Vsimla si, Ze pokud jej zapiSe pozpatku a ziskané ¢islo
nasledné vynasobi ¢islem n, dostane vysledek o tisic vétsi, nez kdyz mezi sebou vyndsobi vSechny cifry ¢isla n. Najdéte
vsechny mozné hodnoty n.

Vysledek. 24, 42
Resent. Cislo n mé ziejmé alespon dvé cifry. Pokud mé pravé dvé cifry a a b (a # 0, b # 0), Ize zadéni tlohy prepsat
pomoci rovnice

(10a + b)(10b + a) = 1000 + ab,

a tedy
a® +b? = 10(10 — ab).



Jelikoz pravé strana musi byt vétsi nez 0, dostdvame podminku ab < 10. Probranim nékolika moznosti dojdeme
k zédvéru, Ze a a b musi byt 2 a 4 (v néjakém poradi).

Piedpokladejme nyni, ze ¢islo n ma k > 3 cifer. Pak je viak levd strana rovnice rovna alespoii (10571)2 zatimco
pravé strana je nanejvys 1000 + 10%, takze tato moznost nepiipads v tivahu.

Uloha 26. V rovnobézniku ABCD je T takovy vnitini bod strany AD, ze piimka CT tvoif osu dhlu BCD. Déle
oznatme E bod na strané AB, pro ktery plati |<AET| = 40°. Pokud je |[<CTE| = 75°, kolik je |[<CDA| (ve stupnich)?

Vysledek. 110
Reseni.  Vedme bodem T pifmku rovnobéznou s AB a oznacme S jeji priiseéik s BC. Pak plati [<ETS| = 40° a

|<DCT| = |<STC| = |<CTE| — |<STE| = 35°.

Protoze CT je osou tihlu DC B, trojihelnik C'T'S je rovnoramenny, a tedy |<DCT| = |<T'CS| a |[<DCB| = 2-35° = 70°.
Proto plati [<CDA| =180° — |<DCB| = 110°.

Uloha 27. Dva slechtické rody se setkaly na hostiné. Kazdy byl zastoupen alesponi jednim muzem a alespon jednou
zenou. Kazdy ¢len jednoho rodu pozdravil kazdého ¢lena druhého rodu: kdyz se zdravili dva muzi, potiésli si rukama;
kdyz dvé zeny nebo zena a muz, vzajemné se poklonili. Dohromady probéhlo 85 potfeseni rukou a 162 vzajemnych
poklon. Kolik Zen bylo na hostiné?

Vysledek. 10

Reseni. Oznacme mi, Mo, 21, Z2 pocty muzu a Zen v prvaim a druhém rodeé. Jelikoz m, - mg = 85 = 5- 17, dostaneme
po piipadném piecislovani rodi m; = 5 and mg = 17 (moznost, Ze je jedno z téchto éisel 1, snadno vylouéime). Navic
probéhlo dohromady 85 + 162 = 247 pozdravu a z rovnice

(my + 2z1)(mg + 20) =247 =13 - 19

dostaneme mj + z1 = 13, ma + 2o = 19 (ostatni moznosti rozndsobeni opét snadno vylou¢ime), takze z1 =8, z0 =2 a
hostiny se ztucastnilo 8 + 2 = 10 zen.

Uloha 28. Trojthelnik m4 strany dlouhé 10, 24 a 26. Necht k je kruznice, kterd ma stied na jeho nejdelsi strané a
dotyka se obou kratsich stran. Najdéte polomér kruznice k.
Viysledek. 120/17
Reseni. 7 Pythagorovy véty plyne, Ze uvazovany trojihelnik je pravoihly. Spojnice vrcholu u pravého thlu se stiedem
kruznice rozdéluje tento trojihelnik na dva mensi. Usecky vedouci ze stfedu kruznice k bodum dotyku s kratsimi
stranami puvodniho trojihelnika jsou na tyto strany kolmé, takze jsou to vysky v mensich trojuhelnicich. Zaroven jde
o poloméry kruznice k, hleddme tedy praveé jejich délku r. Obsah puvodniho trojihelnika muzeme spocitat dvéma
zpusoby, a to bud s vyuzitim délek jeho stran, anebo s vyuZitim mensich trojthelniki:

1 1

1
=-.24-10==-24-7+--10-7
S 3 0 5 r+2 0-r



Z toho plyne r = 120/17.

24

Uloha 29. Martin prisel do kasina s 10€. Tamni hraci{ automat funguje nasledovné: Hra¢ vhodi 1€ v libovolnych
mincich a s pravdépodobnosti p vyhraje jackpot, jinak mu automat vrati 0,5€. Martin chce na automatu hrat, dokud
nevyhraje jackpot nebo dokud mu nedojdou penize. Pomozte Martinovi najit nejmensi pravdépodobnost p tak, aby
mél aspon 50% Sanci na vyhru.

Visledek. 1 — ¥/0,5

Reseni. Nejdifve si véimnéme, ze Martin muze hrat na tomto automatu netispésné maximalné 19krat. Jakmile totiz
vhodi do automatu posledni 1€, zbude mu jen 0,5€, coz je méné, nez automat prijima. Pravdépodobnost kazdé prohry
je 1 — p, takze pravdépodobnost, Ze jackpot nikdy nevyhraje, je (1 — p)'. Aby mél Martin aspoit 50% Sanci na vyhru
jackpotu, musi platit (1 — p)!? < 0,5, coz je ekvivalentni p > 1 — %/0,5. Hledan4 nejmens{ hodnota p je tedy 1 — %/0,5.

Uloha 30. Najdéte vSechna Gtyfcifernd cisla abed, pro kterd plati abed = a® + b + ¢© + d%. Zadn4 z cifer nesmi byt 0.
Vysledek. 3435

Resend. Protoze 65 > 9999, 74dn4 z cifer nesmi byt vétsi nez 5. Cislo 4444 rovnici nespliuje, a kdyby mezi ciframi
byly nanejvys tii cétyiky a ddle jen 1, 2 nebo 3, prava strana rovnosti by byla nanejvys 3 - 4* + 33 < 1000. Jedna z cifer
tedy musf byt 5. Plati 5° = 3125, a tak se musi cifra 5 objevit piesné jednou, protoze v opaéném piipadé by prvnf cifra
byla vétsi nez 5. Dale 3000 < 5° < 5° 4+ 3 - 4* < 4000, takze prvni cifra musi byt 3.

Nyni vime, ze hledané ¢islo je aspoi 5° 4+ 33 4+ 2 - 1! = 3154. To ale nefunguje, stejné jako 3155. Nésledujici ¢islo
neobsahujici nuly a cifry vétsi nez 5 je 3211 > 5° 4 3 - 3%, a proto musi byt jedna z cifer 4. Nicméné zadna daldf ctyika
uz v ¢isle byt nemuze, protoze by pak druhd cifra byla vétsi nez 5. Vyzkousenim zbyvajicich ti{ moznosti zjistime, ze
jedinym feSenim je 3435.

Uloha 31. Kolik existuje pétic dvojcifernych ¢isel, v nichz se kazda z cifer od 0 do 9 vyskytuje préavé jednou a kazdé
z dvojcifernych ¢isel je sudé, ale neni délitelné tfemi? Pétice, které se lisi jen poradim jednotlivych dvojcifernych ¢isel,
povazujeme za stejné.

Vysledek. 16

Reseni. Vsech pét ¢isel musi konéit na sudou éslici. Pro splnéni nedélitelnosti tfemi musi &isla konéici na 0 nebo 6
zacCinat na nékterou z ¢islic 1, 5, 7, ¢isla koncici na 2 nebo 8 musi za¢inat na nékterou z ¢islic 3, 5, 9 a ¢isla koncici na 4
musi zac¢inat na nékterou z ¢islic 1, 3, 7, 9. Pokud vybereme 14 jako ¢islo konéici na 4, mame jen dvé moznosti pro
doplnéni desitkovych cifer k 0 a 6 (bud vznikne 50 a 76, nebo 56 a 70) a potom jen dvé moZnosti pro desitkové cifry

k 2 a 8 (bud 32, 98, nebo 38, 92), coz ddva dohromady ¢tyti moznosti. Stejné miZzeme postupovat pro kteroukoli volbu
desitkové ¢islice k 4, a protoze k ni muzeme vybrat ¢tyfi ruzné Cislice, celkovy pocet pétic je 4 - 4 = 16.

Uloha 32. Najdéte vsechna kladnd celd ¢isla n, pro ktera plati

2]+ 3]+ ] -

Pozndmka: Vyraz |z| znaéi dolnf celou st x, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovné x.

Visledek. 5439
Reseni. Oznacme
n n n
fn) = LaJ * {7J + {35J '
Zjevné je f neklesajici funkel proménné n. Déle f(n) — f(n — 1) = 1, pokud n je délitelné préavé jednim z éisel 5 nebo 7,
a f(n) — f(n—1) =3, pokud n je délitelné 35. Ve vsech ostatnich piipadech plati f(n) = f(n —1). Protoze

f(n)<<1+1+1)n=13n7

dostaneme pro feseni odhad

delitelné 7 je 5439. Z predchoziho mame f(5439) = 2019 a f(5440) = 2020, jedinym feSenim je proto 5439.



Uloha 33. Pro kolik kladnych celych ¢isel n lze najit kladna celd ¢isla x,y < 1000000 (ne nutné ruzna) tak, aby
platilo

n==5(x)=S(y) =S +y),
kde S(a) oznacuje ciferny soucet ¢isla a?
Vysledek. 6
Resend. Pro libovolné ¢islo a dévaji S(a) a a stejny zbytek po déleni 9. Ze zadéni tedy vime, Ze &isla n, x, y, x +y
davaji vSechna stejny zbytek po déleni 9. Z toho plyne, ze x, a tedy i n, musi byt ndsobkem 9. Pokud n = 9m pro
néjaké kladné celé ¢islo m, pak volbou x = y = 10™ — 1 dostaneme rovnost ze zadani. Nejvétsi mozny ciferny soucet
¢isel mensich nez milion je 54, takze existuje Sest vyhovujicich ¢isel n: 9, 18, 27, 36, 45 a 54.

Uloha 34. Pentomino slozené z péti ¢étvercu se stranou délky a je vepsano do obdélniku o rozmérech 7 x 8 jako na
obrazku. Urcete a. .

8 §% :
Visledek. /5
Reseni. Kolmou projekef stran étvercti na strany obdélniku dostaneme dveé rizné délky tsecek. Delsi oznaéme c a
kratsi d.

Pak

3c+2d =8,
3c+d=17,

takze ¢ = 2 a d = 1. Z Pythagorovy véty vyvodime, ze a = v/c2 + d2 = /5.

Uloha 35. Ondra ma obdélnikovou tabulku ¢okolady o rozmérech 3 x 5 ¢tverecktl. Aby byl levy horni étverecek
sladsi, d4 na néj trochu cukru. Pak se pusti do jedeni ¢okolady nasledujicim zpusobem: V kazdém kroku se ndhodné
rozhodne, zda sni pravy sloupec, nebo spodni fddek. Obé moznosti maji pravdépodobnost 1/2. Tento krok Ondra
opakuje, dokud nesni celou tabulku. Jaka je pravdépodobnost, ze v poslednim kroku sni pouze oslazeny ¢tverecek?
Visledek. 15/64
Reseni. Ze symetrie problému miizeme piedpokladat, ze tabulka ma pét fadki a tii sloupecky. Postup miizeme
zjednodusit nasledovné: Ondra si vybere posloupnost R a S délky (5 — 1) + (3 — 1) = 6 a podle této posloupnosti se d4
do jedeni Fédkn a sloupecki ¢okolddy. Mohou nastat dvé moznosti. Bud posloupnost obsahuje presné dvé S a étyii R —
v takovém pifpadé zbyvé na konec pouze oslazeny ¢tverecek —, nebo obsahuje aspon tfi S ¢ aspon pét R — v takovém
pripadé je nejpozdéji po Sesti ulomenich snédend celd ¢okolada, pficemz v poslednim kroku byl snéden vice nez jen
¢tverecek. Ondra totiz v predchozich krocich nesnédl dost sloupeckt nebo fadku na to, aby mu z posledniho fadku
nebo sloupecku zbyl jediny ¢tverecek.

Existuje 26 posloupnosti S a R délky 6, z nichz (g) obsahuje pravé dvé S, takze hledand pravdépodobnost je



Uloha 36. Karel vytvoril nékolik po dvou ruznych prvoéisel, pricemz kazdou ¢&islici 1, . ..,9 pouzil pravé dvakrat.
Vsiml si, Ze soucet jeho ¢isel je nejmensi mozny ze vSech takovych skupin prvocisel. Kolik mu vyslo?
Vysledek. 477

Reseni. Z4dné prvocislo kromé 2 a 5 nemuze konéit na 5 nebo sudou &slici. Proto se musi kazd4 z éslic 2, 5, 4, 4, 6,
6, 8, 8 objevit v néjakém z Karlovych ¢isel aspon na misté desitek a pfispét tak k celkovému souctu nejméné svym
desetindsobkem. Déle kazdé ze zbyvajicich ¢islic 2, 5, 1, 1, 3, 3, 7, 7,9, 9 musi byt v néjakém Karlové ¢isle aspon na
misté jednotek. Hledany soucet je proto minimalné

102+54+4+4+6+6+8+8) +2+54+1+1+3+3+7+7+9+9=47T.
Takovy soucet Karel ziskal vytvorenim prvocisel 2, 5, 29, 53, 41, 47, 61, 67, 83, 89.

Uloha 37. Jenicek a Mafenka maji dva polynomy J(z) = 2% + 20+ 10 a M(z) = 22 — 82 + 25. Kdy# kazdy z nich
dosad{ své oblibené kladné celé ¢islo j, m do svého polynomu, dostanou stejny vysledek, tj. J(j) = M(m). Najdéte
vSechny mozné hodnoty |j — m)|.

Vysledek. 1,5

Reseni. Rozlozenim levé strany rovnice J(j) — M(m) = 0 dostaneme (j +m — 3)(j — m + 5) = 0, takze bud
{j,m} ={1,2}, nebo |j — m| = 5.

Uloha 38. Vyska z bodu A v trojihelniku ABC je stejné dlouhd jako téznice z bodu B. Déle vime, ze |[<ABC| = 75°.
Urcete pomér délek |AB| : |BC|.

Vijsledek. 2 = 1

Reseni. Oznaéme M stied strany AC a F obraz bodu B ve stfedové soumérnosti podle M. Déle oznaéme F kolmou
projekci bodu E na piimku BC. Pak z prvn{ podminky plyne, ze sin(|<EBC|) = % = 1, a tedy |[<EBC| = 30°
(tento thel nemuze byt tupy kvuli druhé podmince ze zaddni). Proto |[<ABM| = |[<ABE| = 75° — 30° = 45°.

A E

B&BIR oys

D

Pouzitim sinové véty v trojuhelnicich ABM a CBM spocitame

|BM]| _|AM]  |AM|
sin(|[<BAC|)  sin45° g

| BM | oM JAM|
sin(|<BCA[) ~ sin30° 1
Protoze |AM| = |C'M]|, dostaneme vydélenim téchto rovnost{ a vyuzitim sinové véty v trojuhelniku ABC kyzeny pomér

|AB| _ sin(|<BCA|) Q
|BC|  sin(|J<BAC|) 2

Uloha 39. V piskvorkach dva hraci stiidavé kresli kolecka a kiizky do tabulky 3 x 3. Hrac¢ vyhraje, pokud jsou tii
jeho symboly ve stejném tadku, sloupci nebo diagondle. Hra skonéi remizou, pokud je tabulka zaplnénd a zadny z hraca
nevyhrél. Kolik je moznych raznych usporadani symbola v tabulce v piipadé remizy? Rozlisujeme i usporadani lisici se
oto¢enim nebo pieklopenim tabulky. Kterykoli hra¢ muze zac¢it hru.

Viysledek. 32

Resend. Rozlisime ¢tyfi piipady podle symbolu umisténého uprostied tabulky a podle toho, ktery symbol se v
tabulce objevi pétkrit. Pokud je uprostfed kiizek a v tabulce je celkem pét kiizku (tomuto pfipadu budeme fikat
Hkifzek—kifzky“), musime ¢tyti kifzky umistit do zbytku tabulky. Nesmime ale vyuzit zéddnou celou diagondlu ani zaddny
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cely fadek nebo sloupec. Ziskame tak usporddani, které neni symetrické vzhledem k zadnému otoceni nebo prevriceni,
a tedy zde dostaneme 8 ruznych piipadu remizy.

X XO
OXIX
X OO

Obrézek 1

V pripadé ,kiizek—kolecka* musime umistit pét kolecek do tabulky s kiizkem uprostied. Nemuzeme dat kolecka do
vSech ¢tyt rohu, protoze by pak paté kolecko vyhréalo. Na druhou stranu ale musime aspori jedno kolecko dat na kazdou
diagondlu, protoze jinak by vyhraly kiizky. Musime tedy d4t bud piesné tii, nebo piesné dvé kolecka do rohti a v obou
téchto podptipadech mame pravé jednu moznost, jak doplnit tabulku do remizového stavu. Dostaneme tak nékteré ze
¢tyt moznych otoceni jednoho ze zobrazenych usporadani (Obrézek 2 a Obrazek 3).

OXO OOX
XXO XXO
QOX| OOX

Obrazek 2 Obrézek 3

Piipady ,kolecko—kolecka® a ,kolecko—kiizky* jsou analogické predchozim piipadum. Celkovy pocet remizovych
usporddani je tedy 2(8 +4 + 4) = 32.

Uloha 40. Najdéte nejvétsf kladné celé &slo a takové, ze nerovnost

4 < a < 25
3 b 18
neni splnéna pro zadné kladné celé ¢islo b.
Vysledek. 32

Reseni. Piechodem k prevracenym hodnotdm dostaneme ekvivalentni nerovnost
b
0,72 < — < 0,75.
a

Interval mezi 0,72 a 0,75 m& délku 0,03 > 1/34, takze pro vSechna a > 34 jiz feSeni existuje. Pro a = 33 mame Fesen{
b=24 (zde b/a = 0,7272...). Pro a = 32 fesen{ neexistuje, nebot 24/32 = 0,75 a 1/32 > 0,03.

Uloha 41. Olin s Martinou vyrazili na 24hodinovy pochod délky 110 km z Prahy do Téabora. Martina napldnovala
trasu pres tii kopce. Pti té piilezitosti si v8imla, ze soucin jejich vzdalenosti od Prahy je ndsobkem 2261. Olin se nad
touto skute¢nosti zamyslel a fekl: ,,A vis, ze soucin jejich vzdalenosti od Tabora je taky ndsobkem 22617¢ Béhem pauzy
na 80. kilometru Martina poznamenala: ,, Ted uZ nds ¢ekd jen jeden kopec a pak hurd do Tabora!* Za predpokladu, Ze
vzdalenosti méfime v kilometrech po trase pochodu a jsou celociselné, v jaké vzdalenosti od Prahy se nachazi kazdy ze
ti zdolanych kopcu?

Vysledek. 68, 76, 91

Reseni. Necht A, B a C jsou vzdélenosti zminénych ti{ kopci od Prahy, méfené v kilometrech. Dle zadéni plati
2261 | ABC a 2261 | (110 — A)(110 — B)(110 — C). Cislo 2261 se rozkladé jako 7 - 323 = 717 - 19, a jelikoz
7-17 =119 > 110, nemuze zadna z trojice vzddlenosti prispivat do rozkladu 2261 vice nez jednim prvocislem.

Bez djmy na obecnosti predpoklddejme, ze 7 | A, 17 | B a 19| C. Protoze 71 (110 — A), pfipadd déle v tvahu jedna
z variant 7 | (110 — B), 7| (110 — C). V prvnim piipadé dostdvame 19 | (110 — A), nebot 191 (110 — C'), a konecné
17 | (110 — C). Ve druhém piipadé dostaneme podobné 17| (110 — A) a 19 | (110 — B).

Protoze NSD(7,19) = 1, jedind moznost, jak rozlozit 110 na a - 7 + b - 19 pro nezéporné celd ¢isla a a b, je
110 = 13- 74+ 1 - 19 (v8echny rozklady jsou tvaru 110 = (13 4+ 19k) - 7+ (1 — 7k) - 19 pro k € Z a koeficienty jsou
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nezéporné pouze pro k = 0). Podobné ziskdme rozklady 110 =4-17+6-7a 110 =4-19+ 2 - 17. Ty nés vedou ke
dvéma feSenim
A=13-T=91, B=4-17=68, C=4-19=76

A=6-7=42, B=2-17=34, C=19.

Martinina pozndmka na 80. kilometru iikd, ze posledni kopec je vzdalen alesponi 80 km od Prahy. Jedinym fesenim je
tedy trojice 68, 76 a 91.2

Uloha 42. M¢jme pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C, pro ktery plati |AC| =4—-+V3a
|BC| = /3. Zvolme body D a F tak, aby ¢tyfthelnik ABDE byl ¢tverec a bod C' lezel vné tohoto Gtverce. Na tisecce
DFE najdéme bod J tak, aby |[<ACJ| = 45°, a na tsecce CJ bod K tak, aby AK || BC. Jaky je obsah trojihelnika
JKE?

Vijsledek. 3v/3/8

Resend. Ptedné si véimnéme, ze |<EKA| = 90°. Trojihelniky AEK a ABC jsou totiz shodné, nebot |AK| = |AC/,
|AE| = |AB| a |[<FEAK| = |<BAC|. Stied S ¢tverce ABDE lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC, nebot thly
ASB a ACB jsou pravé. Jelikoz |AS| = |BS|, je také |<ACS| = |<«BCS|. To vsak znamend, ze bod S lez{ na dsecce
CJ. Zobrazme nyni trojihelnik JKFE ve stiedové soumérnosti podle stfedu S. Bod FE se zobrazi na bod B, bod J na
prusecik AB a C'J — oznaéme jej H — a bod K na vnitin{ bod tsecky CJ — nazvéme jej I — spliujici |</BC| = 90°.

D

(caln A

Obsah trojihelnika budeme znacit hranatymi zavorkami. Trojihelnik I BC' je pravouhly rovnoramenny s pravym iihlem
pii vrcholu B, takze dostavame [IBC] = (v/3)2/2 = 3/2. Nyn{

[IBC| |IC| |IH|+|HC| 14 |HC|
[[BH] |IH| |TH| N |[TH|

Trojthelniky ACH a BIH jsou ziejmé podobné s koeficientem podobnosti

|HC|  |AC|  |AC]|
\TH|  |IB| |BC|

Nyni uz umime spocitat obsah trojihelnika JKE jako

[JKE] = [IBH] = [IBC) - McﬁﬂBC' _ ; . ? _ %ﬁ

Uloha 43. Dva vézni, David a Michal, stoji pfed dvéma krabicemi. Védi, ze jedna krabice obsahuje dvé bilé kulicky
a jednu ¢ernou kulicku a druha krabice obsahuje jednu bilou kulicku a dvé ¢erné kulicky; nevédi vsak, ktera krabice je
ktera. David si musi vybrat krabici a ndhodné z ni vytahnout kulicku, kterou uz ale zpét do krabice nevraci. Pokud si
vytahne bilou kulicku, je volny, jinak je popraven. Totéz pak musi udélat i Michal. Jestlize Michal vidi, kterou krabici
si David vybral a jakou kulicku z ni vytahl, a pokud postupuje logicky, jaka je jeho Sance na preziti pred vytazenim
prvni kulicky? Predpokladejme, ze David si krabici vybral ndhodné.

Viysledek. 5/9

2Jedn4 se o kopce Mezivrata (713 m), Kalvérie (698 m) a Bukovec (658 m) a pauza na 80. kilometru se odehrédvala v Zibkové na névsi,
kde je péknd dfevénd lavicka :) (Martina si na prekladu anglické verze dlohy dala opravdu zélezet; puvodni formulace se o skuteény mistopis
neopirala.)
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Reseni. Barvu, kterou si vytédhl David, oznaéme d, a druhou barvu nazvéme e. Pak pravdépodobnost, ze si David
vybral krabici s d,d, e, je 2/3 a pravdépodobnost, ze si vybral krabici s d, e, e, je 1/3. Pokud si Michal zvol{ stejnou
krabici jako David, vytahne si d s pravdépodobnosti

21,1 1
32 3 3
a e s pravdépodobnosti
1 2
1—-=-.
3 3

Pokud si zvoli druhou krabici, vytahne si d s pravdépodobnosti

2 1 12 4

3373379
a e s pravdépodobnosti
4 5
1—=-=-.
9 9

Pokud je d bila, a tedy zarucujici preziti, chce si Michal vytdhnout také d. Protoze % > %, je pro néj lepsi zvolit
druhou krabici s Sanci na pieziti 4/9. Pokud je d ¢erné, chce si Michal vytahnout e. Protoze % > g, je pro néj lepsi
zvolit stejnou krabici a piezit tak s pravdépodobnosti 2/3. Protoze je ¢ernych a bilych kulicek stejné, je barva d bild s
pravdépodobnost{ 1/2 a ¢ernd s pravdépodobnosti 1/2, takze Michal pfezije s pravdépodobnosti

Uloha 44. Jaké je nejmensi kladné celé &slo n takové, ze z libovolnych (ne nutné ruznych) n redlnych ¢isel z intervalu
(1,2019) umime uz nutné vybrat ti ¢isla pfedstavujici délky stran nedegenerovaného trojihelnika?

Vysledek. 18
Reseni. Pro n < 18 vezméme prvnich n élent Fibonacciho posloupnosti, dané vztahy Fy = Fy = 1, Fiqyo = Fy+ Fit1:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597.

Ziejmé je nejveétsi ¢islo libovolné trojice vybrané z tohoto seznamu vétsi nebo rovné souctu druhych dvou, takze se nejedna
o délky stran nedegenerovaného trojuhelnika. Nyni ukazme, Ze z kazdych osmnéacti ¢isel 1 < x7 < --- < z15 < 2019 lze
vybrat délky stran trojuhelnika. Kdyby tomu tak nebylo, pak mame

T, 21, w32 a1 +a222, 4wtz >21+2=3, ...,
pricemz v kazdém kroku dostaneme na pravé strané nerovnosti ¢len zminéné Fibonacciho posloupnosti. Nakonec

dojdeme k x15 > 987 + 1597 > 2019, coz neni mozné. Hledané n je tedy 18.

Uloha 45. Symbolem o (k) oznac¢me pocet vSech kladnych délitelu ¢isla k. Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n, pro
které nejvétsi spoleény délitel o(n) a o(n®) neni mocninou dvojky (véetné 20 = 1).

Vijsledek. 432 = 2% .33

Reseni. Kdyz oznagime n = p§* - py> - - - pf* prvociselny rozklad n, plati

on)= (a1 +1)(ag+1) - (ar+1).

Podminka, ze nejvétsi spole¢ny délitel neni mocninou dvojky, je ekvivalentni existenci lichého prvocisla g, jez déli
zéroveii o(n) i o(n®). Protoze
o(n®) = Bar + 1)(Bag + 1) - (3ay + 1),

nenf o(n?) nikdy délitelné 3, takze nejmensi ¢, které piipadd v tivahu, je 5. Ddle si uvédomme, Ze ¢ nemiiZe byt souc¢asné
délitelem «; + 1 a 3a; + 1, nebot jinak by muselo délit také

Existuji tedy 4,5 € {1,...,t}, i # j, takovd, ze ¢ | a; + 1 a ¢ | 3o + 1. Protoze hleddme nejmensi n, pfedpoklddejme,
Zzet=2,1=1aj=2.

Pro ¢ = 5 jsou nejmensi mozné hodnoty a; a as postupné 4 a 3, a vezmeme-li nejmensi mozna prvocisla, tj. p; = 2,
po = 3, dostaneme n = 2% . 3% = 432. Pro ¢ > 7 pak dostavdme a1 > 6 a o > 2, coZ znamena, ze

n>26.32 =576 > 432.

Tedy 432 je vskutku nejmensi mozna hodnota n.
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Uloha 46. Nechf ABC je trojthelnik s pravym thlem pii vrcholu €, v némz |AC| = 15 a |BC| = 20. Na pifmce AB
zvolme bod D tak, aby platilo CD 1 AB. Kruznice t vepsand trojihelniku AC'D se dotyka piimky C'D v bodé T.
Kruznice ¢ se také dotyka piimky C'D v bodé T a zaroven se dotyka i BC. Ozna¢me pruseciky kruznice ¢ s primkou
AB jako X a Y. Jakd je délka tisecky XY?

Visledek. 3v/5

Regeni. S vyuzitim Eukleidovych vét spocteme

_AcP _
= TaBT =

_|1BCP _
T jAB]

16, |CD|=+/]AD|-|BD| = 12.

Polomeér kruznice ¢ (ktery je roven |DT|) uréime pomoc{ zndmé rovnosti mezi obsahem trojihelnika a sou¢inem poloviny
jeho obvodu a poloméru kruznice vepsané, kterou aplikujeme na trojuhelnik ACD: |DT| = 54/(36/2) = 3. Oznacme
w kruznici vepsanou trojuhelniku BC'D a S jeji bod dotyku se stranou CD. Stejnym zpusobem jako vysSe ziskame
|DS| = 4. Stejnolehlost se sttedem C' a koeficientem |CT|/|C'S| = 9/8 zobrazi kruznici w na kruznici ¢. Polomér
kruznice c je tedy roven 4-9/8 = 9/2. Bud nyni M stied tsecky XY a O stfed kruznice c. Vime, ze [XO| =9/2 a
|OM| = |DT| = 3. Za pomoci Pythagorovy véty uz snadno dopocteme

AD) 9, |BD|

92 9
|XY|:2-|XM|=2\/22—32=6\/4—1=3\/5.

Ae
D
X
- — = C
1y - SN
S \
t N \
/ \\ \\ Y
| \\ O
: |
| ././ I
.
\ 7 /
~
LA /
b
I /
- A /
/‘/ w N 7
'/‘ \\ //
C * B

Uloha 47. Kaizdé policko sachovnice 6 x 7 obarvime jednou ze ¢tyt barev. Obarveni nazveme atraktivnim, jestlize
kazdy Ctverec 2 x 2 obsahuje policka ¢tyf ruznych barev. Kolik existuje atraktivnich obarveni?

Vysledek. 1128

Reseni. Nejprve uc¢infme nékolik pozorovani. Vzhledem k tomu, ze v atraktivnim obarveni maji kazds dvé sousedni
policka ruzné barvy, pak v kazdém fadku, ve kterém se celkem vyskytuji vice nez dvé barvy, najdeme trojici sousednich
policek obarvenych tfemi ruznymi barvami. Tato trojice uz jednozna¢né urcuje obarveni piislusnych t#f sloupcu — kazdy
z nich nutné obsahuje pravé dvé stiidajici se barvy. Totéz plati, zaménime-li v pfedchozim fadky a sloupce. Z toho
vyplyvéd, ze v atraktivnim obarveni se nemuzou soucasné vyskytovat rfadek i sloupec s vice nez dvéma barvami.

Nyni spocteme, kolik je atraktivnich obarveni Sachovnice se 6 fadky a 7 sloupci, kterd v kazdém fadku pouzivaji
préavé dvé barvy. Jestlize vybereme dvojici barev pro prvni fadek, jednozna¢né tim urcime i dvojice barev pro vSechny
ostatni fadky. Pak uz jde jen o to, ktera barva se v kazdém radku vyskytne jako prvni. Celkem tedy mame (g) 26 =6.26
obarveni. Podobné dostaneme 6 - 27 obarveni, kterd pouzivaji v kazdém sloupci pravé dvé barvy. Nakonec potiebujeme
odecist obarveni, ktera jsme zapocitali dvakrdt, coz jsou praveé ta, kterda pouzivaji pouze dvé barvy v kazdém fadku a
v kazdém sloupci. VSechna takova obarveni jsou urcena pofadim barev v levém hornim ¢tverci 2 x 2, a je jich tedy
4-3-2=24.

Celkem méme 6 - 25 + 6 - 27 — 24 = 1128 atraktivnich obarveni.

Uloha 48. Sto déti stoji v fadé. Prvni dité m4a 4 gramy ¢okolady, druhé ma 8 gramt ¢okolady, a tak to pokracuje
déle, az sté dité md 400 gramu ¢okolddy. Prvni dité d4 tietinu své okolddy druhému ditéti (takze druhé dité m4 ted
23—8 gramu c¢okolddy). Druhé dité pak da jednu tfetinu své ¢okolady tretimu ditéti, a tak déle, az devadesdté devaté dité
d4 jednu tfetinu své ¢okolady stému ditéti. Kolik gramu ¢okolddy bude nakonec mit sté dité?

Vijsledek. 597 + 379
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Resend. Vsechny hmotnosti jsou v gramech. Po prvnim kroku mé druhé dité 8 + 4/3. Ve druhém kroku d4 tfetinu
své cokolady tretimu ditéti, které pak ma 12 + 8/3 4+ 4/32. Po tietim kroku ma étvrté dité 4(4 + 3/3 +2/3% +1/33)
¢okolady. Snadno vypozorujeme, ze sté dité bude mit nakonec

99 98 97 2 1
4(100++++~-~+398+399).

3t 32 33
Oznacme 99 98 97 2 1
Potom mame
1 1 1 1
1 1
+1+§+?+~--+@+
+1+1+
3
+1.
Sectenim geometrické fady
1 I . 1
1+ -4+ — — 3nt 2 (1=

dostaneme

Nakonec mame

3 1 1 1 oo
45—4~2<100—<1—3100)> =600 — 3+ 55 =597+ 37,

Uloha 49. Najdéte vsechna kladna celd ¢isla n > 3, pro ktera je néasledujici vyraz celociselny:

(n—1)""1 —n2+2019- (n—1)
(n—2)2 ’

Vysledek. 3, 4,5, 6, 8, 14
Resend. Hleddme viechna n, kterd splituji podminku (n —2)2 | (n — 1)"~! —n? 4+ 2019 - (n — 1). Po piicten{ (n —2)% k
pravé strané dostavame ekvivalentni vyraz

(n—22(n—-1)""1=n?+2019- (n—1)+(n—2)*=(n—1)""* +2015- (n — 1).

Jelikoz jsou é&isla n — 1 a n — 2 nesoudélna, plati také (n —2)? | (n — 1)"~2 + 2015. Polozime-li t = n — 2, mizeme
podminku délitelnosti piepsat jako 2 | (t + 1)* + 2015, coz pomoci binomické véty rozvineme na

t t t
42 | &+ (t_ 1>tt1 R <2)t2—|— <1)t—|— 1+ 2015.

Prvnich ¢ élent je délitelnych t2, takze zbyva splnit 2 | 2016. Rozklad &fsla 2016 na prvocinitele je 2° - 3% - 7, takze
jediné mozné hodnoty t jsou 1, 2, 3, 4, 6, 12. Zpétnou substituci do n =t + 2 ziskdme Sest feseni: 3, 4, 5, 6, 8, 14.
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Uloha 50. Na kazdé ze tif soustfednych kruznic s poloméry 3, 4 a 5 lezi jeden vrchol rovnostranného trojihelnika.
Jaké jsou vSechny mozné délky strany tohoto trojuhelnika?

Visledek. /25 — 12v/3, /25 + 12V/3
Resend. Vrcholy trojihelnika ze zadani oznacme postupné A, B, C. Nechf S je spoleény stied vsech tif kruznic.
Mohou nastat dva pifpady: bod S bud lezi vné trojihelnika ABC, nebo uvniti ného.

V prvanim piipadé dostaneme otocenim bodu C' a S o 60° okolo bodu B body C' = A a S’. Trojthelnik SBS’ je
rovnostranny se stranou délky 4 a |S’C’| = |SC| = 5. Trojihelnik SS'C’ m4 délky stran 3, 4, 5, a tedy |<tS’SC’| = 90°.
Déle |[«BSA| = |<5'SC’| — |<«S'SB| = 30° a pouzitim kosinové véty v trojihelniku BSA dostaneme |[AB| =

V25 — 124/3.

Ve druhém pripadé otoc¢ime body A a S o 60° okolo B, ¢imz ziskdme body A’ = C a S’. V trojihelniku SS’A’ je ze
stejného divodu jako v predchozim pifpadé |[<SS’A’| = 90°. Tedy |<BSA| = |<BS'A'| = |<«SS"A'| + |<«SS'B| = 150°.
Pouzitim kosinové véty v trojihelniku BSA dostaneme druhé feseni AB = /25 + 121/3.

Uloha 51. Okolo kulatého otoéného stolu je rovnomeérné rozmisténo sedm zidli. Na stole je namalovano sedm Sipek
tak, ze od kazdé zidle a ke kazdé 7idli vede prévé jedna sipka (pocétecni a koncovd zidle jedné Sipky nemusi byt nutné
ruzné). Na kazdé zidli sedf jeden ¢clovék. Kazdou minutu se vSichni zvednou, vymeén{ si mista podle Sipek a nésledné
otodi stolem o jedno misto, tj. o jednu sedminu kruhu, po sméru hodinovych ruéicek. Kolik nejvice minut jim muze
trvat, nez se poprvé vsichni zdroven vrati na své puvodni zidle?

Vysledek. 84

Reseni. 'V kazdé minuté probéhne permutace lidf sedicich okolo stolu podle sipek. Po kazdé sedmé vyméné mist se pak
stul dostane do stejné polohy jako na zacatku. Podivame-li se tedy na kazdy sedmiminutovy blok jako na jeden celek,
muzeme mu piifadit permutaci — slozeni piislusnych sedmi diléich vymén.

Permutace na sedmi prvcich mé rad (tj. pocet nutnych zopakovéni, po kterych se vSechny prvky vrati na svéa
puvodni mista) nanejvys 12. Réd permutace totiz ziejmé spocteme jako nejmensf spoleény nasobek délek cykli, které ji
tvoif. Radu 12 jsou napiiklad viechny permutace typu

1-2—-23—>1 4—-5—=26—7—4,

tj. slozené z jednoho cyklu o tfech a jednoho cyklu o ¢tytech prvcich.
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Nejpozdéji se tedy lidé vrati na sva ptvodni mista po 7-12 = 84 minutdch. Nyni ukdzeme, Ze existuje rozlozeni
Sipek, pro které je téchto 84 minut opravdu potieba.

Jestlize jsou na stole Sipky vyznacené tak, Ze si pii prvni iteraci vymeéni mista pouze lidé na pozicich 1 a 4, pak jsou
po sedmi minutdch pozice zamichané pomoci permutace

1-2—-3—-1 4-7—-6—-5—14

fadu 12. Po 84 minutéch se tedy vsichni ocitnou na svych puvodnich mistech. Zbyva ukdzat, ze se na né nedostanou uz
diive v prubéhu nékterého sedmiminutového bloku.

Vsimnéme si, ze po dokonéeni celého bloku sedi na pozicich 1, 2 a 3 vzdy jejich puvodni osazenstvo (ne nutné kazdy
na svém puvodnim misté). V prubéhu bloku v8ak pokazdé sedi alespon jeden z téchto lidi na nékteré z pozic 4-7. Z
toho vyplyva, ze na puvodni mista se vSichni znovu dostanou skuteéné az po 84 minutach.

Uloha 52. Nechf ai, as,as, ... je posloupnost kladnych redlnych c¢isel. Pocinaje ¢lenem as je kazdé ¢islo polovinou
souctu aritmetického a geometrického prumeéru svych dvou sousedu. Urcete asss, jestlize vite, ze a1 = % aay = %
Poznamka: Geometricky prumeér dvou kladnych redlnych ¢isel x a y je definovan jako ,/xy.

Viysledek. 2016

Reseni. Podminku v zadan{ lze pFepsat jako

2
w + /Ok—1 - Gf11 _ (. /ap—1 + ,/CLk_H)
2 4

ap =

pro kazdé k > 2. Jelikoz jsou vSechny ¢leny posloupnosti kladnd ¢isla, muzeme vyraz upravit do tvaru

Vak—1+ \/Ck+1
Vap = %

Uvazujme nyni posloupnost by, bs, ..., kde by = \/ai. Tato posloupnost je aritmetickd s diferenci d. Navic vime, ze

by = /2/7 a by; = +/7/2, odkud spocteme

d:\/ﬁi\/ﬁ: 1
10 214"

Z toho jiz snadno dostaneme b33 jako

2 332 44332
bass = b +332-d=\[+= — 12v/14
833 — A 79 /14 214

a nésledné aszs = b3s53 = 2016.

Uloha 53. Viki m4 obdélnik s obvodem 444 a stranami kladnych celo¢iselnych délek a a b, kde a > b. Snazi se jej
vyplnit ¢tverci o strané délky a — b tak, ze prvni z nich umisti do levého horniho rohu a dalsi sklada do ¢tvercové miizky
urcéené timto ¢tvercem (miizka ma tedy pocatek v levém hornim rohu obdélnika a osy rovnobézné s jeho stranami).
Po polozeni nékolika ¢tvercu (tj. aspon jednoho) se v8ak dostane do situace, kdy se uz zadny dals{ cely ¢tverec do
obdélnika nevejde. V té chvili je obsah nepokryté ¢asti obdélnika roven 1296. Sectéte vsechny mozné délky strany
¢tverce pouzitého pro vyplnéni daného obdélnika (séitdme pfes vsechny mozné Vikiho obdélniky spliiujici zadani).
Vysledek. 166
Reseni. Platia=b=7r (mod a—b), kde 0 <7 < a—b— 1. Obsah nepokryté ¢ésti obdélnika je tedy ra + rb — 12 =
—r2 4 222r = 1296, coz ekvivalentné piepiseme jako (r — 6)(r — 216) = 0. Evidentné je a > r a b > r, takze musi byt
r =06.

Odstranime-li nyni nepokrytou ¢ast a polozime x = a — r a y = b — r, dostaneme obdélnik x X y beze zbytku
vyplnény ¢étverci o strané ¢ —y =a —b. Protoze x —y déli x iy, musi délitic+y=a+0—2r=210=2-3-5-17.
Zvolme d | 210 a vyFesme soustavu rovnic  —y = d a x + y = 210 vzhledem k z a y:

210 +d 210 —d
xTr =

2 YT T

Resenimi musi byt kladnd celd ¢isla, nebot zadén{ iikd, Ze Viki polozil alespon jeden ¢tverec o strané a —b =z —y > 0.
Fakt, ze jsme vyplnili co mozné nejvétsi ¢ast obdélnika, ndm navic dava podminku z — y > 6. Z toho plyne, ze d dava
feSeni pravé tehdy, kdyz je sudym délitelem 210 spliiujicim 6 < d < 210. Jinymi slovy musi byt d jednim z ¢isel 10, 14,
30, 42 a 70, jejichz soucet je 166.
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Uloha 54. UvnitF trojihelnika ABC zvolme bod P. Oznaéme A’, B', C' postupné priseciky pifmek AP, BP, C'P
se stranami BC, CA, AB. Jestlize
|A'P|=|B'P|=|C'P|=3

|AP|+ |BP|+ |CP| = 25,
urcete |AP|-|BP|-|CP|.
Vysledek. 279
Reseni. Obsah trojihelnika budeme znagit hranatymi zévorkami. Pisme a = |AP|, b= |BP|, ¢ = |CP|. Pak

[PBC] |PA'| 3
[ABC]  |AA'|  a+3

a podobné
[PCA] 3 [PAB] 3

[ABC]  b+3" [ABC] c¢+3
Déle mame [PBC] + [PCA] + [PAB] = [ABC] neboli

3 N 3 N 3
a+3 b+3 c+3

bl

coz muzeme upravit do tvaru
54 +9(a+ b+ c) = abe.

Vysledek ziskdme dosazenim a + b + ¢ = 25 do této rovnice.

Uloha 55. Hedvika m4 kruznici k, na které zvolila proti sméru hodinovych rucicek ¢trnact bodu Ay, ..., A14. Ukazalo
se, ze z UseCek spojujicich body A4; a A; pro 1 <14 < j < 14 se zadné tfi neprotinaji v jednom bodé uvniti kruznice k.
Hedvika si vSechny tyto usecky poctivé namalovala do jednoho obrazku, ale protoze se jeji obrazek stal vzhledem k tolika
¢ardm dost nepiehlednym, rozhodla se vygumovat vSechny strany a thlopticky sedmithelniku A1 A3As A7 AgA11A13 a
Ay Ay AgAgA1pA12A14. Na kolik oblasti déli zbyvajici tse¢ky kruh ohrani¢eny kruznici k7

Vysledek. 295

Reseni. Piidévejme tsecky jednu po druhé. Kdykoliv pFiddme jednu tsecku, zvysi se celkovy pocet oblasti o 1 +
pocet tsecek, které tato nova tisecka protina. Hledany pocet oblasti je tedy roven

1 + pocet tsecek + pocet pruseciku téchto tdsecek.

Bodum A1, As, ..., A3 fikejme liché a ostatnim bodum fikejme sudé. Nevygumované jsou praveé ty usecky, které
spojuji liché body se sudymi. Téch je 7-7 = 49.

Koncové body protinajicich se tseéek lezi na kruznici k v potadi lichy — lichy — sudy — sudy. Naopak kazda takova
¢tvefice bodu uréuje jeden prisecik, takie ndm staéf zjistit pocet téchto étvefic. Bez jmy na obecnosti bud A; prvni z
lichych bodu étvefice. Rozdélime-li body na kruznici k do sedmi dvojic (As, As), (A4, 4s), ..., (A14, A1), vidime, Ze
zbyvajici t¥i body ¢tvefice musi patfit do ruznych dvojic. Kazdd volba tii z uvedenych dvojic ndm navic ddva vyhovujici
¢tverici bodu: stac¢i vybrat lichy bod z prvni dvojice a sudé body z druhych dvou. K tomu v8ak mame sedm ruznych
moznosti vybéru prvniho lichého bodu, takze dostavame celkem

7
: =24
7 (3) 5

pruseciku. Kruh je tedy useckami rozdéleny na 1 + 49 + 245 = 295 oblasti.
Uloha 56. Uréete pocet uspoiadanych ¢tvefic kladnych celych ¢isel (a, b, ¢, d) splitujicich
a+b+c+d=505 a ab=cd.

Vysledek. 800

Reseni. Nejdifve vyndsobme prvnf rovnici ¢islem @ a vyuzijme druhou, &mz dostaneme (a+c)(a+d) = 505a = 5-101-a.
Protoze 5 i 101 jsou prvocisla a protoze jsou obé zadvorky vétsi nez a, musi byt jedna z nich rovna 5k a druha 1011,
pricemz kl = a. Rozeberme nyni dva piipady. Nejprve uvazujme a + ¢ = bk a a+ d = 101l pro dand k, [ splnujici kI = a.
Pak plati c = k(5 —1), d=1(101 — k) ab =505 —a — d — ¢ = (101 — k)(5 — 1). Snadno ovéfime, ze ¢tvefice

(a,b, ¢, d) = (kl, (101 — k)(5 — 1), k(5 — 1),1(101 — k))
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spliiuje podminku ab = cd a je tedy feSsenim daného systému pro libovolné [ = 1,2,3,4 a libovolné k = 1,2,...,100.
Vedou-li dvojice (ki1,11) a (ka,l3) podle vzorce uvedeného vyse ke stejnému feSeni, pak nutné plati ki1l = ksly a
(5—11)k1 = (5 — l2)ka, z ¢ehoz plyne k1 = k2 a l; = lo. Méme tedy 400 po dvou ruznych Feseni.

Druhou moznosti volby hodnot zévorek je ptipad a + ¢ = 101l a a + d = 5k, pro ktery podobnym zpusobem
dostaneme 400 po dvou ruznych feseni

(a,b,c,d) = (kl, (101 — k)(5 —1),1(101 — k), k(5 — 1))

pro jakékoli 1 = 1,2,3,4 a k=1,2,...,100. Zadné feseni z druhého piipadu neni stejné jako Feseni z prvniho pifpadu,
protoze 5k = a + ¢ = 101l neplati pro zadna k, [ v danych mezich. Dohromady tedy existuje 400 + 400 = 800 feSeni.
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