Uloha 1. Kazdé pismeno na obrazku odpovida jiné nenulové &islici. V misté prekryvu dvou obdélnikt je vizdy
napsany soucet odpovidajicich ¢islic. Urcete péticiferné ¢islo NABOJ.
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Vysledek. 14325

Reseni. Cislo 16 lze ziskat jen jako soucet 7 a 9. Kdyby R = 9, tak dostaneme J = 3 a nasledné N = 3, coz odporuje
zadani. Proto R =7 a S = 9. Postupné spoc¢itdme vSechny ostatni ¢islice: J =5, N=1,Q =6, B=3, P=8, A=4
a O = 2. Hledanym ¢islem je tedy NABOJ = 14325, coz mimochodem obsahuje skrytou zpravu o terminu konani
Naboje 14. 3. 2025.

Uloha 2. Po kolika oto¢enich ozubenym kole¢kem C' kolem dokola se vSechna kolecka zase vrati presné do ptivodnich
poloh?

Vysledek. 14

Reseni. Kolecko A mé 14 zubti, B jich m4 6 a C jich m4 15. Nejprve uréime, o kolik zub® se museji nase kolecka
otocit, aby byla vSechna zase v puvodnich polohach. Toto ¢islo musi byt nasobkem 14, 6 i 15. Nejmensi spole¢ny
nasobek téchto ¢isel je 14 - 15 = 210 (kolecko B tedy ndhodou ,nehraje roli“; jakmile jsou v pivodni poloze A a C,
tak je v pivodni poloze i B). Otoceni o 14 - 15 zubti odpovida 210/15 = 14 oto¢enim kolecka C.

Uloha 3. Na zed Matfyzu kdosi nasprejoval deseticiferné ¢islo. Ondra si viml, ze kdykoli v ném podtrhne dvé stejné
Cislice, tak se nékde mezi nimi nachézi alespon jedna mensi cifra. Jaké nejvétsi ¢islo mize byt na zdi napsané?

Vysledek. 9897989698

Reseni. Budeme ¢islo postupné budovat zleva. (Sprejer asi postupoval podobné.) Jako prvni é&islici pouzijeme 9; i
v kazdém dalsim kroku vzdy zvolime nejvétsi ¢islici, kterda neporusi podminku ze zadani. Na druhou pozici nemutzeme
napsat 9, takze pouzijeme 8. Potom lze pouzit 9. Na ¢tvrtou pozici pak nelze napsat 8 ani 9, takze nejvétsi mozna
hodnota je 7. Nasledné jde opét postupné pouzit trojici ¢islic 9, 8, 9. Na osmou pozici ale musime napsat 6, protoze 9,
8 ani 7 nelze pouzit. Posledni dvé ¢islice vyjdou jako 9 a 8. Takto jsme sestavili ¢islo n = 9897 989 698 spliujici zadéani.
Zduvodnime, ze na zdi skute¢né nemiize byt napsané vétsi ¢islo. Pokud totiz jiné ¢islo m také spliuje podminky, staci
se podivat na prvni pozici, kde se lisi od n. Protoze jsme pro n vzdy zvolili nejvétsi moznou ¢islici na daném misté,
m4 zde m n&jakou mensi ¢islici. Proto uréité m < n, at uz jsou ostatni ¢islice jakékoli.

Uloha 4. Olin pokrjva étvercovou podlahu dlazdicemi tvaru L (viz obrazek) tak, aby se dlazdice nepiekryvaly a
podlaha byla zcela pokryta. Jaka je nejmensi délka strany pokryvaného ¢tverce, pro kterou se mu to podafi?

Vysledek. 6



Reseni. Obsah dlazdice je 3, takZe obsah kteréhokoliv vydlazditelného ttvaru je také nasobkem 3. Nahlédneme, Ze
¢tverec 3 x 3 pokryt nelze. Ctverec 6 x 6 uz vydlazdit jde; jedno z moznjch pokryti je zndzornéno nize.

Uloha 5. V rovnoramenném lichob&zniku ABCD se zékladnami AB a CD plati |BC| = |CD| = |AD|. Dale necht
S je stied usecky DC a X bod na tseéce AB takovy, ze XS je rovnobézna s BC. Urcete obvod rovnobézniku XBC'S,
je-li obvod ABCD roven 50 a obvod AXSD roven 38.
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Vysledek. 36

Reseni. Protoze se jedna o rovnobéznik, jsou tsecky |XS| a |BC| stejné dlouhé. Rozdil zadanych obvodi, jehoz
hodnota je zjevné 50 — 38 = 12, je proto roven | XB| + |CS|. Zaroveii plati | XB|+ |CS| = 2-|CS| = |CD|, a ze zadani
vime, ze tato délka se rovna i |BC| a |XS|. Hledany obvod je tedy | XB|+|CS|+|BC|+|XS|=3-|CD| =3-12 = 36.

Uloha 6. David si mysli dvojmistné ¢islo slozené ze dvou nenulovych cifer. Kdy# toto ¢islo vynasobil ¢slem s pro-
hozenymi ciframi, vyslo mu ¢tyfmistné ¢islo s pocatecni cifrou 3 a s koncovou 7. Jaké bylo vétsi z obou vynasobenych
Cisel?

Vysledek. 93

Reseni. Ozna¢me z a y cifry Davidova ¢isla. V§imneme si, ze cifra na misté jednotek ve vysledném souéinu odpovida
jednotkdm v soufinu z - y. Z toho plyne, Ze x ani y neni sudé (jinak by soucin byl sudy), a navic se ani jedno z nich
nesmi rovnat 5 (jinak by souc¢in byl délitelny 5). Pak uz snadno vyzkousime, Ze cifru 7 miZzeme dostat jen dvéma
zpusoby, a to jako 1-7 =7 a 3-9 = 27. Prvni moznost, tedy 17- 71, ma na misté tisicd 1, spravnym soucinem je proto
39 -93 = 3627 a fesenim je 93.

Uloha 7. Honza hraje karetni hru se standardnim bali¢kem 52 karet (13 hodnot ve 4 barvéach). V kazdém tahu si
bud dobere kartu, nebo ze své ruky zahraje kartu, kterd méa shodnou hodnotu nebo barvu s vrchni kartou odhazovaci
hroméadky. V predeslych tazich mél Honza smulu a postupné si dobral hodné karet, coz jej pfivedlo k myslence: Kolik
nejméné karet musi mit na ruce, aby mél jistotu, ze mize urcité nékterou z karet zahrét (bez ohledu na to, jaka je
vrchni karta odhazovaci hromadky a jaké karty ma na ruce)?

Vysledek. 37

Reseni. Pokud m4 Honza na ruce viechny kombinace 3 barev a 12 hodnot (celkem 3 - 12 = 36 karet), potom se miiZe
stat, ze karta na vrsku odhazovaci hromadky ma ¢tvrtou barvu a tfindctou hodnotu, které Honzovi na ruce chybi.
V takovém piipadé nemtze Honza zddnou ze svych karet zahrat. Hledany pocet karet je tedy alespon 37.

Na druhou stranu, horni karta odhazovaciho balicku sdili barvu s 12 dalsimi kartami a hodnotu s dalsimi 3 kartami.
Jelikoz je karet celkem 52 a alespon 1 je na odhazovaci hroméadce, nejvyssi pocet karet, které Honza mize mit v ruce
a nemoci je odehrat, je 52 — 1 — 12 — 3 = 36. Pokud mé Honza na ruce 37 karet, urcité mize alespon jednu z nich
zahrat.



Uloha 8. Sedmitihelnik ABCDEFG je slozen ze 6 mnohotihelniki se spoleénym vrcholem S: tii rovnostrannych troj-
thelnikti (ABS, CDS, FGS), dvou rovnoramennych pravouhlych trojihelnikti (BCS, GAS s pravym thlem u vrcholu
C, respektive G) a ¢tverce (DEF'S). Urcete velikost thlu SAFE ve stupnich.
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Vysledek. 15°

Reseni. Trojthelnik FGS je rovnostranny, z ¢ehoz plyne, ze |F'S| = |GS|, a rovnoramenné pravotihlé trojthelniky
SGA a EFS jsou tak shodné. Proto |ES| = |AS|, a tedy i trojihelnik FAS je rovnoramenny. Jelikoz |<ESA| =
45° 4 60° + 45° = 150°, dostavame |<SAE| = 1(180° — |[<ESA|) = 15°.

Uloha 9. Kolik je na obrazku trojihelniké sloZenjch jen z bilych dlazdic?

Vysledek. 34
Reseni. Do kazdé dlazdice napiSeme, kolik trojuhelnikf spliiujicich zadanou podminku ji obsahuje jako horni nebo
dolni roh (v zavislosti na jeji orientaci):
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Timto zptsobem zapocitame kazdy z hledanych trojuhelnikd pravé jednou, a feseni tedy dostaneme jako soucet vSech
téchto cisel.

Uloha 10. O ¢tyiciferném ¢isle fekneme, Ze je carokrdsné, jestlize mé nasledujici vlastnost: Kdy# odstranime éislici
na pozici stovek, bude vzniklé trojciferné ¢islo presné jedna devitina puvodniho ¢tyfciferného ¢isla. Napriklad 2025 je
carokrasné ¢islo, protoze 225 = % - 2025. Naleznéte nejvétsi ctytciferné carokrasné ¢islo.

Vysledek. 6075

Reseni. Vezméme ¢arokrasné ¢islo N = abed a ozna¢me n = cd. Pak N = 1000a + 100b + n a odstranénim ¢slice na
pozici stovek dostdvame M = 100a 4 n. Pozadovanou rovnost M = %N lze piepsat jako 9M = N neboli

9(100a + n) = 1000a + 100 + n;



po preusporadani a vydéleni ¢tyimi dostavame podminku

25(a +b) = 2n.

7 této rovnosti vyplyva, ze a+b je sudé ¢islo, které je navic ostie mensi nez 2'215?0 = §, protoze n < 100. Proto a+b < 6.
Abychom ziskali co nejvétsi N, je rozhodujici jeho prvni éslice, takze volime a = 6 a b = 0, coz dava n = 255 = 75,

2
Cislo N = 6075 je skuteéné ¢arokrasné, jelikoz 675 = % - 6075.

Uloha 11. Nakladni lod Strijcek Jack mtize vozit tii rtizné kapaliny soucasné: etanol, naftu a rtuf. Pro kazdou
surovinu ma jinou maximalni kapacitu: 10 tun etanolu, 30 tun nafty a 60 tun rtuti. Na cesté z Prahy do Hamburku
vezla lod dohromady 85 tun téchto kapalin. Na zpétecni cesté pievéazela (v porovnéani s cestou do Hamburku) stejné
mnozstvi etanolu, dvakrat vice nafty a tfetinové mnozstvi rtuti. Kolik tun nakladu vezla na zpatecni cesté?

Vysledek. 60

Reseni. Maximalni kapacita lodi je 100 tun. ProtoZe na cesté do Hamburku vezla 85 tun nakladu, musela nutné vézt
nejméné 15 tun nafty. Kdyby ale vezla vice nez 15 tun nafty, nemohla by ji na zpatecni cesté vézt dvakrat tolik. Proto
lod na cesté tam vezla piesné 15 tun nafty a ostatnich dvou komodit vezla maximalni mozné mnozstvi. Celkovy néklad
na zpatecni cesté uz snadno spocteme jako

1
10+2-15+§~60:60.

Uloha 12. Kolika réiznymi zptisoby lze vyobrazeny sedy ttvar zcela pokrjt dominovymi kostkami tak, aby se nepfe-
kryvaly? Kazdd dominové kostka (vyobrazend bile vpravo) vzdy pokryva dvé sousedni policka a miize byt umisténa

vodorovné nebo svisle.

Poznamka: Dvé pokryti, ktera jsou vici sobé zrcadlové prevracena nebo ktera se lisi otocenim, pocitame jako rtzna.
Dominové kostky nesméji precnivat pfes okraj Sedého utvaru.

Vysledek. 8

Regeni. Za&neme pokryvat titvar z jednoho z vnitinich rohii, viz diagram (1); existuje i druhy zpiisob, jak prvni kostku
polozit (svisle misto vodorovné), ale obé vysledné situace jsou shodné, jen zrcadlové pfevracené. Druhou moznost proto
zatim ignorujeme a jen na zavér vynasobime vysledek dvéma. Kdyz uz je polozena tato prvni kostka, jsou jednoznacné
urceny polohy dalsich dvou, viz (2). Nésledné mame po dvou moZnostech pokryti obou ,étverci“ vlevo a vpravo, viz
(3), a zbytek dlazdéni uz je jednoznaény, viz (4). Existuji tedy 2 - 2 = 4 moznosti, jak vydlazdit atvar po polozeni
kostky (1). Kdyz zapoéitdme zminénou volnost v poloZeni tohoto domina, dostdvame dohromady 2 - 4 = 8 zpiisobt.

| (2) (2) (2)

(1) DR 1 1@ 1 1@

Uloha 13. Balicek ve tvaru krychle je zalepeny lepici paskou, jejiz sitka je mensi nez siika hrany balicku. Tmavé
$edé plochy na povrchu (véetné téch, které na obrazku nejsou vidét) maji celkovy obsah 216 cm?. Obsah svétle Sedjch
ploch na povrchu odpovida poloviné obsahu plochy, ktera viibec neni pokrytéa lepici paskou. Urcete délku hrany balicku
v centimetrech.



Vysledek. 30

Reseni. Obsah kazdého tmaveé Sedého ctverce je 216/6 = 36, takze délka jeho strany je v/36 = 6. Na kazdé sténé ma
nepokryta ¢ast dvakrat vétsi obsah nez svétle Sedé plochy, z ¢ehoz plyne, ze kazdy svétle Sedy obdélnik ma polovicni
velikost oproti bilému étverci. Z toho plyne, Ze mtizeme kolem hrany balicku umistit 5 svétle Sedych obdélniki sitky
6, a délka hrany balicku je tak 5-6 = 30.

Uloha 14. V jistém papirnictvi prodavaji tuzky, sesity a pravitka. Sesit stoji tolik jako tuzka a pravitko dohromady.
Kdyby pravitko zdrazilo o 50 %, stélo by tolik jako tuzka a sesit dohromady. O kolik procent by musela zdrazit tuzka,
aby stéala tolik jako seSit a pravitko dohromady?

Vysledek. 800 %

Reseni. Oznaéme si ceny tuzky, sesitu a pravitka postupné jako t, s, p. Zadané podminky se daji pfepsat jako rovnice
s=t+pa %p =t + s. Dosazenim za s do druhé rovnice dostavame %p = 2t + p neboli p = 4t; dosadime-li toto do
prvni rovnice, vyjde s = 5t. Plati tedy s + p = 9¢; proto by se cena tuzky musela zdevitinasobit, tj. vzrist o 800 %.

Uloha 15. Oznaéme NSD(a,b) nejvétsiho spole¢ného délitele a nsn(a,b) nejmensi spoleény nasobek ¢isel a a b.
Urcete hodnotu vyrazu

nsn (2025, nsn (2024, NSD(2023, NSD(2022, . . . nsn(4, NSD(3,NSD(2,1))) ... )))).

Operace NSD a nsn se stfidaji kazdé dva kroky a obé jsou pouzity 1012krat. Pokud by misto toho byla kazda pouzita
pouze dvakrat, vyraz by vypadal takto: nsn(5,nsn(4, NSD(3,NSD(2,1)))).

Vysledek. 4098 600

Reseni. Pro kazdé kladné celé &islo x plati NSD(z,2 — 1) = 1, a proto pro kazd4 kladna celd ¢isla x,a mame
NSD(z,NSD(z — 1,a)) = 1. Toto pozorovani pouzijeme pro x = 2023. Tim zjistime, %e pfed provedenim poslednich
dvou operaci je hodnota vyrazu rovna 1, takze se cely vyraz rovna

nsn(2025, nsn (2024, 1)) = 2025 - 2024 = 4098 600.

Uloha 16. Na obrazku jsou tii obdélniky, ve kterych jsou pravidelné vepsané shodné kruznice, a p¥imka prochéazejici
pravymi hornimi rohy vSech tii obdélniki. Prostfedni ¢ast obrazku je skryta. Kolik kruznic je v Sedém obdélniku?
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Vysledek. 12

Reseni. Pravouhlé trojihelniky vzniklé mezi pfimkou a jednotlivymi obdélniky jsou podobné s pomérem 2. Ten vice
vlevo ma odvésny délek 1 a 6, vyjadfeno v primeérech vepsanych kruznic. Z toho plyne, ze §itka Sedého obdélniku je
2 -6 = 12 primért kruznic.

Uloha 17. Jarda bézel 18kilometrovy okruh. Vyrazil rovnomérnym tempem, ale v uréitém bodé se zacal citit unaveny,
a tak své tempo snizil o 25 % a timto tempem ubé&hl zbytek trasy. Poté co dobéhl, zkontroloval Jarda tdaje na svych
chytrych hodinkéch a zjistil, ze pomalej$sim tempem bézel dvakrat déle nez rychlejsim tempem. Kolik kilometrt Jarda
ubéhl, nez zpomalil?

Vysledek. 7,2 = 3—56

Reseni. Necht v je Jardova ptivodni rychlost (v kilometrech za hodinu) a ¢ je ¢as (v hodinéch), po ktery bézel rychlosti
v. Potom jeho snizena rychlost je %v a Cas, po ktery bézel touto rychlosti, je 2¢t. Celkova vzdalenost je soucet dvou
dil¢ich vzdalenosti, tedy

18:v~t—|—%v~2t:gvt,

z ¢ehoz plyne

vt = =17.2.

w\u‘ >

To je pravé vzdalenost, kterou Jarda urazil, nez zpomalil.



Uloha 18. Hedvika, José, Klarka, Martin a Naty se chté&ji vyfotit pfed pomnikem Velkého Naboje, a museji si proto
stoupnout do jedné fady vedle sebe. Trvaji ale na nasledujicich podminkéch:

e Martin chce stat napravo od Hedviky, Klarky a Naty.
e Klarka chce stat nalevo od Hedviky, Martina a Naty.

Kolika rtiznymi zptisoby se miize téchto pét kamarada vyfotit?
Vysledek. 10

Resendi. Vsimnéme si, Ze José neni omezen zadnymi podminkami, a proto miize stat kdekoliv. Na druhou stranu
mame jen dva zptlsoby, jak si mohou stoupnout ostatni: KHNM a KNHM. V obou ptfipadech ma José pét moznosti,
kam se postavit. Celkem jsme tedy nalezli 2 - 5 = 10 moznosti.

Uloha 19. Hrad tvofi pét vézi spojenych rovnymi zdmi o délkach 50 lokti, 70 lokt, 90 lokt, 110 loktt a 130 loktii.
Hradni zdi mohou byt usporadany v libovolném poradi. Uvnitt hradu se Slechtici predhanéji, jak daleko jsou schopni
dostelit z luku. Jaka je nejvétsi moznad piimé vzdalenost (v loktech), kterou miize uvniti hradu piekonat vystieleny
$ip, kdyz uvazime takové uspoifadani hradnich vézi a zdi, které je k tomu nejvhodnéjsi?

Poznamka: Tloustky zdi a rozméry vézi povazujeme za zanedbatelné. Délku, na kterou lu¢istnik dostieli, méfime jako
vodorovnou tsecku.

Vysledek. 220

Reseni. Zadani teoreticky povoluje i tzv. nekonvexns hrady, tj. takové, kde spojnice nékterych dvou vé&zi lezi mimo
hrad. (Ekvivalentné lze Fici, Ze takovy hrad mé u nékteré véze tihel vétsi nez 180°.) Je ale intuitivné jasné, ze pokud
se snazime najit hrad co nejvhodnéjsi pro lukostfelbu, pak takovy hrad bude konvexni. (Lze to pfesné matematicky
dokézat, ale nebudeme to tu rozebirat.)

Pro libovolné uspofadani hradnich zdi{ si pak uvédomime, Ze nejdelsi tisecka uvnitt konvexniho hradu (jejiz délku
oznaéime ¢) povede od jedné véze k jiné vézi. Vybérem téchto dvou véZzi se zdi rozdéli do dvou skupin, pfi¢emz soucet
délek v kazdé z nich musi byt vétsi nebo roven ¢. Hledame tedy co nejvétsi ¢islo ¢, pro které je mozné rozdélit délky
zdi na dvé mnoziny, jejichz soucty jsou vétsi nebo rovny £. Zjevné tedy

504+ 70490 + 110 + 130

< = 225.
< 5 5

Protoze je ale soucet délek libovolné mnoziny zdi nasobkem deseti, dostdvame dokonce ¢ < 220. Tuto hodnotu uz
ziskat lze, a to pfi rozdéleni stén 130 + 90 < 110 + 50 + 70.

Pfislusny hrad mé tedy jednu dlouhou rovnou zed délky 220 lokti, kterd je po 130 loktech pferusend vézi (to se
u skute¢ného hradu klidné mize stét); nejdelsi mozny vystiel z luku povede tésné podél této zdi.

Uloha 20. Tobik mé 8 karticek, na nichz jsou postupné &islice 1 az 8. Uspotadal viechny karticky tak, Ze vznikla
dvé ¢tytciferna ¢isla. Jaka mohla byt nejmensi mozna kladna hodnota jejich rozdilu?
Vysledek. 247

Reseni. Snazime se vytvofit z karticek dvé ¢isla, ktera si budou co nejbliz. Proto na pozice tisicti umistime é&islice
lisici se o jednicku. Dal musime na pozice stovek dat co nejmensi ¢islici ve vétsim ¢isle a naopak co nejvétsi ¢islici v
tom mensim. Jakmile jsou urceny dislice v fadu stovek, stejnou ivahu provedeme pro desitky a nasledné pro jednotky.
Takto dojdeme k ¢islam 5123 a 4876, jejichz rozdil je 247.

Uloha 21. Krtecek chce osdzet svoji Sestitthelnikovou zahradku dvéma druhy kvétin: fialkami a pampeliskami. Na
kazdy ze Sesti zahont, které dohromady tvofi pravidelny Sestitthelnik, zasadi bud fialky, nebo pampelisky. Jedno takové
rozmisténi kvétin je na obrazku. Kolika zptsoby to muze udélat, pokud chce mit alespon na jedné dvojici sousedicich
zahonu stejny druh kveétin?

Poznamka: Rozmisténi lisici se symetrii (otoenim nebo pievracenim) stile povazujeme za rtizna.
Vysledek. 62

Reseni. Pokud na chvili zapomeneme na podminku, Ze na nékterych dvou sousedicich zahonech museji byt stejné
kvétiny, pak je odpovéd 2 = 64, protoZe na kazdém ze Sesti zdhonti mé Krtedek dvé moznosti a volby pro jednotlivé
zédhony jsou na sobé€ nezéavislé. Od tohoto pocétu pak odecteme ta rozmisténi, kde je podminka porusend; to nastane
v pripadé, ze se na zahonech oba druhy kvétin pravidelné stiidaji. Takové moznosti jsou dvé, takze dohromady existuje
64 — 2 = 62 povolenych rozmisténi.



Uloha 22. Z kruhového listu papiru Klarka vystfihla obdélnik, kterj ma jeden vrchol ve stfedu kruhu a protéjsi
vrchol na obvodu kruhu. Zbyvajici dva vrcholy lezi na dvou rtiznych tiseckach vedoucich ze stfedu — jeden ve vzdalenosti
1dm a druhy 2dm od obvodu kruhu. Jaky je obsah zbytku papiru (v dmz)?

1

Vysledek. 25m — 12

Reseni. Oznadéme M stied kruhového papiru a A, B, C ostatni vrcholy obdélniku. Polomér kruhu oznaéme 7.

Plati |[MA| =r —1, |MB| =r a |[MC| =r — 2, pficemz |AB| = |[MC|. S vyuzitim Pythagorovy véty pro pravouhly
trojuhelnik ABM dostaneme rovnici
2= (=124 (r—2)?

kterou miizeme zjednodusit na
0=r>—6r+5=(r—1)(r—>5).

ProtoZze moZnost r = 1 je nesmyslnd (|MC| by byla zdporna), jediné mozné feseni je r = 5. Zbyvajici obsah papiru je
tedy 27 — 3 -4 = 25m — 12 (v dm?).

Uloha 23. Mistr Nabo de Prahe, nejvétsi zijici ucenec a neptekonatelny virtuos v michani esenci, se chysté vytvofit
legendarni algemii — jednolitou smés algebry a alchymie smichanych v poméru 1 : 1. K dispozici ma tyto prisady:

e Algybra: Obsahuje 80 % algebry a 20 % alchymie; celkem 10 mg.
e Alchemie: Obsahuje 30 % algebry a 70 % alchymie; celkem 14 mg.

Kolik mg algemie mutze mistr z téchto zasob nanejvys vyrobit?

Poznamka: Nabo neni v zadné fazi procesu schopny oddélit od sebe slozky smési; pouze muze déle michat suroviny,
které jsou v danou chvili dostupné.

Vysledek. 23% = 7—30

Reseni. Smichanim z jednotek algybry s y jednotkami alchemie vznikne smés obsahujici %x + %y jednotek algebry
a %x + 1—70y jednotek alchymie. Aby byly algebra a alchymie zastoupeny v poméru 1 : 1, musi proto platit

4 n 3 1 n 7

—r+ —y=—-x+ —vy,

57107 T 5" T 107
coz lze zjednodusit jako y = %x Za kazdy mg algybry je proto potieba do smési pfidat 1,5mg alchemie. Nejvétsi
mnozstvi algemie proto vznikne, kdyz mistr pouzije vSech 14 mg alchemie a % -14 mg algybry. Dohromady proto mistr

miize vytvorit % <14 = ? mg kyzené smési.



Uloha 24. Ctyimistné ¢islo K = n? je druhou mocninou a zarovein mé véechny ¢&islice mensi nez 7. Pokud vSechny
jeho cifry zvySime o 3, dostaneme druhou mocninu jiného celého ¢isla. Urcete kladné celé ¢islo n.

Vysledek. 34
Reseni. Oznaéme m? = n? + 3333. Aby byla m? a n? é&tyfciferna, musi platit 32 < n < m < 99, protoze 312 je
trojciferné a 100% péticiferné ¢islo. Proto

32+33<m+n<98+99

neboli
66 <m+n<197.

Diky znalosti rozdilu m? a n? dostavidme
(m+mn)(m—n)=m?—-n*=3333=3-11-101.

Vzhledem k uvedenym nerovnostem je jedinym moznym rozkladem m 4+ n = 101 a m —n = 33, coz davd m = 67
an = 34. Snadno ovéfime, ze K = 34?2 = 1156 m4 skute¢né vSechny ¢islice mensi nez 7 (coz z naseho dosavadniho
vypoctu jesté neplynulo).

Uloha 25. Nechf X a Y jsou dva protéjsi vrcholy krychle se stranou délky 1 a C je vélec, na jeho povrchu lezi
vSechny vrcholy této krychle, pfiéemz vrcholy X a Y jsou stfedy kruhovych podstav valce C. Jaky je objem valce C'?

. 2nV/3 _ 27
Vysledek. =

Reseni. Protoze jsou X a Y stiedy podstav valce, vyska valce je rovna jejich vzdalenosti. A protoze jsou to protéjsi
vrcholy krychle, tato vzdalenost je rovna délce télesové thlopficky, tedy /3.

Pro urceni poloméru valce dale vyberme kterykoli jiny vrchol krychle, ozna¢me ho Z a spocitejme jeho vzdalenost
od uhlopficky XY. Trojihelnik XZY je pravothly s pravym thlem u Z (XZ je sténovéa ahlopficka a YZ je hrana
krychle) a hledand vzdalenost je vySka v, ze Z na stranu XY. Obsah trojuhelniku XYZ miZzeme spocitat jako
YZ|-|XZ| = %-1-v2nebo jako Sv. - |[XY| = Lv.-V/3, z ¢ehoz plyne, Ze tato vyska v., a tedy i polomér podstavy
valce, ma délku /2/3.

Hledany objem valce je tedy

w(ﬁf\@:?”ﬁ.

Uloha 26. V Kocourkové zije celkem 60 lidi, z nichz kazdy patii do jedné ze tif kast: pravdomluvkové mluvi vzdy
pravdu, lhafi porad 1Zou a normalni lidé si mohou fikat, co chtéji. Kazdy Kocourkovan vi, kdo patii do které kasty.
Do vesnice pfisel cizinec a vSech obyvatel se zeptal:

1. ,Zije zde alespoti 31 pravdomluvka?“ — a kladnou odpovéd dostal 43krat.
2. ,Zije zde alesponn 31 1haia?“ — a kladnou odpovéd dostal 39krat.

Jaky nejmensi poéet normalnich lidi urcité zije v Kocourkové?
Vysledek. 13



Reseni. Nejprve si véimnéme, Ze na druhou otdzku je urcité pravdivou odpovédi ,Ne“: Kdyby totiz v Kocourkové
zilo alesponi 31 1hafi, vSichni by museli lhat a tedy odpovédét zaporné; pak by ale nemohl cizinec dostat 39 kladnych
odpovédi. Proto je 1haia nejvyse 30. Vsichni pravdomluvkové tedy museli na druhou otazku pravdivé odpovédét , Ne“,
takze jich mize byt nejvyse 60 — 39 = 21.

Z toho vyplyva, Ze i na prvni otazku je pravdivou odpovédi ,,Ne“. Onéch 43 kladnych odpovédi pochézi od lhara
a nékterych normalnich lidi. Jelikoz je lhait nejvyse 30, musi v Kocourkové zit alespon 43 — 30 = 13 normaélnich lidi.

Zbyva ovérit, ze tato konfigurace skutec¢né mohla nastat. Kdyz bude pravdomluvki 17, Thara 30 a normaélnich lidi
13, muze cizinec skutecné poprvé dostat 30 + 13 a podruhé 30 + 9 nepravdivych odpovédi. V Kocourkové tedy Zije
nejméné 13 normalnich lidi.

Uloha 27. Ctyii tymy oznacené A, B, C, D se zi¢astnily turnaje hraného systémem ,kazdy s kazdym“. Kazda
dvojice tymu spolu sehrédla pravé jeden zapas. Vitéz zapasu obdrzel 1 nebo 2 body podle toho, s jak velkou pfevahou
zvitézil; porazeny tym nedostal z4dné body. Zadny zapas neskondéil remizou. Na konci turnaje byla vytvoiena tabulka
podobna té vyobrazené nize. Vime jen to, Ze jeden tym ziskal celkem 4 body, zatimco ostatni tymy mély na konci
turnaje po 1 bodé. Kolik ruznych tabulek odpovida takovéto situaci?

A|B|C|D |celkem
A 1102 3
B|0 0]0 0
C 1 2 5
D|0O|1]0 1

Poznamka: Pozice jednotlivych tymi v tabulce je pevné dand, tj. nelze ménit oznaceni sloupcti a fadkd.

Vysledek. 24

Reseni. Nejprve si viimneme, Ze celkovy podet ziskanych bodi je 7, zatimco sehranych zapast je 6; proto jen jeden
zapas skoncil vitézstvim 2 : 0, zatimco vitézové vSech ostatnich zapast dostali jen jeden bod. Z toho plyne, ze vitéz
turnaje porazil vSechny ostatni tymy, pfi¢emz za jedno z téchto vitézstvi dostal 2 body. Vzajemné vysledky ostatnich
tymi musely vytvorit ,,cyklus®, protoze kazdy z nich vyhral pravé jednou. Dohromady mame nejprve ¢tyfi moznosti,
jak vybrat vitézny tym, pak tfi moznosti, jak vybrat tym, ktery od néj dostal nakladacku, a nakonec dvé moznosti,
jak orientovat cyklus mezi porazenymi tymy. Dohromady mohl turnaj probéhnout 4 - 3 - 2 = 24 zpusoby.

Uloha 28. Kata zapsala ¢&islo 2025 jako soucet M ¢lentl, kde kazdy ¢len byla mocnina desitky (tj. ¢islo 10", kde n
je nezaporné celé ¢&islo). Cleny v souétu se mohou opakovat. Kolik je moznych hodnot &isla M?

Vysledek. 225

Reseni. Nejmensi mozna hodnota M je 9, protoze
2025 =2-10° +2-10" +5-10°.

Zéaroven, kdykoli je k > 1, Ize kterykoli ¢len 10¥ nahradit deseti ¢leny 10*~!, coz zvysi poéet séitancii o 9. Protoze
vSechny mozné Katiny zapisy lze ziskat z ptvodniho zapisu s deviti s¢itanci opakovanym provedenim takovychto
nahrazeni, je ziejmé, Ze M musi bat nasobek 9. Nejvétsi mozna hodnota M je zjevné 2025, nebot

2025 = 2025 - 10°.

Pfi postupném nahrazovani s¢itanct z nejkratsiho zépisu (délky 9) do nejdelsiho zapisu (délky 2025) se mezi moZnymi
hodnotami M vyskytnou vSechny nasobky 9, takze pocet vSech moznjch hodnot M je

2025 -9

1 =225.
9 +

Uloha 29. Bira a Matéj stali zady k sobé na nastupisti, kolem kterého projizdél konstantni rychlosti nakladni vlak.
V okamziku, kdy je mijel predek vlaku, vykrocili oba dva stejnou stalou rychlosti, ale opa¢nymi sméry. Zadni ¢ast
vlaku minula Baru, kdyz byla 45 metra od své vychozi pozice, a kratce nato projela i kolem Matéje, ktery v tu chvili
byl 60 metrtu od své vychozi pozice. Jaka je délka vlaku v metrech?

Vysledek. 360



Reseni. Ozna¢éme ¢ délku vlaku v metrech, t; ¢as od okamziku, kdy Baru s Mat&jem minul pfedek vlaku, do chvile,
kdy Béaru minula jeho zadni ¢ast, a néasledné to Cas, za ktery se zadni ¢ast vlaku pfesunula od Bary k Matéjovi. Za
dobu t; usla Bara 45 metrt, zatimco za dobu to Matéj usel 60 — 45 = 15 metri; jelikoz oba kraceji stejnou rychlosti,
je pomeér téchto casovych interval roven
t1:to=45:15=3: 1.
Ted se zaméfime na pohyb vlaku. Za dobu t; vlak ujel vzdalenost ¢ — 45 (protoZe na zacatku byl pfedek vlaku na
vychozi pozici Bary s Matéjem, zatimco na konci této doby chybélo jesté 45 metrti k tomu, aby na ono misto dojel
konec vlaku). Za dobu t2 pak ujel 45 + 60 = 105 metri. Rychlost vlaku proto lze spoéitat dvéma zptisoby jako
{—45 105
=v=—"-.
t to

Diky znamému pomeéru ¢asovych intervalt dostavame

6—45:105-?:105-32315,
2

takze £ = 360.

Uloha 30. Rovnoramenny pravothly trojihelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C jsme pielozili podél sikovné
zvolené tsecky XY tak, Ze se vrchol C zobrazil na bod C’ na strané AB. Navic plati |BC'| = |BX]|. Urcete velikost
thlu C'Y X ve stupnich.

Vysledek. 33,75° = %O
Resend. 7 rovnoramennosti trojihelnika X C’B a znalosti velikosti ithlu u vrcholu B plyne

|<C’X B| = 1(180° — 45°) = 67,5°.
Déle diky osové soumeérnosti plati |[<CXY| = |<Y X C’|, takze prozkoumanim situace kolem vrcholu X zjistime
|V XC'| = $(180° — 67,5°) = 56,25°.
Diky osové soumérnosti také |<XC'Y| = |<Y CX| = 90°, takZe diky souc¢tu thld v trojihelniku XY C’ dostavame
<C"Y X| = 180° — |9XC'Y| — |9V XC'| = 33,75°.

Uloha 31. Kuba vzal viechny ostie rostouci ¢tvefice obsahujici ¢isla z mnoziny {0,1,2,...,15} a vytvofil z nich
lexikograficky uspotradanou posloupnost:

(07 17273)’ (0, 17274)’ (071727 5)""’(12’ 13’ 14’ 15).
To znamend, Ze (a1, a2, a3, a4) se v této posloupnosti vyskytuje pred (b1, ba, b3, by) pravé tehdy, kdyz
a1 < by nebo a; =b1,a9 < by mnebo a; :bl,agzbg,ag, < bs mnebo a; :bl,agzbg,a3:b3,a4<b4.

Na kolikété pozici se v Kubové posloupnosti nachézi ¢tvetice (2,4,7,14)7
Vysledek. 911

Reseni. Nejdifv si véimneme, Ze pro k < n, se pocet ostie rostoucich k-tic obsahujicich ¢isla z {1,2,...,n} rovna (Z),
jelikoz ostie rostouci k-tice odpovidaji podmnozinam velikosti k. Ze stejného divodu obecnéji plati, Ze pocet vSech
ostfe rostoucich k-tic s prvky z {m,m +1,...,n} je ("_ZH'I). Abychom zjistili pozici nasi ¢tvefice, spocitame, kolik

se pred ni vyskytne Ctvefic; ty rozdélime do skupin podle jejich pocatec¢nich prvku:
e (0, x,x*,%): takovych ¢tvefic je (135) = 455;
e (1,%,%,%): takovych ¢tvefic je (134) = 364,
e (2,3,%,%): takovych &tveftic je (1) = 66;
e (2,4,a,%), kde a € {5,6}: takovych ¢tvefic je (110) + (?) =19;
e (2,4,7,b), kde b € {8,9,10,11,12,13}: takovych ¢tvefic je 6.
Ctvefice (2,4,7,14) se tudiz vyskytuje na pozici 455 + 364 + 66 + 19 + 6 + 1 = 911.

10



Uloha 32. Dvé farméaiky, Anicka a Bara, prodavaly jablka na trhu. Dohromady jich prodaly 100. Ani¢ka prodavala
jedno jablko za a korun, zatimco Béara chtéla za jedno jablko b korun. Kdyz prodaly vsechna jablka, obé vydélaly
stejny obnos. Anicka poté poznamenala, ze kdyby prodala sva jablka za Bafinu cenu b korun za kus, vydélala by 45
korun. Béara dodala, %e kdyby prodavala jablka za Ani¢éinu cenu a korun za kus, vydélala by 20 korun. Kolik jablek
prodala Anicka?

Vysledek. 60
Reseni. Oznadme A a B jako poéty jablek, které prodaly Anicka a Béara. Vime, Ze

A+ B =100,
A-a=B-b,
A-b=45,
B -a = 20.
Dosazenim b = 4—145 aa= % do druhé rovnice dostavame
20 45
.2 _B.=
B A’
A 459
B2 20 4

Plat{ proto A = 22 a dosazenim do prvn{ rovnice dostavéme 22 + B = 100, tedy B =40 a A = 100 — 40 = 60.

Uloha 33. Biance se ve snu zjevilo nejvétsi trojmistné ¢islo s nasledujici vlastnosti: Toto é&islo se rovné souctu své
¢éislice na pozici stovek, druhé mocniny dislice na pozici desitek a tfeti mocniny ¢islice na pozici jednotek. O kterém
¢isle se Biance zdalo?

Vysledek. 598
Reseni. Ozna¢me si Bian¢ino ¢islo jako N = 100a + 10b + ¢, kde a, b, ¢ jsou jednotlivé &islice. Kdyby bylo ¢ = 9, tak
819 =94+ 9%2 493 > N > 93 = 729, takZe a musi byt 7 nebo 8. Ani v jednom piipadé ale nelze zvolit b tak, aby se
posledni cifra ¢isla 729 + a + b2 rovnala 9. (Posledni cifra b? se totiz nikdy nerovna 3 ani 2.)

Déle se podivame na p¥ipad ¢ = 8. Jelikoz 8% = 512, musi a byt 5 nebo 6. Jenze

N < 512492 46 = 599 < 600,
takZze a miize byt jediné 5. Pak potfebujeme, aby pro b platilo
51240 +5=8+10b+500 neboli  »*—10b+9=0,
coz dava b = 1 nebo b = 9. Obé takto ziskana ¢isla maji pozadovanou vlastnost:
518 =5+1+8% a 598=5+9"+8"

Kdyby ¢ < 7, tak N < 7% + 92 + 9 = 433 < 598, takze nejvétsi moznou hodnotou N je skutecné 598.
Uloha 34. Kazd4 strana ¢tyfihelniku ABCD je dvéma body rozdélené na t¥i shodné ¢asti. Navic plati:

e Bod F lezi na tseéce AD, pfiéemz |AE|: |[ED|=2:1.

e Bod H lezi na tise¢ce CD, piicemz |CH|: |HD| =2: 1.

e Bod F lezi na tiseéce AB, pficemz |AF|: |FB|=2:1.

e Bod G lezi na tseéce CB, pficemz |CG|: |GB| =2: 1.

Uvnitt ¢tyfahelniku lezi bod P. Kdyz jej spojime s body E, F,G, H, tak tim ¢tyfahelnik rozdélime na ¢tyfi mensi
étyttuhelnicky. Obsahy t¥i z nich jsou vyznacéené v obrazku. Urcéete obsah étvrtého étyithelnicku PF BG.

Vysledek. 42

11



Reseni. Kdyz bod P spojime s vrcholy &tyfithelniku ABCD a ostatnimi body, které rozdéluji jeho strany na tietiny,
vznikne ndm dvanéct trojuhelnickd.

Vsimneme si, Ze trojuhelnicky, jejichz dva vrcholy lezi na stejné strané ¢tyfiuhelniku ABCD, maji stejny obsah, protoze
mayji spole¢nou vysku z bodu P a jejich zékladny jsou stejné dlouhé. Ozna¢me postupneé a, b, ¢, d obsahy trojuhelnicki
PFEI, PJF, PGK a PLH. Pak ze znalosti obsahti nékterych ¢tyfuhelniku ziskdme tyto rovnice

90=2a+2b, 57=a+d, 108 =2c+ 2d.
Obsah ¢tyftahelniku PF BG je pak rovny hodnoté b + ¢, kterou vyjadiime jako

1 1
bt e=5(2a+2b+2e+2d) — (a+d) = 5(90 + 108) — 57 = 42.

Uloha 35. Odstranénim &tyt stfedovych étvercii ze étvercové miizky 4 x 4 vznikne prstenec tvofeny dvanacti ¢tverci.
Kolika zptisoby muzeme z prstence vybrat ¢tyfi ¢tverce tak, aby byl z kazdé strany prstence vybran alespon jeden
Ctverec?

Poznamka: Kazdy roh nalezi dvéma stranam prstence. Ctvefice ligici se pouze symetrii (rotace a zrcadleni prstence)
jsou povazovany za ruzné.

Vysledek. 237

Reseni. Celkem existuje (142) = 495 zpusobd, jak vybrat 4 ¢tverce z prstence tvoreného 12 ¢tverci. Pro kazdou stranu
existuje 8 Ctverct, které do ni nepatii, tedy (i) = 70 c¢tvefic vyhybajici se dané strané prstence. Mohlo by se proto
zdat, ze mame 495—4-70 = 215 moznosti, jak nevynechat zadnou stranu. Nékteré moznosti jsme ale odecetli vicekrat —
konkrétné jsme dvakrat odecetli ty, kde jsou vynechdny dvé strany najednou (vynechat najednou t¥i strany evidentné
nen{ mozné). Konfiguraci, které vynechévaji pevné danou dvojici sousednich stran, je 5, protoZe vybirdme 4 z 5 ¢tverctt
u protéjsiho rohu; dohromady tedy mame 20 konfiguraci, které vynechavaji nékteré dvé sousedni strany. Pokud chceme
vynechat zvolenou dvojici protéjsich stran, mame jen jednu moznost a dvojice protéjsich stran jsou 2. Proto existuje
22 moznosti, jak vynechat dvé strany, a celkem tedy dostavame 215 + 22 = 237 zpiisob1, jak splnit zadani.

Uloha 36. Tii kruznice s poloméry 1, 2 a 3 maji po dvou vnéjsi dotyk jako na obrazku. Uréete obsah trojihelniku,
jehoz vrcholy jsou prislusné body dotyku.

. 6
Vysledek. %

Reseni. Stfedy kruZnic oznac¢ime postupné X, Y a Z a dale body dotyku A, B a C jako na obrazku. Trojthelnik
XYZ méa délky stran 142 =3,1+3 =4 a 2+ 3 = 5, z Pythagorovy véty je tedy pravouhly s pravym tthlem u vrcholu
X. Obsah trojuhelnika ABC' ziskdme odec¢tenim obsahti rovnoramennych trojihelniki XCB, YAC a ZBA od obsahu
XY Z, ktery je roven 3(3-4) = 6.

e Trojuhelnik XCB je pravouhly, jeho obsah je proto roven % = %

e Pro obsah YAC nejprve spocitejme vysku AR. Trojuhelniky RYA a XY Z jsou podobné s pomérem vz = %,
atedy |[AR| = 2|ZX| = &. Obsah YAC se rovné 1(|AR|-|CY|)=1(8.2)=§.
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e Pro obsah ZBA obdobné vyuzijeme podobnost trojihelniki SAZ a XY Z s pomérem % a ziskdme |AS| = %.
Obsah trojuhelnika ZBA je (2 -3) = 2.

Hledany obsah je tudiz roven

Uloha 37. Marian narysoval pravidelny n-tihelnik, kde n > 3, a spo¢ital jeho tihlopiicky. V§iml si, ze vysledné ¢islo
je nasobkem 2025. Pro jaké nejmensi n to mohlo nastat?

Poznamka: Strany n-uhelnika nepocitame jako thlopticky.

Vysledek. 300

Reseni. Snadno uréime, Ze pocet thlopfi¢ek n-tihelnika je %n(n — 3). Protoze 2025 je liché, sta¢i zkoumat, kde je
P = n(n—3) délitelné 2025. Mame 2025 = 3%-52, a diky nesoudélnosti mocnin riiznych prvoéisel vidime, Ze potiebujeme
zajistit, aby bylo P délitelné 3* = 81 a zaroveii 52 = 25. Z ¢initeld n, n — 3 miize byt jen jeden délitelny 5, takZe jeden
z nich musi byt délitelny 25. Naproti tomu n je délitelné 3 pravé tehdy, kdyz je délitelné 3 ¢islo n — 3; nemohou ale
obé byt zaroven délitelnd 9. Z téchto Gvah vyplyva, ze hleddme takové cislo n, aby alespon jedno z ¢isel n, n — 3 bylo
délitelné 25 a zaroven alespon jedno z nich bylo délitelné 27.

Kdyby byl jeden z ¢initeld nasobkem 25 i 27, musel by byt roven nejméné 25 - 27 = 675. Pokusme se dosahnout
mensi hodnoty n tim, Ze jeden z ¢initeltl (ktery oznacime m) bude délitelny 27, a ten druhy (m 4 3) bude délitelny 25
(takZe n = m nebo n = m + 3). Prvni podminka davad m = 27k pro kladné celé k; snazime se nyni najit nejmensi k,
pro néz je 27k + 3 délitelné 25 (pro vhodnou volbu znaménka). Odectenim 25k staéi ekvivalentné zkoumat ¢islo 2k + 3,
které je 25 poprvé délitelné pro volbu k = 11 a znaménko plus. Proto m = 27-11 = 297 and n = m + 3 = 300.

Uloha 38. David se vydal na cestu vyobrazenym diagramem. Zac¢ina v uzlu A a konéi v uzlu B. Celou dobu se
pohybuje po Sipkach v jejich uréeném sméru; jen v jednom tahu to nedodrzi a rebelsky se vyda proti sméru nakreslené
Sipky. Takovyto rebelsky tah musi uskutecnit za celou cestu praveé jeden, i kdyby to bylo za cenu toho, ze kratkodobé
opusti cil B poté, co uz do néj dosel. Vsechny Sipky je povoleno béhem celého procesu pouzivat opakované. Kolika
riznymi zpusoby miize David uskutecnit svou cestu?

B0
S Q\
O

Vysledek. 84

Reseni. Nejprve pro kazdy jednotlivy uzel snadno spocitame (1) pocet cest (dodrzujicich sméry sipek) z uzlu A, které
v daném uzlu konéi, (2) pocet cest, které v ném zacinaji a kon¢i v B. V nésledujicim diagramu napiiklad popisek 3|1
v pravém hornim uzlu znamend, Ze zde konéi préveé tii cesty z A a Ze odsud vede jen jedina cesta do B. Néasledné pro
kazdou sipku uré¢ime pocet moznych Davidovych cest, které pravé tuto Sipku vyuzivaji pro sviyj rebelsky tah: Staci
vynasobit prvni ¢islo v popisku jejiho koncového uzlu s druhym déislem v jejim pocatec¢nim uzlu. Provedeme téchto
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osm soucinti a nasledné ¢isla poséitame; vyjde 84.
— 15— (D)
AN A
12 6
N_/
RCEN
A AN
i 6 12 i
/ N

9 —1— )

Uloha 39. V nasledujicim vypoétu oznacuje kazdé pismeno jinou nenulovou éislici.

N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
-2 0 2 5
= N A B O J
Urcete nejvétsi moznou hodnotu péticiferného ¢isla NABOJ.
Vysledek. 18249
Reseni. Miizeme naznaceny vypocet ekvivalentné prepsat jako
N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
- N A B O J
= 2 0 2 5
a toto dale zjednodusit do nasledujici podoby:
N N N N
+ A A A
+ B B
+ O
= 2 0 2 5

Kdyby N > 2, byl by prvni séitanec moc velky, takze nutné N = 1. Po dosazeni dostaneme AAA + BB + O =
2025 — 1111 = 914, coz implikuje A = 8. Dalsim dosazenim 914 — 888 = 26 dostavime B = 2 a nakonec O = 4.
Hodnotu J mtzeme zvolit jakkoli (kdyz dodrzime, Ze vechny cifry budou rtizné, coz zde ovem ndhodou nehraje roli);
nejvétsi mozna hodnota cisla NABOJ je tedy 18249.

Uloha 40. Pét set organizatortt Naboje se seslo, aby vybrali alohy pro dalsi ro¢nik. U kazdé tlohy mitize kazdy
z pritomnych organizatort hlasovat bud pro vybrani, nebo proti. Hned po hlasovani o prvni tiloze opustilo mistnost
nékolik organizatort, ktefi hlasovali pro jeji vybrani, protoze jim hlasovaci proces pfipadal prili§ zdlouhavy. Nikdo
z téch, kdo hlasovali proti, ale neodesel. Pti hlasovani o druhé tloze hlasoval pro vybrani stejny pocet organizatori
jako u prvni tlohy, ale hlast proti byla jen tfetina oproti poc¢tu hlast proti z prvniho hlasovani. Dale vime, Ze pravé
120 organizatorti hlasovalo pro vybrani obou tloh a 70 hlasovalo proti obéma. Kolik organizatorti opustilo mistnost
po prvnim hlasovani?

Vysledek. 150

Reseni. Oznaéme AN podet organizatort, ktef{ v prvnim hlasovani byli pro a v druhém proti. Analogicky definujeme
AA, NN a NA. Déle oznacme AX pocet organizatort, ktefi po prvnim hlasovani opustili mistnost. Ze zadani jsme
ziskali nasledujici soustavu rovnic:

AA+ AN + NA+ NN + AX = 500,

AA+ AN + AX = AA+ NA,
NA+ NN = 3(AN + NN).
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Dosazenim AA =120 a NN = 70 a pfeuspofadianim dostavame

AN 4+ NA 4+ AX = 310,
AN — NA + AX = 0,
—3AN + NA = 140.

Vynésobime-li druhou rovnici dvéma a vSechny seéteme, ziskdme 3AX = 450, tedy AX = 150. (Zbyvajici pocty jsou
AN =5 a NA =155.)

Uloha 41. Dvojici kladnych celych é&isel (a, b) nazveme nabitou, pokud a < b a &isla a a b spolu s NSD(a, b) miizeme
usporadat do aritmetické posloupnosti se souctem 2025. Urcete pocet nabitych dvojic.

Poznamka: Aritmeticka posloupnost je takova posloupnost ¢isel, ve které je rozdil kazdych dvou po sobé jdoucich ¢lent
stejny.

Vysledek. 12

Reseni. Necht g = NSD(a,b). Pak a = ga’, b = gb’ pro n&jaka kladn4 celd ¢isla o/, b'. Protoze g < a < b, aritmeticka
posloupnost mtze byt jen v poradi (g, a,b) nebo opa¢ném — ve druhém pfipadé jde o klesajici posloupnost, kterd ma
jinak shodné vlastnosti s (g, a,b). V kazdém p¥ipadé a — g = b — a neboli b = 2a — g. Po vydéleni g vyjde b’ = 2a’ — 1.
7 podminky na soucet dostaneme

gta+b=g(l+a +2da —1)=3ga" = 2025,
tedy ga’ = 675 = 3352. Toto ¢islo ma (3 + 1) - (2 + 1) = 12 kladnych déliteld. Zbyva ovéiit, Ze kazdého délitele lze
skuteéné pouzit jako o’ v néjaké nabité trojici. Protoze plati ' = 2a’ — 1, g = 675/a’, a = ga’ = 675, b = gb’, skutecné
dostédvame a < b, nebot ga’ < g(2a’ — 1) pro libovolna kladné celd ¢isla o/, g. Navic plati
NSD(a,b) = NSD(ga’, g(2a’ — 1)) = g-NSD(d’,2d’ — 1) = g,

protoZe a’ a 2a’ — 1 jsou nesoudélnd pro libovolné kladné celé ¢islo a’.

Uloha 42. Kazdy tym v Ndboji pro mateiské skoly na za¢atku soutéze dostane prvni 3 tilohy ze sady 16 ocislovanych
tloh. Kazdy tym maé svoji sadu tuloh, ale vsechny sady obsahuji stejnych 16 shodné ocislovanych tloh. Pokud tym
tlohu vytesi, dostane misto ni lohu ze své sady s nejnizsim ¢islem, které je k dispozici. Na konci soutéze se ukazalo,
ze zadné dva tymy nevyfesily presné stejnou mnozinu tloh. Kolik nejvice tymi se mohlo této soutéze zucastnit?
Vysledek. 697

Reseni. Mmnozina tloh, kterou tym vyiesil, je jednoznaéné uréend mnoZinou tloh, které tym nevyfesil, a naopak.
Klicové pozorovani je, ze to také jednoznacné odpovidad mnoziné nevyresenych uloh, které u sebe tym mél na konci
soutéze. To muize byt libovolna mnozina nejvyse 3 tloh. Celkem se tedy soutéze mohlo tcastnit nejvyse

() () (2)+ (5) o

Uloha 43. Nechtf a, b, ¢, d jsou redlné ¢&sla splitujici

tymil.

2a + 2b — ab = 2025,
2b 4+ 2¢c — bc =47,
2c+2d — cd = 5.

Urcete hodnotu 2a + 2d — ad.
Vysledek. 51
Reseni. Pouzitim vzorecku (z—2)(y—2) = 2y— 2z —2y+4 mizeme podminky ze zadani pieuspofadat do nasledujicich
rovnosti:

(a—2)(b—2) = —2021,

(b—2)(c—2) = —43,

(c—2)(d—2) = —1.
Nagim cilem je uréit hodnotu (a — 2)(d — 2), ze které uz vysledek dostaneme snadno. Z druhé rovnice plyne b # 2 a
¢ # 2. Hledany vyraz mizeme vyjadfit jako

(@a—2)(b—2)(c—2)(d—2) (-2021)-(~1)

(a—2)(d—2) = T — =

Proto 2a 4 2d — ad = —(—47) + 4 = 51.
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Uloha 44. V pravidelném sedmithelniku ABCDEFG ozna¢me M stied strany AB. Uvnitf sedmithelniku lezi
bod X, ktery je prusecikem kruznice opsané trojihelniku AME a kruznice se stfedem v bodé M prochazejici bodem A.
Urcete velikost ostrého tthlu (ve stupnich), ktery sviraji teény k témto kruznicim v bodé X.

Vysledek. 540°/7

Reseni. Jelikoz je ABCDEFG pravidelny sedmitihelnik, je thel AM E pravy, a AE tedy (podle Thaletovy véty) tvori

prameér vétsi kruznice. Kromé bodu X je druhym prusecikem kruznic bod A, proto misto zkouméni thlu mezi te¢nami

v bodé X se ekvivalentné mtzeme podivat na thel sevieny tecnami v bodé A. Jelikoz jsou praméry kruznic kolmé na

tecny, je tento thel stejny jako thel BAFE, ktery sviraji priméry kruznic. Zbyva tedy uréit |<<BAE)|. To lze provést bud

na zakladé pozorovani, Ze jde o obvodovy tihel kruznice opsané sedmitthelniku ABC DEFG odpovidajici stfedovému
3

thlu o velikosti = - 360°, nebo diky symetrii sedmitihelnika; kazdopadné zjistujeme, ze velikost pozadovaného thlu je

3.180° = 540°/7.

Uloha 45. Na obrovské tabuli jsou napsdny vSechny vyrazy tvaru (£1 4+ 244 =+ --- £ 299)2, za kazdou volbu 100
znamének uvnitt zavorky jeden. Urcete soucet téchto vyrazi.
Visledek., 24D

ysle 3
Reseni. Nejprve budeme fesit obecnéjsi tilohu. Uvazujme jakékoli kladné hodnoty z1, 3, ..., x,,. Uréime soudet viech
vyrazil tvaru (+x oo+ £1,,)?, piidemz stejné jako v zadani s¢itame pres vSechny volby znamének uvnitt zavorky.
Pii roznésobeni kteréhokoli z vyrazt (+z1 £ x5 £ - -+ 2,,)? obdrzime jednak ¢leny tvaru +? proi € {1,...,n}, a to
vzdy se znaménkem plus, jednak ¢leny tvaru +2z;x; pro vSechny dvojice ¢,5 € {1,...,n}, kde i # j.

Znaménko tohoto druhého typu ¢lend je uréeno tim, jestli z; a x; maji stejné znaménko (pak vyjde +2x;x;),
nebo maji znaménko opatné (pak vyjde —2x;z;). Pokud jsou vSechna ostatni znaménka v (+zy £ xo + -+ + z,)?
zvolend, pak mame Ctyii moznosti, jak dourcit znaménka u x; a x;; dvé z téchto voleb davaji +2z;x; a dvé —2x;x;.
Proto, pokud s¢itdame ptes viechny mozné volby znamének v (+xy 4= z9 £ --- 4 2,)%, se tyto smiSené ¢leny tvaru
+2x;2; navzajem vynuluji a zbudou pouze cleny z2. Kazdy se vyskytuje 2"-krat (jednou za kazdou volbu znamének
v (£x1 £ a9 £ -+ £ 1,)?), takZe vyslednym souctem je

2"(a] + @y + -+ ).

V nagem piipadé je n = 100 a x; = 2°~!, takZe dosazenim do odvozeného obecného vzorce zjistime, Ze soudet
hodnot (£1 £2+4 4 .- £ 29)2 pies viechny volby znamének je

2100_(1+41+".+499)'

Uzitim vzorce pro soucet prvnich sta ¢lenti geometrické posloupnosti spo¢teme

410071 410071
144 4.4 499 = =
+4" + + 11 3 ,

a feSenim ulohy tedy je w.

Naznac¢me jesté alternativni, o néco pracnéjsi feseni: Lze si rozmyslet, Ze uvnitf zavorek na tabuli dostaneme
pravé viechna licha ¢isla v rozmezi od —m do m, kde m = 1+ 244+ --- + 299 = 2190 _ 1 Hledanou hodnotou je
tedy dvojnasobek souctu vsech lichjch étverctt od 12 po m2. Pro soucet vSech lichjch étverctt do 12 do m? existuje
nepiili§ zndmy vzorec gm(m+ 1)(m+ 2). Ten lze odvodit diky zndmému vzorci pro soucet vsech ¢tvercit od 12 do k?:
12422 4.+ k* = Lk(k + 1)(2k + 1). Kdy# totiz tento zndmy vzorec vyndsobime 22, dostaneme vzorec pro soucet

sudych ¢tverct.
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Uloha 46. Dvé auta jsou k sobé& p¥ipojend pruznym gumovym lankem a jezdi stéle dokola po silnici ve tvaru ¢tverce
tak, jak je naznaceno na obrazku. Nejprve stala obé ve stejném rohu a poté se rozjela obé stejnym smérem, ale kazdé
jinou konstantni celo¢iselnou rychlosti. Vime, Ze pomalejsi z obou aut jede rychlosti 24 km /h, zatimco to rychlejsi jede
nkm/h. Gumové lanko je velmi odolné, ale praskne p¥i nataZeni pies celou thlopficku ¢tverce. Urdete nejmensi kladné
celé n > 24 takové, ze gumové lanko pii jizdé nikdy nepraskne.

|

Vysledek. 56

Resend. Ctyii tisecky tvorici étvercovy objezd budeme nazyvat ulice. Necht m = 24 a n > m jsou rychlosti pomalejsiho
a rychlejsiho auta. Skutecnost, jestli lanko praskne, zavisi pouze na poméru obou rychlosti, nikoli na jejich konkrétnich
hodnotach. MtZeme proto problém pireskalovat tak, Zze misto m, n budeme uvaZovat rychlosti m’ a n/, coz budou
nesoudélnd kladna celd &isla s vlastnosti m’ : n’ = m : n. Tvrdime, Ze lanko nikdy nepraskne pravé tehdy, kdyz je
n' —m’ délitelné Ctyfmi.

Nejprve se podivejme na piipad, kdy n’ — m/ neni délitelné ¢tyimi. Poté, co pomalejsi auto projede m’ ulicemi,
ocitne se v rohu. V tentyz moment projelo rychlejsi auto pfesné n’ ulicemi (diky poméru rychlosti), a je tedy také
v rohu. ProtoZe ovSem n’ — m’ neni délitelné ¢tyfmi, jednd se o dva rtizné rohy. Pokud jsou naproti sobé&, lanko
pravé prasklo. Pokud se jedna o rohy sousedici, sta¢i projet jesté jednou stejnym poctem ulic, a pak jiz budou auta
v protéjsich rozich a lanko praskne.

Nyni pifedpoklddejme, ze n’ — m’ je délitelné ¢tyfmi. Uvédomme si, Ze auta nemohou byt obé& soucasné v rozich
diive, neZ pomalejsi auto projede m’ ulicemi. Pokud by totiZ pomalejsi auto projelo pouze u < m’ ulicemi a ocitlo
by se v rohu, stihlo by za tutéz dobu rychlejsi auto projet % - n' ulicemi, coz neni ale celé ¢islo, jelikoz m' a n’ jsou
nesoudélnd. Proto se obé auta ocitnou zaroven v rozich az tehdy, kdyz pomalejsi projede m' a rychlejsi n’ ulicemi. A
jelikoz je rozdil n' —m/ délitelny ¢ty¥mi, budou obé auta ve stejném rohu. Od této chvile se situace periodicky opakuje
a auta se spolu opét po Case potkaji v tomtéz rohu, aniz by mezitim lanko prasklo.

Staci tedy nalézt nejmensi takové n > 24, abychom po preskalovani dostali nesoudélnéd m’ a n’ s rozdilem n’ — m/’
délitelnym ctyfmi. Z toho jiz plyne, Ze m’ a n’ museji byt licha. Déle vime, Ze rychlejsi auto jede rychlosti n = n' ;.
Aby bylo n celé ¢islo, musi faktor m/m’ byt také celoéiselny (kvili nesoudélnosti m’ a n'). Pokud do vzorce pro n
zahrneme i fakt, ze n’ —m’ = 4k pro né&jaké kladné celé k, dostaneme n = n'7% = (m' + 4k) 7% = m + 4k 7. Jelikoz
m = 24 je pevné dano, dostaneme nejnizsi piipustnou rychlost rychlejsiho auta pro k = 1 a m’ = 3, jakozto nejvétsiho
lichého délitele cisla m. Hledana nejnizsi mozna rychlost n je tedy 24 + 4 - 8 = 56.

Uloha 47. Kolem stolu se seslo 2025 hrac¢ii a hraji hazardni hru. Kazdé kolo konéi tim, ze hraé, ktery v daném kole
prohral, vyplati kazdému z ostatnich hraci tolik minci, kolik dany hra¢ pravé vlastni (rtizni hradi tedy mohou dostat
rtizné pocéty minci). Po 2025 odehranych kolech mé kazdy hrac presné 23°°° minc{ a navic béhem hry zadny hra¢ nemél
dluhy a kazdy hrac prohral pravé jednou. Spocitejte, kolik minci mél na zacatku hrac, ktery prohral jako prvni.
Visledek. 297° + 2025 - 22999 = 2975 . (1 4- 2025 - 22024)

Reseni. Hréace oznacime €isly 1 az 2025 a pocet minci, které mél hra¢ h po odehrani k kol, si oznac¢ime my, . Bez
Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze hrac¢ ¢islo 1 prohral v prvnim kole, hra¢ ¢islo 2 prohral ve druhém kole a tak
dale. Potiebujeme tedy uréit hodnotu m; o. Oznacime M = 23090 pocet minci, které mé kazdy hra¢ na konci hry.

Pro hrace h se po jeho prohie v h-tém kole uz v kazdém dalsim kole pocet jeho minci zdvojnasobuje, dokud se na
konci hry nedostane na M. Pro pocet minci hrace h po k-tém kole, kde h < k, tedy plati

M
Mhpk = 92025~k °

Protoze k-ty hrac¢ v k-tém kole prohral, je pocet minci, které v ném musi ostatnim vyplatit, roven sou¢tu minci vsech
ostatnich hrac¢i. Vime, Ze ve hie je dohromady 2025M minci, takze
Mpk = Mi k-1 — E Mpy k-1 = My k-1 — (2025M — my k—1).
h#k
Preusporadanim této rovnice dostaneme

M k 2025M . M 2025M
2 2 T 92026k + 2 :

Mg k-1 =
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Po dosazeni k = 1 dostaneme vysledek

M 2025M
mio

0= W > — 2975 + 2025 - 92999 _ 9975 (1 + 2025 - 22024) )

Uloha 48. Fifanek ve gkolce vyrobil tii papirové zmrzlinové kornouty v podobé povrchil tii stejnfch rotac¢nich
kuzelt bez podstavy. Jeho tvorivosti ale nebyl konec; Fifanek vzal dva kornouty a pfilozil je k sobé tak, Ze se jejich
povrchy dotykaly podél jedné tsecky od vrcholu po okraj podstavy. Oba papirové kornouty podél této spolec¢né usecky
rozstiihl a povrchy slepil k sobé, ¢imz vytvoril novy Sirsi kornout (jak je naznaceno na obrazku). Objem kuzele
odpovidajiciho nové vzniklému kornoutu byl 10. Fifanek pokracoval a stejnym zptsobem zkombinoval novy kornout se
tfetim puvodnim kornoutem. Chtél zmétit objem kuzele odpovidajiciho nejnovéjsimu kornoutu, ale k jeho prekvapeni
mu vysla nula. Uréete objem kuzele odpovidajiciho ptivodnimu kornoutu.

Vysledek. /10

Resent. JelikoZ p¥i kombinovani kornoutt vidy vzroste polomér podstavy, musi byt nulovy objem findlniho kuZele
zapfi¢inén jeho nulovou vyskou. Tento kornout je tedy obycejny kruh a povrchy t#i puvodnich kornoutt odpovidaji
kruhovym vysecim se stfedovym thlem 120°.

Oznacme [ délku strany ptvodnich kuzel a r polomér jejich podstavy. Vsimnéme si, ze pfi kombinovani riznych
kuzeli se délka strany neméni, zatimco poloméry podstav se séitaji (protoze se s¢itaji sttedové tihly piislusnych vysedi,
a tim i obvody podstav odpovidajicich kuzelt). Diky findlnimu kornoutu, jehoz délka strany je shodnéa s jeho polomérem
podstavy, tak dostaneme vztah [ = 3r.

Stredni kornout, ktery vznikl spojenim dvou ptavodnich, mé po rozvinuti plasté stfedovy thel 240°, a tedy polomér

podstavy 2r. Pouzitim vzorce pro objem kuzele dostavame
1 44/5
10 = —m(2r)2y/(3r)2 — (2r)2 = iﬂr?’.
3 3
Objem jednoho ze tii puvodnich kuzela tak vyjde

1 242
§7rr2 (3r)2 —r2 = —\3[7#3 =10.

Uloha 49. Pro kolik kladnych celych ¢isel n mensich nebo rovnych 200 mé rovnice

s[5l -nlz)=1

alespon jedno celociselné feseni x, které splnuje 1 < z < 2007

Pozndmka: Symbol [¢] znaéi nejvétsi celé ¢islo, které je mensi nebo rovno redlnému éislu .

Vysledek. 82

Reseni. Pokud je n nisobek péti, je i celd leva strana rovnice ndsobkem péti; v takovém piipadé tedy zadné Feseni
neexistuje. Také neexistuje FeSeni pro n = 1, protoze v takovém pripadé nemutze byt leva strana rovnice kladna. Ve
vSech ostatnich pfipadech bude FeSeni existovat, pokud ignorujeme podminku x < 200. Preusporadame rovnici jako

x x
s[5]=nlz]+1 ©)
leva strana této rovnice je nasobek péti, a my rozebereme mozna feseni v zavislosti na hodnoté n mod 5.

Pokud n = 5k + 4, je vidycky feSenim © = n + 1 = 5k + 5 (protoZe po dosazeni jsou obé strany (©) rovné x),
takze v8ech 40 kladnych hodnot n < 200 tohoto tvaru spliiuje zadani. Nechf nyni n = 5k + 3. Aby byla pravéa strana
(V) nésobkem péti, musi |z/n| davat zbytek 3 mod 5, coz pfedevsim znamend |z/n] > 3. To ale nejde pro n > 67,
protoze pak by muselo byt x > 200. Pro n < 66 (celkem 13 hodnot) lze jako feSeni zvolit © = 3n + 1; obé strany (O)
budou zase rovné xz. Obdobné zjistime, Ze pro n = 5k 4+ 2 musi platit |z/n] > 2, coz nemtze nastat pro n > 101; pro
mensi hodnoty n (kterych je 20) 1ze zvolit 2 = 2n + 1. Pro n = 5k 4+ 1 vyjdou jako jediné pfipustné piipady n < 50, a
v takovém piipadé lze pouzit © = 4n + 1, je-li n > 1. (Takovych hodnot n je 10 — 1; a pro n = 1 je rovnice nefesitelna,
jak jsme si rozmysleli uz na zaéatku.) Dohromady jsme dostali 40 + 13 + 20 + 9 = 82 vhodnych ¢isel n.
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Uloha 50. Danik ma neomezenou zasobu dvacetisténnych kostek, kazda z nich mé stény ocislované od 1 do 20.
Danik vzdy najednou hodi pevné zvolenym poctem kostek a jeho cilem je, aby v jednom hodu padly presné jedna
nebo dvé jednicky. Kolika kostkami by mél Danik hodit, aby maximalizoval pravdépodobnost tspéchu?

Vysledek. 28

Reseni. Nejdiiv uréime pravdépodobnost, ze pii hodu n kostkami padne pravé jedna jednicka

1 19 n—1
Po=n.— (2
1T 0 (20) ’

a pravdépodobnost, Ze padnou pravé dvé jednicky

P (MY (LN (1
>~ \2/\20) \20 '
Pravdépodobnost Danikova tspéchu pfi hodu n kostkami oznac¢me a,,. Dostavame

1 19\"

Hleddme takové n, pro které plati a,+1 < a,. Tuto nerovnost lze prepsat jako

1
%(n + 1)(n +38) < n(n+37),

coz dale zjednodusime jako
n?—n—1722>0.

Pro kladné celé ¢islo n je tato nerovnost ekvivalentni n > 28. (P¥{imému feSeni kvadratické nerovnice se p¥ipadné
miizeme vyhnout tim, Ze nejprve ziskdme pro kazdé feseni odhad n? > 722 neboli n > 27. Pak uz snadno ovéfime, Ze
n = 27 feSenim jesté neni, ale n = 28 uz ano.) VyfeSenim nerovnice jsme zjistili, Ze posloupnost a,, je nejprve rostouci
(nebot a1 > a, pro n < 27) a nésledné klesajici, takze 28 je hledany index nejvétsiho ¢lenu posloupnosti.

Uloha 51. Uvniti strany AC trojihelniku ABC lezi bod D. Plati, ze |AD| = |BC| a |BD| = |CD]|. Velikost thlu
BAC je 30°. Jaka je velikost tthlu DBA ve stupnich?

Vysledek. 30°, 110° (2 feSen)
Reseni. Necht O je stied kruznice opsané AABD. Pak diky vztahu velikosti obvodového a stiedového thlu je
|<BOD| = 2|<BAD| =2 - 30° = 60°. Toto spolu s |BO| = |DO] jiz znamend, ze ABDO je rovnostranny, takze

|AO| = |DO| = |BD| = |CD|.

Ze zadéani je navic |AD| = |BC], takze AAOD a ACDB jsou shodné. Oznacme v = |[<ACB]|, pak ze shodnosti a
rovnoramennosti je i [<CBD| = |<DAO| = |<ADO| = ~. Dalsi postup uzpiisobme mozné poloze O vzhledem k tthlu
BAC:

Uvazujme nejdfive O lezici mimo thel BAC' a blize k poloptimce AB nez k AC. Plati

180° = |[<ADO| + |[<ODB| + |<BDC| =  + 60° + (180° — 27) = 240° — v,

takze v = 60°. Z toho jiz plyne, Ze hledana velikost ithlu DBA musi byt 30°.

Nyni predpokladejme, ze O opét lezi mimo thel BAC, ale O lezi blize k polopfimce AC nez k AB. Pak je diky
rovnoramennosti |[<OBA| = |[<BAO| = |[<BAD| + |<DAO| = 30° + v, takze

|<CBA| = |<OBA| + |[<DBO| + |<CBD| = (30° +7) + 60° + v = 90° + 2.
Proto
180° = |<BAC| + |<CBA| + |<ACB| = 30° + (90° + 27) + v = 120° + 3+,
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a tedy v = 20°. V tomto piipadé je tedy hledana velikost thlu DBA rovna 60° + (30° + ) = 110°.

30°+

Nakonec pro spor piedpoklddejme, Ze O lezi uvnitt thlu BAC. Pak je |[<DAO| < 30°, takze |<DOA| > 120°.
Z rovnostrannosti ABDO a polohy O ale zéroveti vyplyva |[<BDA| > 60°, takze |[<BDC| < 180° — 60° = 120°, coZ
je ve sporu se shodnosti ACDB a ANAOD.

Uloha 52. Mgéjme funkci f, kterd kazdé dvojici nezapornych celych &isel pfifazuje néjaké nezaporné celé ¢islo a je
definovana nasledujicimi vlastnostmi:

1. Pro kazdé z: f(z,z) = 0.

y) = fy,x).

2. Pro kazda z,y: f(x,

3. Pro kazd4 z,y: f(2x,2y) = f(z,y).
(
(

4. Pro kazda x,y: f(2x 4+ 1,2y + 1) = f(x,y).
5. Pro kazd4 z,y: f(2x +1,2y) = f(z,y) + 1.

Urcete soucet vSech nezdporngch celych ¢ < 60, ktera spliuji f(20,t) =

Vysledek. 415

Reseni. Pro nezépornd cela ¢isla x, y definujme 2’ = |x/2], v/ = |y/2] — tato nova ¢isla 2, 3’ lze chéapat tak, ze
x, y zapiSeme ve dvojkové soustavé a odiizneme jejich posledni cifru. Pfitom podle vlastnosti f je f(a',y") = f(z,y),
pokud se z a y v posledni (odfezdvané) cifie shoduji (tfeti, respektive étvrta vlastnost pro z, y obé sudé, respektive
lich4). Pokud se naopak x a y v posledni ciffe 1i§i, tak naopak plati f(2’,vy') = f(z,y) + 1 (pata vlastnost pfipadné
v kombinaci s druhou vlastnosti). Pokud je z = y, pak navic f(z,y) = 0.

Podle pfedchozich tivah lze f(x,y) vyéislit algoritmem, ktery nejdiive zapise = a y ve dvojkové soustavé a nasledné
postupné porovnava a odrezava jejich cifry od konce jejich dvojkovych zapisi, pficemz nascéitava jednicky za jednotlivé
vyskyty dvojic odlisnych cifer. To ale znamen4, Ze vysledna hodnota f(x,y) bude pfesné pocet pozic, na nichz se cifra
dvojkového zapisu x 1isi od odpovidajici cifry dvojkového zapisu y.

To znamend, ze hodnoty ¢ < 60 spliiujici f(20,¢) = 2 jsou pravé takové, které maji dvojkovy zapis o délce nejvyse
Sesti cifer a 1isi se od 0101004, tj. dvojkového zapisu éisla 20, na pravé dvou pozicich (zde vyuzivame toho, Ze volby
t = 61, 62 ani 63 nevyhovuji f(20,¢) = 2, a miizeme tedy uvazovat vSechna t < 63 = 25 — 1 misto ¢ < 60, aniz bychom
zménili vysledek). Takovych ¢isel je pravé (g) = 15, nebot vybirdme dvé pozice v 0101002, na nichz pozménime cifru.
Vsimnéme si, ze pokud jednu takovou pozici zafixujeme, existuje pravé 5 moznosti, kde pozménit druhou cifru, takze
kazda pevné zvolend cifra je pozménéna pravé v péti Cislech z uvaZzovanych patnacti.

Z onéch patnéacti séitanych hodnot ¢ bude tudiz pravé pét mit posledni dvojkovou cifru rovnou jedné, coz prispiva
do sou¢tu hodnotou 5 - 2° (zbylé mozné hodnoty ¢ maji posledni cifru nulovou a do souc¢tu neptispivaji). Obdobné méa
pravé pét hodnot ¢ nenulovou predposledni cifru, coz dava piispévek 5 - 2'. Naopak je ale mezi s¢itanymi hodnotami
t celkem 10 éisel s jednickou na tieti pozici od konce jejich dvojkového zapisu, nebot 20 = 0101002 mé na této pozici
cifru jedna, takze ta se v pravé péti pripadech pozméni na nulu, zatimco ve zbylych deseti zlistane na této pozici
jedni¢ka. Proto tato pozice p¥ispiva hodnotou 10 - 22. Obdobné zjistime p¥ispévky zbyljch tii pozic; hledany soucet je
tedy

5-2045.21 +10-22+5-23 +10-2% + 5. 25 = 415,

respektive 5- (010100 + 1111115).
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Uloha 53. Misa nakreslila tabulku o rozmérech 45 x 45 a spoéitala v ni pocet ¢tverecki o velikosti 1 x 1. Rozesmutnilo
ji, Ze dostala ¢islo 2025, protoZze se ji mnohem vic libi Gtvary sloZené z pravé 2024 ctverecki. Aby ptvodni atvar
napravila, vymazala z okraje tabulky jeden ¢tverecek o velikosti 1 x 1. Poté spoéitala pocet vSech ¢tverctt v tabulce (ne
nutné velikosti 1 x 1). MiSa trpi nevysvétlitelnym strachem z ¢isla 13, proto si dala pozor, aby po smazani ¢tverecku
nebyl pocet vSech ¢tvercti v tabulce délitelny 13. Na obrazku nize je tabulka 5 x 5 s jednim vymazanym c¢tvereckem
a se zvyraznénym C¢tvercem velikosti 2 X 2 v upravené tabulce. Spocitejte, kolika zptisoby mohla Misa zvolit smazany
Ctverecek tak, aby byla jeji podminka splnéna.

Vysledek. 152

Reseni. Celkovy podet ¢tverctt v ptivodni tabulce 45 x 45 je dan soudtem
1 1
S=12+2%+... +45% = 6-45-(45+1)-(2-45+1)= G 45-46-91.

Kdyz Misa smaze ¢tverecek 1 x 1 z okraje tabulky, snizi se celkovy pocet ¢tvercti o R, kde R je pocet ¢tvercd, které
obsahuji smazany ¢tverecek. Protoze je S délitelné 13, bude pocet ¢tverct v upravené tabulce délitelny 13 prave tehdy,
kdyz bude R délitelné 13. Spocitame tedy, pro kolik R to plati.

Necht = je néktery ¢tveredek na okraji tabulky. VSimneme si, ze kazdy ¢tverec obsahujici dany ctveredek x je
jednoznacéné urcen svymi dvéma rohovymi ¢tverecky lezicimi na hrané obsahujici x; tyto rohy mohou byt zvoleny
libovolné, pokud bude dodrzena podminka, Ze x lezi mezi nimi (nebo je p¥imo identicky s nékterym z téchto rohi).
Pokud je ¢tverecek = v rdmci své hrany na pozici n € {1,...45}, mZeme jeden roh velkého ¢tverce zvolit n zpisoby
a druhy 46 — n zptsoby. Dostavame tedy

R =n(46 — n).

Staéi ndm tudiz zjistit, pro kterd n je n(46 — n) délitelné 13, jelikoz témto pozicim se MiSa musi vyhnout.

Projdeme hodnoty 1 < n < 23 (pro vétsi ¢isla bychom ze symetrie dostali stejny vysledek) a zjistime, ze délitelnost
13 nastane praveé pro n = 7,13, 20. Diky symetrii mame na kazdé hrané tabulky celkem 6 policek, ktera Misa nesmi
pouzit. Jelikoz zadné z nich neni v rohu tabulky, existuje dohromady 4 - 6 = 24 zakazanych ¢tvereckt. Na okrajich
mame celkem 4 - 44 = 176 c¢tverecktl, takze si MiSa mtze vybrat z 176 — 24 = 152 policek.

Uloha 54. Zajic a Zelva se ti¢astni zavodu v rychlostnim béhu. Zelva se pomalu, ale jisté §ine kupfedu, zatimco zajic
se pohybuje 6krat rychleji, ale vzdy, kdyz ubéhne 9 metrta vpred, tak se otoc¢i a vrati se o 7 metri zpatky, aby se zelvé
vysmal. Uvazme Casovy interval zac¢inajici startem a koncici v okamziku, kdy se zajic a zelva naposledy potkaji na
trase. Jaky podil tohoto ¢asu byla zelva pted zajicem?

Viysledek. 22

15
Reseni. Vidy, kdyz zajic bézi dopiedu, pfiblizi se k cili 0 9 — % = % metril vice nez Zelva (takze bud o tuto vzdalenost

zvy$i sviyj naskok, nebo o ni snizi ndskok Zelvy); ve fazich, kdy bézi dozadu, ale naopak oproti Zelvé ztrati 7+ % = %
metri. (Z toho uz je mimochodem jasné, ze zajic ve vysledku zavod prohraje.) Vypocet si zjednodusime tim, Ze
prejdeme do vztazné soustavy spojené se zelvou.

V této nové soustavé ovsem béha zajic smérem dozadu rychleji nez smérem dopredu. Kvili tomu v ni neni vzdy
mozné primocare prevadét Cas na vzdalenost a naopak — celkova ubéhnutd vzdalenost neni v kazdy okamzik pfimo
tmérna uplynulému ¢asu. Tato pfima timérnost ovsem plati pro kterykoli ¢asovy interval, na jehoz zacatku i konci se
zajic a zelva setkali; dtivodem je to, Ze pro kazdy takovy ¢asovy tsek je zajicova primérné rychlost stejna, nebot v ném
ubéhl v obou smérech, a tedy obéma rychlostmi, stejnou vzdalenost. Kdyz pro zpfehlednéni nahradime zajictiv skuteény
pohyb takovym pohybem, pfi némz bézi pfesné po téze draze, ale celou dobu svou primérnou rychlosti, nezménime
tim celkovy ¢as ani ubéhnutou vzdalenost. Nasledujici dva grafy zavislosti zajicovy polohy na cCase ilustruji, jak to
vypada, kdyz zajicovu skute¢nou rychlost nahrazujeme primérnou.

Protoze nas zajimaji jenom poméry, muzeme dale vSechny vzdalenosti vynasobit Sesti. Zajiciv pohyb rozdélime
na jednotlivé cykly, coz budou casové tseky, béhem kterych zajic vzdy nejprve ubéhne 45 metrid dopfedu a nasledné
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49 metrt dozadu. Béhem kazdého cyklu tedy zajic ubéhne 94 metrd a urcitou ¢ast této drahy se nachézi za zelvou;
v prvnim cyklu to jsou 0 + 4 metry, ve druhém je to 4 + 8 metrli, a tak dale. Posledni cely cyklus je ten jedenéacty,
ve kterém zajic stravi 40 + 44 = 84 metrt za zelvou a skonéi 44 metrt za ni. Poté zajic pobézi dalsich 46 metra (45
metri tam a 1 metr zpatky) a pak se s Zelvou setkd naposledy; z tohoto netiplného, dvanédctého cyklu stravi za Zelvou
44 metru.

Do posledniho setkani zajic ubéhl celkem 11 - 94 4+ 46 = 1080 metri a z této vzdéalenosti se nachazel za zelvou po

délku (4+12+---+84) +44 = 528 metrii. Zelva tedy byla ve vedeni na % = % celkové drahy, a diky vyse uvedenym

argumenttim vyjadiuje tento zlomek i podil casu, ve kterém byla zZelva pred zajicem.

Uloha 55. Olda si piél k narozenindm posloupnost {a,,}> ;. Dostal ale jen jeji pocateéni ¢leny a; = 1, az = 3 a
rekurentni vztah
ai+1 + 3afl — 4ai_1 =da, - (apy1 —ap_1) +2n—1

platny pro vSechna n > 2. Zbytek posloupnosti si pry mé vyrobit sdm. Bohuzel ale dany vztah neurcuje posloupnost
jednoznacné. Olda se proto rozhodl, zZe bude postupné pocitat jednotlivé ¢leny posloupnosti, a kdyz mu vyjde vice
moznych hodnot, tak z nich vybere tu nejvétsi. Jakda mu vyjde hodnota ai3?

Vysledek. 12274

Reseni. Po preusporadani rekurentniho vztahu dostaneme
2 2 2 2
a,y1 +4ay, —ay, —4a;,_ —4an - apg1 +4an - a1 =2n — 1,

coz muzeme upravit na
2 2
(ant1 —2-an)*—(an —2-ap—1)"=2n—1.

Protoze (az —2-a1)? =(3—2)2=1=1%2a (n —1)? + 2n — 1 = n?, miizeme pomoci jednoduché indukce ukézat, Ze
(A1 —2-an)? = (ap —2-an_1)* +2n—1=n2
Pro ¢len a, 41 tedy dostavdme dvé moznosti:
Gp+1 =2-ap+n nebo apy1 =2-a, —n.
Olda vzdy vybira vétsi hodnotu, takze pokazdé pouzije vzorec
Gn+1 =2 ap +n.
S vyuzitim této rekurence postupné od a; = 1 dostaneme
aj3=1-22+1-2"14+2.21043.29 ... +12.2°
To Ize zjednodusit néasledujicim zpiisobem:
a3 =1-2241.21142.21043.294...412.20
=912 4 (211 4910 44 90y (210 £ 99 44 90) 4 (29 198 4. 20) 4. g (21 4 20) 4 20
=222 -+ -+ 22D+ (28 -1)

=22 (2% -2)-12
= 4096 + 8192 — 14 = 12274.

Oldovi proto vyjde hodnota a3 = 12274.

Uloha 56. Na obrazku je zndzornén kruh spolu se dvéma svymi tétivami. Tyto tétivy jsou na sebe kolmé, jejich
prusecik déli kazdou z nich na dvé ¢asti a na obrazku je pro obé tétivy uvedena délka kratsi ¢asti. Pomér obsahu Sedé

oblasti a bilé oblasti je roven g:jrg Urcete polomér zadaného kruhu.
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Visledek. 52
Resend.

Uvazujme rozdéleni kruhu podle obrazku niZe (tsecky jsou bud pivodni tétivy ze zadéani, nebo ¢asti obrazu téchto
tétiv pii stfedové soumérnosti podle stfedu kruhu).

Ay b A

a

As

Pro obsahy vyznacenych ¢asti kruhu plati A; = Az a Ay = A4 + As. Seda oblast ma tedy obsah
S=A1+A;=As+ A4+ As

a bila oblast ma obsah
B=A3+ Ay +ab+ A5 = S + ab.

Ze zadani vime, Ze

5m —2 S S

5tr+2 B S+ab

z Cehoz lze vyjadrit obsah Sedé oblasti jako

1
S = 1(571' — 2)ab.

Diky tomuto vztahu muzeme obsah celého kruhu vyjadrit jako
5
=84+ B=25+ab= gab

neboli 2r? = 5ab, kde r je hledany polomér daného kruhu.
Déle uvazujme pravouhlé trojihelniky jako na obrazcich nize (klicové je, Ze pfepony prochézeji stfedem kruhu, a
trojuhelniky jsou tedy opravdu pravouhlé):

a
Z nich miizeme diky Pythagorové vété vyjadiit (2r)% = a? + (2 +b)% a (2r)?2 = (4 + a)? + b*. Mame tedy soustavu
rovnic
212 = bab,
4r? = a® + (2 +b)?,
4r% = (4 +a)® + V7,
kterou staci vyresit. Porovnanim pravych stran druhé a tfeti rovnice dostavame
a? +b%+4b+4 = a® + 8a + 16 + b2,
odkud b = 2a + 3. Substituci tohoto vztahu do prvni a druhé rovnice obdrzime
2. 5a(2a+3) = 4r* = a® + (2+ (2a+3))°,

coz je kvadraticka rovnice v a, jejiz jediné kladné feseni je a = 1. Po dosazeni konecné vyjde b=2-14+3=5a

_ [pab _ 5V2
r= 7 = 5

23



Uloha 57. Nové matfyzacké koleje maji 160 pater. V kazdém patie je jedna chodba a ze schodisté vedou vzdy
dvoje dvefe, oboje pfimo na tuto chodbu. Na kazdé chodbé se nachazeji ¢tyfi pokoje, kazdy ma svoje vlastni dvefe
a v kazdém zije jedna osoba. Na kazdé dvere vcetné téch do chodby bude instalovan pravé jeden zamek a studenttim
budou rozdany klice tak, aby byly splnény tyto podminky:

e Kazdy ma pristup do svého pokoje, ale ne do pokoje nikoho jiného.
e Kazdy ma pristup na chodbu ve svém patre.
e Je mozné, Ze nékdo ma i pristup na chodby v jinych patrech.

Kazdy typ zamku k sobé méa jednoznacéné prifazeny kli¢ a je mozné jej odemknout jen timto klicem a jeho kopiemi.
Stejny typ zamku muze byt pouzit na vicero dvefich a od kazdého klice je mozno vyrobit a rozdat jakykoli pocet
kopii. Clovék miize vlastnit jakykoli pocet kli¢t. Firma, kterd mé celou zaleZitost na starosti, se snazi minimalizovat
néklady na vyrobu kli¢t. Vyroba nového klice je stoji 3 eura, zatimco vytvoreni kopie existujiciho kli¢e jen 2 eura.
Pokud trvame na dodrzeni uvedenych podminek, kolik nejméné je nutno za klice celkem zaplatit?

Vysledek. 2432

Reseni. Zjevné nedava smysl, aby néktery student mél vice nez dva klice, a to jeden od svého pokoje a jeden, kterym
se dostane do chodby na svém patfe. Nyni v nasledujicich tfech odstavcich zdtvodnime, Zze miizeme piredpokladat, ze
v kazdém patte bydli pravé jeden student, ktery si vystaci s jedinym klicem, jimz si odemkne sviij pokoj i jedny dvefe
na chodbé. Nikdo dalsi pak uz tento kli¢ mit nemize (dostal by se k nému do pokoje), a proto ostatni t¥i ubytovani
na stejném patie pouzivaji pouze druhé chodbové dvefe.

Predpokladejme, ze jsme studentium rozdali klice tak, aby byly splnény podminky tlohy, ale pfitom existuje patro,
kde maji vsichni studenti dva klice, které potfebuji. Ukdzeme, zZe umime zménit situaci na tomto patie tak, aby jeden
student mél jen jeden kli¢, a pfitom byla celkova cena klicti stejnd nebo nizsi. Na tomto patie jisté jedny z dveii na
chodbu pouzivaji maximalné dva ze ¢tyf studentt; oznaéme tyto dvefe D a ony studenty a a piipadné b. (Student
b nemusi existovat; a pokud dvefe D nevyuziva nikdo, staéi jako a oznacit libovolného ze Gtyf studentt.) Upravime
zamky na dvefich nasledujicim zpisobem: na chodbové dvefe D a dvefe od pokoje studenta a instalujeme tGplné nové
totozné zamky. Student a tak nyni potfebuje pouze jeden originalni kli¢ za 3 eura, kdezto pfedtim jeho klice staly
minimalné 2 + 2 = 4 eura. Cenu na vyrobu jsme tak snizili alespon o 1 euro.

Nyni se ovSem jesté musime postarat o studenta b, pokud existuje. Misto kli¢e k D mu vytvofime kopii klice ke
druhym chodbovym dvefim na tomto patie. Tim se cena jeho kli¢t jisté nezvysila. Student b ma nyni novou sadu
dvou kli¢i (jeden mu byl vyménén), kterd by se teoreticky mohla shodovat se sadou néjakého studenta z jiného patra.
Pokud by tomu tak bylo, situaci opét napravime instalaci nového zamku na dvefe od pokoje studenta b. Tim zaplatime
maximalné o 1 euro navic za novy kli¢ misto kopie.

Jelikoz se celkova cena potfebnych kli¢d béhem tohoto procesu urcité nezvedla, mizeme skutecné u optimalniho
feSeni predpokladat, ze jeden student z kazdého patra méa jen jeden kli¢, jak jsme uvedli v prvnim odstavci.

Tim jsme problém zredukovali na kol minimalizovat cenu kli¢u v situaci, kdy mame budovu se 160 patry, jednémi
hlavnimi dvefmi na kazdou chodbu a tfemi pokoji na kazdém patie. Necht je v této situaci rozdano n rtznych typt
kli¢d, ocislovanych 1,2,...,n. Kazdy student dostane jeden kli¢ ke svému pokoji a jeden k hlavnim dvefim na patie.
Tyto dva kli¢e nemohou byt stejného typu (i kdyz by pak bylo mozné pouZit jen jeden a tim snizit cenu): Kdyby totiz
byly stejné, pak by zbyli dva studenti z daného patra bud mohli vniknout do pfislusného pokoje, nebo by se nebyli
schopni dostat do chodby na svém patfe. Také nemohou Zadni dva studenti mit stejnou dvojici typu kli¢t, protoze
pak by se byli oba schopni dostat pfesné na tataz mista, coz neodpovida zadani. Kazdy student proto dostane jiny
z (72’) = %n(n — 1) péart typu kli¢t. Protoze studentii, kterym rozdavame dva klice, je celkem 3 - 160 = 480, ziskdvame
dolni odhad pro n z nerovnosti

1
in(n —1) > 480.

/v o

Pro celé ¢islo n to znamenad n > 32. Nyni ukazeme, ze lze pouzit pfesné n = 32 typu kli¢ia. Toho dosdhneme tak, ze
rozdélime 160 pater do 32 skupin po 5 patrech (a tedy 15 studentech). P¥ifazeni kli¢t pak provedeme takto (prvni kli¢
je od dveti do chodby a druhy od dvefi do pokoje):

e V prvni skupiné rozddme 15 studentim postupné pary typu kli¢a (1,2), (1,3),...,(1, 16).
e Ve druhé skupiné rozdame pary (2,3), (2,4),...,(2,17).

e Takto pokrac¢ujeme, takZe 31. skupina dostane péary (31,32), (31,1),...,(31,14).

e A posledni, 31. skupina dostane pary (32,1), (32,2),...,(32,15).

Snadno vidime, ze toto rozdéleni spliiuje uvedené podminky. Proto je n = 32 nejmensim moznym poctem typt klict,
které (po prvni redukci) potfebujeme; a ve chvili, kdy vSem 480 studentim rozddvame po dvou kli¢ich, je cena urcena
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skutecné jen poctem pouzitych typt. Pfi vyrobé klich pro 480 studentt se dvéma kli¢i tedy nejprve vyrobime 32
origindlti a nasledné 928 kopii, abychom jim celkem rozdali 480 - 2 = 960 klict.

Kdyz k tomu pfipocitame dalsich 160 originald pro studenty, ktefi budou mit jen jeden kli¢, je dohromady nutno
vyrobit 32 + 160 = 192 ruznych originali. Finalni cenu proto spoc¢teme jako 192 -3 + 928 - 2 = 2432.
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