1. Feladat Az alabbi dbran a téglalapokba irt betilik kiilonb6z6, nulldnal nagyobb szamjegyeket jelolnek. Ahol két
téglalap metszi egymast, ott a metszetbe beirtuk a két megfelel6 szam Gsszegét. Adjatok meg az Otjegytt NABOJ
szamot!
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Eredmény. 14325

Megoldas. A 16 egyféleképp allhat csak eld két kiillonboz6 szamjegy osszegeként: 9 4+ 7. Ha R = 9 lenne, akkor a
J = N = 3 ellentmondashoz jutnank, ezért S = 9 és R = 7. Innen lépésenként meghatarozhatjuk a szamjegyeket:
J=5N=1,Q=6,B=3,P=8 A=4¢6 O =2. Azaz NABOJ = 14325, amit értelmezhetiink a 2025-6s Naboj
datumaként.

2. Feladat Hany teljes fordulatot kell a C' fogaskeréknek megtennie, hogy mindharom fogaskerék visszatérjen a
kiindulési poziciéjaba?

Megoldds. Az A fogaskeréknek 14, a B fogaskeréknek 6, a C fogaskeréknek pedig 15 foga van. Hatarozzuk meg, hény
fognyit kell elfordulnia a fogaskerekeknek, hogy mindegyik a kiindulasi helyzetébe térjen vissza! Ez a szam tehdt a
14, 6 és 15 tobbszordse. A legkisebb kozos tobbszorosiik a 210. Azaz a C fogaskereket 210 foggal kell elforgatni, tehat
210/15 = 14 teljes fordulatot kell tennie.

Eredmény. 14

3. Feladat Melyik a legnagyobb tizjegyl szam, melyben minden azonos szamjegyekbol alkotott szampéar esetén van
az azonos szamjegyek kozt legalabb egy kisebb szamjegy?

Eredmény. 9897989 698

Megoldas. Epitsﬁk fel a tizjegyli szdmot gy, hogy balrdl jobbra haladva a soron kovetkezo helyiértékre mindig a
lehet6 legnagyobb lehetséges szamjegyet valasztjuk, ugy, hogy a feltétel teljesiiljon! Az els§ szamjegyiink legyen tehdat a
lehet6 legnagyobb, a 9. Ezutdn nem vélaszhatjuk a 9-et, igy ott a 8 lesz. Ismét valaszthatjuk a 9-et, de utdna se a 9, se
a 8 nem szerepelhet, ezért a 7-es lesz a kovetkezd. Ezutdn ismét lehet a 9, 8 és 9, de utdna nem kovetkezhet a {9,8,7}
szamjegyek egyike sem. Itt tehat a 6 lesz, majd ismét a 9, a tizedik szamjegyiink pedig a 8. fgy az n = 9897989 698
szamhoz jutunk. Azt dlltjuk, hogy ez a legnagyobb, a feltételeknek megfelel$ szam. Legyen m egy mésik megfelel$ szam,
és vizsgaljuk az els6 olyan szamjegyet, amelyben m és n eltér. Mivel az algoritmusunk mindig a lehet6 legnagyobb
szamjegyet valasztotta az adott helyiértékre, m < n a tovabbi szdmjegyektol fliiggetleniil.

4. Feladat Milyen hosszu a legkisebb olyan négyzet oldala, amely atfedés nélkiil lefedhet6 az abran lathaté derékszogi
L alak egybevagd példanyaival?

Eredmény. 6



Megoldds. A négyzet teriilete a triomind teriiletének, azaz a 3-nak tobbszorose. Kénnyen belathatd, hogy a 3 x 3-as
négyzet nem lefedhetd, viszont a 6 X 6-os négyzet lefedhetd, példaul az alabbi mdédon.

5. Feladat Az ABCD egyenl$ szaru trapéz alapjai AB és CD, és az oldalaira teljesiil, hogy BC = CD = AD.
Legyen S a DC oldal kézéppontja, és X egy pont az AB oldalon, gy, hogy SX pdrhuzamos BC-vel. Az ABCD trapéz
keriilete 50 és AXSD keriilete 38. Adjatok meg a X BC'S paralelogramma keriiletét!
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Eredmény. 36

Megoldds. A hirtrapézok keriileteinek kiilonbsége X B + CS =2 - CS = CD, ami egyenlé BC-vel és X S-el is, igy az
X BC'S paralelogramma keriilete: 3 - (50 — 38) = 36.

6. Feladat Erika kivalasztott egy kétjegyi szamot, amelynek nincs 0 szamjegye, és Gsszeszorozta a megforditottjaval.
Az eredmény egy négyjegyli szam, amely 3-mal kezdddik és 7-re végzédik. Mi volt a szorzat két tényezdje koziil a
nagyobbik?

Eredmény. 93

Megoldds. Legyen a szam két szadmjegye x és y. Megfigyelhetd, hogy az Erika dltal kiszamolt szorzat utolsd szamjegye
megegyezik a két szamjegy szorzatdnak utolsé szamjegyével. Két kiilonboz6 szamjegy szorzataként a 7-es végz6dés csak
kétféleképpen allthat6 elé: 1-7 =7 és 3-9 = 27. Konnyen kizédrhatjuk a 17 - 71 opciét, mivel a szorzat til kicsi, azaz a
helyes megoldas a 39 - 93 = 3627, a véalasz pedig a 93.

7. Feladat Kartal egy hagyomdnyos, 52 lapos francia kartyapaklival jatszik, (amelyben mind a négy szinbdl 13 lap
taldlhat6). Minden korben egy jatékos vagy hiiz egy lapot, vagy kijatszik egyet a kezéb8l. A kijatszott lapnak szinben
vagy szamban egyeznie kell az asztalon 1évé legfelsé lappal. Az eddigi korokben Kartal nagyon szerencsétlen volt, ezért
sok lapot kellett hiiznia. Ezutan gondolkozni kezdett: mi az a legkisebb N szam, amelyre igaz, hogy ha N lapot tart a
kezében, akkor biztosan ki tud jatszani valamit, barmi is legyen a kijatszott pakli tetején?

Eredmény. 37

Megoldds. Ha Kartal kezében van hdrom szin és tizenkét szdm Gsszes kombindciéja (Gsszesen 3 - 12 = 36 lap), akkor
még lehetséges, hogy a hidnyzé negyedik szin vagy tizenharmadik szam van a pakli tetején. Ebben az esetben Kartal
egyik lapjat sem tudné kijatszani, vagyis N legalabb 37.

Masfeldl a pakli tetején 1évé kartya szine megegyezik 12 mésik kartyaéval, a szama pedig masik haroméval. Mivel
Osszesen 52 kartya van és legalabb az egyikiik a kijatszott pakliban van, a Kartal kezében 1év6 nem kijatszhato lapok
maximalis szama 52 — 1 — 12 — 3 = 36, szoval 37 lappal a kezében garantaltan legalabb az egyiket ki tudja jatszani.

8. Feladat Az ABCDEFG hétszog hat sokszogbél &ll, melyeknek kdzos csicsa az S pont. Ezek a sokszogek: harom
szabélyos haromszog (ABS, CDS, FGS), két egyenld szari derékszogii hdromszog (BCS, GAS, amelyeknek rendre



C és G pontokban van a derékszogii csticsa) és a DEF'S négyzet. Hatdrozzatok meg, hogy hany fokos az SAFE szog!

E

Eredmény. 15

Megoldds. Mivel FGS szabalyos haromszog, tudjuk, hogy F'S = GS. Ezért a GAS és F'SE egyenl§ széru derékszogi
haromszogek egybeviagdk, amibdl kovetkezik, hogy ES = AS. Tehdt EAS egyenld szari haromszog. Annak ismeretében,
hogy ESA< = 45° 4 60° + 45° = 150°, megkapjuk, hogy SAE< = %(180O — ESA«q) = 15°.

9. Feladat Hany olyan haromszog olvashaté ki az aldbbi abrabdl a racsvonalak mentén, amely nem tartalmaz
egyetlen sziirke haromszoget sem?

Eredmény. 34

Megoldds. frjuk be az Osszes mez6be, hogy hany, a feltételnek megfelel6 haromszog alsd, vagy fels6é csiicsaban
helyezkedik el az adott mezd!
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A keresett szam ezeknek a beirt értékeknek az Osszege.

10. Feladat Egy négyjegyili szamot akkor neveziink érdekesnek, ha teljesiti a kovetkezo feltételt: ha a szazas
helyiértéken &ll6 szamjegyét elhagyjuk, az igy keletkezd haromjegyti szam pontosan az eredeti négyjegyti szam kilencede.
Példaul a 2025 érdekes, mivel 225 = % - 2025. Hatdrozzatok meg a legnagyobb érdekes négyjegyii szamot!

Eredmény. 6075

Megoldds. Legyen N = abed egy érdekes szam és n = cd. Ekkor N = 1000a + 100b + n és ha elhagyjuk a szézas
helyiértéken 1év6 szamhegyet, akkor megkapjuk az M = 100a + n szamot. Ha az M = %N egyenletet megszorozzuk
kilenccel, megkapjuk, hogy

9(100a + n) = 1000a + 1000 + n,

és atrendezés, majd néggyel val6 osztas utdn azt kapjuk, hogy

25(a+b) = 2n.



Ebbdl az egyenletbdl kovetkezik, hogy a + b Osszege paros szdm, ami kisebb, mint % = 8, mivel n < 100. Ez azt
jelenti, hogy a + b legfeljebb 6, és ahhoz, hogy N értékét maximalizaljuk, azt kell valasztanunk, hogy a = 6 és b = 0,

aminek eredményeképp n = 75. Koénnyen ellenorizhetjiik, hogy N = 6075 megfelel a feladat feltételeinek.

11. Feladat Egy teherhajé hdromféle folyadék: etanol, olaj és higany egyideji széllitasara lett tervezve. Mindhdrom
folyadékbdl eltéré mennyiség, legfeljebb 10 tonna etanol, 30 tonna olaj, és 60 tonna higany fér el a tartalyokban.
A Prigatdl Hamburgig tarté dtja sordn a hajé ezekb6l Gsszesen 85 tonna rakoményt vitt magdval. A visszaiton azonos
tomegii etanolt, kétszeres tomegii olajat, és harmadannyi higanyt szallitott az odatithoz képest. Osszesen hény tonna
rakomanyt szallitott a teherhajé a visszaiton?

Eredmény. 60

Megoldds. Mivel a hajé rakoménya az els6 tton 85 tonna volt, legaldbb 15 tonna olajat kellett, hogy szallitson.
Azonban, mivel a visszaiton megduplazédott az olaj mennyisége, elészor legfeljebb 15 tonna olajat széllithatott a hajd.
Ezaltal tudjuk, hogy etanolbdl és higanybdl a maximélis mennyiséget vitte odafelé. A visszatuton a teljes rakoméany
tomegét kiszamolhatjuk a kovetkezoképp:

1
10-1—2-15-1—5-60:60.

12. Feladat Hatarozzatok meg, hogy hany kiilonb6z6 médon lehet lefedni az aldbbi abran lathaté sziirke alakzatot
domindkkal! A domindk (fehér téglalapként &brézolva) nem fedhetik egymadst, és minden dominé pontosan két
szomszédos négyzetet fed le. A domindk tetszdlegesen elforgathatdak.

Megjegyzés: Kiilonbozonek tekintjuk azokat a megoldasokat is, amelyek forgatassal vagy tilikrozéssel egymasba vihetdk.
A domindk nem léghatnak til az alakzat hatarain.

Eredmény. 8

Megoldds. Kezdjik az alakzat lefedését az egyik bels sarkdtdl, mint ahogy az (1)-es dbrdn ldthatd! Kétféle irdnyba
forgatva tudunk ide lerakni egy dominét, viszont ezek forgatdssal egymasba hozhaté megoldasokhoz vezetnek. Valasszuk
az egyiket és a kapott eredményt szorozzuk meg 2-vell Amint ezt a dominét elhelyezziik, a kovetkez6 két domind
helyzete is adott, ahogy a (2)-es dbrén latszik. A bal és jobb oldalon ldthaté ,négyzetek” két-két médon fedheték le (3),
az &bra fennmaradé része pedig a (4)-es dbrén ldthaté médon, egyféleképp. Tehdt ennek az (1)-ben latott elhelyezésnek
2 -2 = 4 kimenetele van. Az elforgatott elhelyezést figyelembe véve 2 - 4 = 8-féleképp lehet lefedni az dbrat domindkkal.
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13. Feladat Egy kocka alaki csomag egy olyan ragasztdszalaggal van becsomagolva, melynek szélessége kisebb, mint
a csomag egy élének hossza. A sotétsziirkén jelolt részek osszteriilete (beleszdmitva azokat a részeket is, amelyek az
4brdn nem lathatéak) 216 cm?. A vildgossziirkén jelolt részek Osszteriilete feleakkora, mint a ragasztészalaggal le nem
fedett felszinek. Hatdrozzatok meg a csomag egy élének hosszat!



Eredmény. 30
Megoldas. Egy sotétsziirke négyzet teriilete 216/6 = 36, tehat az oldalhossza /36 = 6. A le nem fedett teriilet a
csomag mindegyik oldaldn a vilagossziirke teriilet kétszerese, tehdat mindegyik vilagossziirke téglalap a fele egy fehér

négyzetnek. Ez azt jelenti, hogy a csomag egy éle mentén elfér 6t, egyenként 6 szélességii vilagossziirke téglalap, vagyis
az élhossz 5 - 6 = 30.

14. Feladat Egy irészerboltban tollak, fiizetek és vonalzok kaphatok. Egy filizet ara egyenld egy toll és egy vonalzd
aranak Osszegével. Ha egy vonalzé 4rat 50%-kal megemelnék, egyenld lenne egy toll és egy fiizet dranak Osszegével.
Hény szazalékkal kellene egy toll drat megemelni, hogy egyenld legyen egy fiizet és egy vonalz6 araval?

Eredmény. 800%

Megoldds. Legyen f egy fiizet ara, v egy vonalzdé, t pedig egy tollé. Az ismert adatokbdl tudjuk, hogy f =v + ¢
és %v =t+ f =2t +v. A mésodik egyenletbél megkapjuk, hogy v = 4¢, és ezt behelyettesitve az elsd egyenletbe
megkapjuk, hogy f = 5t. Tehdt a toll 4rdt kilencszeresére kell novelniink, vagyis 800%-kal.

15. Feladat Jeldlje a és b egész szdmok legnagyobb kozos osztéjat Inko(a,b), és a legkisebb kozos tobbszorosét
Ikkt(a, b)! Szédmitsuk ki a kévetkezo kifejezés értékét:

1kkt(2025, 1kkt(2024, Inko(2023, Inko (2022, . . . Ikkt(4, Inko(3, Inko(2, 1))) ... )))).

Az Inko és 1kkt miiveletek két lépésenként valtakoznak, 6sszesen 1012 Inko és 1012 lkkt szdmitds szerepel a képletben.
Példaképpen, ha csak kétszer fordulna el mindketté miivelet, akkor a kifejezés 1kkt (5, Ikkt(4, Inko(3, Inko(2,1)))) lenne.

Eredmény. 4098600
Megoldds. Vegyiik észre, hogy Inko(z,z — 1) = 1 barmely z pozitiv egész szamra, tehat lnko(z, Inko(z — 1,a)) =1
barmely a és x pozitiv egész szamokra. Tehat a kifejezés értéke

Ikkt (2025, 1kkt(2024, 1)) = 2025 - 2024 = 4098 600.
16. Feladat Az aldabbi dbran harom téglalap lathatd, amelyekben szabalyosan elrendezett, egybevagd korok

helyezkednek el. A téglalapok jobb felsé csicsain egy egyenes halad at, az dbra kozépsd részét pedig helytakarékossag
miatt elrejtettiik. Hany kor van a sziirke téglalapban?
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Eredmény. 12

Megoldds. A sarkokon athaladé egyenesbdl és a téglalapok oldalaibdl képzett derékszogli haromszogek hasonldk, és a
hasonldésig ardnyszama 2 : 1. Tehat a sziirke téglalap szélessége 2 - 6 = 12 a korok atmérdiben mérve.

17. Feladat Tamads egy 18 km-es kort futott le megallds nélkiil. Stabil tempdban kezdte a futast, de egy id6 utan
elfaradt, ezért a hdtralevd szakaszt 25%-kal lassabban folytatta. A futds végén megnézte az okosordjat, és észrevette,
hogy kétszer annyi ideig futott a lassabb szakaszon, mint a gyorsabb szakaszon. Mekkora tavot tett meg Tamés
kilométerekben mérve, miel6tt lelassitott?

Eredmény. 7,2= 3—56

Megoldds. Legyen v Tamds eredeti sebessége (km/h-ban szdmolva) és t az az id8, ameddig gyorsan futott (érdban),
ekkor a lassabb sebessége %v és a lassabb futdssal toltott id6 2¢t. A teljes tavolsag a két résztav Osszege, azaz

18:v~t—|—%v~2t:gvt,

ezért

vt =

=72

—
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lesz az a tdvolsag, amit gyors tempoval futott le.



18. Feladat Kata, Laura, Méni, Nati és Olivia egy k6z6s fotét szeretnének késziteni egy hatalmas Nédboj emlékmii
elott. Ehhez egy sorba allnak egymas mellé, az aldbbi szigoru szabdlyok szerint:

e Nati jobbra all Katatdl, Ménitdl és Oliviatol,
e Modni balra all Katatol, Natitol és Oliviatdl.

Hényféle sorrendben allva készithetik el ezt a gyonyort képet?
Eredmény. 10

Megolddas. Vegyiik észre, hogy Laura kimaradt a korlatozoé feltételekbdl, tehdt 6 barhol allhat. A masik 4 lany cgak
kétféle sorrendben &llhat (jobb oldalon Nati, kozépen Kata és Olivia valamilyen sorrendben, bal oldalon Méni). Igy
Osszesen 10 féle sorrendben allhatnak.

19. Feladat Egy varnak 6t tornya van, melyeket egyenes falak kotnek 6ssze. A falak 50 konyok, 70 konyok, 90
konyok, 110 konyok és 130 konyok hosszisdguak, tetszéleges sorrendben. Mekkora a leghosszabb tav konyckben mérve,
amilyen messzire egy {jdsz egyenes vonalban ell6het a varfalakon beliil, ha a var erre az célra legkedvezébb mddon van
felépitve?

Megjegyzés: A falak vastagsdga és a tornyok szélessége elhanyagolhato, és az ijasz dltal 16tt tavolsiagot vizszintes,
egyenes vonal alapjan mérjiik.

Eredmény. 220

Megoldds. Ha a var alakja konkav lenne, akkor nézziik helyette a konvex burkat. Ezzel a var keriilete csak csokkenhetett,
a varon beliili leghosszabb nyill6vés hossza csak nhetett vagy egyenlé maradt. Most a konvex varon belili lehet6
leghosszabb egyenes szakasz hosszat jeloljiik ¢-lel. Be tudjuk latni, hogy akkor kapunk leghosszabb szakaszt, ha két
csucspontot kotiink ossze: Ha a szakasz eredetileg nem érne el a falig, hosszabbitsuk meg a falig. Ha elér a falig,
akkor valamilyen irdnyba tovabb tudunk menni egy csics felé, igy hogy az eddigi szakasszal egy tompaszoget (vagy
derékszoget) zdr be. Ebben az irdnyban taldlhaté sarokpontra cseréljiik le a szakasz eredeti végpontjat, és igy hosszabb
szakaszt kapunk. Utdna ugyanezt megtehetjiik a szakasz mésik végpontjaval is, tehat végiil a szakaszunk két tornyot
kot Ossze.

A legnagyobb olyan S szamot keressiik, amelyre falhosszokat 2 részhalmazra lehet osztani gy, és mindkét halmazban
a hosszok Osszege nagyobb vagy egyenld mint S. Tehét

50470+ 90 4 110 + 130

<5< 5 =225

és mivel S 10 t6bbszorose lesz, igy S < 220. Ezt az értéket el is lehet érni, ha igy osztjuk el a falakat:

130 + 90 < 110 + 50 + 70.

20. Feladat Panninak 8 kartydja van, mindegyik kartydn 1-tél 8-ig egy-egy kiilonboz6 szamjegy szerepel. A
szamkartyaibol két négyjegyli szdmot alkot. Mennyi a két szam kozotti lehetd legkisebb kiilonbség?

Eredmény. 247

Megoldds. A szamok kozti kiilonbség akkor a legkisebb, ha a két szdm a lehet6 legkozelebb van egymashoz. Ennek okén
az ezres helyiértéken 1év6 szamjegyek kozott csak 1 lehet a kiilonbség. A szdzas helyiértéken 16v6 jegy a nagyobb szam
esetében a leheto legkisebb, mig a kisebb szdmnal a lehet6 legnagyobb kell, hogy legyen. Miutan a szézas helyiértéken
1év6 jegyeket kivalasztjuk, ugyanez az irdnyelv érvényes sorban a tizesekre, majd az egyes helyiértéken 1évokre is. Ezzel
a modszerrel megkapjuk az 5123 és 4876 szamokat, melyek kiilonbsége 247.

21. Feladat Judit nagyi igy dontott, hogy hatszogletii elrendezésben, hat virdgagyasba ibolydkat és szédzszorszépeket
iltet. A szabdlyos hatszogben elhelyezkedé virdagdgyasok mindegyikébe egyféle virdgot tiltet. Egy lehetséges elrendezés
az aldbbi abran lathat6. Hanyféleképp tltethet virdagokat ugy, hogy legalabb egy olyan agyaspar legyen, ahol a
szomszédos dgyasokban azonos virag van?

Megjegyzés: Kiilonbozonek tekintjuk azokat a megoldasokat is, amelyek forgatassal vagy tilikrozéssel egymasba vihetdk.
A hat virdgagyas mindegyike megkiilonboztetett.




Eredmény. 62

Megoldds. Ha elhagyjuk az egyforma szomszédos virdgiiltetésre vonatkozé kitételt (tehdt az Gsszes lehetséges elrendezést
keressiik), akkor a valasz 26 = 64. Ebbdl az eredménybél kivonjuk azokat az eseteket, amik a fenti kitételt megszegik,
vagyis amikor a kétféle virag felvaltva keriil eliiltetésre. Mivel erre csupan két lehetéség van, a kitételnek megfeleld
elrendezések szama 64 — 2 = 62.

22. Feladat Egy kor alaka papirlapbdl Erik kivéagott egy téglalap alakd darabot, ugy, hogy a téglalap egyik csicsa
a kor kozéppontjaba, az ezzel szemkozti csticsa pedig a korvonalra esik. A téglalap masik két csticsa két kiillonbozo
sugéron helyezkedik el, az egyik 1dm-re, a mésik 2 dm-re a korvonaltél. Mekkora teriilet maradt a kérlapbél dm?-ben
mérve, miutan Erik kivagta a téglalapot?

Eredmény. 257 — 12
Megolddas. Legyen M a korlap kézéppontja és A, B és C a téglalap masik hdrom csicsa. A kor sugara legyen 7.

Tudjuk, hogy MA =r—1, MB = r és MC = r — 2, valamint AB = MC. Haszniljuk a Pitagorasz-tételt az
ABM derékszogli hdromszogre, hogy megkapjuk az

2 =(r—-12%4(r—-2)>2
egyenletet, amit a kovetkezOre egyszertisitsiink:
0=r?—6r+5=(r—1)(r—5).

Mivel az r = 1 megoldas nem értelmezhetd, az egyetlen helyes megoldas az r = 5. fgy a korlap kivagas utdni megmaradt
teriilete 727 — 3 - 4 = 257 — 12 (dm?-ben).

23. Feladat Naboicus Nagymester, az esszenciakeverés paratlan virtuézdja a legendds Algimia, azaz az Algebra és az
Alkimia tokéletes, 1:1 aranyu fuzidjanak elkészitése elott all. A kovetkezo Osszetevik allnak rendelkezésére:

e Algebria: 80% Algebra és 20% Alkimia elegye, 0sszesen 10 mg tomegben,
e Alkimra: 30% Algebra és 70% Alkimia elegye, dsszesen 14 mg tomegben.

EzekebOl az Osszetevokbél legfeljebb hany mg Algimiat tud Néboicus kikeverni?

Megjegyzés: Naboicus, bar az egyenletek és béjitalok titkos tuddsa, a folyamat egyetlen pontjan sem tudja a keverékeket
alkotéelemeire bontani, csak tovabbkeverni azokat.

Eredmény. 23% = ?



Megoldas. Ha Osszekeveriink x mennyiségli Algebridt és y mennyiségli Alkimrat, akkor a kapott elegy %m + f—oy
Algebrat és %33 + %y Alkimiat tartalmaz. Ahhoz, hogy 1 : 1 ardnyt kapjunk, igaznak kell lennie a

4 n 3 1 . 7

o4 Sy =S+ -

5710V T 57 T 10”
egyenlGségnek, amit atrendezhetiink arra, hogy y = %x Azaz minden mg Algebridhoz 1,5 mg Alkimrat kell hozzdadnunk.
Ez azt jelenti, hogy akkor kapjuk meg a m,aximélisan kikeverhet$ Algimia mennyiségét, ha Naboicus felhasznélja mind
a 14mg Alkimrat és % - 14mg Algebridt. Igy végiil % <14 = ? mg-ot kap a legendas keverékbol.
24. Feladat A K = n? szdm egy négyjegyii négyzetszam, amelynek minden szdmjegye kisebb mint 7. Ha K minden
szamjegyét 3-mal megnoveljilk, egy masik négyzetszamot kapunk. Hatdrozzatok meg n értékét!

Eredmény. 34
Megoldds. Legyen m? = M = K + 3333. Mivel M és K is négyjegyti négyzetszam, tudjuk, hogy 32 < n < m < 99, igy

32433 <m+n <984 99,

vagyis
650 <m+n <197,

Ugyancsak tudjuk, hogy
(m+n)(m—-n)=m?>—-n* =M - K =3333=3-11-101.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a lehetséges tényezdk kizardlag m + n = 101 és m — n = 33, ami arra az eredményre
vezet, hogy m = 67 és n = 34. Mar csak azt kell ellenérizniink, hogy ebben az esetben K = 342 = 1156 mindegyik
szamjegye 7-nél kisebb.

25. Feladat Jelolje X és Y egy 1 oldalhosszusagu kocka két egymassal szemkozti csicsat, C' pedig azt a hengert,
amelynek felszine tartalmazza a kocka Gsszes csticsat, valamint X és Y éppen C' alapkoreinek kozéppontjaiba esnek.
Mekkora a C' henger térfogata?

Eredmény. 2”?:/5 = 2—\/%

Megoldds. Mivel X és Y a henger alapkoreinek kozéppontjai, a henger magassdga egyenlo ezek tdavolsagaval. X és Y a
kocka egymaéssal szembeni csiicsai, gy a /3 hosszisagu testétld végpontjai. A henger sugaranak megallapitdasahoz
valasszuk a kocka barmely més Z csicsat és szamitsuk ki az XY-t6l valé tavolsagat. Az X ZY haromszog derékszogi
Z-1él (XZ egy lapatld és YZ a kocka egyik éle) és a keresett sugdr egyenld a Z cstics XY-t6l valé tavolsdgédval.
A hasonléségot (vagy teriiletardnyokat) figyelembe véve ez a tévolsag 1/2/3. Igy a henger térfogata




26. Feladat Egy faluban 60 ember él, mindannyian igazmonddk, hazugok vagy normédlisak. Az igazmonddk mindig
igazat mondanak, a hazugok mindig hazudnak, mig a normadlisak néha igazat mondanak, néha hazudnak. A faluban
mindenki tudja mindenkirél, hogy a harom koziil melyik embertipusba tartozik. Egy a faluba érkezé latogatd az aldbbi
két kérdést tette fel minden falubelinek:

1. ,,Igaz-e, hogy a faluban legaldbb 31 igazmond¢ é17”- erre pontosan 43 igenld vélasz érkezett.
2. ,Igaz-e, hogy a faluban legalabb 31 hazug é17?”- erre pontosan 39 igenlo valasz érkezett.

Legalabb hany normalis ember él a faluban?
Eredmény. 13

Megoldds. A masodik allitds nem lehet igaz: ha legaldbb 31 hazug lenne, akkor 6k mind nemmel vélaszolndnak a
kérdésre, tehat nem kaphatnank 39 igenld vélaszt. Tehat legfeljebb 30 hazug van. Az igazmonddék mindig igazat
mondanak, ezért ¢k a masodik kérdésre nemmel valaszoltak, tehdat legfeljebb 60 — 39 = 21 igazmondd lehet.

Ebbél kovetkezik, hogy az elsé allitds is hamis. A 43 igenld valasz a hazugoktdl és néhany normélistdl érkezett.
Mivel legfeljebb 30 hazug van, léteznie kell legalabb 43 — 30 = 13 normalis embernek.

Teljesiti a feltételeinket, ha 17 igazmondd, 30 hazug és 13 normaélis van a faluban. Teh&t a normaélis emberek
minim4alis szama 13.

27. Feladat Egy kormérkézésben négy csapat, A, B,C és D vett részt, barmely két csapat pontosan egy mérkézést
jatszott egymassal. Egy adott meccs gy6ztese mindig 1 vagy 2 pontot kapott attdl fliggéen, hogy mennyivel nyert, mig
a vesztes csapat 0 pontot kapott. Egyik mérkézés sem lett dontetlen. Az Gsszes meccs lejdtszdsa utan elkészitettek egy —
az abran szerepl6 példahoz hasonlé — tablazatot az eredményekrdl. Ha tudjuk, hogy az egyik csapat Gsszesen 4 pontot
szerzett, mig a mésik hdrom csapat mind 1 — 1 ponttal végzett, akkor hanyféle lehet az elkésziilt tablazat?

A|B|C|D| total
A 11012 3
B|0 0]0 0
C 1 2 5
D|0O|1]0 1

Megjegyzés: A csapatok nevei (A4, B, C, D) rogzitve vannak a tabldzatban, tehdt a nevek sorrendjén nem véltoztathatunk.
Eredmény. 24

Megoldds. FElészor vegylik észre, hogy a kiosztott pontok Osszege 7, azaz a 6 meccsbdl pontosan egyszer fordult eld,
hogy a gy6ztes csapat 2 pontot szerzett, minden més meccsen 1 pontot ért a gybézelem. Tehat a legerésebb csapat
mindenkit megvert, és ezen meccsek koziil egyszer nagy kiillonbséggel gy6zott. A masik harom csapat kozotti meccsek
“korbeverést” mutatnak, hiszen mindenki 1 pontot szerzett. A kort kétféleképpen irdnyithatjuk meg. Osszességében
4 -3 -2 = 24-féleképpen torténhetett a bajnoksig.

28. Feladat Jiilia felirta a 2025 szdmot egy M tagu Osszegként, ahol minden tag 10-nek egy hatvénya (azaz 10™ alakd,
ahol n egy nemnegativ egész szdm). Az Osszegben ugyanaz a tag tobbszor is szerepelhet. Hdny kiilonboz8 M-re tehette
ezt meg Julia?

Eredmény. 225

Megoldds. Lathaté, hogy M leheto legkisebb értéke 9, mert

2025 =2-10%4+2-10" +5-10°.

Ha k > 1, akkor minden 10F = 10-10*~" alaki helyettesités 9-cel néveli meg az dsszeadanddk szamat. Ebbdl kovetkezik,
hogy M mindig oszthat6 9-cel, és hogy M lehetséges értékei 9 tobbszoroseinek egy Osszefiiggd halmazat alkotjak.
M leheto legnagyobb értéke 2025, mert

2025 = 2025 - 10°.

Tehat M kiilonb6z6 lehetséges értékeinek szama

2025 -9

1 =225.
9 +



29. Feladat Misi és Pal a hatukat egymasnak tamasztva allnak egy vastutallomdas peronjan. Egy tehervonat allandé
sebességgel elhalad mellettiik. Abban a pillanatban, amikor a vonat eleje veliikk egy vonalba ér, mindketten elkezdenek
azonos allandd sebességgel sétalni egymassal ellentétes irdnyba. A vonat hétulja akkor ér Misivel egy vonalba, amikor 6
45 méter tavolsaghan van a kiinduldsi pontjatdl, majd réviddel ezutan a vonat hatulja egy vonalba ér Péllal, aki ekkor
60 méterre van a kiindulédsi pontjatél. Hany méter hosszi a tehervonat?

Eredmény. 360

Megoldds. Legyen t1 az id6 onnantdl, amikor a vonat eleje elhalad Misi és P4l mellett, addig a pillanatig, amikor a
vonat hatulja elhalad Misi mellett. Hasonléan, legyen to az idékiilonbség akozott, amikor a vonat hatulja elhalad Misi
mellett, addig, amikor elhalad P4l mellett. Legyen ¢ a vonat hossza méterben. Mivel Misi és Pal azonos sebességgel
sétalnak, és t1 id6 alatt Misi 45 métert tett meg, Pal pedig t5 id6 alatt 60 —45 = 15 métert tett meg, a két idointervallum
aranya

t1:to=45:15=3:1.

Most nézziik a vonat mozgasat. Az els6 szakaszban t; id6 alatt a vonat £ — 45 métert haladt, hiszen kezdetben az eleje
volt a Misiéknél, és az id6 végén a vonat vége 45 méterrel hatrébb volt. Ezutan ts id6 alatt a vonat vége 105 métert
tesz meg Misi és Pal kozott. Tehat a vonat sebessége

105
v= .
to

A vonat teljes hossza
t
{=vt; +45 = t—1~105+45=3-105+45=360.
2

30. Feladat FEgy egyenld szard, derékszogii ABC haromszoget, amelynek a derékszdge a C' csicsndl van, 6sszehajtunk
egy XY szakasz mentén gy, hogy a C csics egy C' pontba keriil az AB oldalon. Tudjuk azt is, hogy BC' = BX.
Hany fokos a C'Y X szog?

Eredmény. 33.75° = 135°
Megoldds. Mivel az XC'BA egyenld szar,

C'XB< = 1(180° — 45°) = 67,5°.
Tovabbd CXY < = Y XC'< teljestl a hajtds miatt, igy
YXC'a = 1(180° — 67,5°) = 56,25°.
Végill XC'Y<=YCOX< = 90°, azaz
C'YX<=180° - XC'Y<a - YXC'q=33,75°.
31. Feladat Tekintsiik az osszes {0,1,2,...,15} halmaz elemeibdl alkothaté szigorian novekvd szamnégyesek
sorozatat lexikografikus sorrendben:
(0,1,2,3),(0,1,2,4),(0,1,2,5),..., (12,13, 14, 15).
Tehét (ai,az, a3, as) pontosan akkor elézi meg ebben a sorbarendezésben (b, ba, bs, by)-et, ha
a; <by vagy a1 =bi,a2<by vagy ai; =0b1,a2 ="bs,a3 <bs vagy a; =b1,as =0be,a3 =0b3,a4 < by.

Hényadik helyen szerepel a sorozatban a (2,4,7,14) szdmnégyes?
Eredmény. 911
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Megoldds. Vegyiik észre, hogy k < n-re az {1,2,...,n} halmaz elemeibdl valasztott szigorian novekvd szam-k-
asok szama (Z), mivel a szigorian novekvd szam-k-asok egyértelmiien megfeleltethetOk a k elemi részhalmazoknak!

Altalénosabban, azon szigorian novekvd szam-k-asok szdma, amelyek elemei a {m, m +1,...,n} halmazbdl keriilnek ki,

pontosan (”77,?“). Hogy meghatdrozzuk a keresett szdmnégyes helyzetét, szamoljuk Ossze az azt sorrendben megel6z6

Osszes szamnégyest, az ismert elemeik alapjan rendezve:

o (0,%,%,*): ilyen szamnégyesbdl (') = 455 van;

1,%,%,%): ilyenbdl () = 364;
L4 :

2,3, %, *

(
(
( ilyenbdl (') = 66;
(

e (2,4,a,%), ahol a € {5,6}: ilyenbdl (110) + (51)) =19;
e (2,4,7,b), ahol b € {8,9,10,11,12,13}: ilyen szdmnégyesbdl pedig 6 van.
Azaz a (2,4,7,14) szdmnégyes a 455 4+ 364 + 66 + 19 4+ 6 + 1 = 911. helyen szerepel.

)
)
)
)

32. Feladat Két gazdalkodd, Addm és Betti almat 4rusitott a piacon. Ketten egyiitt 100 almét adtak el. Adam egy
almét a pengdért, Betti pedig b peng6ért drult. Miutdn mindketten eladtdk az Osszes almajukat, pontosan ugyanannyi
pengot kerestek meg. Adédm megallapitotta, hogy ha az almait Betti arai szerint, vagyis b pengdért arusitotta volna,
akkor 45 pengot keresett volna. Betti azt is hozzatette, hogy ha 6 a sajat almait Adém 4rain rulta volna, akkor &
20 pengot keresett volna. Hany almat adott el Adém?

Eredmény. 60

Megoldds. Legyen A és B rendre az Adém és Betti ltal eladott almak szdma! Tudjuk, hogy

A+ B =100,
A-a=B-b,
A-b =45,
B-a=20.
Behelyettesitve b = %—t és a= %—t a masodik egyenletbe
20 45
A-—=B-—
B A’
£ 45 9
B2 20 4

Ebbol A = %, amit az els6 egyenletbe visszahelyettesitve % + B = % = 100, azaz B = 40 és A = 100 — 40 = 60.

33. Feladat Zsuzsi egy elblivold szamrdl almodott. Ez a legnagyobb haromjegyt szdm a kovetkezd egyediilalld
tulajdonsaggal: a szamot megkapjuk, ha 6sszeadjuk a szdzasok helyén &all6 szamjegyet, a tizesek helyén &llé szamjegy
négyzetét és az egyesek helyén &ll6 jegy kobét. Melyik szamrol almodott Zsuzsi?

Eredmény. 598

Megoldds. Legyen a, b és c a szazasok, tizesek és egyesek helyén all6 szamjegye a haromjegyli N szamnak. Ha ¢ =9,
N > 93 =729, tehat a csak 7 vagy 8 lehet, azonban egyik esetben sem taldlunk olyan b-t, amellyel 729 4 a + b2 utolsé
jegyét 9-cé tudnank tenni.

A kovetkezd lehetéségiink ¢ = 8. Mivel 83 = 512, a-nak 5-nek vagy 6-nak kell lennie, de

N <512+ 9% 46 = 599 < 600,
tehat a csak 5 lehet. Ehhez olyan b-re van sziikségiink, ami kielégiti a kovetkez6 egyenletet:
512+ b* +5 =8 + 10b + 500

vagyis
b2 —10b+9 =0,

ennek megoldasai b =1 és b = 9. Mindkét szam lehetséges:
518 =5+1>+8% and 598 =549 +8%

(Ezzel egyenértékii, ha észrevessziik, hogy b? egyes helyi értékén all6 szdmnak 1-nek kell lennie.)
Ha ¢ < 7, akkor
N <749+ 9 =433 < 598,

igy a lehetd legnagyobb N az 598.
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34. Feladat Az ABCD négyszog mind a négy oldalat hdrom egyenld részre osztja két-két rajta fekvé pontja a
kovetkezoképp:

e Az E pont az AD szakaszon helyezkedik el gy, hogy AFE : ED =2 : 1.
e A H pont a CD szakaszon helyezkedik el gy, hogy CH : HD =2 : 1.

e Az F pont az AB szakaszon helyezkedik el ugy, hogy AF : FB=2:1.
e A G pont a CB szakaszon helyezkedik el tgy, hogy CG: GB =2: 1.

Egy P pont a négyszog belsejében helyezkedik el, és a P pontot az F, F, G, H pontokkal &sszekétve a négyszoget négy
kisebb négyszogre bonthatjuk. Ezek kozil harom négyszog teriiletét az abran megadtuk. Mekkora a negyedik négyszog,
PFBG teriilete?

Eredmény. 42
Megoldds. Ha 6sszekotjiik P-t minden ponttal, ami ABC D oldalait harmadokra osztja, tizenkét hdromszoget kapunk.

Az egyes oldalakhoz tartozé mindharom haromszognek ugyanakkora a teriilete, mivel ugyanaz a magassaguk P-ig, és
ugyanolyan hosszi az alapjuk is. Legyen a a PEI hiaromszog tertilete, b a PJF haromszogé, ¢ a PGK haromszogé és
d PLH-é. A megadott informécidk alapjan a kovetkez& egyenletek irhatdk fel:

90 =2a+2b, S57=a+d, 108 =2c+ 2d.

A PF BG négyszog teriiletét b + ¢ adja meg, amit kifejezve

1 1
b+c:§(2a+2b+2c+2d)—(a+d):5(90—1—108)—57:42.

35. Feladat FEgy 4 x 4-es négyzetracs kozépso 4 négyzetét eltavolitottuk, igy egy tizenkét négyzetbdl allé gytirit
kaptunk. Hanyféleképpen tudunk kivalasztani négy négyzetet ebbdl a gyliriibdl, tigy, hogy a gytiri mindegyik oldalan
ki legyen vélasztva legalabb 1 négyzet?

Megjegyzés: Egy sarokmezé mindkét oldalhoz hozzétartozik. Kiilonbozének tekintjuk azokat a megoldasokat is, amelyek
forgatédssal vagy tiikrozéssel egymasba vihetok.

Eredmény. 237

Megoldds. Osszesen (f) = 495-féleképpen vélaszthatunk ki 4 mez6t egy 12 mez6t tartalmazé gytirtib6l. Minden
oldalra igaz, hogy nyolc olyan mez6 van, ami nem része az adott oldalnak, tehat (i) = 70-féleképpen tudunk négy
négyzetet Ugy kivalasztani, hogy az adott oldalrél ne vélasszunk ki négyzetet, azaz 495 — 4 - 70 = 215 lehetGség lenne,
amikor egy oldal sem marad ki. Azonban t&bbszor vontuk ki azokat az eseteket, amikor két oldalrdl sem vélasztottunk
ki négyzetet. Ezt gy lehetséges megvaldsitani, ha egy sarok koriili 5 mez6bdl vélasztunk ki 4-et (ez sarkonként
5 lehetdség, Gsszesen 20), vagy a két-két szemkozti oldal kozepérél vélasztjuk ki a négy mezdt (Gsszesen 2 lehetdség).
Osszeszémolva 215 + 22 = 237 lehetdségiink van, és mivel harom vagy négy oldalt nem tudunk egyszerre kihagyni, ez a
végso valasz.

12



36. Feladat Harom kor sugarai rendre 1, 2, 3 és paronként kiviilrol érintik egymast, ahogy az dbran is lathato.
A harom érintési pont egy haromszoget alkot. Hatarozzatok meg a haromszog teriiletét!

Eredmény. %

Megoldds. Jeldlje a korok kozéppontjat rendre X, Y és Z, tovabba legyenek az érintési pontok A, B és C a lenti
abra szerint! Az XY Z haromszog oldalai kielégitik a Pitagorasz-tételt (1 +2 =3, 1+3 =4, és 2+ 3 = 5), igy
XY ZNA derékszogii, X-nél a derékszoggel. Hogy az ABC/A keresett tertiletét megkapjuk, vonjuk ki XY ZA teriiletébol,
%(3 -4) = 6-b6l az XCB, Y AC és ZBA egyenl§ szari hdromszogek tertiletét!

e XCBA derékszogl, igy a teriilete % = %

e Hogy az Y ACA tertiletét megkapjuk, sziikségiink van az AR magassdgra. Mivel RY AA és XY ZA hasonléak, és
a hasonlésdg ardnyszéma Y A/Y Z = 2, megkapjuk, hogy AR = 2ZX = £. Ebb8l YACA teriilete (8 -2) = &.

e Hasonlbéan kaphatjuk meg ZBAA teriiletét is. Felhaszndlva a SAZ/A ~ XY Z/\ hasonlésdgot % aranyszammal,
AS =2, gy a ZBAN teriilete 1(2 - 3) = 2.

Végiil kiszamithatjuk a keresett teriiletet:

37. Feladat Agnes rajzolt egy szabdlyos n-szoget (ahol n > 3), és megszdmolta az atldit. ]:’Tszrevette7 hogy az atlék
szama 2025 t6bbszorose. Mi a leheté legkisebb n, amire ez teljesiil?

Megjegyzés: A sokszog oldalait nem szamoljuk atléknak.
Eredmény. 300
1

Megoldds. Kénnyen beldthatd, hogy egy n-szog 4tléinak szdma 3n(n — 3). Mivel 2025 paratlan, a feladat kérdésével
egyenértékii, hogy a P = n(n — 3) szorzat mikor oszthaté 2025-tel. Mivel 2025 = 3% - 52, illetve 3 és 5 (relativ) primek,
P-nek oszthaténak kell lennie 3* = 81-gyel és 52 = 25-tel. Vegyiik észre, hogy csak az egyik tényezd lehet oszthaté
ottel, igy annak kell 25-tel is oszthaténak lennie. Ezzel szemben n pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha n — 3 is oszthatd
3-mal, igy mindkét tényezd hozzdjarul P 3-as primtényezéihez, viszont n és n — 3 koziil csak egy lehet oszthaté 3F-nal
k > 2-re. Ez azt jelenti, hogy az egyik tényezének oszthaténak kell lennie 33 = 27-tel.

Ha az egyik tényezd lenne oszthaté mind 25-tel, mind 27-tel, legaldbb 25 - 27 = 675-nek kéne lennie. Vizsgaljuk meg,
hogy taldlunk-e ennél kisebbet, ha az egyik tényezd (m) oszthatd 27-tel, és a mésik tényez& (m + 3) oszthatd 25-tel
(igy vagy n = m, vagy n = m + 3). Az els§ feltétel alapjan m = 27k alakban felirhaté valamely pozitiv egész k-ra, és
minket k legkisebb értéke érdekel, amire 27k + 3 oszthaté 25-tel (valamelyik el6jel vélasztdsa esetén). Mivel 25k mindig
oszthatd 25-tel, elegendd, ha 2k 4 3 oszthatdsdgat vizsgdljuk. A legkisebb 25-tel oszthatét k = 11 és a pozitiv eléjel
valasztasa esetén kapjuk, igy m = 27 - 11 = 297 és n = m + 3 = 300.
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38. Feladat Da4avid utra kel az alabbi térképen. Az A pontbdl indul és a B pontban fejezi be az utjat. Minden
lépésben a nyilaknak megfelel irdnyban halad, kivéve egyszer, amikor egy ldzadd 1épést tesz: ekkor a nyillal ellentétes
irdnyban 16p két mez8 kozott. Az utazdsa sordn pontosan egyszer tesz ldzadd 1épést. (Azt is megteheti, hogy ideiglenesen
elhagyja a céldllomdst.) Az titja sordn barmelyik nyilat akdrhdnyszor hasznédlhatja. Hényféleképpen teheti meg David a
feltételeknek megfeleléen ezt az utazast? @ Q

N
O
124

Megoldds. Minden csticshoz kiszdmithatjuk (1) azon (irdnyitott) utak szdmat, melyek A-bdl az adott csticsba vezetnek,
(2) azon utak szdmédt, amelyek az adott csticsbdl B-be visznek. A lenti dbrén példaul a jobb fels§ csicsnél 3|1 azt jelenti,
hogy pontosan harom 1t van, amely a kezdépontnal indul és itt végzddik, és innen csak egyféleképpen juthatunk a célba.
Minden nyilhoz az ellentétes iranyban atmené utak szama a végpontnal levo cstcs elsé szamdanak és a kezdépontndl levé
csucs masodik szaméanak a szorzata, igy ha kiszamitjuk ezeket a szorzatokat, és 6sszeadjuk minden nyilra a hozzajuk
tartozo jarulékot, megkapjuk a végeredményt, ami 84.

16— 15— (1)

N A
‘12 6‘

Eredmény. 84

N/
o G
Y
6 12
/ N

) — 15—

39. Feladat Az aldbbi szamitasban a kiilonb6zé betiik kiilonbozé nemnulla szémjegyeket jelélnek.

N N N N N

+ A A A A

+ B B B

+ O O

+ J

- 2 0 2 5

= N A B O J

Hatarozzatok meg a NABOJ &tjegyi szam lehet6 legnagyobb értékét!
Eredmény. 18249

Megoldds. Az 6sszeadést ekvivalensen atalakithatjuk:

N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
- N A B O J
= 2 0 2 5
majd tovabb egyszeriisithetjiik:
N N N N
+ A A A
+ B B
+ O
= 2 0 2 5

Egyértelmiien kovetkezik, hogy N = 1. Ezt felhaszndlva AAA + BB + O = 2025 — 1111 = 914, amibél A = 8-ra jutunk.
Tovabb egyszertsitve 914 — 888 = 26, azaz B = 2 és O = 4. J értéke tetszdleges, a mar haszndltaktdl eltéro lehet, azaz
a NABOJ kifejezés legnagyobb lehetséges értéke 18249.
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40. Feladat Otszéz Néboj szervezd szavazott a verseny feladataira. Minden feladat esetén minden jelen 1év6
szervezo dont, hogy tamogatja vagy ellene szavaz. Azonban mar az els6 feladatra vald szavazas utan par szervezd,
akik tamogattak a feladatot, faraszténak gondoltak ezt a rendszert és elhagytdk a termet. A feladat ellenz6i kozil
senki sem tdvozott. Amikor a masodik feladatrél szavaztak, ugyanannyian tdmogattdk, mint az els6 feladatot, viszont
harmadannyi szervezo szavazott ellene, mint az elsé feladat ellen. Tudjuk, hogy pontosan 120 szervezé tamogatta
mindkét feladatot és 70 szervezd szavazott mindkét feladat ellen. Hény szervez6 hagyta el a termet az els6 szavazas
utdn?

Eredmény. 150

Megoldds. Jelolje IN azoknak a szervezoknek a szamat, akik az elsé szavazas soran igennel, a mésodik szavazds sordn
pedig nemmel szavaztak, és definidljuk hasonléan az I'1, NN és NI mennyiségeket! Ezen kiviil legyen I X a tdvozd
szervezOk szdma! Ekkor a kovetkez6 egyenletrendszert irhatjuk fel:

II+IN+NI+NN+1X =500
II+IN+IX =11+ NI
NI+ NN =3(IN + NN)

Behelyettesitve 11 = 120-at és NN = 70-et, majd atrendezve a tagokat, azt kapjuk, hogy

IN + NI + IX = 310
IN - NI + IX = 0
—3IN + NI = 140

A misodik egyenletet kettével szorozva, majd mindhdrom egyenletet 6sszeadva 3 I X = 450, tehdt IX = 150, a masik
két ismeretlen pedig IN =5 és NI = 155.

41. Feladat Hatédrozzdtok meg az olyan (a,b) parok szdmat, ahol a < b pozitiv egész szdmok, tovdbba Inko(a, b),
a és b egy szamtani sorozatba rendezheték, amelynek Osszege 2025.

Megyjegyzés: a szamtani sorozat egy olyan sorozat, ahol a szomszédos tagok kozotti kiilonbség allandé.

Eredmény. 12

Megoldds. Legyen g = Inko(a,b)! Ekkor a = ga’ és b = gb’ valamilyen o/, b" pozitiv egészekre. Mivel g < a < b,
a hdromtagi szdmtani sorozat (g, a,b) vagy a forditottja; mindenesetre a — g = b — a, avagy b = 2a — g. Miutén ezt
leosztjuk g-vel, b’ = 2a’ — 1-et kapjuk. Az Osszegre vonatkozé feltételbdl

g+a+b=g(l+a +2d —1)=3ga = 2025,

azaz ga’' = 675 = 3352, Ennek a szdmnak (34 1) - (24 1) = 12 pozitiv osztéja van, és mar csak azt kell megvizsgdlnunk,
hogy minden osztéhoz tartozik-e érvényes érték a'-re, azaz tényleg tudunk beldle (a,b) pért generdlni. Es valéban, ha
b =2a —1,9g=675/d', a = ga’ =675, b = gb', akkor a < b is teljesiil, mivel ga’ < g(2a’ — 1) barmilyen pozitiv a’, g
egészekre, ezen feliil

Inko(a, b) = Inko(ga’, g(2a’ — 1)) = g - Inko(a’, 24" — 1) = g,

mivel a’ és 2a’ — 1 relativ primek minden pozitiv egész a’-re.

42. Feladat Az Ovodai Néboj versenyen 16 szamozott feladat van, és minden csapat kezdetben az els6 hiarom
feladatot kapja meg. Minden csapatnak van egy sajat feladatkupaca, de minden feladatkupac ugyanazt a 16 feladatot
tartalmazza, ugyanolyan sorrendben. Amikor egy csapat megold egy feladatot, megkapjak a sajat feladatkupacukbdl
a legkisebb sorszdmu feladatot, amit eddig még nem osztottak ki nekik. A verseny végén azt vettiik észre, hogy a
megoldott feladatok halmaza minden csapatndl mas volt. Mi lehetett a versenyen részt vevo csapatok maximalis szama?

Eredmény. 697

Megoldas. Vegylik észre, hogy a megoldott feladatok halmaza teljesen meghatarozott a nem megoldott feladatok
halmaza &altal és forditva; ezt pedig hasonléan egyértelmiien vizsgalhatjuk a verseny végén a csapat asztalan maradt
feladatok halmazan keresztiil, ami lehet barmilyen legfeljebb haromelemi halmaz. Tehat 6sszesen legfeljebb

() () (2) + (5) o

csapat versenyez.
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43. Feladat Legyenek a, b, ¢, d valds szamok, amelyekre teljesiil, hogy

2a + 2b — ab = 2025,
2b 4+ 2¢ — bc = 47,
2c+2d —cd = 5.

Adjatok meg 2a + 2d — ad értékét!
Eredmény. 51

Megoldds. Felhasznélva, hogy (z — 2)(y — 2) = zy — 2z — 2y + 4, a megadott feltételeket &t lehet alakitani a
kovetkezdképpen:

(a—2)(b—2) = —2021,

(b—2)(c—2) = —43,
(c—2)(d—-2)=-1

[\
~

és a mi célunk, hogy megtaldljuk (a — 2)(d — 2)-t. Mivel b # 2 és ¢ # 2 a masodik egyenlet miatt, a keresett kifejezést
megkaphatjuk a kovetkez6 moédon:
(a—2)(b—2)(c—2)(d—2) (-2021)-(-1)

(a—2)(d—2) = T - =T

Igy 2a + 2d — ad = —(—47) +4 = 51.

44. Feladat Az ABCDEFG szabélyos hétszogben legyen M az AB oldal felez6pontja. Egy kor, amelynek
kozéppontja M és atmegy az A ponton, az AM E hiromszog koriilirt korét az X pontban metszi, ahol X a hétszog
belsejében van. Az X pontban megrajzoltuk mindkét kor érinté egyenesét. Hany fokos a két érinto altal bezart
hegyesszog?

Eredmény. 540°/7

Megoldds. Mivel ABCDEFG egy szabalyos hétszog, AM E< derékszog és AE az atmérdje a nagyobb kornek. Ahelyett,
hogy az érint6k szogét meghatdroznank X-ben, egyenértéki, ha az érintok szogét A-ban vizsgaljuk, ami a két kor masik
metszéspontja. Ez a sz0g viszont megegyezik BAFE<-gel, ahogy a két atméro talalkozik, ugyanis az atmérck rendre
merdlegesek az érintékre. A szog nagysiga, % - 180° konnyen megkaphaté a szabalyos hétszog szimmetridjabdl, vagy
abbdl, ha észrevessziik, hogy az egy % - 360°-0s kozépponti szoghoz tartozd keriileti szog a szabalyos hétszog koréirt
korében.

45. Feladat Hatarozzatok meg a (+1+2+44+---4+299)2 kifejezés 6sszes lehetséges értékének az osszegét (a 100 =+ eldjel
Osszes lehetséges kiértékelését nézve)!
2100, (4100 _7)

3
Megoldas. Egy altalanosabb megfigyeléssel inditunk: barmely pozitiv egész n-re és valds x1,xo,...,T,-ekre, ha
osszeadjuk (day + 29 £ - -- £ 2,)? Osszes lehetséges értékét az eldjelek minden kombindciéjaval, az eredmény mindig

Eredmény.

2"(af + @y + -+ ).

Hogy beldssuk, hogy ez miért van igy, fejtsiik ki gondolatban (dx; + 29 & - - - & ,,)?-et! Minden kifejtésben négyzetes
x? tagok és +2z;2; alakd vegyes tagok lesznek, ahol 7 # j. Minden x? tag megjelenik minden lehetséges kifejtésben
az el6jelek vélasztasastol fiiggetleniil, és mivel 2™ lehetséges el6jel-kombindcié van, ezek a négyzetes tagok 2™-szer
szerepelnek az Osszegben. Masrészt a +2x;7; vegyes tagok az esetek pontosan felében szerepelnek pozitiv és a
felében negativ el6jellel, attél fiiggden, hogy x1-nek és x;-nek azonos-e az eldjele. Mivel ezek a jarulékok az Osszes
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eléjelkombindcidra kinullazzdk egymast, nem befolydsoljak a végsd Gsszeget. fgy a teljes Osszeg leegyszertisodik 2™-szer
a négyzetes tagok Osszegére, ezzel igazolva a képlet helyességét.
Esetiinkben xj, = 2871, igy a kivant Osszeg

2100_(14_41_"_._._’_499).
A mértani sor Gsszegképletét felhasznalva

4100 _ B 4100 _ 1

1 41 499: —
+4 T T

fgy a végs6 eredmény
9100 (4100 _ 7)
3 .

46. Feladat Két gumiszalaggal 6sszekotott autd mozog az dbran lathaté négyzet alaku tton. Kezdetben ugyanabbdl
a pontbdl, a négyzet egyik sarkabdl indulnak. Mindkét autéd egyenletes sebességgel halad, ahol a sebességeik egész
szamok. A gumiszalag extrém rugalmas, de ha pontosan a négyzet atlgjaban van kifeszitve, akkor elszakad. A lassabb
auté sebessége 24km/h, a gyorsabb autéé pedig nkm/h, és azonos irdnyban haladnak. Hatérozzatok meg a lehetd
legkisebb n > 24 egész értékét, hogy a gumiszalag sohase szakadjon el!

|

Eredmény. 56

Megoldds. Nevezziikk szakasznak a négyzet alakd Ut egy oldaléat, és legyen m = 24 és n > m rendre a lassabb és
gyorsabb auté sebességei! Megfigyelhetjiik, hogy az, hogy a gumiszalag elszakad, csak a sebességek aranyatol fiigg, az
abszolut értékiiktol nem. fgy legyenek m’ és n’ relativ prim egészek, mikozben m’ : n’ = m : n! Azt 4llitjuk, hogy a
szalag pontosan akkor nem szakad el, amikor n’ — m/ a 4 t0bbszorose.

Elészor vizsgdljuk azt az esetet, amikor n’ —m’ nem a 4 t6bbszorose! Miutan a lassabb auté m’ szakasznyit haladt,
a négyzet egy sarkdban van. Ekozben a gyorsabb auté a sebességek ardnya miatt n’ szakasznyit haladt, és & is egy
sarokban van. Mivel n’ —m’ nem oszthaté 4-gyel, ezek a sarkok nem eshetnek egybe. Ha éppen szemkozti sarkokban
vannak, a gumiszalag azonnal elszakad. Ha szomszédos sarkokban vannak, tjabb m’ és n’ szakasz megtétele utdn méar
szemkozti sarkokban lesznek, és a gumiszalag ugyanigy elszakad.

Most tegytik fel, hogy n’ —m’ a 4 tobbszorose! Eldszor vegyiik észre, hogy az autdk nem lehetnek mindketten egy
sarokban, mielétt a lassabb auté m’ szakaszt megtett! Ellenkezd esetben egy valamilyen s < m' egészre a gyorsabb
auténak = - n' szakaszt kéne megtennie, ami viszont nem lehet egész, mert m’ és n’ relativ primek. Tehdt az els6
alkalom, amikor mindkét auté egyszerre ér egy sarokba, az az, amikor a lassabb auté m’ szakszt tett meg, a gyorsabb
pedig n'-t. Mivel feltettiik, hogy n’ —m’ a 4 tobbszorose, ez a két sarok megegyezik, azaz ugyanoda érkeznek. Ezek
utdn a folyamat elolrél kezdddik (esetleg egy mésik sarokbdl), tehédt a gumiszalag nem szakad el.

Maér csak a legkisebb n > 24-et kell megtaldlnunk, ami teljesiti a fenti feltételt. Tudjuk, hogy n’ —m/-nek oszthaténak
kell lennie 4-gyel. Ebben az esetben mind m’ és n’ pdratlanok. Mivel m’ osztéja m = 24-nek, a lehetséges értékei 1 és 3.
Ha m/ = 1, a legkisebb n’, ami m/-vel relativ prim, és n’ — 1 a 4 t6bbszorose, az 5. Ekkor n = % -5 =120. Ha m/ = 3,
a legkisebb n’, ami relativ prim m’-vel, mikozben n’ — 3 oszthaté 4-gyel, a 7. Ekkor n = 2—; -7 = 56. Mivel 56 kisebb
mint 120, arra jutottunk, hogy a legkisebb lehetséges érték n-re az 56.

47. Feladat Egy asztalndl 2025 ember iil és egy jatékot jatszanak. Minden kor végén a vesztes jatékos a tobbieknek
érméket ad, mindenkinek pontosan annyit, amennyit az adott nem vesztes jatékos éppen birtokolt (azaz kiilonboz6
jétékosok kaphatnak kiilonboz6 mennyiségfi érmét). Miutdn lement 2025 kér, minden jétékosnal pontosan 23090 érme
van. Egyik jatékos sem keriilt addssdgba a jaték sordan. Ha minden jatékos pontosan egy kort veszitett el, hatarozzuk
meg, hany érméje volt a jaték legelején annak a jatékosnak, aki az elsé korben veszitett!

Eredmény. 275 + 2025 - 22999 = 2975 . (1 4- 2025 - 22024)

Megoldds. Jeloljiik a jatékosokat a 1, 2, ..., 2025 szdmokkal, és a p jatékos altal birtokolt érmék mennyiségét r kor
utan my, .-rell Az altaldnossdg megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy az 1-es jatékos vesztette el az els6 kort, a 2-es a
mésodikat, és igy tovabb. Jelolje M = 23990 a jaték végén a jatékosok &ltal birtokolt érmék szdmét!
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Egy p jatékos, miutan a p-edik kort elvesztette, minden tovabbi koér végén megdupldzza az érméinek szamat, amig
az a jaték végére eléri az M értéket; igy egy tetszbleges r > p korre az érméinek szama

M

Mp,r = 92025 *

Réadéasul, mikozben az r-edik jatékos elvesziti az r-edik kort, pontosan annyi érmét veszit, amennyi épp a tobbi
jatékosnak van, és mivel Osszesen 2025M érme van jatékban,

My pr = Mpr—1 — Zmp,rfl =Mpr—1 — (2025M - mr,rfl)'
p#T

Ezt atrendezve

My 2025M M 2025M
9 + 2 T 920267 + 2 :
Ha ebbe r = 1-et behelyettesitjiik, megkapjuk a kivint eredményt:

mrr—1 =

M 2025M
92025 2

=277 4 2025 - 299 = 2975 . (1 4-2025 - 29*) .

48. Feladat Gabor papirbdl elkészitette harom darab egybevagd egyenes korkup paldstjat. Egy ilyen kip alapja egy
kor, a magassagvonala merdleges az alapkorre és 6sszekoti a kip csucsat a kor kézéppontjaval. Az alapkor nem része
Gébor papirmodelljének. Elészor Gabor egymas mellé rakott két kupot, igy, hogy a cstcsaik érintkeztek, és egy kozos
szakaszon érintkezett a palastjuk. Utdna ezen a szakaszon felvagta a paldstokat és ugy ragasztotta Ossze Gket, hogy egy
nagyobb kip felszinét adjak (ahogy az dbrdn lathat6). Az djonnan kapott kip térfogata 10. Ezutdn Gébor hasonld
modon hozzajuk ragasztotta a harmadik kup paldstjat is, és meg akarta mérni az igy kapott kip térfogatat, azonban
azt taladlta, hogy a térfogat nulla. Mi volt az eredeti kiup térfogata?

Eredmény. /10

Megoldds. Az a tény, hogy a végs6 kip térfogata nulla, azt jelenti, hogy a hdrom azonos paldstot Gsszeragasztva egy
teljesen sik alakzatot kapunk — egy teljes kort. Ebbol kifolydlag mindegyik palast egy-egy 120°-os kézépponti szogi
korcikk, ha sikba kiteritjiikk 6ket. Legyen az eredeti kip alkotéjanak a hossza a és alapkorének sugara r! Ekkor a
kozépponti szoghol az kovetkezik, hogy a = 3r. Eszrevehetjiik, hogy az alkot6 hossza a hirom kip kozott nem véltozik,
még az elfajult esetben sem.

A maésodik kup, amit két paldst Osszeragasztdsaval kaptunk, 240°-os kozépponti szoggel rendelkezik, igy alapkorének
sugara 2r. A kuip térfogatdba behelyettesitve

10 = éw(2r)2 (3r)2 — (2r)2 = %wr?’.

Ebb6l kiszémithatjuk az eredeti kup térfogatat:

1 2v2
571'7“2 (3r)2 —r2 = \3[7rr3 =/10.

49. Feladat Hény olyan pozitiv egész n szam létezik, melyre n kisebb vagy egyenl6 mint 200, és az

JHETER

egyenletnek van legaldbb egy egész x megoldasa, ahol 1 < x < 2007
Megjegyzés: |t] a legnagyobb egész szdmot jeloli, ami kisebb vagy egyenld mint a t valds szdm.
Eredmény. 82
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Megoldds. Ha n az 5 tobbszordse, a bal oldal is tobbszorose az 5-nek; igy nem kaphatunk megoldast ebben az esetben.
Tovabba n = 1-re a bal oldal mindig nempozitiv, azaz ez sem vezet megoldashoz. Minden mas esetben lesz megoldasunk,
ha eltekintiink attol a feltételtol, hogy = < 200. Rendezziik at az egyenletet az egyszerliség kedvéért a kovetkezo alakra:

JE IR ©)

ekkor a bal oldal mindig oszthat6 lesz 5-tel. tehdt vizsgaljuk a megolddsokat az n mod 5 maradékosztdlyok alapjan!

Ha n = 5k + 4, akkor x = n 4+ 1 = 5k + 5 megoldés ((V) mindkét oldala megegyezik z-szel), azaz minden ilyen
alaki szdm j6 (40 szam). Ha n = 5k + 3, ahhoz, hogy a jobb oldal 5 tobbszorose legyen, |x/n|-nek kell legalabb
3-nak lennie, ami nem lehetséges n > 67-re, ugyanis az azt jelentené, hogy = > 200. n < 66-ra (13 szdm) = 3n + 1,
ami (V) mindkét oldalat egyenlvé teszi x-szel. Hasonléan, ha n = 5k + 2, |x/n|-nek legaldbb 2-nek kell lennie, ami
nem lehetséges n > 101-re, a tobbi esetben pedig x = 2n + 1 megoldds (20 szam). Végill n = 5k 4 1-re csak n < 50
lehetséges, amire z = 4n 4+ 1 (10 szdm, de 1 nem vezet helyes megoldashoz, azaz csak 9 j6 nekiink). Osszesen igy
40 4 13 + 20 + 9 = 82 megfelel$ n van.

50. Feladat Ad4mnak korlatlan mennyiségii 20 oldali dobdékockéja van, amelyek 1-t6]1 20-ig vannak szadmozva.
Egyszerre dob néhany dobdkockaval, a célja, hogy pontosan egy vagy kettd egyes legyen a dobott szamok kozott. Hany
kockaval dobjon Adém, hogy maximalizalja a sikeres dobas valdszintiségét?

Eredmény. 28

Megoldas. A kérdéses valésziniiség azon valészintliségek Osszege, amikor pontosan egy egyest dobunk

nen(s) ()
r=(3) () ()

A Py + P Osszeget a kovetkez6képpen lehet egyszertisiteni:

1 19\"

Minket az érdekel, hogy mely n-re teljesiil, hogy a,4+1 < a,, vagyis

19
270(71 +1)(n+38) < n(n+37),

és amikor pontosan két egyest dobunk

Qap

ami tovabb egyszerisithetd:
n? —n—1722>0.

Pozitiv egész n-ekre ez ekvivalens azzal, hogy n > 28. A masodfoku egyenlétlenség direkt megoldasét elkeriilhetjiik,
ha n-re elészor egy becslést végziink n? > 722-vel, amibdl n > 27. (Ez még nem lesz megfelels, de a kovetkezd érték
helyességét mar nem nehéz igazolni.) A szdmolds azt is megmutatja, hogy a,, el6szor novekszik, aztan csokken, igy
a 28 tényleg a legnagyobb tag indexe.

51. Feladat Az ABC haromszog AC oldalan legyen D egy bels6 pont, igy, hogy AD = BC és BD = CD, tovdbba
BAC< = 30° legyen. Hany fokos a DBA szdg?

Eredmény. 30°, 110° (2 megoldés)

Megoldds. Legyen O az ABDA koréirt korének kozéppontja; ekkor DOB<t = 2BAD< = 60°, igy a BDOA szabélyos,
ezen felill AO = DO = BD = CD. Felhasznalva, hogy AD = BC, az AOD és CDB egyenld szart haromszogek
egybevagdk. Hasznéljuk a v = AC B< jelolést, ekkor CBD< = DAO< = ADO< = 7. Most bontsuk szét a harom
esetet az alapjén, hogy az O pont hol helyezkedik el a BAC<-hoz képest!

Eldszor tegyiik fel, hogy az O pont a szdgon kiviil helyezkedik el, és kozelebb van az AB félegyeneshez, mint az
AC-hez! Ebben az esetben

180° = ADO<+ ODB<« + BDC<« = v+ 60° + (180° — 2) = 240° — v,
igy v = 60°, és ebbdl konnyen megkaphatd, hogy DBA< = 30°.




Aztan legyen O ugyanigy a BAC<-6n kiviil, de kozelebb AC-hez! Ekkor OBA< = BAO< = 30° + 7, amibdl
CBA< = 0OBA<+ DBO<«+ CBD<t = (30° + ) + 60° 4+ v = 90° + 2

és
180° = BAC<+ CBA< + ACB< = 30° 4 (90° + 27v) + v = 120° 4 3,
igy v = 20°. Ebb8l DBA< = 90° + v = 110°.

30°+ v

Végiil bizonyitsuk, hogy a feltételeknek megfeleléen nem lehet O a BAC'<-6n beliil; ebben az esetben DO A< > 120°,
de BDC<« < 180° — 60° = 120°, igy AOD és BDC nem lehetnének egybevagok.

52. Feladat Legyen f egy fliggvény, amely barmely nemnegativ egész szamokbdl allé parhoz egy nemnegativ egész
szamot rendel, és teljesiti az alabbi feltételeket:
1. Minden z-re: f(z,z) = 0.
. Minden z,y-ra: f(x,y) = f(y,x).
. Minden z,y esetén: f(2z,2y) = f(z,y).
fRz+1,2y+1) = f(x,y).
fx+1,2y) = f(x,y) + 1.

Adjatok meg az Osszegét az Osszes olyan nemnegativ egész ¢ szamnak, amelyre ¢t < 60 és f(20,t) = 2.
Eredmény. 415
Megoldds. A fliggvény tulajdonsdgait dttekintve rajohetiink, hogy f(x,y) megszdmolja z és y kettes szdmrendszerbeli

alakjdban az eltérd szdmjegyeket. Es valéban, tekinthetjiik ezt egy rekurziv algoritmusként: legyen =’ = |x/2] és
y = |y/2], ahol 2'-t és y'-t gy kapjuk, ha eltdvolitjuk z-bdl és y-bdl a legkisebb helyiértéki bitet.

2
3
4. Minden z,y esetén: f(
5 I

. Minden z,y esetén:

e Ha x =y, akkor f(x,y) =0, azaz nincsenek eltérd bitek.

e Ha z és y parosak, a legkisebb helyiértékii bitek megegyeznek, tehat eltavolithatjuk éket, és szamolhatunk tovabb
f(@',y')-vel.
e Ha mindkettd pdratlan, a legkisebb helyiértékii bitek ugyanigy megegyeznek, tehdt hasonléan f(a’,y’)-re jutunk.

e Ha pedig az egyik pdros, de a masik paratlan, akkor a legkisebb helyiértékii bitek eltérnek, tehat noveliink egyet
a szamlélon, de ezen kiviil ugyanigy szamolhatunk f(z',y')-vel.

Ez a folyamat a két szamot bitenként hasonlitja Ossze, pontosan akkor novelve a szamlalét, amikor a megfeleld bitek
eltérnek.

Most meg kell hatdroznunk azoknak a t < 60 nemnegativ egész szdmoknak az Osszegét, melyekre f(20,¢) = 2. Ez
azt jelenti, hogy olyan ¢ szamokat keresiink, melyek kettes szdmrendszerben legfeljebb hatjegytiek, és a 20 = 0101002-t61
pontosan két jegyben kiilénbdznek (a 61, 62, 63 szdmok nem &llnak eld, ha pontosan két szdmjegyet valtoztatunk meg
a 20 kettes szdmrendszerbeli alakjaban). Hogy megkapjuk a teljes Osszeget, tekintsiik az egyes helyi értékeken levd
bitek jarulékat! Mivel két bitet valasztunk ki a hatbdl, amelyet megvaltoztatunk, (g) = 15 ilyen szam lesz. Minden bit
ezek kozil pontosan 6t szdmban lesz megvéltoztatva (amikor kivélasztottuk azt a bitet és a maradék 6t valamelyikét),
és tizben pedig valtozatlanul marad. Ezeknek a jarulékait fogjuk most Gsszeadni.

Ot szémban van a legkisebb helyiértékii bit egyre valtoztatva, ennek jaruléka a teljes sszeghez 5 - 29, mig a mésik tiz
szamban ez a bit valtozatlanul 0. Hasonléan, 6t szdmban lesz a méasodik bit megvaltoztatva, ami 5 - 21 nel jarul hozza
az Osszeghez. Ezt a mintdzatot folytatva a tobbi helyi érték jaruléka 10 - 22 (mivel ez a bit a t{z nem megvéltoztatott
esetben rendelkezik jarulékkal), 5-23, 10 - 2% és 5 - 2°. Ebbél konnyen kovetkezik, hogy a teljes osszeg

5- (0101005 + 1111115) = 5 - (20 + 63) = 415.
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53. Feladat Becky rajzolt egy 45 x 45-0s négyzetracsot, megszamolta benne az 1 x 1-es kisnégyzetek szamat, és igy
2025-6t kapott. Ez elszomoritotta, mert személyes okokbdl jobban kedveli a 2024 kisnégyzetet tartalmazé abrékat.
Hogy megoldja a gondot, eltavolitott egy 1 x 1-es négyzetet a racs szélérél. Ezutan megszamolt minden lehetséges
négyzetet (nem csak az 1 x l-eseket) a médositott dbrdn. Mivel Becky babonds és fél a 13-mal oszthaté szdmoktdl, dgy
vagta ki azt a négyzetet, hogy az 0sszes négyzet szdma ne legyen oszthaté 13-mal. Az aldbbi dbra mutat egy példat,
ahol egy 5 x 5-0s racs szélérol toroltiink egy négyzetet, és a megmaradt részben bejeloltiink egy 2 X 2-es négyzetet.
Hatarozzatok meg, hanyféleképpen tudott Becky térdlni egy hataron 1évé négyzetet ugy, hogy teljesiiljon a vagya!

Eredmény. 152

Megoldas. Az eredeti 45 x 45-0s racson az Osszes négyzet szamat a kovetkezOképpen kaphatjuk meg:
1
S:12+22+---+452:6~45-46~91.

Amikor Becky egy 1 x 1-es négyzetet eltavolit a racs szélérél, az sszes négyzet szama R-rel cstkken, azon négyzetek
darabszamaval, amelyek tartalmaztdk az eltavolitott kis négyzetet. Mivel S maga oszthaté 13-mal, a mdédositott abran
levé négyzetek szdma pontosan akkor lesz oszthaté 13-mal, ha R is oszthaté 13-mal. fgy azon R értékeket keressiik,
amelyek 13 tobbszorosei.

Hogy R értékét megkapjuk, vegyiik észre, hogy minden X négyzet, amely egy, a hataron levé x kis négyzetet
tartalmaz, egyértelmiien meghatdrozott, ha kivélasztunk a racs szélén két kis négyzetet, amelyek X két csiucsat fogjak
alkotni, ugy, hogy = kozéjiik esik (a csiucsokndl lev négyzetek megegyezhetnek a-szel). Ebbél, ha a kivdgott kis négyzet
a racs sarkatél szamolva az n-edik, az Gsszes megfelel6 kis négyzet:

R =n(46 —n).

Igy azt kell meghatdroznunk, hogy mely n értékekre teljesiil, hogy n(46 —n) oszthaté 13-mal, és ezek lesznek azon esetek,
amelyeket keriilniink kell. Szimmetriaokokbdl elég az adott él mentén a kozelebbi csticsig vizsgalédni (1 < n < 23),
ekkor a 13-as oszthatdsag pontosan a n = 7,13, 20 helyeken teljesiil. Emiatt a rdcs mind a négy oldalan pontosan hat
olyan mez6 van, amit keriilniink kell, tehat Osszesen 24. Az Gsszes négyzet szdma a racs széle mentén 4 - 44 = 176, igy
Becky 176 — 24 = 152 mez0bél tudott valasztani.

54. Feladat A Nyul és a TeknOs versenyeznek egymassal. A Teknds lassan, de folytonosan fut, a Nyul pedig
6-szor olyan gyorsan fut, mint a TeknGs, de minden alkalommal, amikor 9 métert elére fut, utana visszafele fut 7 métert,
hogy ginyolédjon a Tekndson. Vegyiik az iddintervallumot a verseny kezdetétol az utolsé olyan pillanatig amikor
talalkoznak a palyan. Az idé mekkora hanyadaban volt a Teknds az élen?

Eredmény. %

Megoldds. Vizsgéljuk az (eléjeles) téavolsdgot a Nyl és a Teknés helyzete kozott, ahol a pozitiv eldjel jelentse azt,
hogy a nyul van elérébb! A Nyl el6re fut kilenc métert, majd hatrafelé hetet, amivel effektive 9 — % = % méter elonyt
szerez, aztan elveszit 7 + % = 4—69 métert,.

Hogy egyszertisitsiik a szamitasokat, tekintsiik a Tekndssel egylitt mozgd rendszerbdl az egész folyamatot! Azonban
ebben az j viszonyitdsi rendszerben a Nyl hétrafele futdsi sebessége nagyobb, mint az el6re futdsi sebessége (konkrétan
el6refelé a Nyilnak a Tekn6shoz viszonyitott sebessége 6 — 1 = 5, hatrafele pedig 6 + 1 = 7), emiatt dltalanossagban
nézve az id6k aranya nem mindig egyenld a lefutott tavolsdg ardanydval. De szerencsére egyezni fog az ardany az olyan
szakaszokon, aminek kezdépillanataban és végpillanataban is a Nyl és a Teknos talalkoznak. Egy ilyen intervallumban
ugyanis a Nyul ugyanakkora tavolsdgot fut oda és vissza, ezért az atlagsebessége mindig ugyanaz lesz. Ha mddositjuk a
Nyl sebességét az eredetirdl erre az atlagsebességre, akkor az eltelt id6 és a megtett tavolsagok Gsszege is valtozatlan
marad. Az aldbbi tavolsag-id6 grafikon mutatja azt a lépést, amikor attériink az atlagsebességre.

_ Nevezziik ciklusoknak azokat a idSintervallumokat, amelyekben a Nyl el6szor csak el6re, utdna csak hétrafele fut.
Atskélazhatjuk a tavolsagokat 6-tal az egyszer(ibb szamolasokért. Ebben a rendszerben a Nyul 45 métert fut elére,
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majd 49-et hatra minden ciklusban. Minden ciklusban a Nyl egy bizonyos tavolsdgnyit a Teknds mogott tolt: 4 métert
az els6 ciklusban, 12-t a méasodikban, és igy tovabb. Minden ciklus 94 méterig tart, tehat az utolsé teljes ciklus a
tizenegyedik lesz, amikor a Nyul 84 m-t tolt hétranyban, és 44 m-rel a TeknGs mogott zar. Ezutan a Nyl 46 m-t fut a
Tekndssel valé utolsé taldlkozédsaig, ebbol 44 m-t hatranyban toltve.

A Nyul altal megtett teljes tavolsdg az utolsé taldlkozasig 11 - 94 4+ 46 = 1080 méter. Ebbdl a Teknds mogott toltott

- , 3 Ca y R PR 2 " 528 _ 22
(4+12+---+84) +44 = 528 métert. Igy az az idSardny, amig az utolsé taldlkozdsukig a Teknds volt az élen, 56 = 7=

55. Feladat Mérk ajdndékba kapott egy {a,}>2; sorozatot, amelynek a kezdeti elemei a1 = 1, ag = 3, és az

az,i +3a; —4al_| =4a, - (apy1 — ap_q) +2n—1

rekurzié teljesiil rd minden n > 2-re. Azonban ez a leirds nem hatdrozza meg egyértelmiien a sorozatot. Hogy feloldja a
tobbértelmiiséget, Mark egyesével sorban kiszamolta a sorozat tagjait, mindig a legnagyobb értéket valasztva, ha tobb
is volt. Hatdrozzatok meg ay3 értékét!

Eredmény. 12274

Megoldas. A rekurzids relaciét atrendezve

2
n

aflﬂ + 4ai —as — 4afhl —4ay, - apy1 +4ay - an_1 =2n—1,
ami Gsszevonhaté a kovetkezo alakra:

(ans1 —2- an)2 —(an —2- an,l)2 =2n— 1.
Mivel (a3 —2-a1)? =(3—-2)2=1=12¢és (n —1)? + 2n — 1 = n?, egy egyszerfi indukciés gondolattal

(ansy1 —2- an)2 =(a, —2- an_1)2 +2n—1=n?

Ebbdl két lehetséges értéket kapunk a,,41-re:

Gnt1 =2-ap+n Vvagy ap+1 =2-a,—n.
Mivel Mark mindig a nagyobb értéket valasztja, mindig

An+1 =2 ap +n.
A rekurzidt iterativan haszndlva a; = 1-t6l azt kapjuk, hogy
a3 =1-2241.21142.21043.994+...412.20,

Ezt a kovetkezOképpen lehet egyszertisiteni:

a3 =1-2241.2142.2104,3.99 ... 412.20
:212+<211+21o+_”+20)+(210+29+...+20)_~_(29+28_|__._+20)+.,._~_(21+20)+20
=224+ (22 -+ -+ +(22-D+(2' -1
=224 2% —1)-13
= 4096 4 8192 — 14 = 12274.

Tehat Mark értéke aqz-ra 12274.

56. Feladat Az aldbbi dbran egy kort felosztottunk két egymasra mer6leges hurral. Két szakasz hosszat megadtuk
(mindkettd rovidebb, mint a hozzd tartozé hir maradék része), tovabbd tudjuk, hogy a sziirke teriilet és a fehér teriilet
aranya gi;g Mekkora a kor sugara?
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Eredmény. %

Megoldds. Tekintsiik a két hurnak a kor kdzéppontjara vett tiikorképét, és jeloljiink néhany teriiletet és hosszat az
abra szerint!

a

As

Nyilvanvald, hogy A; = As és Ay = Ay + As. Ez azt jelenti, hogy a sziirke tartomany S teriilete
S=A1+ Ay = A3+ Ay + As,

mig a fehér tartomany teriilete
F=A3—|—A4+A5—|—Clb:S+CLb

A teriiletek ismert ardnyat figyelembe véve

S S br-2

F S+ab b5m+2

amit 4t lehet rendezni a kovetkezd alakra: )
S = 1(571' — 2)ab.

Most tekintsiik a teljes kor teriiletét, aminek a sugarat r-rel jeloljiik:

5
777“2:S+F=2S+ab:77rab

vagy 2r2 = 5ab. Mésik két egyenletet kapunk, ha megfigyeljiik, hogy a szakaszokat két derékszogii haromszoggé is 4t
tudjuk rendezni, amelyek a korbe vannak irva. Az egyik befogdi a és b + 2, a méasiké a + 4 és b.

a

igy egy harom egyenletbdl allé egyenletrendszert kapunk:

2r? = bab,
4r% = a® + (2 +b)?,
4r? = (4 + a)® + b,

amit kénnyen meg lehet oldani — az utolsé két egyenletbol b = 2a + 3 adddik, amit az elsé két egyenletbe behelyettesitve

mésodfoki egyenletet kapunk a-ra. Az egyik megoldds (a = —2) nem értelmes a jelen feladatban, a mésik pedig a = 1,

3
b=5ér= 5—*f—héz vezet.
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57. Feladat Egy épiilet 160 szintes. Minden szint folyosdjara két kiilonboz6 ajtén lehet bejutni, és minden folyosén
négy szoba taldlhaté. Minden szobdnak sajat ajtaja van, és minden szobanak egy-egy lakdja van. Minden ajtén, azaz a
szobak és a folyosok ajtajain egy-egy zar lesz felszerelve, majd a lakdk kozt kulcsokat osztunk szét, ugy, hogy

e Minden laké be tudjon jutni a sajat szobajaba, de maséba nem,
e Mindenki ki tudja nyitni a sajat szobdjahoz tartozé folyosét, és
e Megengedett, hogy mas szintek folyosoihoz is hozzaférhessenek.

Minden zarhoz egy egyedi kulcs tartozik, és csak azzal a kulccsal lehet kinyitni. Azonban t6bb ajtén is lehet azonos a
zar, és a hozza tartozd kulcsbodl is tetszdleges szamu masolat készithetd. Egy lakd tetszoleges szamu kulcsot kaphat.
A zérak beszerelését végz6 cég minimalizalni szeretné a kulcsok legyartdsanak koltségeit. Egy 1j kules legyartasdnak
koltsége 3, mig egy masolat készitése 2-be keriil. Mekkora a szétosztandé kulcsok minimélis 0sszkoltsége, ha teljesiteni
akarjuk a fenti feltételeket?

Eredmény. 2432

Megoldds. Vizsgéaljuk meg a zarak és kulcsok elrendezésének legkoltséghatékonyabb megoldéasat; egyértelmi, hogy
ebben az estben semelyik lakénak nincs ketténél tobb kulcsa. Tovabba az dltaldnossdg megsértése nélkiil be kell latnunk,
hogy mindegyik emeleten pontosan egy (vagy ekvivalensen legaldbb egy, mivel nem lehet egynél tobb) olyan laké van,
akinek csak egyetlen kulcsa van. Ez a kulcs egyben nyitja a laké szobajat és a folyosora vezetd egyik ajtét, mig az
emelet masik harom lakéja a méasik folyosdajtét hasznélja.

Tegyiik fel, hogy valamelyik emeleten nem ez a helyzet! Ekkor az egyik folyosbajtot, melyet nevezziink D-nek,
legfeljebb két laké hasznalja a négybdl: az a laké és potencidlisan a b lakéd. Ha négyiik koziil egy lakd sem tudja
kinyitni a D ajtot, tetszélegesen kivalasztunk kozilik egyet, akit a-két kezeliink. A kovetkezdképp valtoztatunk a
kulcsrendszeren: kicseréljiik a zarat a D ajtéon egy teljesen ujra és ugyanezt a zarat szereljik fel az a laké ajtajara.
Ezek utédn az a lakénak csupan egy kulcsra van sziiksége, melynek koltsége 3, mig a korabbi két kulcsdnak egyiittes
koltsége legaldbb 2 + 2 = 4 volt. Igy ez a médszer legaldbb 1-gyel csokkenti az osszkoltséget.

Tovabba ha a b lakd is érintett, akkor dj folyosékulcsot osztunk neki, ami a masik folyosdajtét nyitja, amivel nem
noveljiik a kulesok Osszkoltségét. Azonban ekkor lehetséges, hogy b olyan kulcsparhoz jut, ami egy mésik emeleten 1év§
szobaba ad neki bejutast; ezt elkeriilvén lecseréljiik a zarat b szobajan egy teljesen djra, ami legfeljebb 1-gyel noveli az
0sszkoltséget.

Mivel a kulcsok Gsszkoltsége nem novekszik ezaltal a folyamat dltal, arra kovetkeztethetiink, hogy a fent meghatarozott
konfigurécié legaldbb olyan koltséghatékony, mint barmely alternativija. Ezért a kévetkezOkben azt feltételezziik, hogy
minden emeleten pontosan egy laké birtokol egy darab kulcsot.

fgy a probléma arra redukélédik, hogy 160 emeleten van emeletenként egy folyosdajté és harom kiilon szoba, és
erre kell a tovabbi koltségeket minimalizélni. Legyen n kiilonb6z6 kulestipusunk (1,2,...,7n)! Minden lakénak kapnia
kell egy kulcsot a folyoséhoz és egyet a szobajahoz, és ez a két kulcs nem lehet azonos tipusi. Emellett semelyik két
lakénak nem lehet ugyanaz a kulcspéarja, mert akkor ugyanabba a szobaba be tudndnak menni mindketten. Ebbdl a
kulcspérok lehetséges szdma in(n — 1)-nek adédik.

Mivel 6sszesen 3 - 160 = 480 kulcspart kell kiosztanunk, alsé korlatot kapunk n-re a kovetkezd egyenlotlenségbol:

1
Qn(n — 1) > 480.

Ezt pozitiv egész n-ekre megoldva azt kapjuk, hogy n > 32. Most be kell latnunk, hogy megvaldsithaté, hogy pontosan
n = 32 kulestipust hasznaljunk. Hogy ezt elérjiik, a 160 emeletet 32 csoportra osztjuk étemeletenként. A kulcsok
beosztésa ekkor a kovetkez&képpen alakul (a pér elsd kulcsa vonatkozik a folyoséra, a mésodik a szobdra):

e Az els6 csoportban levd 15 laké a (1,2),(1,3),...,(1,16) kulcspdrokat kapja.

e A miésodik csoport 15 lakdjdnak a (2,3),(2,4),...,(2,17) parok jutnak.

e A minta folytatédik, a 31. csoport lakéi a (31,32),(31,1),...,(31,14) pdrokat kapjak.
e Végiil az utolsé (32.) csoporthoz a (32,1),(32,2),...,(32,15) parokat rendeljiik.

Konnyen belathatd, hogy ez az elrendezés a feladat feltételeit teljesiti, igy n = 32 kiilonb6z6 tipusu kulcsra van
szitkséglink, amihez 928 maésolatot kell adnunk, hogy megkapjuk az Osszesen sziikséges 160 - 3 - 2 = 960 kulcsot.

Ha pedig az els6 bekezdésben kiilon kezelt lakdkat is szdmoljuk, 6sszesen 32 + 160 = 192 kiilénb6z6 kulcsot kell
gyartani, igy a végso koltség 192 - 3 + 928 - 2 = 2432.
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