Zadanie 1. Litery znajdujace sie w prostokatach odpowiadaja réznym niezerowym cyfrom. W czeéci wspolnej kazdych
dwdéch przecinajacych sie prostokatéw wpisano sume wpisanych w nie cyfr. Wyznacz wartosé pieciocyfrowej liczby
NABOJ.
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Wynik. 14325

Rozwigzanie. Sume 16 mozemy otrzymacé tylko jako 9 4 7. Jezeli R = 9, to mamy sprzeczno$é¢ J = N = 3. Oznacza
to, ze S =9, a R = 7. Liczac dalej kolejno otrzymujemy J =5 N =1, Q =6, B=3, P=8, A=4 oraz O = 2.
Ostatecznie otrzymujemy, ze NABOJ = 14325.

Zadanie 2. Ile pelnych obrotéw musi wykonaé kolo C, aby wszystkie trzy kota wrécity do swojej poczatkowe]j pozycji?

Wynik. 14

Rozwigzanie. Kolo A ma 14 zebéw, kolo B ma 6, zas koto C ma ich 15. Najmniejsza liczba zg¢bow, o jakie musza
obroci¢ sie kota by wszystkie wrocity do poczatkowej pozycji, jest wielokrotnoscig 14, 6 i 15. Najmniejsza wspodlng
wielokrotnoscia tych liczb jest 210. Kolo C' musi zatem obrocié sig¢ o 210 zebéw, czyli wykona 210/15 = 14 pelnych
obrotéw.

Zadanie 3. Jaka jest najwieksza liczba dziesieciocyfrowa o nastepujacej wlasnosci: pomiedzy kazdymi dwiema
jednakowymi cyframi znajduje si¢ co najmniej jedna cyfra od nich mniejsza?

Wynik. 9897989 698

Rozwigzanie. Przyjrzyjmy sie cyfrze, ktora znajduje sie najbardziej na lewo. Przyjmijmy, ze jej wartosé to 9, czyli
najwieksza mozliwa. Dalej, idac od lewej do prawej, bedziemy tworzy¢ zadana liczbe dodajac najwieksza mozliwa cyfre
tak, aby warunki zadania byty spelnione. Druga cyfra od lewej nie moze byé réwna 9, zatem niech bedzie to 8. Jako
kolejng cyfre mozemy wstawi¢ ponownie 9. Po niej nie mozemy umiesci¢ ani cyfry 8, ani cyfry 9, zatem najwigksza
mozliwa cyfra na tej pozycji jest 7. Postepujac dalej analogicznie mozemy daé cyfry 9, 8 i 9. Po nich nie moze juz
znalez¢ sie zadna cyfra ze zbioru {9, 8, 7}, wiec dajemy 6. Ostatnimi cyframi moga by¢ 9 i 8. W ten sposéb otrzymamy
liczbe n = 9897989 698. Twierdzimy, ze to najwieksza liczba dziesieciocyfrowa spelniajaca warunki zadania. Istotnie,
niech m bedzie inna liczba spelniajaca zadane warunki. Przyjrzyjmy sie pierwszej cyfrze od lewej, ktérymi réznia sie m
i n. Poniewaz nasz algorytm zawsze wybieral najwieksza mozliwa cyfre to m < n niezaleznie od pozostalych cyfr.

Zadanie 4. Ile wynosi minimalna dtugosé boku kwadratu, ktéry moze zostaé¢ catkowicie pokryty ptytkami o ksztalcie
pokazanym na rysunku ponizej, w taki sposéb, aby zadne dwie plytki nie nachodzily na siebie?

Wynik. 6



Rozwigzanie. Powierzchnia kwadratu musi byé wielokrotnoscia 3, czyli powierzchni kafelka i tatwo zauwazyé, ze
kwadrat 3 x 3 nie moze zostaé¢ w catosci pokryty. Kwadrat 6 x 6 mozna juz jednak pokry¢, a jeden z mozliwych uktaddw
przedstawiono na rysunku ponizej.
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Zadanie 5. Dany jest taki trapez réwnoramienny ABCD o podstawach AB i CD, ze BC = CD = AD. Punkt S
jest srodkiem odcinka DC|, a punkt X takim punktem na odcinku AB, ze odcinek X .S jest réwnolegly do BC. Obwdd
czworokata ABCD jest réwny 50, a obwdd czworokata AXSD wynosi 38. Oblicz obwdd réwnolegltoboku X BC'S.
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Wynik. 36
Rozwigzanie. Roéznica obwodéw ABCD i AXSD jest réwna dokladnie XB+CS =2-CS = CD, co jest takze réwne
BC i XS. Zatem obw6d X BCS jest réwny 3 - (50 — 38) = 36.

Zadanie 6. Ela wybrala dwucyfrowa liczbe niezawierajaca cyfry zero i pomnozylta ja przez liczbe otrzymana poprzez
zamiane jej cyfr miejscami. Rezultatem byta czterocyfrowa liczba zaczynajaca sie od 3 i konczaca sie na 7. Jaka byla
wigksza z dwbch liczb, ktére pomnozyta?

Wynik. 93

Rozwigzanie. Niech x, y beda dwiema cyframi szukanej liczby. Zauwazmy, ze cyfra jednosci iloczynu Eli jest taka
sama jak cyfra jednosci iloczynu x - y. Istnieja tylko dwa sposoby, aby mnozac dwie cyfry uzyskac liczbe konczaca sie
na 7, mianowicie 1 -7 =7 oraz 3 -9 = 27. Mozemy tatwo wykluczy¢ mozliwos¢ 17 - 71, poniewaz ten iloczyn jest zbyt
maly, wiec jedyna opcja to 39 - 93 = 3627, a odpowiedz to 93.

Zadanie 7. Kornel gra w karty uzywajac standardowej talii kart (52 karty, po 13 wartosci w kazdym z 4 koloréw).
W kazdej turze, gracz moze albo dobraé karte, albo zagra¢ karte z reki o tej samej wartosci lub tym samym kolorze
co karta na wierzchu stosu kart. W poprzednich rundach Kornel mial duzego pecha i musial dobraé¢ sporo kart, co
sprawilo, ze zaczal sie zastanawia¢ jaka jest minimalna liczba kart NV, ktére musi mie¢ na rece, aby niezaleznie od tego,
jakie N kart ma i jaka karta jest na wierzchu stosu, mial pewnos¢ zagrania co najmniej jednej karty. Ile wynosi N7
Wynik. 37
Rozwigzanie. Jedli Kornel ma na rece wszystkie kombinacje dwunastu wartosci w trzech kolorach (lacznie 3 - 12 = 36
kart), to moze sie zdarzy¢, ze karta na wierzchu stosu ma brakujaca trzynasta wartosé¢ w czwartym z koloréw. W tym
przypadku, Kornel nie méglby zagra¢ karty, wiec IV jest réwne co najmniej 37.

Z drugiej strony, karta na wierzchu stosu ma ten sam kolor co 12 innych kart w talii oraz te sama wartos¢ co trzy
inne karty. Skoro w talii mamy 52 karty, to Kornel méglby nie méc zagra¢ majac na rece 52 — 1 — 12 — 3 = 36 kart.
W takim razie majac 37 kart, na pewno bedzie w stanie zagraé¢ co najmniej jedna z nich.

Zadanie 8. Siedmiokat ABC DEFG sktada sie z szesSciu wielokatéw o wspolnym wierzchotku S: trzech trojkatéw
réwnobocznych (ABS, CDS, FGS), dwch réwnoramiennych tréjkatéw prostokatnych (BC'S, GAS o katach prostych
odpowiednio przy wierzchotkach C' i G) oraz kwadratu (DEF'S). Wyznacz miare kata SAE w stopniach.
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Wynik. 15

Rozwigzanie. Skoro tréjkat FGS jest rownoramienny, to F'S = GS. Zatem réownoramienne trojkaty prostokatne
GAS i FSE sa przystajace, co oznacza, ze ES = AS. Stad tréjkat EAS jest réwnoramienny. Korzystajac z tego, ze
LESA =45° 4+ 60° + 45° = 150°, otrzymujemy LSAE = %(180O — LESA) = 15°.

Zadanie 9. Ile na ponizszym diagramie jest trojkatow, ktére nie zawieraja zadnej szarej pltytki w swoim wnetrzu?

Wynik. 34

Rozwigzanie. Wpiszmy w kazda plytke dla ilu dopuszczalnych trojkatéw ta wlasnie plytka jest ich gérnym lub dolnym
rogiem (w zaleznodci od orientacji plytki):
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Liczba, ktorej szukamy, jest wtedy suma wszystkich tych wartosci.

Zadanie 10. Liczbe nazwiemy intrygujgcg jesli jest czterocyfrowa oraz po usunieciu cyfry setek otrzymamy dziewie-
ciokrotnie mniejsza od niej liczbe trzycyfrowa. Na przykiad liczba 2025 jest intrygujaca, bo 225 = % -2025. Wyznacz
najwieksza liczbe intrygujaca.

Wynik. 6075

Rozwigzanie. Niech N = abed bedzie intrygujaca liczba i n = cd. Wtedy N = 1000a + 100b + n, a po usunieciu cyfry
setek otrzymamy liczbe M = 100a 4+ n. Mnozac réwnos¢ M = éN przez 9 otrzymujemy

9(100a 4+ n) = 1000a + 1006 + n,
co po przeksztalceniach i podzieleniu przez 4 daje nam

25(a +b) = 2n.
7 tej rownosci wnioskujemy, ze liczba a + b musi by¢ parzysta i mniejsza niz 2'215?0 = 8, bo n < 100. Z tego wynika, ze
liczba a + b to co najwyzej 6 i aby liczba N byla najwieksza mozliwa wybieramy a = 6 oraz b = 0, co daje n = 75.
FLatwo sprawdzi¢, ze N = 6075 spelnia warunki zadania.

Zadanie 11. Statek towarowy zostal zaprojektowany w taki sposéb, aby mogt transportowaé jednoczesnie trzy
rodzaje cieczy: etanol, olej i rte¢. Kazda z cieczy ma inng maksymalna tadownosé: 10 ton dla etanolu, 30 ton dla oleju
i 60 ton dla rteci. W czasie podrozy z Gliwic do Szczecina statek transportuje 85 ton ladunku zlozonego z wczesniej
wspomnianych substancji. W drodze powrotnej tadunek zawiera tyle samo etanolu, dwa razy wigcej oleju i jedna trzecia
ilodci rteci w poréwnaniu do pierwszej podrozy. Ile ton tadunku statek przewozi w drodze powrotnej?

Wynik. 60



Rozwigzanie. Statek transportuje w czasie pierwszej podrdzy 85 ton cieczy, zatem musi zawieraé przynajmniej 15 ton
oleju. Jednak w drodze powrotnej ilos¢ oleju zostala podwojona, wiec statek mégl transportowaé co najwyzej 15 ton
oleju. Z tego wynika, ze transportowal pelna tadownosé¢ etanolu i rteci. Catkowity tadunek w drodze powrotnej moze
zatem by¢ wyliczony w nastepujacy sposéb:

1
10—|—2-15—|—§-60=60.

Zadanie 12. Oblicz na ile réznych sposobéw mozna wypelnié¢ szary obszar na diagramie uzywajac nienachodzacych
na siebie jednakowych plytek. Kazda plytka (przedstawiona na obrazku jako bialy prostokat) pokrywa dokladnie dwa
pola. Plytki moga by¢ obracane.

Uwaga: Wypelnienia rézniace si¢ symetria (obrotem lub odbiciem) sa uznawane za rézne. Zadna plytka nie moze
wystawaé poza szary obszar.

Wynik. 8

Rozwigzanie. Rozpocznijmy wypelnianie obszaru od jednego z wewnetrznych rogéw obszaru (1); istnieja dwie
mozliwosci utozenia plytek, prowadzace do symetrycznych ustawien. Wybierzmy zatem jedno z ustawien i pomndzmy
otrzymany dla niego wynik przez 2. Gdy polozenie tej plytki jest ustalone, ulozenie kolejnych dwoéch plytek jest
takze ustalone (2). Dwa ,kwadraty” po lewej i prawej stronie obszaru moga by¢ wypelnione na dwa sposoby (3),
a pozostaly obszar moze by¢ wypeliony doktadnie w jeden sposéb (4). Zatem po ulozeniu (1) mamy 2-2 = 4 mozliwosci
wypelnienia obszaru. Biorac pod uwage symetrycznosé, otrzymujemy tacznie 2 - 4 = 8 mozliwoéci wypelnienia szarego
obszaru plytkami.
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Zadanie 13. Opakowanie w ksztalcie sze$cianu owinigto tasma, ktérej szerokoéé jest mniejsza niz dlugoéé krawedzi
opakowania (jak na rysunku ponizej). Ciemnoszare obszary na $cianach opakowania (w tym te niewidoczne na rysunku)
maja laczne pole réwne 216 cm?. Natomiast taczne pole jasnoszarych obszaréw na $cianach opakowania jest o potowe
mniejsze od tacznego pola obszaréw niepokrytych taséma. Wyznacz dlugo$é¢ krawedzi opakowania w centymetrach.

Wynik. 30

Rozwigzanie. Pole kazdego ciemnoszarego kwadratu wynosi 216/6 = 36, wiec dlugos$é jego boku jest réwna V36 = 6.
Na kazdej Scianie jasnoszara cze$é¢ jest dwa razy mniejsza niz biata czes¢ niepokryta tasma, co oznacza, ze kazdy
jasnoszary prostokat jest dwa razy mniejszy niz bialy kwadrat. Dlatego mozemy zmiesci¢ 5 jasnoszarych prostokatéw
o szerokosci 6 wzdluz jednej krawedzi szescianu, co daje dlugosé boku krawedzi réwna 5 - 6 = 30 cm.

Zadanie 14. Sklep papierniczy Kajet sprzedaje dlugopisy, zeszyty i linijki. Cena zeszytu jest rowna lacznej cenie
dlugopisu i linijki. Jesli cena linijki wzroslaby o 50%, to bylaby réwna tgcznej cenie dtugopisu i zeszytu. O ile procent
cena dlugopisu powinna wzrosnaé, aby stala sie réwna lacznej cenie zeszytu i linijki?

Wynik. 800

Rozwigzanie. Niech z oznacza cene zeszytu, ¢ cene linijki, a d cene dlugopisu. Z warunkéw podanych w zadaniu mamy
z=d+ /i %E =d+ z = 2d + ¢. Drugie réwnanie pozwala wyznaczy¢ ¢ = 4d. Podstawiajac to do pierwszego réwnania,
otrzymujemy z = 5d. Oznacza to, ze cena dlugopisu musi wzrosngé dziewieciokrotnie, czyli o 800%.



Zadanie 15. Niech NWD(a,b) i NWW(a,b) oznaczaja odpowiednio najwiekszy wspélny dzielnik i najmniejsza
wspdlng wielokrotnoéé liczb a i b. Oblicz wartos¢ wyrazenia

NWW (2025, NWW (2024, NWD(2023, NWD(2022, ... NWW (4, NWD(3, NWD(2,1))) ...)))).

Dziatania NWD i NWW zmieniaja sie co dwa kroki, a w calym wyrazeniu wystepuje 1012 obliczen NWD i 1012
obliczen NWW. Gdyby wystapily tylko po dwa wystapienia kazdego z tych dzialan, to wyrazenie mialoby postac
NWW(5, NWW(4,NWD(3,NWD(2,1)))).

Wynik. 4098 600

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze NWD(z,z — 1) = 1 dla dowolnej dodatniej liczby caltkowitej z, a wigc
NWD(2,NWD(z —1,a)) =1
dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a i z. Stad otrzymujemy, ze szukane wyrazenie jest réwne

NWW (2025, NWW (2024, 1)) = 2025 - 2024 = 4098 600.

Zadanie 16. Na ponizszym obrazku znajduja sie trzy prostokaty, w ktére wpisano przystajace kota, a takze prosta
przechodzaca przez prawe gorne rogi tych prostokatow. Cze$é rysunku jest ukryta. Ile kot zawiera szary prostokat?
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Wynik. 12

Rozwigzanie. Trojkaty prostokatne utworzone z regiondéw pomiedzy ukosna linia a prostokatami sa podobne, ze
wspdlezynnikiem podobiefistwa réwnym 2. W takim razie, szerokosé szarego prostokata (wyrazona w $rednicach két) to
2-6=12.

Zadanie 17. Maciej przebiegt trase dtugosci 18 km. Poczatkowo biegl réwnym tempem, ale po pewnym czasie
zmeczyl sie i zwolnil o 25% na pozostaly cze$é biegu. Gdy skonczyl biec, spojrzal na swéj smartwatch i dowiedzial
sie, ze wolniejszym tempem biegl dwa razy dtuzej niz szybszym. Jaki dystans (w kilometrach) pokonal Maciej zanim
zwolnit?

Wynik. 72=175 =32

Rozwigzanie. Oznaczmy pierwotna predko$é Macieja przez v (w km/h), a przez t czas jakim biegl szybszym tempem
(w godzinach). Wtedy jego wolniejsza predkos¢ jest réwna %v, a czas, ktéry spedzit biegnac tym tempem, jest réwny 2t.
Calkowity dystans jaki przebiegl jest réwny sumie dwoch czeéciowych dystansow, wiec

18:vot+%v~2t:gvt.

Zatem
vt =
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D

co jest dystansem przebiegnietym szybkim tempem.

Zadanie 18. Martynka, Karolinka, Gabrysia, Justynka i Beatka ustawiaja sie w jednej linii do zdjecia grupowego
przed ogromnym pomnikiem Naboja. Istnieja jednak Sciste zasady dotyczace tego, kto gdzie moze stac:

e Justynka musi sta¢ na prawo od Martynki, Gabrysi i Beatki,
e Gabrysia musi sta¢ na lewo od Martynki, Justynki i Beatki.

Na ile sposobéw pie¢ dziewczat moze ustawié sie do tego wspaniatego zdjecia?
Wynik. 10
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze Karolinka w ogdle nie pojawia sie w warunkach, wiec moze ustawié¢ sie gdziekolwiek.

Ponadto, sg jedynie dwie mozliwosci ustawienia pozostalych czterech dziewczat, bo wsréd nich najbardziej na lewo
musi by¢ Gabrysia, a na prawo Justynka. Zatem ostatecznie dostajemy 10 ustawien.



Zadanie 19. Dziedziniec zamku otoczony jest piecioma wiezami potaczonymi prostymi murami, ktérych dtugosci sa
réwne 50 tokei, 70 tokei, 90 tokei, 110 lokei i 130 tokei, w pewnej kolejnosci. Ile wynosi dlugosé (w tokeiach) najdiuzszego
mozliwego prostego strzalu. jaki moze oddac¢ tucznik w obrebie dziedzinca zamku, przy najbardziej sprzyjajacym
ulozeniu muréw i wiez?

Uwaga: Grubo$é muréw i rozmiary wiez uwazamy za zaniedbywalnie malte, a dtugosé strzalu mierzymy w poziomej
prostej linii.

Wynik. 220

Rozwigzanie. Dla dowolnego uktadu muréw najdtuzszy prosty odcinek w obrebie dziedzinica zamku jest co najwyzej
tak dlugi, jak najdtuzszy odcinek ¢ laczacy dwa punkty zamku (jesli niektére katy wewnetrzne miedzy kolejnymi
murami przekraczaja 180°, ¢ moze nie by¢ w calosci zawarty w zamku). Odcinek ¢ musi taczyé dwie wieze, gdyz
w przeciwnym razie mozna go wydtuzy¢. Te dwie wieze dziela mury na dwie grupy, przy czym suma dlugosci kazdej
grupy wynosi co najmniej S, czyli dlugosé £. W ten sposéb otrzymujemy nieréwnosé

50 +70+90 + 110 + 130
<

S 2

= 225.

Skoro S jest wielokrotnoscig 10, to S < 220. Ta wartos$¢ jest osiagalna przy podziale 90 + 130 i 50 + 70 + 110.

Zadanie 20. Ewa ma 8 kart oznaczonych unikalnymi cyframi od 1 do 8. Uklada wszystkie karty tworzac dwie
czterocyfrowe liczby. Jaka jest najmniejsza mozliwa dodatnia réznica miedzy tymi dwiema liczbami?

Wynik. 247

Rozwigzanie. Roznica jest najmniejsza, gdy liczby sa tak blisko siebie, jak to tylko mozliwe. W tym celu cyfry tysiecy
musza roznic¢ sig jedynie o 1. Trzycyfrowa liczba przy wigkszej z nich musi by¢ tak mata, jak to mozliwe, a przy mniejszej
z nich tak duza, jak to mozliwe. Prowadzi to do liczb 5123 i 4876, ktérych réznica wynosi 247.

Zadanie 21. Babcia Jadzia postanowila zasadzié¢ sze$é¢ tréjkatnych grzadek uzywajac dwdch rodzajow kwiatkdw:
fiotkéw i stokrotek. Grzadki te ustawi w taki sposob, by tworzyly szesciokat foremny. Kazda z szesciu grzadek moze
byé¢ wypelniona albo fiotkami albo stokrotkami. Jedno z takich ustawien pokazane jest na rysunku. Na ile sposobow
moze ona rozplanowaé posadzenie kwiatkoéw, aby istniala przynajmniej jedna para sasiednich grzadek z tymi samymi
kwiatkami?

Uwaga: Ustawienia rézniace sie symetria (obrotem lub odbiciem) sa uznawane za rézne.

Wynik. 62

Rozwigzanie. Jedli opuscimy warunek o dwoch sasiadujacych grzadkach z tymi samymi kwiatkami, to odpowiedz
wynositaby 26 = 64. Od tego wyniku musimy odjaé¢ opcje, gdzie warunek nie jest spelniony, czyli te, w ktérych kazda
grzadka sasiaduje wytacznie z innymi kwiatkami. Sa tylko dwie takie mozliwosci, co prowadzi nas do lacznej liczby
mozliwych ustawien rownej 64 — 2 = 62.

Zadanie 22. 7 okraglej kartki papieru Andrzej wycial prostokatny kawalek, w taki sposéb, ze jeden z wierzchotkéw
prostokata znajdowat sie w §rodku kota, a przeciwleglty wierzcholek lezal na obwodzie kota. Pozostate dwa wierzchotki
lezaly na promieniach kola, a ich odleglo$¢ od obwodu wynosita odpowiednio 1 dm i 2 dm. Jaka jest powierzchnia
okraglej kartki po wycieciu prostokata (w dm?)?




Wynik. 257 — 12

Rozwigzanie. Niech M bedzie srodkiem okraglej kartki, a A, B i C' pozostalymi wierzchotkami prostokata. Oznaczmy
promien kota przez r.

Mamy MA=r —1, MB =r oraz MC =r — 2, gdzie AB = MC'. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
prostokatnego ABM otrzymujemy réwnanie

= =) (=2

ktore mozemy uprosci¢ do
0=r>—6r+5=(—1)(r—25).

Wiemy, ze r > 2, wiec jedynym rozwiazaniem jest r = 5. Pole pozostalej czeéci kartki wynosi 7r? — 3 -4 = 257 — 12.

Zadanie 23. Mistrz Nabojkus, niezréwnany wirtuoz sztuki laczenia esencji, zabiera sie wlasnie do stworzenia
legendarnej algemii — doskonaltego polaczenia algebry i alchemii, zmieszanych doktadnie w proporcji 1 : 1. Aby tego
dokonaé, uzywa on ponizszych substancji:

e algebria: skladajgca siec w 80% z algebry i 20% z alchemii, o gcznej masie 10 mg,
e alchema: skladajaca sie w 30% z algebry i 70% z alchemii, o lacznej masie 14 mg.

Majac te substancje do dyspozycji, jak duzo algemii jest w stanie maksymalnie wyprodukowaé Nébojkus (w mg)?

Uwaga: Nabojkus nie moze rozdziela¢ elementéw mikstury w zadnym momencie procesu, moze tylko miesza¢ dostepne
substancje.

Wynik. 231 =172
Rozwigzanie. Jesli zmieszamy x algebrii oraz y alchemy, powstala mieszanina zawiera %x + l%y algebry i %CB + %y
alchemii. Aby uzyskaé¢ proporcje 1 : 1, musi zachodzié¢

3 1

4
v+ —y=cr+
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co mozemy przeksztalcié do y = %x Innymi stowy, na kazdy miligram algebrii musimy uzy¢ % miligrama alchemy.
W takim razie aby wyprodukowaé mozliwie wiele algemii potrzebujemy zuzy¢ cate 14 mg alchemy oraz % - 14 mg algebrii,
otrzymujac tacznie % <14 = ? mg algemii.

Zadanie 24. Czterocyfrowa liczba K ma wszystkie cyfry mniejsze od 7 i jest kwadratem liczby calkowitej dodatniej n.
Jesli kazda cyfre K zwiekszymy o 3, to otrzymamy inny kwadrat liczby calkowitej. Wyznacz liczbe n.

Wynik. 34

Rozwigzanie. Niech m? = M = K + 3333. Skoro M i K sa czterocyfrowymi kwadratami, to 32 <n <m < 99 i

32433 < m+n <984+ 99,
czyli
656 <m+n < 197.

Stad otrzymujemy

(m4n)(m—n)=m?—-n?>=M - K =3333=3-11-101.
Biorac pod uwage te warunki, jedynymi mozliwymi czynnikami sa m +n = 101 i m —n = 33, prowadzace do rozwiazan
m = 67 i n = 34. Pozostaje nam sprawdzié, ze istotnie wszystkie cyfry K = 342 = 1156 sa mniejsze niz 7 w tym
przypadku.



Zadanie 25. Niech X i Y beda przeciwleglymi wierzchotkami sze$cianu o krawedziach dtugosci 1, a C walcem,
ktérego powierzchnia zawiera wszystkie wierzcholtki tego sze$cianu w taki sposéb, ze X i Y sa srodkami kot bedacych
podstawami C. Ile wynosi objetos¢ C'?

Wynik. 2‘/35” = %ﬂ'

Rozwigzanie. Punkty X 1Y sa srodkami podstaw walca, wiec wysokosé walca jest rowna odleglosci miedzy nimi.
Poniewaz sa to przeciwlegle wierzcholki szescianu, to leza one na konicach przekatnej o dlugosci v/3. Aby wyznaczy¢
promien walca wybierzmy dowolny inny wierzchotek sze$cianu Z i obliczmy jego odleglo$¢ od przekatnej XY. Tréjkat
XY Z ma przy wierzchotku Z kat prosty, a szukany promien jest wysokoscia opuszczong z Z na XY. Z podobienstwa

(lub poréwnania pdl) ta wysoko$¢ wynosi 1/2/3. Zatem objetos¢ walca jest réwna

w<\/§)2\/§: s,

Zadanie 26. W wiosce liczacej 60 mieszkancéw kazda osoba nalezy do jednej z trzech grup: prawdomdéwni zawsze
moéwig prawde, klamcy zawsze klamig, a zwykli ludzie odpowiadaja jak im sie podoba. Kazdy w wiosce wie do jakich
grup naleza pozostali mieszkancy. Obcokrajowiec zadal wszystkim mieszkancom nastepujace pytania:

e Czy w wiosce mieszka co najmniej 31 prawdomoéwnych?” — otrzymal dokladnie 43 odpowiedzi twierdzace.

e Czy w wiosce mieszka co najmniej 31 ktamcéw?” — otrzymal dokladnie 39 odpowiedzi twierdzacych.

Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba zwyklych ludzi w wiosce?
Wynik. 13

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze stwierdzenie w drugim pytaniu nie moze byé prawdziwe — gdyby bylo co najmniej
31 ktamcéw, wszyscy odpowiedzieliby przeczaco na pytanie; nie mogloby byé zatem 39 pozytywnych odpowiedzi.
W wiosce mieszka wiec co najwyzej 30 ktamcow. Skoro prawdomoéwni zawsze méwia prawde, musieli odpowiedzie¢ na
to pytanie przeczaco. W zwiazku z tym jest co najwyzej 60 — 39 = 21 prawdomoéwnych w wiosce.

Oznacza to takze, ze odpowiedZ na pierwsze pytanie jest przeczaca. Zebrane pozytywne odpowiedzi musialy
pochodzié¢ od klamcéw i czesci zwyktych ludzi. Skoro w wiosce mieszka co najwyzej 30 ktamcéw, musi istnieé¢ co
najmniej 43 — 30 = 13 zwyklych ludzi.

Zauwazmy, ze 17 prawdomoéwnych, 30 ktamcéw i 13 zwyklych ludzi spelnia obydwa warunki zadania. Zatem
zwyklych ludzi mieszkajacych w wiosce jest co najmniej 13.

Zadanie 27. Cztery druzyny, A, B, C'i D, wziely udzial w turnieju, w ktérym kazda para druzyn rozegrata dokladnie
jeden mecz miedzy soba. Zwyciezca kazdego meczu otrzymywal 1 lub 2 punkty, w zaleznosci od wielkoéci zwyciestwa,
natomiast przegrana druzyna nie otrzymywala zadnych punktéw. Nie byto remiséw. Po wszystkich meczach utworzono
tabele obrazujaca wyniki wszystkich meczéw (przykladowa tabela ponizej). Wyznacz ile réznych tabel moze odpowiadaé
koncowemu rozktadowi punktéw, jesli wiadomo, ze jedna druzyna zakonczyla z 4 punktami, a pozostate trzy druzyny
mialy po 1 punkcie.

Uwaga: Tabela ma ustalony uktad druzyn (A, B, C i D), etykiety jej wierszy i kolumn nie sa zmieniane.

A|B|C|D]|suma
A 11012 3
B|O0 0(0| O
C 1 2 5
DI0O|1]|0 1




Wynik. 24

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze laczna liczba przyznanych punktéw wynosi 7, co oznacza, ze z 6 meczéw
dokladnie jeden zakonczyt sie zdobyciem przez zwycieska druzyne dwoch punktéw, podezas gdy pozostale zakonczyly
sie zdobyciem przez zwyciezcéw tylko jednego punktu. Oznacza to, ze najlepsza druzyna pokonala wszystkie pozostate
druzyny, przy czym dokladnie jedno z tych zwyciestw bylo za 2 punkty. Najlepsza druzyne i te, z ktéra ona wygrala za
2 punkty mozna wybraé¢ na 4 - 3 = 12 sposobéw. Mecze pomiedzy trzema druzynami, ktére zdobyty tylko po 1 punkcie
musialty zakonczy¢ sie ,,cyklem”, ktéry mozna zorientowaé na dokladnie dwa sposoby. W sumie istnieja 12 -2 = 24
sposoby, w jakie turniej mégl si¢ potoczy¢.

Zadanie 28. Magda zapisala liczbe 2025 w postaci sumy M skladnikéw, z ktérych kazdy jest postaci 10™ dla pewnej
nieujemnej liczby catkowitej n. Skladniki w tej sumie moga sie powtarzac. Ile réznych wartosci moze przyjaé liczba M?

Wynik. 225

Rozwigzanie. OczywiScie najmniejszg mozliwg wartodciag M jest 9, poniewaz
2025 =2-10° +2-10" +5-10°.

Jedli k > 1, to kazde podstawienie 10* = 10 - 10~ zwieksza liczbe skladnikéw o 9. Oznacza to, ze mozliwe wartosci M
musza by¢ wielokrotnosciami 9, co wiecej tworza one zbiér kolejnych wielokrotnosci 9. Najwieksza mozliwa wartosé¢é M
to 2025, poniewaz

2025 = 2025 - 10°.

W takim razie mamy Q%ﬁ = 225 mozliwych wartosci M.

Zadanie 29. Lukasz i Rafal stoja na peronie dworca kolejowego, plecami do siebie. Mija ich pociag towarowy
poruszajacy sie ze stala predkoscia. Gdy poczatek pociagu znajduje sie na ich wysokosci, zaczynajg iS¢ w przeciwnych
kierunkach, z jednakowa stalg predkoscia. Koniec pociagu mija fukasza gdy jest on 45 metréw od punktu poczatkowego,

Rafala za$ gdy jest on 60 metréw od punktu poczatkowego. Jaka byla dlugosé (w metrach) przejezdzajacego pociagu?
Wynik. 360

Rozwigzanie. Oznaczmy przez S punkt poczatkowy, w ktorym stoja Fukasz i Rafal. Niech ¢; bedzie czasem, jaki
uptynal od momentu, gdy przéd pociagu mingt Y.ukasza i Rafata, do momentu, gdy tyt pociagu minal FLukasza.
Podobnie niech ts bedzie czasem, jaki uptynal od momentu, gdy tyl pociggu minal Lukasza, do momentu, gdy minat

Rafata. Rafal i Lukasz ida z taka sama predkoscia. W czasie t; Lukasz zdotal pokonaé 45 metréw, podczas gdy Rafal
pokonal 60 — 45 = 15 metréw w czasie to. Stosunek czaséw t; do to wynosi

t1:t=45:15=3:1.

Teraz popatrzmy jak porusza sie pociag. W czasie t; pociag pokonuje odlegloéé¢ pomiedzy punktem S a koncowa
pozycja Lukasza, ktéra jest o 45 m krétsza od dlugosci pociagu. W czasie to pociag pokonuje odlegtosé 105 metrow,
czyli odlegtosé ktéra dzieli Lukasza i Rafata. Oznacza to ze predko$é pociagu wynosi

105
v=——.
to

Ostatecznie dlugosé pociagu wynosi

t
vt1+45:t—1-105+45:3-105+45:360.
2

Zadanie 30. Roéwnoramienny trojkat prostokatny ABC' z katem prostym przy wierzchotku C' zostal tak zgiety wzdtuz
odcinka XY, ze punkt C znalazt si¢ w punkcie C’ na odcinku AB. Ponadto wiadomo, ze BC' = BX. ZnajdZ miare
kata C'Y X w stopniach.

5

Wynik. 33,75 = 333 = 13



Rozwigzanie. Skoro trojkat XC'B jest réwnoramienny, to
ZC'XB = 1(180° — 45°) = 67,5°.
Ponadto, ZCXY = ZY X' z racji zgiecia, wiec
LY XC' = (180° — 67,5°) = 56,25°.
Wreszcie ZXC'Y = ZYCX = 90°, a zatem
/C'YX =180° — ZXC'Y — /Y XC' = 33,75°.

Zadanie 31. Rozwazmy ciag wszystkich ostro rosnacych czwérek liczb ze zbioru {0, 1,2, ..., 15} utozonych w porzadku

leksykograficznym:
(07 17 27 3)’ (07 17 27 4)’ (07 17 27 5)7 et (12’ 13’ 14’ 15).

To znaczy, (a1, az,as,as) pojawia sie przed (by, ba, bs, bs) w tym ciagu wtedy i tylko wtedy, gdy
a1 <by lub a1 =b1,a3 <by lub a7 =0b1,a0 =by,a3 <bg lub a1 =by,as = by, a3 = b3, aq < by.

Podaj pozycje czworki (2,4,7,14) w tym ciagu.

Uwaga: Pozycje w ciagu numerujemy od 1, przykladowo czwérka (0,1,2,5) jest na 3. pozycji.

Wynik. 911

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dla k < n liczba wszystkich ostro rosnacych k-krotek o wartosciach ze zbioru {1,2,...,n}
jest réwna (2), poniewaz ostro rosnace krotki odpowiadaja dokladnie podzbiorom wielkoéci k. Podobnie, liczba
wszystkich rosnacych k-krotek o warto$ciach ze zbioru {m,m +1,...,n} jest réwna ("_ZLH). Aby wyznaczyé pozycje
krotki, policzmy liczbe wczesniejszych ostro rosnacych czwoérek grupujac je zaleznie od liczby na pierwszej pozycji:

(0, %, %, %): jest (135) = 455 takich czworek;

1%, %, %): jest (134) = 364 takich czworek;

):

2,3, %,%): jest (122) = 66 takich czworek;

2,4,a,*) dla a € {5,6}: jest (110) + (51)) =19 takich czworek;
)

(
(
(2,4

(2,4,7,b) dla b € {8,9,10,11,12,13}: jest 6 takich czworek.

b )

Zatem czworka (2,4,7,14) pojawia sie na pozycji o numerze 455 + 364 + 66 + 19+ 6+ 1 = 911.

Zadanie 32. Dwoje rolnikéw, Dominik i Magdalena, sprzedalo tacznie 100 jablek na targu. Dominik sprzedal swoje
jablka za a zlotych za sztuke, Magdalena zas za b zlotych za sztuke. Po sprzedaniu wszystkich jablek oboje zarobili
taka sama kwote. Dominik zauwazyl, ze gdyby sprzedawal swoje jabtka za b zlotych za sztuke, tak jak Magdalena, to
zarobitby 45 ztotych. Magdalena dodala, ze gdyby sprzedawata swoje jablka za a zlotych za sztuke, tak jak Dominik,
to zarobitaby 20 zlotych. Ile jablek sprzedal Dominik?

Wynik. 60
Rozwigzanie. Oznaczmy przez A i B liczbe jablek przyniesionych na targ odpowiednio przez Dominika i Magdalene.
Wiemy, ze

A+ B =100,
A-a=B"-b,
A-b=45,
B-a=20.

Podstawiajac b = 47‘5 ia= % do drugiego réownania otrzymujemy

20 45
A.-Z=Z=pB.=
B A’
A2 459
B2 20 4’

Zatem A = %B. Podstawiajac do pierwszego réwnania dostajemy %B+B = 100, wiec B = 40, a stad A = 100 —40 = 60.
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Zadanie 33. Dorocie przysnila sie fascynujaca liczba. Jest to najwieksza trzycyfrowa liczba, ktéra jest réwna sumie
swojej cyfry setek, kwadratu cyfry dziesiatek i szescianu cyfry jednosci. Jaka liczba przysnila sie Dorocie?

Wynik. 598

Rozwigzanie. Oznaczmy przez a, b i ¢ cyfry setek, dziesigtek i jednosci trzycyfrowej liczby N. Jedli ¢ = 9, to
N > 93 =729, czyli @ musiatoby byé réwne 7 lub 8. Jednakze w obu przypadkach nie mozna wybraé b tak, by ostatnia
cyfra liczby 729 + a + b? byta réwna 9.

Rozwazmy nastepnie przypadek ¢ = 8. Skoro 8% = 512, to a musi by¢ réwne 5 lub 6, ale

N <512+ 9% + 6 = 599 < 600,
zatem a moze by¢ rowne jedynie 5. Wtedy cyfra b musi spelniaé
512+ b* + 5 = 8 + 10b + 500,

czyli
b2 —10b+9 =0.

Stad b moze by¢ rowne 1 lub 9. Obydwie mozliwoséci prowadza do poprawnych liczb
518 =5+ 12 +8% oraz 598 =5+ 9% +8°.
Jesli ¢ < 7, to
N <7+ 9% 49 =433 < 598,

zatem najwieksza mozliwa wartoécia N jest 598.

Zadanie 34. Kazdy bok czworokata ABCD jest podzielony dwoma punktami na trzy réwne czesci, przy czym

punkt E lezy na odcinku AD i zachodzi AE : ED =2:1,
punkt H lezy na odcinku C'D i zachodzi CH : HD =2 : 1,
punkt F' lezy na odcinku AB i zachodzi AF : FB=2:1,
punkt G lezy na odcinku CB i zachodzi CG : GB =2: 1.

Punkt P lezy we wnetrzu czworokata ABC D, dzielac go na cztery mniejsze czworokaty. Pola powierzchni trzech z nich
podane sa na obrazku. Wyznacz pole powierzchni czwartego z nich (czworokata PFBGQ).

Wynik. 42

Rozwigzanie. Yaczac punkt P z wszystkimi punktami dzielacymi boki czworokata ABC D na trzy czesci dostajemy
dwanascie tréjkatow.

Trzy tréjkaty lezace wzdluz tego samego boku maja réwne pola, poniewaz maja te sama wysoko$¢ z punktu P
i podstawy rownej dtugosci. Niech a bedzie polem tréjkata PEI, b polem tréjkata PJF', ¢ polem trojkata PGK, a d
polem tréjkata PLH. Na podstawie podanych informacji dostajemy réwnania

90 =2a+2b, S57=a+d, 108 =2c+ 2d.

Natomiast szukane pole powierzchni czworokata PF BG jest rowne b 4 c. Mozna je wyznaczy¢ nastepujaco

1 1
btc=5(2a+2b+2c+2d) — (a+d) = (90 +108) — 57 = 42,
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Zadanie 35. Ramka sklada sie z dwunastu kwadratéw i powstaje poprzez usuniecie czterech srodkowych kwadratow
z siatki 4 x 4. Na ile sposobéw mozemy wybraé cztery rézne kwadraty z tej ramki, aby z kazdego boku byt wybrany co
najmniej jeden kwadrat?

Uwaga: Kazdy kwadrat na rogu nalezy do obu bokéw. Wybory rézniace sie symetria (obrotem lub odbiciem) sa
uznawane za rozne.

Wynik. 237

Rozwigzanie. Istnieje (142) = 495 mozliwosci wyboru 4 kwadratéow z ramki o 12 kwadratach. Dla kazdego z czterech
bokdéw jest 8 kwadratow nienalezacych do tego boku, co daje (i) = 70 wyborow czterech kwadratéw w taki sposéb,
ze z tej strony nic nie wybrano. Dlatego jest 495 — 4 - 70 = 215 takich wyboréw, ze nie istnieje bok, z ktérego nie
wybraliSmy zadnego kwadratu. Jednakze niektére wybory odjelismy podwdjnie — te, w ktérych nie wybraliémy zadnego
kwadratu z dwdch bokéw jednoczesnie. Jest to mozliwe, gdy wybierzemy cztery kwadraty z 5 skupionych wokét jednego
z wierzchotkéw siatki (5 wyboréw dla wierzchotka, 20 dla wszystkich 4 wierzchotkéw) lub 4 kwadraty z 4 przeciwlegtych
srodkowych kwadratéw (lacznie 2 sposoby). Otrzymujemy zatem 215 + 22 = 237 sposob6w. Nie mozemy tak wybraé
kwadratéw, by istnialy trzy lub cztery boki, z ktérych nic nie wybrano, wiec jest to ostateczna odpowiedz.

Zadanie 36. Trzy okregi o promieniach odpowiednio 1, 2 i 3 sa zewnetrznie styczne (patrz rysunek ponizej). Oblicz
pole tréjkata, ktérego wierzcholki znajduja sie w punktach stycznosci okregdw.

Wynik. 12=11=2%
Rozwigzanie. Oznaczmy Srodki okregdéw odpowiednio przez X, Y, Z, a przez A, B, C punkty stycznosci okregéw (jak
na rysunku ponizej). Tréjkat XY Z ma boki dlugosci 1 +2 =3, 1 + 3 =4 oraz 2 + 3 = 5. Zauwazmy, ze boki trojkata
sa trojka pitagorejska, a wiec trojkat XY Z jest tréjkatem prostokatnym, o kacie prostym przy wierzchotku X. Aby
policzy¢ pole tréjkata ABC policzymy pola tréjkatéw réwnoramiennych XCB, Y AC oraz ZBA i odejmiemy od pola
tréjkata XY Z, ktére wynosi 3(3-4) = 6.

e Tréjkat XCB jest prostokatny, wiec jego pole wynosi 12 = 1.

e Aby policzy¢ pole tréjkat Y AC, musimy znalezé dtugoéé wysokoéci AR. Tréjkaty RY A oraz XY Z sg podobne

wskali YA/YZ = %, co oznacza, ze AR = %ZX = %. Stad pole tréjkata Y AC wynosi %(% -2) = %.

e Analogicznie aby policzyé pole tréjkata ZBA korzystamy z podobienstwa tréjkatéw SAZ i XY Z w skali
podobienstwa %, aby otrzymaé AS = %. Stad pole trojkata ZBA wynosi %(% -3) = %

Ostatecznie pole tréjkata ABC wynosi

12



Zadanie 37. Ula narysowala n-kat foremny (n > 3) i policzyla jego przekatne. Okazalo sie, ze laczna liczba
przekatnych jest wielokrotnoscia 2025. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba n, dla ktérej zachodzi ta wlasnosé?

Uwaga: Boki n-kata nie sa liczone jako jego przekatne.
Wynik. 300

Rozwigzanie. Zauwazmy, liczba przekatnych n-kata foremnego wynosi () —n = n(n — 3). Skoro 2025 jest liczba
nieparzysta, to zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia kiedy iloczyn P = n(n — 3) jest podzielny przez 2025. Z rozkladu
2025 = 3* - 52 wynika, ze potrzebujemy by P bylo podzielne przez 3* = 81 oraz przez 5% = 25. Zauwazmy, ze tylko
jeden z czynnikéw n, n — 3 moze by¢ podzielny przez 5, a w takim razie musi by¢ on podzielny przez 25. Rownocze$nie
n bedzie podzielne przez 3 wtedy i tylko wtedy gdy n — 3 bedzie podzielne przez 3, wigc obie te liczby beda wliczaty sie
w laczna potege tréjki, ktoéra dzieli P. Jednakze tylko jedna z liczb n i n — 3 moze byé podzielna przez 3% dla k > 2.
W takim razie jeden z tych czynnikéw musi byé¢ podzielny przez 27.

Jesli jeden z czynnikow jest podzielny przez 25 i 27, to musiatby by¢ rowny co najmniej 25 - 27 = 675. Poszukajmy
muniejszej warto$é n wsréd przykladéw, w ktérych jedna z liczb n lub n — 3 jest podzielna przez 27 (powiedzmy ze jest
to m), za$ druga przez 25 (w takim razie mamy n = m lub n = m + 3). Z pierwszego zalozenia dostajemy m = 27k dla
pewnej liczby calkowitej dodatniej k i interesuje nas najmniejsza warto$é¢ k, dla ktorej liczba 27k + 3 jest podzielna
przez 25 (dla pewnego wyboru znaku). Skoro 25k jest podzielne przez 25, to w tym przypadku réwnowaznie 2k + 3
musi by¢ podzielne przez 25. Najmniejsza warto$¢ k w takim razie to k = 11, dla ktorej uzywamy dodatniego znaku.
Tak wiec m =27-11 =297 in =m + 3 = 300.

Zadanie 38. Michal wyrusza w podréz po Sciezkach przedstawionych na diagramie ponizej. Zaczyna w wierzchotku A
i konczy w wierzchotku B. Musi poruszaé si¢ zgodnie z kierunkami strzatek na diagramie poza jednym buntowniczym
ruchem, w ktérym celowo przemieszcza sie przeciwnie do kierunku wyznaczonego przez strzatke. Musi wykonaé¢ dokladnie
jeden taki ruch podczas swojej podrédzy, nawet jesli oznacza to, ze chwilowo opuszcza swoj cel. Michal moze korzystaé
z kazdej strzaltki wielokrotnie. Na ile réznych sposobéw moze odbyé¢ swoja podrdz?

@\7@
/O\
O—®

Wynik. 84

Rozwigzanie. Dla kazdego wierzcholtka policzmy (1) liczbe (skierowanych) Sciezek z A, ktére koneza sie w danym
wierzchotku oraz (2) liczbe $ciezek konczacych sie w B o poczatku w danym wierzchotku. W diagramie ponizej,
przykladowo, 3|1 w prawym gérnym wierzchotku oznacza, ze istnieja dokladnie trzy $ciezki z poczatkowego wierzchotka,
ktore koncza sie w tym wierzchotku i tylko jedna $ciezka z tego wierzcholtka do konicowego wierzchotka. Dla kazdej
strzalki liczba $ciezek, ktére przechodza przez nia przeciwnie do jej kierunku jest réwna iloczynowi: pierwszej liczby
w wierzcholku na koncu danej strzatki i drugiej liczbie w wierzchotku na poczatku danej strzatki. Zatem wystarczy

policzy¢ te iloczyny i zsumowac.
(19) — 18— (D)
AN A
‘ 12 6 ‘
N_ /S
A
A AN
i 6 12 i
/ N

(9 —1— )

Zadanie 39. W ponizszym rownaniu rézne litery odpowiadaja réznym, niezerowym cyfrom.

N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
— 2 0 2 5
= N A B O J

Wyznacz najwigkszg mozliwg warto$é pieciocyfrowej liczby NABOJ.
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Wynik. 18249

Rozwigzanie. Mozemy przeksztalci¢ réwnowaznie obliczenia do postaci

N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
- N A B O J
= 2 0 2 5
co upraszcza sie do
N N N N
+ A A A
+ B B
+ (0]
= 2 0 2 5

7 tego wynika, ze N = 1. W tym momencie zostaje nam AAA + BB + O = 2025 — 1111 = 914, co oznacza, ze A = 8.
Kolejne przeksztalcenie 914 — 888 = 26 daje nam B = 2 oraz O = 4. Warto$¢ J moze by¢ dowolna, ale rézna od uzytych
juz cyfr, wiec najwieksza mozliwa wartos¢ NABOJ to 18249.

Zadanie 40. Nad zadaniami konkursowymi Néaboja glosowalo 500 organizatoréw. W kazdym glosowaniu kazdy
organizator glosuje ,za” albo ,przeciw”. Niestety, po pierwszym glosowaniu, czes¢ z organizatorow glosujacych ,za”
uznala, ze ten proces jest zbyt meczacy i opuscila sale. Zadna z osob glosujacych ,przeciw” nie opuécila sali. W trakcie
drugiego glosowania, ta sama liczba organizatorow zaglosowala ,za”, co w pierwszym glosowaniu, ale liczba gloséw
»brzeciw” w drugim glosowaniu byla réwna jednej trzeciej liczby gloséw ,,przeciw” w pierwszym glosowaniu. Wiadomo
dodatkowo, ze dokladnie 120 organizatoréw zagltosowalo ,za” w obu glosowaniach i 70 zaglosowalo ,przeciw” w obu
glosowaniach. Ilu organizatoréw opuscito sale po pierwszym glosowaniu?

Wynik. 150

Rozwigzanie. Oznaczmy przez TN liczbe organizatoréw glosujacych ,za” w pierwszym glosowaniu i ,przeciw”
w drugim; analogicznie definiujemy 77, NN oraz NT. Przez T X oznaczmy liczbe organizatoréw, ktérzy opuscili sale.
Otrzymujemy wtedy nastepujacy uktad réwnan
TT+TN+ NT + NN +TX =500
TT'+TN+TX =TT+ NT
NT + NN =3(TN + NN)

Podstawiajac T7T = 120 i NN = 70 oraz porzadkujac sktadniki, otrzymujemy

TN 4+ NI + TX = 310
TN - NT 4+ TX = 0
—3I'N + NT = 140

Mnozac drugie rownanie przez 2 i sumujac wszystkie réwnania razem otrzymujemy 37X = 450, wiec TX = 150. Wtedy
TN =51NT =155.

Zadanie 41. Wyznacz liczbe par (a,b) liczb catkowitych dodatnich spelniajacych a < b, dla ktérych liczby NWD(a, b),
a 1 b mozna uporzadkowaé w ciag arytmetyczny, ktorego suma wynosi 2025.

Uwaga: Ciag arytmetyczny to ciag liczb, w ktérym réznica miedzy dwoma kolejnymi wyrazami jest zawsze taka sama.
Wynik. 12

Rozwigzanie. Niech ¢ = NWD(a,b). Wtedy a = ga’, b = gb’ dla pewnych dodatnich liczb calkowitych a’, b’. Skoro
g < a < b, to ciag arytmetyczny jest w kolejnosci g, a, b. Oznacza to, ze a — g = b—a, czyli b = 2a — g, co po podzieleniu
przez g daje b’ = 2a’ — 1. Z warunku dotyczacego sumy ciggu otrzymujemy

gta+b=g(l+a +2d —1)=3ga" = 2025,

stad ga’ = 675 = 3352, Liczba ta ma (34 1) - (2 + 1) = 12 dodatnich dzielnikéw. Pozostaje tylko sprawdzié, czy kazdy
taki dzielnik daje prawidlowa wartosé o/, tj. taka, ktéra mozna uzupetié do pary (a,b) spelniajacej warunki zadania.
Rzeczywidcie, przyjmujac b/ = 24’ — 1, g = 675/a’, a = ga’ = 675, b = gb’, mamy a < b, poniewaz ga’ < g(2a’ — 1) dla
dowolnych dodatnich liczb calkowitych a’ i g, a takze

NWD(a,b) = NWD(ga’, g(2a — 1)) = g- NWD(a’,2d’ — 1) = g,

poniewaz a’ i 2a’ — 1 sg wzglednie pierwsze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej a’.
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Zadanie 42. Organizatorzy Naboja postanowili przeprowadzi¢ konkurs w przedszkolu. Uproszczone zasady prezentuja
sie nastepujaco. Na poczatku druzyna otrzymuje pierwsze 3 zadania z puli 16 ponumerowanych zadan. Dla kazdej
druzyny przygotowany jest zestaw takich samych zadan utozonych w tej samej kolejnoéci. Gdy druzyna rozwiaze
zadanie, zostaje ono zastapione nastepnym — tym o najnizszym dostepnym numerze z puli zadan tej druzyny. Po
zakonczeniu zawodéw okazalo sie, ze zadne dwie druzyny nie rozwiazaly dokladnie takiego samego zbioru zadan. Jaka
jest maksymalna liczba druzyn bioracych udzial w konkursie?

Wynik. 697

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze zestaw zadan, ktore sa rozwiazane przez dany zespot jest w pelni ustalony przez zestaw
zadan nierozwigzanych i na odwrot. Mozemy wiec popatrzeé na to w ten sposob, ze kazda druzyna powinna mieé co
najwyzej trzy rézne zadania zostawione na stole na koniec zawodow. W takim razie mamy co najwyzej

() () (2)+ (5) o7

Zadanie 43. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

druzyn bioracych udzial w zawodach.

2a + 2b — ab = 2025,
2b 4+ 2¢ — bc = 47,
2c+2d —cd = 5.

Wyznacz wartosé wyrazenia 2a + 2d — ad.
Wynik. 51

Rozwigzanie. Korzystajac z réwnania (z — 2)(y — 2) = zy — 22 — 2y + 4 podane warunki mozna przeksztalcié do
nastepujacych réwnan

(a—2)(b—2) = —2021,
(b—2)(c—2) =—43,
(c—2)(d-2) =1,
a naszym celem jest znalezienie wartosci 4 — (a — 2)(d — 2). Korzystajac z drugiego réwnania otrzymujemy, ze b # 2

oraz ¢ # 2 i dostajemy

(a—2d_2) - @DO=D=2d=2) (202 (1) _ -

b—2)(c—2) —43

Stad 2a + 2d — ad = 4 — (—47) = 51.

Zadanie 44. Niech M bedzie srodkiem boku AB w siedmiokacie foremnym ABCDFEFG. Okrag o srodku w M
przechodzacy przez A przecina okrag opisany na tréjkacie AM E w punkcie X lezagcym we wnetrzu siedmiokata. Ile
wynosi miara kata ostrego (w stopniach) miedzy stycznymi do obu okregéw w punkcie X?

Wynik. 771 = 540

Rozwigzanie. Sledmiokqt ABCDEFG jest foremny a kat AM E jest prosty, wiec AE jest Srednica wigkszego z okregbw.
Zamiast mierzy¢ kat miedzy stycznymi przy X, réwnowaznie (z symetrii) mozemy mierzy¢ kat miedzy stycznymi przy
A, ktéry jest drugim punktem przecigcia naszych okregéow. Ten kat jest réwny kqtowi BAF miedzy odpowiednimi
$rednicami, gdyz sa one prostopadle do interesujacych nas stycznych. Jego Iniara 2 . 180°, moze by¢ nietrudno
wyznaczona z symetrii siedmiokata foremnego, badz z faktu ze bedzie ona polows 2 7 360o — miary kata $rodkowego
opartego na tuku BE w okregu opisanym na siedmiokacie.
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Zadanie 45. Wyznacz sume wartosci wyrazen (£1 £2+4 4 ... +29)2 powstalych z kazdego mozliwego wyboru stu

znakéw +.
2100, (4100 _ 1)

Wynik. 3
Rozwigzanie. Zaczniemy od ogélniejszej obserwacji: dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n oraz liczb rzeczywistych
T1,T2,. .., Ty, jeSli zsumujemy wyrazenia (£z; 4+ 9 & --- £+ x,)? dla kazdego mozliwego wyboru znakéw to wynik

bedzie zawsze réwny
2"(af + @y + -+ ).

Aby to udowodnié, zauwazmy, ze rozwiniecie (£x1 + o £ -+ & x,,)? sktada sie z wyrazéw bedacych kwadratami x?

oraz iloczynéw mieszanych postaci +2z;x; dla i # j. Kazdy wyraz ? pojawia si¢ w kazdym mozliwym rozwinieciu,
niezaleznie od wyboru znakéw. Poniewaz mamy 2™ mozliwych opcji wybrania znaku to kazdy wyraz bedacy kwadratem
pojawia si¢ dokladnie 2" razy. Z drugiej strony, iloczyny mieszane +2x;x; pojawig si¢ z plusem w dokladnie potowie
przypadkéw i z minusem w drugiej polowie, zaleznie od tego, czy x; oraz x; sa tego same znaku. Skoro takie wyrazenia
idealnie sie skracaja po przejéciu przez wszystkie kombinacje znakoéw, to nie wplywaja na ostateczna sume. Zatem
catkowita suma upraszcza sie do 2" razy suma kwadratéw poszczegdlnych liczb, co dowodzi wspomniany wzoér.

W naszym przypadku mamy z; = 2°"! dlai = 1,2,...,100, a szukana suma wynosi

2100 (1 441 ... +4%).
Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego dostajemy

4100 _ B 4100 _ |

1+4 4+ ... +4%9 = =
+4'+ .+ T3 3

co daje ostateczny wynik
2100 . (4100 _ 1)
—

Zadanie 46. Dwa samochody polaczone gumows ling poruszaja si¢ po drodze w ksztalcie kwadratu przedstawionej
na rysunku. Na poczatku oba auta startuja jednoczeénie w tym samym rogu kwadratu. Kazdy z samochodéw porusza
sie ze stala predkoscia. Lina jest niesamowicie elastyczna, ale peknie jesli zostanie rozciggnieta wzdluz przekatnej
kwadratu. Wolniejszy samochdéd porusza sie z predkoscia 24 km/h, a szybszy z predkoscia n km/h, oba w tym samym
kierunku. Wyznacz najmniejsza catkowita wartosé n, wieksza niz 24, dla ktorej lina nigdy nie peknie.

|

Wynik. 56

Rozwigzanie. Przez odcinek bedziemy rozumieé jeden bok kwadratowej drogi. Niech m = 24 i n > m oznaczaja
odpowiednio predkosci wolniejszego i szybszego samochodu. Zauwazmy, ze pekniecie liny zalezy jedynie od stosunku
predkosei, a nie ich wartoéci. Niech m’ i n’ beda takimi wzglednie pierwszymi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze
m' :n' = m : n. Pokazemy, ze lina nie peka dokladnie wtedy, gdy n’ —m’ jest wielokrotnoscia 4.

Najpierw przeanalizujmy przypadek gdy n’ —m/ nie jest wielokrotnoscia 4. Po przejechaniu m’ odcinkéw wolniejszy
samochdd znajdzie sie w rogu. W tym samym czasie szybszy samochdéd pokona n' odcinkéw (ze wzgledu na stosunek
predkosci), wiec réwniez znajdzie sie w rogu. Poniewaz n’ — m/ nie jest podzielne przez 4, musza to byé dwa rézne
wierzchotki kwadratu. Jesli okaze sie, ze sa to wierzchotki naprzeciwlegle lina peknie natychmiast. Natomiast, jesli
beda to wierzcholki sasiednie, to po przejechaniu kolejnych m’ i n’ odcinkéw samochody znajda sie w przeciwleglych
wierzchotkach, co rowniez spowoduje pekniecie liny.

Zalézmy teraz, ze n’ —m’ jest wielokrotnoscia 4. Najpierw zauwazmy, ze oba samochody znajdg si¢ w rogu nie
wezesniej niz gdy wolniejszy samochdd pokona m’ odcinkéw. W przeciwnym wypadku po pokonaniu s < m’ odcinkéw
przez samochéd wolniejszy, szybszy pokonatby -* -n' odcinkéw, co nie moze by¢ liczba catkowita, poniewaz m' i n’ s
wzglednie pierwsze. Zatem pierwszy raz oba auta znajda sie jednocze$nie w rogach, gdy wolniejszy samoch6d pokona
m/, a szybszy n’ odcinkéw. ZalozyliSmy, ze n’ — m/ jest wielokrotnoscig 4, zatem oba samochody znajda sie w tym
samym wierzchotku. MozZemy na ta sytuacje patrze¢ tak, jakby cala trasa zaczynala sie od nowa (mozliwe, ze z innego
wierzcholka), zatem lina nigdy nie peknie.

Pozostaje znalezé najmniejsza warto$é n > 24, dla ktérej réznica n’ — m' jest podzielna przez 4. Skoro m’ i n' sg
wzglednie pierwsze, to nie moga byé réwnoczesnie parzyste, wiec muszg by¢ nieparzyste. Poniewaz m’ jest dzielnikiem
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m = 24, wiec jedynymi mozliwymi wartosciami sg 1 i 3. Jedli m’ = 1, to najmniejsza liczba, dla ktérej n’ — 1 jest

wielokrotnoscig 4 jest n’ = 5. Wtedy n = % -5 =120. Jedli m' = 3, to najmniejsza liczba wzglednie pierwsza z 3, dla
ktérej n' — 3 dzieli sie przez 4 jest 7. W tym przypadku n = % -7 = 56. Skoro 56 jest mniejsze niz 120, to szukana
najmniejsza wartoscia n jest 56.

Zadanie 47. Przy okraglym stole 2025 graczy gra w gre. Pod koniec kazdej rundy gracz, ktéry przegral oddaje
kazdemu z pozostaltych 2024 graczy liczbe monet réwna liczbie monet, ktéra tamten obecnie posiada (zatem rézni
gracze moga otrzymaé rézng liczbe monet). Po 2025 rundach kazdy gracz posiada doktadnie 23°°° monet. Co wiecej,
zaden z graczy nie byt zadluzony w trakcie trwania gry. Wyznacz ile monet posiadal gracz, ktory przegral w pierwszej
rundzie, jesli kazdy z graczy przegral dokladnie jedna runde.

Wynik. 2975 4+ 2025 - 22999

Rozwigzanie. Oznaczmy graczy numerami 1, 2, ..., 2025, a liczbe monet posiadanych przez gracza p po r rundach jako
myp, . Bez straty ogélnosci, zatézmy, ze gracz 1 przegral w pierwszej rundzie, gracz 2 w drugiej, i tak dalej. Oznaczmy
przez M = 23990 liczbe monet posiadanych przez wszystkich graczy pod koniec gry.

Od przegranej w p-tej rundzie, liczba monet posiadanych przez gracza p podwaja sie az osiagnie M pod koniec gry.

Zatem w rundach r > p, liczba monet wynosi
M

Mp,r = 520257

Skoro gracz r przegral w rundzie o numerze r, to stracil wtedy liczbe monet réwna liczbie monet posiadanych przez
pozostalych graczy. Laczna liczba monet w grze jest rowna 2025M , wiec

My y = My pr—1 — Zmp,r—l = Myyr—1 — (2025M - mr,r—1)~
pFET
Przeksztalcajac rownanie, otrzymujemy

My n 2025M M 2025M

Mr,r—1 = 2 2 T 92026—r + 2
Podstawiajac r = 1, otrzymujemy szukany wynik
M 2025M 975 2999 975 2024
53055 5 = 277420252 =2 - (142025 - 220%4) .

Zadanie 48. Kacper ma trzy identyczne papierowe modele powierzchni bocznej stozka. Podstawa kazdego stozka jest
koto prostopadte do osi taczacej jego srodek z wierzchotkiem stozka, przy czym to kolo nie jest czescia papierowych
modeli. Kacper umieécil dwie powierzchnie stozka wierzchotek przy wierzchotku w taki sposob, aby wspdétdzielity
tworzaca stozka, a nastepnie przecial oba modele wzdluz tej tworzacej i potaczyt je tworzac wigksza powierzchnie boczna
stozka (jak pokazano na rysunku). Objeto$é utworzonego pelnego stozka wynosila 10. Nastepnie Kacper potaczyt
w taki sam sposéb te wieksza powierzchnie boczng stozka z trzecim modelem, chcac zmierzy¢ objetosé stozka, ktory
powstanie. Okazalo sig, ze objeto$¢ powstaltego stozka wynosi zero. Jaka byta objetosé oryginalnego stozka?

’*‘

Rozwigzanie. Fakt, ze ostateczny stozek ma zerowa objeto$¢ oznacza, ze polaczenie trzech identycznych powierzchni
bocznych daje catkowicie plaski ksztalt — pelne kolo. Oznacza to, ze kazda pojedyncza powierzchnia boczna stozka, po
splaszczeniu, odpowiada wycinkowi kota o kacie srodkowym 120°. Niech [ bedzie dlugoscia tworzacej oryginalnego
stozka, a r promieniem jego podstawy. Skoro kat srodkowy ma miare 120°, to [ = 3r.
Powierzchnia boczna stozka posredniego, utworzonego przez potaczenie dwoch modeli, jest wycinkiem kota o kacie
$rodkowym 240°, czyli ma promien podstawy 2r. Stosujac wzér na objeto$¢ stozka i twierdzenie Pitagorasa dostajemy
1 45
10= L2y @E = Vo
3 3
Dzieki temu obliczamy objetos¢ pierwotnego stozka jako

1
§7rr2 (3r)2 —r2 = =3 = V/10.
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Zadanie 49. Dla ilu dodatnich liczb catkowitych n < 200 réwnanie

JHETER

ma co najmniej jedno rozwiazanie x bedace liczba calkowita, gdzie 1 < x < 2007
Uwaga: Symbol |t] oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza badz réwna liczbie rzeczywistej t.
Wynik. 82

Rozwigzanie. Jezeli n jest wielokrotnoscig 5, to lewa strona réwnania jest wielokrotnoscia 5, wiec w takim przypadku
nie mamy rozwiazan. Co wiecej, dla n = 1, lewa strona rownania jest zawsze nieujemna, wiec réwniez nie daje nam to
rozwiazania. We wszystkich innych przypadkach, jesli zignorujemy ograniczenie x < 200, rozwiazanie zawsze istnieje.
Przeksztalémy réwnanie do postaci

5|5l =nla] -1 (©)

Teraz lewa strona jest zawsze wielokrotnoécia 5, mozemy wiec przeanalizowaé rozwiazania na podstawie wartosci
n mod 5.

Jeslin =5k + 4, to x =n+ 1 =5k +5 jest rozwiazaniem (obie strony (O) sa réwne x), czyli wszystkie liczby
tej postaci sa poprawne (40 liczb). Jesli n = 5k + 3, to prawa strona réwnania jest wielokrotnoscia 5 i potrzebujemy
|2/n] > 3, co nie jest mozliwe dla n > 67, poniewaz wymagaloby to wartosci = wiekszej niz 200. Dla n < 66 (13 liczb)
bierzemy x = 3n + 1, co sprawia, ze obie strony () sg réwne x. W podobny sposéb, jesli n = 5k + 2, to potrzebujemy
|z/n| > 2, co nie jest mozliwe dla n > 101, a dla pozostalych przypadkéw bierzemy z = 2n + 1 (20 liczb). Ostatecznie,
jesli n = 5k + 1, to jedynie wartosci n < 50 sa dopuszczone, a dla nich = 4n 4+ 1 (10 liczb, ale 1 nie daje poprawnego
wyniku, zostawiajac 9 poprawnych liczb). Lacznie mamy wiec 40 + 13 + 20 4+ 9 = 82 takich wartosci.

Zadanie 50. Adam ma nieograniczona liczbe symetrycznych dwudziestosciennych kostek, ktérych scianki sa ponu-
merowane od 1 do 20. Rzuca jednoczesnie wybrang liczba kostek, chcac uzyskaé¢ dokladnie jedna lub dwie jedynki
w jednym rzucie. Ile kostek powinien wybraé, aby zmaksymalizowaé prawdopodobienstwo sukcesu?

Wynik. 28

Rozwigzanie. Prawdopodobienstwo, o ktérym mowa w zadaniu, jest sumag prawdopodobienstw, ze wypadnie dokladnie

jedna jedynka
n—1
1 19
P = — —
L= (20) (20)

oraz prawdopodobienstwa, ze wypadna doktadnie dwie jedynki
n\ (1) [19\"?
P = — — .
2 20 20

1 19\"

Interesuje nas dla jakiego n otrzymamy a,4+1 < a, czyli

1
%(n + 1)(n+38) < n(n+37),

Sume P; + P> mozemy uprosci¢ do

Qanp

co mozemy uproéci¢ do wyrazenia

n®—n—1722>0.
Dla dodatnich liczb catkowitych n otrzymujemy, ze n > 28. Mozemy uniknaé¢ bezposredniego rozwiazywania réwnania
kwadratowego szacujac (n — %)2 > 722, co daje n > 28. To wykazuje, ze ciag a, najpierw rosnie, a pézniej maleje,
a jego najwiekszg wartoscia, jest 28.

Zadanie 51. Punkt D lezy na boku AC trdojkata ABC w taki sposéb, ze AD = BC oraz BD = CD. Ponadto
/ZBAC = 30°. Wyznacz wszystkie mozliwe miary kata DBA w stopniach.

Wynik. 30 oraz 110

Rozwigzanie. Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABD. Wtedy Z/DOB = 2/BAD = 60°, wiec
trojkat BDO jest réwnoboczny. W szczegdlnosci, AO = DO = BD = CD. Uzywajac AD = BC dostajemy przystawanie
réwnoramiennych tréjkatow AOD i CDB. Oznaczajac v = LACB, dostajemy L/CBD = /DAO = ZADO = ~.
Przeanalizujemy teraz trzy przypadki, w zaleznosci od polozenia punktu O wzgledem kata BAC.

Najpierw przyjmijmy, ze O lezy poza tym katem, blizej potprostej AB niz AC. W tym przypadku mamy

180° = ZADO + ZODB + /BDC =~ + 60° + (180° — 27) = 240° — ~,
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zatem v = 60° i nietrudno otrzymujemy ZDBA = 30°.

Teraz niech O lezy poza katem ZBAC, blizej pétprostej AC. Wtedy ZOBA = ZBAO = 30° + v, a zatem
LCBA=/0BA+ £ZDBO + ZCBD = (30° + ) +60° + v = 90° + 2+

oraz

180° = ZBAC + ZCBA + ZACB = 30° + (90° + 2y) + v = 120° + 31,
wiec v = 20°. Stad ZDBA = 90° 4+ v = 110°.

Wreszcie udowodnimy, ze O nie moze leze¢ we wnetrzu kata BAC przy danych zalozeniach. Istotnie, w takim
przypadku mieliby$my ZDOA > 120°, ale ZBDC < 180° — 60° = 120°, wiec trojkaty AOD i BDC nie moglyby by¢
przystajace.

Zadanie 52. Niech f bedzie funkcja, ktéra przypisuje kazdej parze nieujemnych liczb catkowitych nieujemng liczbe
catkowita i ktora jest okre$lona przez nastepujace warunki:

e Dla kazdego z: f(z,z) = 0.

e Dla kazdych z,y: f(z,y) = f(y,x).

e Dla kazdych z,y: f(2z,2y) = f(x,y).

e Dla kazdych z,y: f(2z+ 1,2y + 1) = f(z,y).
e Dla kazdych z,y: f(2z + 1,2y) = f(x,y) + 1.

Wyznacz sume wszystkich nieujemnych liczb catkowitych ¢ < 60, dla ktérych f(20,¢) =

Wynik. 415

Rozwigzanie. Przygladajac sie wlasnosciom funkeji dochodzimy do wniosku, ze f(x,y) zlicza liczbe rézniacych sie
pozycji w zapisie dwojkowym liczb x i y. Istotnie, mozemy patrzeé¢ na jej dzialanie jak na algorytm rekursywny; niech
' =lz/2] 1y = |y/2], to jest 2’ i ¢’ otrzymujemy przez usuniecie ostatniej cyfry (jednosci) z i y, odpowiednio.

e Jedli z =y, to f(x,y) =0, co oznacza, ze nie ma rézniacych sie bitéw.
e Jesli zaréwno x 1 y sa parzyste, to ich ostatnie cyfry sa sobie réwne, zatem usuwamy je i obliczamy f(z’,y").

e Jesli obie te liczby sa nieparzyste, to ich ostatnie cyfry dalej sa sobie réwne, co pozwala nam na takie same
usuniecie ostatniej cyfry i pozostawia f(z’, ).

e Jedli jedna liczba jest parzysta, a druga nieparzysta to ich ostatnie cyfry sg rézne, zatem zwieszamy licznik o jeden
i ponownie otrzymujemy f(x',y’).

Ten proces sprowadza si¢ do poréwnywania liczb bit po bicie i zwiekszaniu licznika dokladnie wtedy, gdy odpowiadajace
sobie bity sie réznia.

Teraz pozostaje nam znalezé sume wszystkich nieujemnych liczb catkowitych ¢ < 60, dla ktérych f(20,¢) = 2. To
oznacza, ze szukamy liczb ¢ o co najwyzej szeéciu cyfrach w zapisie binarnym, ktére réznig sie od 20 = 0101002 na
dokladnie dwéch pozycjach (zauwazmy, ze 61, 62, 63 nie mozna otrzymaé przez zmiane dokladnie dwdch bitéw w zapisie
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dwéjkowym 20). Aby obliczy¢ calkowita sume przeanalizujmy jaki wklad w nia maja poszczegdlne bity. Poniewaz
wybieramy dwa bity do zmiany sposréd sze$ciu to mamy (g) = 15 takich liczb. Kazdy bit jest zmieniony w doktadnie
pieciu sposrdd tych szesciu liczb (odpowiadajacych przypadkom, gdy ten konkretny bit i pewien z pozostalych pigciu
sa zmienione) i pozostaje taki sam w pozostalych dziesieciu liczbach. Teraz zliczymy wklad poszczegdlnych zmian.

Pieé liczb ma zmienionych ostatni bit, co wnosi 5 - 2° do szukanej sumy, a pozostale dziesieé liczb nie zmienia tego
bitu. Podobnie, pie¢ liczb ma zmieniony drugi bit, dodajac 5-2' do sumy. Kontynuujac w ten sposéb widzimy, ze wktad
kolejnych bitéw to: 10 - 22 (ten bit wnosi coé do sumy w dziesieciu przypadkach, gdy nie jest zmieniony), 523, 10 - 24
oraz 5 - 2°. Stad tatwo wynika, ze catkowita suma to

5 (0101005 + 1111115) = 5 - (20 + 63) = 415.

Zadanie 53. Marzena narysowala siatke 45 x 45 i policzyta w niej kwadraciki 1 x 1 uswiadamiajac sobie, ze jest
ich 2025. To bardzo ja zmartwilo, bo z powodéw osobistych woli ksztalty sktadajace sie z 2024 kwadracikow. Aby to
naprawi¢, chce usunaé jeden kwadracik z brzegu siatki, a nastepnie policzy¢ wszystkie mozliwe kwadraty (niekoniecznie
1 x 1) w uzyskanej siatce. Marzena jest przesadna i obawia sie liczb podzielnych przez 13, wiec chce tak wyciaé ten
kwadracik, zeby calkowita liczba kwadratéw w uzyskanej siatce nie byta podzielna przez 13. Rysunek ponizej ilustruje
przyktad: siatka 5 x 5 z usunietym jednym brzegowym kwadracikiem i kwadrat 2 x 2 w uzyskanej siatce. Na ile sposobéw
Marzena moze wybra¢ usuwany brzegowy kwadracik, aby spelni¢ swoje warunki?

Wynik. 152

Rozwigzanie. Calkowita liczba kwadratow w oryginalnej siatce 45 x 45 jest wyrazona przez
1
S:12+22+...+452:6-45-46-91.

Kiedy Marzena zabiera jeden kwadracik 1 x 1 z brzegu, calkowita liczba kwadratow maleje o R, czyli liczbe kwadratow
zawierajacych usuniety kwadracik. Skoro S dzieli sie przez 13, to liczba pozostalych kwadratow dzieli sie przez 13
wtedy i tylko wtedy, gdy R dzieli sie przez 13. Musimy zatem sprawdzi¢, kiedy warto$ci R dziela sie przez 13.

Aby wyznaczy¢ R zauwazmy, ze kazdy kwadrat X zawierajacy dany kwadracik brzegowy z jest jednoznacznie
wyznaczony przez taki wybor dwoch naroznych kwadracikéw X lezacych wzdtuz brzegu, ze x lezy pomiedzy nimi
(kwadraciki narozne moga sie pokrywaé z z). Dla kwadraciku brzegowego na pozycji n wzdluz jednego boku (liczac od
wierzchotka) liczba wszystkich kwadratéw zawierajacych go wynosi zatem

R =n(46 — n).

Musimy wiec wyznaczy¢ te wartosci n, dla ktérych wartosé wyrazenia n(46 — n) jest podzielna przez 13, zeby wiedzie¢
ktérych pozycji nalezy unikaé. Po sprawdzeniu dla 1 < n < 23 (symetria pozwala nam rozwazaé tylko polowe boku),
otrzymujemy podzielno$¢ rozwazanego wyrazenia przez 13 dla n = 7, 13 1 20. Zatem na kazdym boku siatki znajduje sie
szes¢ takich kwadratéw i zaden z nich nie znajduje sie na rogu, wiec cala siatka zawiera 4 - 6 = 24 kwadraty brzegowe,
ktorych nalezy unikaé. Catkowita liczba kwadratéw brzegowych wynosi 4 - 44 = 176, zatem Marzena moze wybieraé
sposréd 176 — 24 = 152 kwadratéw do usuniecia.

Zadanie 54. Zajac i Z6lw uczestnicza w wyscigu. Z6lw porusza sie wolno ze stala predkoscia. Zajac porusza sie
6 razy szybciej, ale za kazdym razem, gdy poruszy sie 9 metréow do przodu, wraca sie o 7 metréw. Rozwazmy czas
od rozpoczecia wyscigu do momentu kiedy po raz ostatni spotkaja sie na trasie. Przez jaki ulamek tego czasu Zétw
prowadzil w wyscigu?

Wynik. %
Rozwigzanie. Zajac biegnie do przodu 9 metréw, ale potem cofa sie o 7 metréw, zyskujac w efekcie 9 — % = %5 metréw
do przodu i tracac 7 + % = % metréw do tylu. Aby uprosci¢ analize, rozwazmy uklad odniesienia, w ktérym Zétw jest
nieruchomy.

W tym nowym ukladzie, predkos¢ wsteczna Zajaca przewyzsza jego predko$¢ do przodu. W rezultacie czas nie jest
generalnie proporcjonalny do catkowitej odleglosci przebytej przez Zajaca. Jednak ta proporcjonalnosé obowiazuje
w przedziatach, ktére zaczynaja sie i koncza, gdy Zajac i Zotw spotykaja sie. Wynika to z faktu, ze w kazdym takim
przedziale Srednia predko$é Zajaca pozostaje taka sama, poniewaz odleglosci pokonane przy obu predkosciach (do
przodu i do tytu) sa réwne. Co wiecej, dostosowanie ruchu Zajaca do stalej $redniej predkosci w tych przedziatach
zachowuje catkowity czas i pokonana odleglto$é. Ponizsze wykresy odleglosci do czasu wizualizujg przesuniecie od
rzeczywistej do éredniej predkosci Zajaca.
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Nastepnie rozwazamy cykle Zajaca, zdefiniowane jako okresy, w ktérych najpierw porusza sie calkowicie do przodu,
a nastepnie catkowicie do tylu. Dla tatwiejszych obliczen skalujemy wszystkie odleglosci przez wspoélczynnik 6. Po
przeskalowaniu Zajac porusza sie 45 metrow do przodu i 49 metréw do tytu na cykl, spedzajac pewng czes¢ kazdego
cyklu za Zélwiem: 4 metry w pierwszym cyklu, 12 metréw w drugim, itd. Kazdy cykl obejmuje 94 metry, wiec ostatni
pelny cykl jest jedenastym, w ktérym Zajac spedza 84 metry za Zétwiem 1 koficzy 44 metry za Zotwiem. Po tym Zajac
biegnie jeszcze 46 metréw do ich ostatniego spotkania, spedzajac 44 metry z nich za nim.

Catkowity dystans pokonany przez Zajaca do tego ostatniego spotkania wynosi 11 - 94 4+ 46 = 1080 metréw. Z tego
dystans spedzony za Zétwiem wynosi (4 + 12 + ... + 84) 4 44 = 528 metréw. Tak wiec utamek dystansu, jaki Z6tw
przebyt na prowadzeniu do ich ostatniego spotkania, wynosi 1502880 = %, a zgodnie z powyzszymi argumentami pokrywa
sie to z poszukiwanym ulamkiem czasu.

Zadanie 55. Kuba otrzymal w prezencie ciag liczbowy {a,}52 ; o wyrazach poczatkowych a; = 1, ay = 3, spelniajacy

zaleznosé rekurencyjng

2 2 2
a‘n-i—l + 3an - 4an—1 = 4Cln : (a"rH-l - an—l) + 2n —1

dla kazdego n > 2. Jednakze cigg ten nie jest jednoznacznie zdefiniowany przez te zaleznosé. Aby rozwiagzaé te
niejednoznaczno$é, Kuba obliczat wyrazy ciagu jeden po drugim, zawsze wybierajac najwicksza z wartodci, jesli jest
wiecej niz jedna mozliwoéé. Ile wynosi aq37

Wynik. 12274

Rozwigzanie. Przeksztalcajac zalezno$¢ rekurencyjna, otrzymujemy

2 2 2 2
a1 +4a, —ay, —4a;, | —4a, - apyp1 +4a, - ap1 =20 -1,

co mozna uproéci¢ nastepujaco
(A1 —2-an)? = (an —2-an_1)? =2n — 1.

Skoro (ag —2-a1)?=(3-2)2=1=121(n—1)? + 2n — 1 = n?, to latwo mozna pokazaé, ze
(A1 —2-an)? = (ap —2-an_1)* +2n—1=n2
Otrzymujemy dwie mozliwe wartosci a,41
pn41 =2 -ap+n lub apy1=2-a, —n.
Skoro Kuba zawsze wybiera najwieksza mozliwg wartos¢, zawsze wybiera
Ant1 =2 ap +n.
Uzywajac zaleznosci rekurencyjnej od a; = 1, otrzymujemy
aiz=1-2"24+1.2" 4+ 2.21043.9219 4 4 12.20
To réwnanie upraszczamy nastepujaco

a3 =1-21241.2% 4 2.2104.3.929 4 4+12.20
=224 (2 4210 420+ (210 2% 2 (202 20 (28 20+ 2°
=222+ M-+ 22D+ (2 1)
=224+ (28 -1)-13
= 4096 + 8192 — 14 = 12274.

Zatem warto$¢ a1z jest réwna 12274.
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Zadanie 56. Na rysunku przedstawiono okrag oraz dwie jego cieciwy, ktore sa do siebie prostopadte. Diugosci dwoch
odcinkéw zostaly zaznaczone (kazdy z tych odcinkéw jest krotszy od pozostalej cze$ci odpowiadajacej mu cieciwy).

Ponadto stosunek szarego pola do biatego pola to ?:;5 Wyznacz dlugosé promienia tego okregu.

Rozwigzanie. Rozwazmy odbicie obu cieciw wzgledem $rodka okregu. WprowadZmy oznaczenia na odpowiednie pola
i dtugosci odcinkdéw, jak na rysunku.

Al A5

a

As

Widaé, ze Ay = Az 1 Ay = A4 + As. Oznacza to, ze pole szarej czesci jest réwne
G=A+ Ay = A3+ Ay + A5,
a pole biatej
W=A3—|—A4+A5—|—ab:G+ab.

Biorac pod uwage znany stosunek pol
G 5m—2

G _
W G+4+ab 5r+2

mozemy zapisaé
1
Rozwazmy teraz pole calego okregu, ktérego promien oznaczamy przez 7:

777’2:G+W:2G+ab:5§ab

lub 2r2 = 5ab. Dwa kolejne réwnania otrzymujemy, zauwazajac, ze mozemy przemieéci¢ odcinki na dwa, sposoby,
tworzac trojkaty prostokatne wpisane w okrag.

Dostajemy wiec uklad réwnan:
2r? = bab,
4r? = a® + (24 D)%,
4r% = (4 +a)® + V7,
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ktory moze by¢ tatwo rozwiazany. Poprzez poréwnanie ostatnich dwéch réwnan mamy b = 2a + 3, co mozna wstawié

do pierwszych dwéch réwnan, otrzymujac réwnanie kwadratowe z niewiadoma a. Jedno z rozwiazan (a = —g) nie ma

sensu w kontekscie zadania, co daje rozwigzanie a =1, b =15 oraz r = %

Zadanie 57. Na kazdym ze 160 pieter drapacza chmur znajduja sie cztery mieszkania oraz prowadzacy do nich
korytarz, ktory ma dwoje niezaleznych drzwi wejSciowych. Kazde z mieszkan ma jedne drzwi i mieszka w nim jedna
osoba. We wszystkich drzwiach zostang zamontowane zamki, a klucze do nich rozdysponowane w taki sposéb, aby kazdy
mieszkaniec mial dostep do swojego mieszkania (w tym prowadzacego do niego korytarza), ale nie mial dostepu do
zadnego innego mieszkania. Dopuszczone jest posiadanie dostepu do innych korytarzy. Kazdy z zamkéw ma pasujacy do
niego klucz. Mozna zamontowaé taki sam zamek w wielu drzwiach, a dowolna liczba kopii pasujacych do niego kluczy
moze zostaé¢ rozdysponowana pomiedzy mieszkancéw. Kazdy z mieszkancoéw moze posiadaé¢ dowolna liczbe kluczy.
Firma montujaca zamki chce zminimalizowaé koszty produkcji kluczy. Wyprodukowanie nowego klucza kosztuje 3 zl,
a jego kopii 2 zl. Jaki jest minimalny koszt wyprodukowania wszystkich kluczy, aby powyzsze warunki byly spelnione?

Wynik. 2432

Rozwigzanie. Rozwazmy optymalny pod wzgledem kosztéw uktad zamkow i kluczy; jasne jest, ze w takim przypadku
zaden mieszkaniec nie posiada wiecej niz dwoch kluczy. Pokazemy ponadto, ze mozemy zalozy¢ bez utraty ogdlnosci, ze
na kazdym pietrze jest dokladnie jeden (lub réwnowaznie, co najmniej jeden, poniewaz nie moze by¢ wiecej niz jeden)
mieszkaniec, ktéry posiada tylko jeden klucz. Ten klucz zapewnia dostep zaréwno do jego mieszkania, jak i do jednych
z drzwi na korytarz, podczas gdy pozostali trzej mieszkancy tego pietra korzystaja z drugich drzwi na korytarz.

Zal6zmy, ze nie jest tak na pewnym pietrze. Wtedy jedne z drzwi wejSciowych na korytarz, D, sa uzywane przez co
najwyzej dwoch z czterech mieszkancéw — mieszkanca a i ewentualnie mieszkanca b. Jesli zaden z czterech mieszkancow
nie moze otworzy¢ D, wybieramy jednego z nich arbitralnie i traktujemy dalej jako a. Modyfikujemy system kluczy
w nastepujacy sposob: wymieniamy zamek w drzwiach D na zupelnie nowy i instalujemy ten sam zamek w drzwiach
pokoju a. W rezultacie a potrzebuje teraz tylko jednego klucza, ktory kosztuje 3, podczas gdy poprzednie dwa klucze
mialy taczny koszt co najmniej 2 + 2 = 4. To zmniejsza catkowity koszt o co najmniej 1.

Co wiecej, jesli mieszkaniec b istnieje, przypisujemy mu klucz do korytarza tak, aby pasowal do innych drzwi
korytarza na tym pietrze, co nie zwigksza catkowitego kosztu. Jednak w ten sposéb b moze skonczy¢ z kombinacja
kluczy umozliwiajaca dostep do mieszkania na innym pietrze; aby to naprawi¢, wymieniamy zamek w mieszkaniu b na
zupelnie nowy, co zwigksza koszt maksymalnie o 1.

Poniewaz calkowity koszt nie wzrasta w trakcie tego procesu, wnioskujemy, ze zalozona konfiguracja jest co najmniej
tak optacalna, jak kazda inna. Dlatego w dalszej czesci zakladamy, ze na kazdym pietrze jest doktadnie jeden mieszkaniec
z jednym kluczem.

W ten sposéb problem sprowadza sie do minimalizacji kosztu klucza dla 160 pieter, gdzie kazdy korytarz ma tylko
jedno wejscie i trzy oddzielne mieszkania. Niech bedzie n réznych typéw kluczy 1,2, ..., n. Kazdy mieszkaniec otrzymuje
jeden klucz do swojego mieszkania i jeden klucz do korytarza, a te dwa klucze nie moga by¢ tego samego typu. Ponadto,
dwaj mieszkancy nie moga mieé tej samej pary typéw kluczy, poniewaz oznaczaloby to, ze maja dostep do tego samego
pokoju. Dlatego liczba prawidlowych par kluczy wynosi %n(n —1).

Poniewaz rozprowadzamy tacznie 3 - 160 = 480 par kluczy, wyznaczamy dolne oszacowanie dla n z nieréwnosci

1
in(n —1) > 480.

Rozwiazujac réwnanie dla dodatniej liczby catkowitej n, znajdujemy n > 32. Teraz pokazemy, ze mozliwe jest uzycie
doktadnie n = 32 réznych typ6w kluczy. Aby to osiagnaé, dzielimy 160 pieter na 32 grupy po 5 pieter kazda. Przypisanie
kluczy przebiega nastepujaco (pierwszy klucz w parze jest dla korytarza, a drugi dla mieszkania):

e W pierwszej grupie 15 mieszkancéw otrzymuje nastepujace pary kluczy: (1,2), (1,3),...,(1, 16).
e W drugiej grupie przypisujemy pary kluczy: (2,3),(2,4),...,(2,17).

e Kontynuujemy rozdawanie kluczy w taki sposéb jak powyzej, wtedy mieszkancy z grupy 31 otrzymuja pary
kluezy: (31,32),(31,1),...,(31,14).

e Ostatnia (32 grupa) otrzymuje nastepujace pary kluczy: (32,1),(32,2),...,(32,15).

Latwo zauwazy¢, ze ten rozktad spelnia podane powyzej warunki. Dlatego n = 32 jest minimalna wymagana liczba
unikalnych kluczy, do ktérej dodajemy 928 kopii, aby mieé¢ wszystkie 160 - 3 - 2 = 960 kluczy.

Uwzgledniajac mieszkancéw posiadajacych tylko jeden klucz, nalezy wyprodukowaé tacznie 32 + 160 = 192 unikalne
klucze. Tak wiec ostateczny koszt wynosi 192 - 3 + 928 - 2 = 2432.
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