Problema 1. Literele din dreptunghiuri sunt cifre nenule si distincte. Intersectiile dintre dreptunghiuri contin suma
celor doua cifre din acestea. Determinati valoarea numarului NABO.J.
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Raspuns. 14325

Solutie. Suma 16 se obtine ca 94 7. Cum R = 9 conduce la contradictia J = N = 3, obtinem S = 9 si R = 7. Treptat,
se obtin valorilor: J =5, N=1,Q=6,B=3, P=8, A=45si O=2. Obtinem NABOJ = 14325.

Problema 2. Cate rotatii complete trebuie sa faca roata C' pentru ca toate rotile sa revina in pozitiile lor initiale?

Solutie. Roata A are 14 dinti, roata B are 6, si roata C' are 15. Mai intai sa determinam cel mai mic numéar de dinti
pentru care toate rotile se invart pana se intorc in pozitiile initiale, care este multiplu de 14, 6 si 15, adica 210. Roata
C trebuie rotita de 210/15 = 14 ori.

Raspuns. 14

Problema 3. Care este cel mai mare numar de 10 cifre cu proprietatea ca Intre oricare pereche de doua cifre identice
gasim cel putin o cifra mai mica ca cele doua identice?

Raspuns. 9897989 698

Solutie. incepem cu prima cifra egala cu 9 si construim numarul spre dreapta. Urmatoarea cifra nu poate fi 9, deci
alegem 8. Apoi putem adduga 9. Urmatoarea cifra nu poate fi 9 sau 8, deci vom adauga 7. Apoi punem iar 9 si nu vom
putea adauga cifrele {9, 8,7}, deci raméane sa addugdm 6. Obtinem numarul n = 9897989 698. Acesta este numarul
cerut.

Problema 4. Care este cea mai mica posibila valoare a lungimii laturii unui patrat care poate fi acoperit, fara
suprapuneri, cu figuri in forma de L ca cea din figura?

Raspuns. 6

Solutie. Aria patratului trebuie sd fie multiplu de 3, si este simplu de observat ca un patrat 3 x 3 nu poate fi acoperit.



Un aranjament pentru un patrat 6 x 6 este prezentat in figura.

Problema 5. In trapezul isoscel ABCD de baze AB si CD, avem BC = CD = AD. S este mijlocul laturii DC
si X un punct pe AB astfel incat XS este paraleld cu BC. Stiind ca perimetrul lui ABCD este 50 si perimetrul lui
AXSD este 38, determinati perimetrul paralelogramului X BCS.
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Raspuns. 36
Solutie. Obtinem XB 4+ CS =2-CS = CD = 12, deci perimetrul cerut este 12 + 12+ 6 + 6 = 36.

Problema 6. FElaine a ales un numar de doud cifre nenule si l-a inmultit cu numarul de doua cifre obtinut prin
scrierea cifrelor in ordine inversa, obtinand un numar de patru cifre care incepe cu cifra 3 si se termina cu cifra 7. Care
este cel mai mare numar dintre cele doua inmultite?

Raspuns. 93

Solutie. Observam ca 1-7="T7si 3-9 = 27. Produsul 1771 nu are ca rezultat un numar de patru cifre. 39-93 = 3627,
deci raspunsul este 93.

Problema 7. Kurt joaca un joc cu un pachet standard de 52 de carti. Atunci cand ii vine randul, un jucator poate
sa traga o carte sau sa puna jos o carte din mana care sa aiba acelasi numar sau aceeasi culoare cu cartea de deasupra
gramezii cartilor de joc. In rundele anterioare, Kurt nu a avut noroc si atras foarte multe carti, ceea ce l-a facut sa
se Intrebe: care este numarul minim de carti IV pe care trebuie sa il aiba in méana astfel incat indiferent de numarul
cartilor pe care le detine si indiferent de cartea de deasupra gramezii de joc, sa fie sigur ca poate pune cel putin o carte
din mana peste gramada de joc?

Raspuns. 37

Solutie. Dacd Kurt detine toate combinatiile de trei culori si 12 numere (in total 3 - 12 = 36 carti), atunci este posibil
ca in gramada de joc cartea de deasupra sa fie din a patra culoare si din numarul lipsa. De aceea, numarul N este cel
putin egal cu 37.

Problema 8. Heptagonul ABCDEFG este compus din sase poligoane ce au in comun varful S: trei triunghiuri
echilaterale (ABS, CDS, FGS), doua triunghiuri dreptunghice isoscele (BC'S, GAS cu unghiurile drepte C si, respectiv
G), si patratul (DEFS). Determinati masura in grade a unghiului SAE.

E



Raspuns. 15

Solutie. Cum triunghiul FGS este echilateral, obtinem F'S = G.S. De aceea, triunghiurile dreptunghice GAS si EFS
sunt congruente, deci S = AS. Atunci triunghiul EAS este isoscel. Folosind ZESA = 45° + 60° + 45° = 150°,
obtinem /SAE = 1(180° — ZESA) = 15°.

Problema 9. Cate triunghiuri care sa nu contina in interiorul lor partile gri sunt in figura?

Raspuns. 34
Solutie. Scriem in fiecare triunghi cite triunghiuri se pot forma cu acesta si care il contin ca varf sau colt ( depinde
de orientarea sa ).
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Suma numerelor este numarul de triunghiuri.

Problema 10. Numim un numar de patru cifre interesant daca are urmaéatoarea proprietate: daca cifra sutelor este
inlaturata, numarul de trei cifre ce se obtine este de noua ori mai mic decat numarul initial. Spre exemplu, numarul
2025 este interesant deoarece 225 = é - 2025. Determinati cel mai mare numar interesant de patru cifre.

Raspuns. 6075

Solutie. Fie N = abcd un numar interesant si fie n = cd. Atunci N = 1000a + 100b + n si cAnd inlaturam cifra sutelor,
obtinem numarul M = 100a 4+ n. Inmultindu-1 cu 9, avem

9(100a + n) = 1000a + 1006 + n

de unde
25(a +b) = 2n.

Din aceasta egalitate afirmam ca a + b este numar par mai mic ca % = &, deoarece n < 100. Acest lucru implica ca
a + b este cel mult 6 si pentru a maximiza numarul N, alegem a = 6 si b = 0, obtinand n = 75. Se verifica simplu ca

numarul N = 6075 satisface conditia ceruta.

Problema 11. Un vapor poate transporta trei tipuri de lichide simultan: etanol, ulei si mercur. Fiecare lichid se
poate transporta intr-o cantitate maxima astfel: 10 tone etanol, 30 tone ulei si 60 tone mercur. In drumul siu de la
Praga la Hamburg, vaporul este incarcat cu 85 tone de lichide din cele trei. Pe drumul de intoarcere, vaporul este
incarcat cu acelasi numar de tone de etanol, dublul numarului de tone de ulei si o treime din numarul tonelor de mercur
fata de numarul tonelor din primul voiaj. Cate tone transporta vaporul la intoarcere?

Raspuns. 60

Solutie. Cum vaporul a transporta 85 tone In primul voiaj, a trebuit sa transporte cel putin 15 tone de ulei. Dar cum,
la intoarcere numarul de tone de ulei s-a dublat, vaporul putea transporta cel mult 15 tone de ulei. Din aceste motiv,
vaporul putea sa transporte in primul voiaj cantitatea maxima de etanol si mercur. La intoarcere vaporul a transportat

1
10+2-15+§-60:60.

tone de marfa.



Problema 12. Determinati numérul de acoperiri, fara suprapunere, cu piese domino, ale portiunii din desen colorata
cu gri, unde fiecare piesd acopera exact doud patratele adiacente. O piesd domino ( desenata alaturat ca un dreptunghi
alb ) poate fi rotita.

Nota: Aranjarile care difera prin rotatie sau reflexie a intregii figuri sunt considerate distincte si nu se admite ca o
piesa sa fie pusa partial peste zona gri.

Raspuns. 8

Solutie. Sa ncepem sa acoperim forma dintr-unul dintre colturile interioare ca in diagrama (1); Existd doud moduri
de a plasa un domino, dar acestea conduc in mod clar la situatii complet simetrice. Prin urmare, putem selecta una
dintre ele si iInmultim rezultatul cu 2. Odata ce acest domino este fixat, se stabileste o plasare a inca doud placi (2).
Cele doua ,patrate” din stanga si din dreapta pot fi acoperite fiecare in doud moduri (3), iar restul formei poate fi
apoi acoperit iIn mod unic (4). Prin urmare, exista 2 - 2 = 4 moduri de a continua cu aceastd plasare in (1). Luind in
considerare optiunea simetrica, obtinem 2 -4 = 8 moduri in total.
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Problema 13. Un pachet in forma de cub este infasurat cu banda, astfel incat latimea benzii sa fie mai mica
decat marginea pachetului. Regiunile gri inchis de pe suprafata (inclusiv cele care nu sunt vizibile in imagine) au o
suprafata totald de 216 cm?. Aria zonelor gri deschis de pe suprafata este jumitate din aria zonei neacoperite de banda.
Determinati lungimea laturii cubului in centimetri.

Raspuns. 30

Solutie. Aria fiecarui patrat gri inchis este 216/6 = 36, deci lungimea laturii sale este v/36 = 6. Pe fiecare fati, partea
neacoperita are de doua ori dimensiunea partii gri deschis, ceea ce Inseamné ca fiecare dreptunghi gri deschis are
jumatate din dimensiunea unui patrat alb. Obtinem lungimea unui dreptunghi gri deschis egald cu 12, deci lungimea
laturii cubului egala cu 12 4+ 6 4+ 12 = 30.

Problema 14. Un magazin vinde creioane, caiete si rigle. Pretul unui caiet este egal cu suma preturilor unui creion
si a unei rigle. Daca pretul unei rigle ar creste cu 50%, atunci pretul acesteia ar fi egal cu suma preturilor unui caiet si
al unui creion. Cu ce procent ar trebui sa creasca pretul unui creion pentru ca acesta sa fie egal cu suma preturilor
unui caiet si a unei rigle?

Raspuns.  800%

Solutie. Fie n pretul unui caiet, r pretul unei rigle si p pretul unui creion. Avem ecuatiile n = r+p si %r =p+n = 2p+r.
Obtinem r = 4p si n = 5p. Pretul unui creion ar trebui si creascd cu 800%.



Problema 15. Fie ged(a,b) si lem(a,b) cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun al numerelor
naturale a si b. Determinati:

lem (2025, 1em (2024, ged (2023, ged (2022, . . . lem(4, ged(3, ged(2,1))) ...))).

Operatiile ged si lem alterneaza la fiecare doi pasi, cu un total de 1012 de ged si 1012 de lem in intreaga expresie. De
exemplu, daca ar exista doar doud aparitii ale fiecirei operatii, expresia ar fi lem(5,lem(4, ged(3, ged(2,1)))).

Raspuns. 4098 600

Solutie. Observim ci ged(z,x — 1) = 1 pentru orice numar natural z, deci ged(x, ged(x — 1,a)) = 1 pentru orice
numere naturale a si z. De aceea, expresia este egala cu

lem (2025, lem (2024, 1)) = 2025 - 2024 = 4098 600.

Problema 16. In imagine, exista trei dreptunghiuri cu cercuri congruente inscrise in mod regulat si o linie care trece
prin colturile din dreapta sus ale dreptunghiurilor. Partea de mijloc a imaginii este ascunsa. Cate cercuri sunt in
dreptunghiul gri?

00000000
02000
9000000

X

Solutie. Triunghiurile dreptunghice formate din regiunile dintre linia oblica si dreptunghiuri sunt asemenea, cu un
raport de asemanare de 2. In consecinta, latimea dreptunghiului gri este 2 - 6 = 12, masurata in diametre de cerc.

Raspuns. 12

Problema 17. Tyler a alergat un circuit de 18 km. A inceput intr-un ritm constant, dar, simtindu-se obosit la un
moment dat, si-a Incetinit ritmul cu 25% pentru restul cursei. Dupd ce a terminat alergarea, Tyler si-a verificat ceasul
inteligent si a descoperit ca a petrecut de doua ori mai mult timp alergand in ritm mai lent decat in ritm mai rapid. Ce
distanta (in kilometri) a parcurs Tyler inainte de a Incetini?

o _ 36
Raspuns. 7.2 =+

Solutie. Fie v ritmul initial al lui Tyler (in km/h) si ¢ timpul in care a alergat in ritm rapid (in ore); atunci ritmul lui
lent este %v iar timpul petrecut in acest ritm este 2¢. Distanta totala este suma celor doua distante partiale, deci

18:v-t—|—%v~2t:gvt,

prin urmare

vt = =172,

—_
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care este distanta parcursa in ritm rapid.

Problema 18. Kathy, Laura, Megan, Natalie si Olivia se aranjeaza intr-o singura linie pentru o fotografie de grup in
fata unui monument urias Naboj. Cu toate acestea, exista conditii stricte de aranjare:

e Natalie trebuie sa stea in dreapta lui Kathy, Megan si Olivia,
e Megan trebuie sa stea la stanga lui Kathy, Natalie si Olivia.

In cate moduri se pot aranja cele cinci doamne pentru aceasta imagine fabuloasa?
Raspuns. 10

Solutie. Observati ca Laura este total absenta in constrangeri, deci poate fi plasata oriunde. Pe de alta parte, exista
doar doud moduri de a le aranja pe celelalte patru doamne, asa ca, in total, sunt 10 optiuni.



Problema 19. Un castel, sub forma unui pentagon, este construit cu cinci turnuri legate prin ziduri drepte, cu
lungimea zidurilor masurand 50 de coti, 70 de coti, 90 de coti, 110 de coti si 130 de coti. Zidurile pot fi aranjate in orice
ordine. Care este cea mai mare lungime (in coti) a traiectoriei drepte a unei sigeti pe care un arcas ar putea-o obtine
prin tragerea unei sageti in interiorul curtii castelului, avand in vedere cea mai buna aranjare a zidurilor in acest scop?

Nota: Grosimea zidurilor castelului si dimensiunile turnurilor sunt considerate neglijabile, iar distanta parcursa de
sageata este masurata ca distanta in linie dreapta orizontala.
Raspuns. 220

Solutie. Cautam cel mai mare numar S astfel incat sa fie posibila impartirea lungimilor zidurilor in doua submultimi,
in care suma lungimilor s& fie mai mare sau agala cu S. De aceea

< 50+70+90+ 110+ 130

S 2

225
si cum S trebuie sa fie multiplu de 10, obtinem S < 220. Aceastd valoare se poate obtine impartind lungimile zidurilor
astfel 130 + 90 < 110 + 50 + 70.

Problema 20. Pauline are 8 cartonase, pe fiecare scrisa o cifra distincta de la 1 la 8. Ea aranjeaza toate cartonasele
obtindnd doud numere de patru cifre. Care este cea mai mica posibila diferenta a celor doua numere?

Raspuns. 247

Solutie. Diferenta este cea mai mica atunci cand numerele sunt cat mai apropiate unele de altele. In acest scop, cifra
miilor poate diferi doar cu 1. Cifra sutelor trebuie sa fie cat mai mica posibil pentru numarul mai mare si cat mai mare
posibil pentru numarul mai mic. Odata ce cifra sutelor este fixata, acelasi lucru se aplica si cifrei zecilor si apoi in cele
din urma cifrei unitatilor. Aceasta duce la numerele 5123 si 4876, a caror diferenta este 247.

Problema 21. Bunica Joan a decis sd planteze un aranjament hexagonal de sase paturi de flori folosind doua tipuri
de flori: violete si margarete. Fiecare dintre cele sase paturi pozitionate intr-un hexagon obisnuit poate fi plantat fie cu
violete, fie cu margarete. Un astfel de aranjament este prezentat in imagine. In cate moduri poate aranja florile astfel
incat sa existe cel putin o pereche de paturi adiacente cu acelasi tip de floare?

Nota: Aranjamentele care difera prin orice simetrie (rotatie sau reflexie) sunt considerate diferite. Fiecare dintre cele
sase pozitii ale patului de flori este tratata ca fiind distincta.
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Raspuns. 62

Solutie. Daca renuntam la conditia ca doua paturi invecinate sa fie plantate cu acelasi tip de flori, atunci raspunsul
este 26 = 64. Din acest rezultat, scidem optiunile in care conditia este incalcata, ceea ce este cazul cand cele doua
tipuri de flori alterneaza. Cum sunt doar doua optiuni, obtinem un total de aranjamente valabile de 64 —2 = 62.

Problema 22. Dintr-o foaie circulara de hartie, Erich a taiat o piesa dreptunghiulara astfel incat un colt al
dreptunghiului sa fie situat in centrul cercului, coltul opus sa se afle pe circumferinta cercului, iar celelalte doua colturi
se afla pe doua linii radiale distincte care se extind din centru, pozitionate la distante de 1dm si 2dm de-a lungul
acestor linii de circumferintd. Care este aria foii circulare care rémane dupd taiere (in dm?)?

1

Raspuns. 257 — 12



Solutie. Fie M centrul foii circulare si fie A, B, C varfurile ramase ale dreptunghiului. Notam raza cercului cu r.

Avem MA=r—-1, MB=rsi MC =r—2,cu AB = MC. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic
ABM obtinem ecuatia
P2 = (= )2+ (r - 2)2,

care poate fi simplificata la
0=7r>—6r+5=(r—1)(r—5).

Deoarece 7 = 1 duce la o configuratie nevalida, singura solutie valida este r = 5. Zona ramasa este r?m —3-4 = 257 — 12
(in dm?).

Problema 23. Marele maestru Néboicus, virtuozul de neegalat al amestecului de esente, este pe cale sa creeze
legendara Algemie — o fuziune impecabila a Algebrei si a Alchimiei, amestecate intr-un raport perfect 1: 1. Pentru a
realiza acest lucru, el incepe cu urmatoarele ingrediente:

e Algebra: compusa din 80% Algebra si 20% Alchimie, cu o masa totald de 10 mg,
e Alchimie: Compus din 30% Algebra si 70% Alchimie, cu o masa totald de 14 mg.

Cu aceste resurse la dispozitie, care este cantitatea maxima de Algemie pe care o poate produce Néboicus (in mg)?

Note: Naboicus nu poate izola componentele unui amestec in niciun moment al procesului, el poate doar amesteca in
continuare substantele disponibile.

o 1_70
Raspuns. 233 =45
Solutie. Daca amestecam x unitati ale primei substante si y unitati din cea din urma, amestecul rezultat contine

%:r + f’—oy Algebra si %x + %y Alchimie. Pentru a obtine raportul 1 : 1, trebuie sa avem

4 n 3 1 n 7

o4 Sy =S+ -

57710V "5 T 10”
care duce la y = %x Cu alte cuvinte, pentru fiecare mg de Algebra, trebuie folosit in amestec 1.5 mg de Alchimie .
Prin urmare, cantitatea maxima de Algemie va fi produsa atunci cand Naboicus foloseste toate cele 14 mg din Alchimie
si % -14mg din Algebra, producand % 14 = 73—0 mg.
Problema 24. Un numir K = n? este un pitrat perfect de 4 cifre cu toate cifrele sale mai mici de 7. Daca fiecare
cifra din K este maritd cu 3, se obtine un alt patrat perfect. Gasiti n.

Raspuns. 34
Solutie. Fie m? = M = K +3333. Cum M si K sunt patrate perfecte de 4 cifre, obtinem32 < n < m < 99 si de aceea

32433 <m+n <984 99

sau
65 <m+n < 197.

Avem
(m+n)(m—-n)=m?>—-—n* =M - K =3333=3-11-101.

Avand in vedere constrangerile de mai sus, singurii factori posibili sunt m 4+ n = 101 si m — n = 33, rezultdnd solutia
m =67 sin =34. K = 34% = 1156 are intr-adevir toate cifrele sale mai mici de 7.



Problema 25. Fie X, Y doua varfuri opuse ale unui cub cu lungimea laturii de 1 si fie C' un cilindru drept a carui
suprafatd contine toate varfurile cubului, astfel incat X si Y sa fie centre ale bazelor circulare ale lui C'. Care este
volumul cilindrului C?

o 27vV3 _ 21
Raspuns. 3 =5

Solutie. Deoarece X, Y sunt centrele bazelor cilindrului, inaltimea cilindrului este egald cu distanta lor. Deoarece X si
Y sunt varfuri opuse ale cubului, ele se afli pe o diagonald de lungime v/3. Pentru a determina raza cilindrului, alegem
orice alt varf Z al cubului si calculam distanta acestuia fata de diagonala XY. Triunghiul XZY este dreptunghic in
Z (X Z este o diagonala a fetei si Y Z este o muchie a cubului), iar raza ciutatd este distanta de la Z la XY. Prin
asemanare (sau comparatii de arii), aceasta distanta este \/2/73 Prin urmare, volumul cilindrului este

w<\/§)2\/§: 3,

Problema 26. Intr-un sat de 60 de persoane, fiecare persoana apartine unuia din trei tipuri: adevarati, care spun
intotdeauna adevarul; mincinosi, care mint mereu; si oameni normali, care sunt liberi sa raspunda cum prefera. Toata
lumea din sat cunoaste genul celorlalti. Un strain le-a pus tuturor satenilor doua intrebari:

1. “Exista cel putin 31 de adevarati?” — si a primit exact 43 de raspunsuri pozitive.

2. “Exista cel putin 31 de mincinosi?” — si a primit exact 39 de raspunsuri pozitive.
Care este numarul minim de oameni normali in sat?
Raspuns. 13
Solutie. A doua afirmatie nu poate fi adevarata: daca ar exista cel putin 31 mincinosi, toti ar raspunde negativ la
intrebare, facand imposibila obtinerea celor 39 de raspunsuri pozitive. Prin urmare, exista cel mult 30 mincinosi.
Deoarece cei care spun adevarul spun intotdeauna adevarul, trebuie sa fi raspuns negativ la aceasta intrebare, ceea ce
inseamna ca pot exista cel mult 60 — 39 = 21 adevarati.

Acest lucru implica, de asemenea, ca prima afirmatie este falsid. Cele 43 de raspunsuri pozitive trebuie sa fi venit
de la toti mincinosii plus niste oameni normali. Deoarece exista cel mult 30 mincinosi, trebuie sa existe cel putin
43 — 30 = 13 oameni normali.

Aceasta configuratie este fezabild, deoarece distributia 17 adeviarati, 30 mincinosi si 13 oameni normali indeplineste
ambele conditii. Astfel, numarul minim de oameni normali din sat este de 13.

Problema 27. Patru echipe, A, B, C si D, au participat la un turneu round-robin in care fiecare pereche de echipe a
jucat exact un meci. Castigatorul fiecarui meci i sa acordat fie 1, fie 2 puncte, in functie de marja victoriei, in timp ce
echipa invinsa nu a obtinut niciun punct. Nu au fost remize. Dupa toate meciurile, a fost creat un tabel ca exemplul de
mai jos, care arata rezultatele tuturor meciurilor. Daca stim ca o echipa a terminat cu 4 puncte, in timp ce celelalte trei
echipe aveau fiecare cate un punct, cate astfel de tabele s-ar putea incadra in aceasta distributie finala a punctajului?

A|B|C|D| total
A 11012 3
B|O 010 0
C 1 2 5
D|0O|1]0 1




Nota: Aranjarea echipelor A, B, C' si D in tabel este fixa, ceea ce inseamna ca etichetele pentru randuri si coloane nu
se schimba.

Raspuns. 24

Solutie. In primul rand, observam ca numérul total de puncte acordate este de 7, ceea ce inseamna ca din cele 6
meciuri, exact unul a avut ca rezultat ca echipa castigatoare sa obtina doua puncte, in timp ce restul au avut ca
rezultat ca invingatorii sa castige doar un punct fiecare. Aceasta inseamna cd cea mai buna echipa a invins toate
celelalte echipe, exact una dintre acele victorii fiind la o marjd mai mare. Meciurile dintre cele trei echipe care nu sunt
de top trebuie sa fi rezultat Intr-un “ciclu”, deoarece fiecare dintre aceste echipe a primit doar un punct si exista exact
doua moduri de a orienta acest ciclu. In total, exista 4 -3 -2 = 24 in care s-ar fi putut desfasura turneul.

Problema 28. Julia a scris numarul 2025 ca o suma de M termeni, unde fiecare termen este o putere de 10 (adica
10", unde n este un numar natural). Termenii din suma se pot repeta. Cate valori diferite poate lua M?

Raspuns. 225
Solutie. In mod clar, cea mai mica valoare posibila a lui M este 9, deoarece

2025 =2-10%42-10" +5-10°.

Daca k > 1, atunci fiecare substitutie 10 = 10 - 10*~! creste numarul de sumanzi cu 9. Aceasta implica faptul ca M
trebuie sa fie un multiplu de 9; in plus, valorile posibile ale M formeaza un set consecutiv de multipli ai lui 9. Cea mai
mare valoare posibila a lui M este 2025, deoarece

2025 = 2025 - 10°.

Astfel, numarul de valori posibile pentru M este

2025 -9

1 =225.
9 +

Problema 29. Max si Paul stau spate in spate pe peronul unei gari. Un tren de marfa care calatoreste cu viteza
constanta trece pe langa ei. In momentul in care partea din fata a trenului se aliniaza cu pozitia lor, atat Max, cat si
Paul incep sa mearga in directii opuse cu aceeasi viteza constanta. Partea din spate a trenului ajunge la Max cand se
afla la 45 de metri de punctul sau de plecare si, la scurt timp dupa aceea, ajunge la Paul cand se afla la 60 metri de
punctul sau de plecare. Cat de lung este trenul in metri?

Raspuns. 360

Solutie. Notdm cu S punctul de plecare al lui Max si Paul. Fie ¢y timpul scurs din momentul in care partea din fata
a trenului trece de Max si Paul pana cand partea din spate a trenului trece de Max. In mod similar, fie ¢; timpul
scurs din momentul in care partea din spate a trenului trece pe langa Max pana cand acesta trece pe langa Paul.

Deoarece Max si Paul merg cu aceeasi viteza si in timpul ¢;, Max a reusit sa parcurga 45 metri in timp ce Paul a
parcurs 60 — 45 = 15 metri in to, raportul intervalelor de timp este

t1:t5=45:15=3:1.

Acum, luam in considerare miscarea trenului. In timpul ¢, trenul avanseaza cu ¢ — 45 metri, deoarece initial, fata lui
era in punctul de intalnire, in timp ce la sfarsitul acestui interval, spatele era inca la 45 de metri de acel punct. In
timpul to, partea din spate a trenului acopera cei 105 metri dintre Max si Paul. Astfel, viteza trenului este

105
v= .
ta

Lungimea completa a trenului este apoi data de

t
Ezvt1+45:t—1~105—|—45:3-105+45:360.
2



Problema 30. Un triunghi dreptunghic isoscel ABC' cu unghiul drept in C' este pliat de-a lungul unui segment XY
astfel incat varful C ajunge in punctul C’ de pe latura AB. In plus, este dat c& BC' = BX. Aflati méasura unghiului
C'Y X in grade.

Raspuns. 33.75° = %

Solutie. Cum triunghiul XC’B este isoscel, obtinem c&
/C'XB = %(180O —45°) = 67.5°.
Mai mult, din cauza indoirii ZCXY = /Y XC’ , deci

LY XC' = L(180° — 67.5°) = 56.25°.

1
2
In concluzie, ZXC'Y = /Y CX = 90°, de unde

ZC'Y X =180° — LXC'Y — LY XC' = 33.75°.

Problema 31. Consideram succesiunea tuturor 4-uplurilor strict crescitoare cu elemente din multimea {0, 1,2, ..., 15},
aranjate in ordine lexicografica:

(0,1,2,3),(0,1,2,4),(0,1,2,5),...,(12,13,14, 15).
Adica, (a1, ag, a3, as) apare mai devreme decét (by, ba, b3, bs) In aceastd secventd daca si numai dacd
a1 < by sau a1:b17a2<bg sau a1:b1,a2:b2,a3<b3 sau al:bl,agibgibg,agibg,a4<b4

Gasiti pozitia 4-uplului (2,4, 7,14) in succesiune.
Raspuns. 911

Solutie. Observam ca, pentru k < n, numarul tuturor k-uplurilor crescitoare cu elemente din multimea {1,2,...,n}
este egal cu (Z), deoarece k-uplurilor strict crescatoare corespund direct submultilor de dimensiune k. Mai general,
numarul tuturor k-uplurilor crescitoare cu elemente din multimea {m,m + 1,...,n} este egal cu (”77,?“). Pentru a

determina pozitia 4-uplului cerut, numaram numarul de 4-upluri anterioare in crestere, grupandu-le pe baza elementelor
lor cunoscute:

0, *, *, *

L4 7 3 )

exista (135) = 455 astfel de 4-upluri;

1, %, %, %

exista (%) = 364 astfel de 4-upluri;

2,4,a,%) cua € {5,6}: existd (110) + (51)) = 19 astfel de 4-upluri;

( ):
( ):
o (2,3,%,%): existd (') = 66 astfel de 4-upluri;
( )
( )

2,4,7,b) cu b € {8,9,10,11,12,13}: exista 6 astfel de 4-upluri.

Astfel, 4-uplul (2,4, 7,14) apare la pozitia 455 + 364 + 66 + 19 +6 + 1 = 911.

Problema 32. Doi fermieri, Adam si Bettina, vand mere la piata. impreuné, au adus un total de 100 de mere.
Adam si-a vandut merele la un pret de ¢ RON per mar, in timp ce Bettina le-a vandut pe ale ei la b RON pe mar.
Dupa ce si-au vandut toate merele, fiecare a castigat aceeasi suma totald. Adam a remarcat apoi ca daca si-ar fi vandut
merele la pretul Bettinei de b RON pe mar, ar fi castigat 45 RON. Bettina a adaugat ca daca si-ar i vandut merele la
pretul lui Adam de ¢ RON pe mar, ar fi castigat 20 RON. Care este numéarul de mere vandute de Adam?

Raspuns. 60
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Solutie. Fie A si B numarul de mere aduse la piatd de Adam si, respectiv, Bettina. Stim asta

A+ B =100,
A-a=B"-b,
A-b=45,
B -a=20.
Inlocuind b = 47;5 sia= % in a doua ecuatie, obtinem
20 45
A-Z=—p.=
B A’
A% 45 9
B2 20 4

Prin urmare, A = % si inlocuind In prima ecuatie obtinem % + B = % =100, deci B =40 si A =100 — 40 = 60.

Problema 33. Sue a visat la un numaér fascinant. Este cel mai mare numar de trei cifre cu o proprietate unica: este
egal cu suma dintre cifra sutelor, patratul cifrei zecilor si cubul cifrei unitatilor. Poti determina numaérul la care a visat
Sue?

Raspuns. 598

Solutie. Fie a, b si c cifrele sutelor, zecilor si unitatilor numéarului de trei cifre N. Dacd ¢ = 9, atunci N > 93 = 729,
deci a trebuie sa fie 7 sau 8. Cu toate acestea, in ambele cazuri, nu exista nicio alegere ca b sa faca ca ultima cifra a lui
729 4+ a + b? si fie egals cu 9.

Apoi, luam in considerare ¢ = 8. Deoarece 8 = 512, a trebuie sa fie 5 sau 6, dar

N < 512492 46 = 599 < 600,
deci a poate fi doar 5. Atunci avem nevoie de b satisfacand
512+ b% +5 = 8 + 10b + 500

sau
b2 —10b+9 =0,

ale caror solutii sunt b =1 si b = 9. Ambele dau numere valide:
518=5+12+8% si 598 =5+ 9% + 8.

(in mod echivalent, se poate observa ci cifra unitatilor lui b? trebuie sa fie 1.)
Daca ¢ < 7, atunci
N <7497 +9 =433 < 598,

deci cea mai mare valoare valida pentru N este de 598.

Problema 34. Fiecare latura a unui patrulater ABCD este impartita in trei parti egale prin doua puncte. Mai exact:
Punctul E se afla pe segmentul AD, astfel incat AE : ED = 2 : 1. Punctul H se afla pe segmentul C'D, astfel incat
CH : HD =2 : 1. Punctul F se afla pe segmentul AB, astfel incat AF : FFB = 2: 1. Punctul G se afld pe segmentul
CB, astfel incat CG: GB =2:1.

Un punct P se afla in interiorul patrulaterului, impartindu-1 in patru patrulatere mai mici. Ariile a trei dintre
aceste patrulatere sunt date in diagrama. Determinati aria celui de-al patrulea patrulater, PF BG.

Raspuns. 42

11



Solutie. Unind P cu toate punctele care impart laturile patrulaterului ABC'D in treimi se creeaza doudsprezece
triunghiuri.

Fiecare set de trei triunghiuri de-a lungul aceleiasi laturi au ariile egale, deoarece au aceeasi naltime din punctul P si
au baze de lungime egala. Fie a aria triunghiului PEI, b aria triunghiului PJF, ¢ aria triunghiului PGK si d aria
triunghiului PLH. Din informatiile date, stabilim ecuatiile

90=2a+2b, 57=a+d, 108=2c+ 2d.

Aria patrulaterului PF'BG este data de b+ ¢. Aceasta poate fi calculata ca

1 1
bt e=5(2a+2b+2c+2d) — (a+d) = (90 +108) - 57 = 42.

Problema 35. Un inel de doudasprezece patrate este format prin indepartarea celor patru patrate centrale de pe o
tabla 4 x 4. In cate moduri pot fi alese patru patrate in inel, astfel incat cel putin un patrat sa fie selectat de fiecare
parte a inelului?

Nota: Fiecare patrat de colt apartine celor doud laturi. Optiunile care difera doar prin simetrie (rotatii sau reflexii ale
inelului) sunt considerate distincte.

Raspuns. 237

Solutie. In general, exista (f) = 495 modalitati de a alege 4 patrate dintr-un inel de 12 patrate. Pentru fiecare dintre
cele patru laturi, exista opt patrate care nu apartin acelei laturi, oferind (i) = 70 moduri de a alege patru patrate,
astfel incat aceasta latura sa fie lasata afara. Prin urmare, ar exista 495 —4 - 70 = 215 optiuni, astfel incat nicio parte
s& nu fie lasata in afard. Cu toate acestea, unele optiuni au fost scazute de doud ori - si anume cele in care doua parti
sunt lasate afard simultan. Acest lucru este posibil alegand 4 din 5 patrate grupate in jurul unui colt (5 moduri pentru
un colt, 20 pentru toate colturile 4) sau 4 din 4 patrate opuse din mijloc (in total doud directii). Acest lucru ne ofera
215 + 22 = 237 modalitati. Deoarece omiterea a trei sau patru laturi este imposibila in aceasta situatie, acesta este
raspunsul final.

Problema 36. Trei cercuri cu razele 1, 2 si, respectiv, 3, sunt tangente exterior unul la celalalt, asa cum se arata in
figura. Determinati aria triunghiului format din cele trei puncte de tangenta.

Raspuns. g

Solutie. Notam centrele cercurilor X, Y, respectiv Z si fie mai departe A, B, C' punctele de tangenta ca in diagrama
de mai jos. Triunghiul XY Z are lungimile laturilor 1+2 =3, 14+ 3 =4 si 2+ 3 = 5, care este un triplu de numere care
satisface teorema lui Pitagora, deci este un triunghi dreptunghic cu unghi drept in X. Pentru a calcula aria cautata a
triunghiului ABC, vom scédea ariile triunghiurilor isoscele XCB, Y AC si ZBA din aria triunghiului XY Z, care este
13.4)=6

5 .

e Triunghiul XCB este dreptunghic, prin urmare aria sa este 12—1 = 3.

e Pentru a calcula aria triunghiului Y AC', gasim mai intai lungimea inaltimii sale AR. Deoarece triunghiurile RY A
si XY Z sunt similare cu raportul de aseménare YA/Y Z = %, rezulta ca AR = %ZX = %. Prin urmare, aria
triunghiului Y AC este (% -2) = &.
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e In mod similar, pentru a obtine aria triunghiului ZBA, folosim asemanarea ASAZ ~ AXY Z cu raportul %

pentru a obtine AS = 2, deci aria triunghiului ZBA este 1(2 -3) = 2.

In cele din urma, putem calcula aria dorita ca

Problema 37. Agnes a desenat un n-gon cu n > 3 si a numarat diagonalele sale. A observat ca numarul acestora
este multiplu de 2025. Care este cea mai mica valoare a lui n care satisface aceasta conditie?

Nota: Laturile n-gonului nu se numara ca diagonale.
Raspuns. 300

Solutie. Este usor de observat ca numarul de diagonale ale unui n-gon este %n(n — 3). Deoarece 2025 este impar,
putem analiza cand este produsul P = n(n — 3) divizibil cu 2025. Deoarece 2025 = 3% - 52, datorita coprimalitatii,
trebuie s& ne asigurim ca P este divizibil cu 3* = 81 si 52. Observam ci doar unul dintre factorii n, n — 3 poate fi
divizibil cu 5, deci unul dintre ei trebuie sa fie divizibil cu 25. Pe de alta parte, n este divizibil cu 3 daca si numai daca
n — 3 este divizibil cu 3, deci ambele contribuie la puterea totala a lui 3 care il divide pe P; totusi, doar unul dintre n,
n — 3 poate fi divizibil cu 3% pentru k > 2. Aceasta inseamna ci avem nevoie ca unul dintre factori si fie divizibil cu
33 =27

Daca unul dintre factori ar fi divizibil atit cu 25 cat si cu 27, ar fi egal cu cel putin 25 - 27 = 675. Sa verificim daca
o valoare mai mica poate fi gasita alegdnd unul dintre factori (s zicem m) sa fie divizibil cu 27 si celalalt (m £ 3) sa fie
divizibil cu 25 (in acest fel fie n = m, fie n = m + 3). Prin prima conditie, avem m = 27k pentru un numér intreg
pozitiv k si suntem interesati de cea mai mica valoare a k astfel incat 27k & 3 sa fie divizibil cu 25 (pentru una dintre
optiunile de semn). Deoarece 25k este intotdeauna divizibil cu 25, putem verifica in mod echivalent 2k + 3, care este
mai Intai divizibil cu 25 pentru k = 11 si semnul pozitiv. Prin urmare m = 2711 = 297 si n = m + 3 = 300.

Problema 38. David porneste intr-o calatorie pe caile din diagrama de mai jos. El incepe la nodul A si termina la
nodul B. El trebuie sa urmeze directia sagetilor de pe diagrama, cu exceptia unei miscari rebele In care se deplaseaza in
mod deliberat impotriva directiei unei sageti. Aceasta miscare rebeld trebuie sa apard exact o datd in timpul calatoriei
sale, chiar daca inseamna parasirea temporara a destinatiei finale. David are voie sa foloseasca orice sageata de mai
multe ori in timp ce se deplaseaza pe diagrama. In cate moduri distincte isi poate finaliza David calatoria in aceste

conditii?
@\ /Q
/Q\
O—®

Raspuns. 84

Solutie. Pentru fiecare nod calculdm (1) numarul de cai (orientate) de la A care se termin la el, (2) numarul de
cai catre B incepand de la acesta. In diagrama de mai jos, de exemplu, 3|1 in nodul superior indica faptul ca exista
exact trei cai de la nodul de pornire care se termina la acest nod si doar o cale de la acest nod pana la nodul final.
Pentru fiecare sageati, numarul de cai care o parcurg in directia opusa este dat de produsul dintre primul numar la
punctul final si al doilea numar la punctul de plecare, asa ca calculam acest produs pentru fiecare sageata si Insumam.

13



Rezultatul este 84.

DRSO
AN A
12 6
T

l T l
6 12
/ N

) —1— )

Problema 39. In calculul urmator, litere diferite reprezinta cifre diferite de zero.

N N N N N

+ A A A A

+ B B B

+ O O

+ J

-2 0 2 5

= N A B O J

Determinati cea mai mare valoare posibila a numarului de cinci cifre NABOJ.
Raspuns. 18249

Solutie. Putem rescrie calculul ca

N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
- N A B O J
= 2 0 2 5
care se reduce la
N N N N
+ A A A
4+ B B
+ O
= 2 0 2 5

Rezultd ¢ N = 1. In acest moment rémanem cu AAA + BB + O = 2025 — 1111 = 914, ceea ce implici A = 8. O
reducere suplimentara 914 — 888 = 26 are ca rezultat B = 2 si, in final, O = 4. Valoarea lui J poate fi arbitrara, dar
diferita de cifrele deja utilizate, prin urmare, cea mai mare valoare posibila a lui NABOJ este 18249.

Problema 40. Cinci sute de organizatori Naboj votau problemele de competitie. Pentru fiecare problema, fiecare
organizator prezent a votat fie in favoarea, fie impotriva. Cu toate acestea, doar dupa prima problema, unii organizatori
care au votat In favoarea problemei au gasit procesul atat de obositor incat au decis sa paraseasca sala. In acelasi timp,
niciunul dintre cei care au votat impotriva primei probleme nu a plecat. La votul celei de-a doua probleme au votat in
favoarea ei acelasi numar de organizatori ca si la primul vot, dar numarul de voturi impotriva problemei a fost doar
o treime din voturile impotriva primei probleme. In plus, se stie ca exact 120 de organizatori au votat in favoarea
ambelor probleme si 70 au votat iImpotriva ambelor probleme. Cati organizatori au parasit sala dupa primul vot?
Raspuns. 150

Solutie. Notam cu YN numarul de organizatori care au votat pentru la primul vot si impotriva la al doilea; definim in

mod similar YY, NN si NY. In cele din urma, fie Y X numarul organizatorilor care parssesc. Atunci avem urmatorul
sistem de ecuatii:

YY + YN+ NY + NN +YX =500
YY4+YN+YX =YY + NY
NY + NN =3(YN + NN)
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Substituind Y'Y = 120 si NN = 70, obtinem

YN + NY 4+ YX = 310
YN - NY 4+ YX = 0
—-3YN + NY = 140

Inmultind a doua ecuatie cu 2 si insuméand toate ecuatiile, rezulti 3Y' X = 450, deci Y X = 150. Celelalte dous variabile
sunt egale cu YN =5 si NY = 155.

Problema 41. Determinati numarul de perechi (a,b) de numere naturale nenule care satisfac a < b si astfel incat
ged(a, b), a si b pot fi termeni ai unei progresii aritmetice, cu suma lor egala cu 2025.

Nota: O progresie aritmetica este o secventa de numere in care diferenta dintre un numar si predecesorul sau este
intotdeauna aceeasi. ged(a,b) reprezintd cel mai mare divizor comun al numerelor « si b.

Raspuns. 12

Solutie. Fie g = ged(a,b). Deci a = ga’, b = gb’ pentru numerele naturale a’, b’. Deoarece g < a < b, succesiunea
celor de trei termeni este (g, a,b) sau inversul ei; in ambele cazuri, a — g = b — a sau b = 2a — g, care devine b’ = 2a’ — 1
dupa impartirea la ¢g. Din conditia asupra sumei obtinem

gta+b=g(l+a +2d —1)=3ga" = 2025,

deci ga’ = 675 = 3352, Acest numar are (3+ 1) - (2 + 1) = 12 divizori pozitivi si riméane de verificat daca fiecare astfel
de divizor d& o valoare valida pentru o', adicd una care poate fi completata la o pereche valida (a,b). Intr-adevir,
lasand b’ = 2a’ — 1, g = 675/a’, a = ga’ = 675, b = gb’, avem a < b deoarece ga’ < g(2a’ — 1) pentru orice numere
naturale nenule a’, g si de asemenea

ged(a,b) = ged(ga’, g(2a’ — 1)) = g-ged(a’,2d' —1) =g
ca a’ si 2a’ — 1 sunt coprime pentru orice numar natural nenul a'.

Problema 42. Fiecare echipa din Gradinita Naboj primeste initial primele 3 probleme dintr-un set de 16 probleme
numerotate. Fiecare echipa are propriul set, dar toate seturile contin aceleasi 16 probleme numerotate in acelasi mod.
Cand o echipa rezolva o problema, aceasta este inlocuitd cu problema din setul de probleme al acelei echipe cu cel mai
mic numar disponibil. Dupa competitie, s-a dovedit ca nicio echipa nu a rezolvat exact acelasi numar de probleme.
Care este numarul maxim de echipe care au participat la aceasta competitie?

Raspuns. 697

Solutie. Observam ca numarul de probleme rezolvate de o echipa este pe deplin determinat de numarul de probleme
nerezolvate si invers; acesta poate fi privit si ca un numar de probleme pe care echipa le-a lasat pe masa la sfarsitul
concursului, care poate fi orice numar cel mult egal cu3. Prin urmare, exista cel mult

() () (2)+ (5) o

Problema 43. Fie a, b, ¢, d numere reale astfel incat

echipe care concureaza.

2a + 2b — ab = 2025,
2b+ 2c — bec = 47,
2c+2d — cd = 5.

Determinati valoare lui 2a + 2d — ad.
Raspuns. 51
Solutie. Folosind (x — 2)(y — 2) = ay — 2z — 2y + 4, obtinem ecuatiile:
(a—2)(b—2) = —2021,
(b—2)(c—2) = —43,
(c=2)(d—-2)=-1
si scopul este de a determina (a — 2)(d — 2). Cum b # 2 si ¢ # 2 din a doua ecuatie, expresia doritd se poate obtine ca
(a—2)(b—2)(c—2)(d—2) (—2021)-(—1)

(a-2)d-2) = 2 e - e

De aceea, 2a + 2d — ad = —(—47) + 4 = 51.
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Problema 44. Fie M mijlocul laturii AB a unui heptagon obisnuit ABCDFEFG. Cercul cu centrul in M si care
trece prin A intersecteaza cercul circumscris al triunghiului AM E intr-un punct X aflat in interiorul heptagonului.
Care este dimensiunea (in grade) a unghiului ascutit dintre tangentele la cele doué cercuri in X?

Raspuns. 540°/7

Solutie. Deoarece ABCDEFG este un heptagon obisnuit, unghiul AM E este un unghi drept si AE este diametrul
cercului mai mare. In loc s§ misurim unghiul dintre tangente in X, putem considera in mod echivalent unghiul
dintre tangente In A, care este al doilea punct de intersectie al celor doua cercuri. Acest unghi este la randul sau egal
cu unghiul BAF dintre diametrele corespunzatoare, deoarece acestea sunt perpendiculare pe tangente. Marimea sa,
% - 180°, poate fi determinata cu usurinta din simetria heptagonului regulat sau recunoscand ca este unghiul inscris
corespunzator unghiului central al lui % - 360° pe cercul circumscris al heptagonului.

Problema 45. Determinati suma valorilor posibile ale calculului (14244 =+ - - - 4-299)2 considerand toate alegerile
posibile ale celor 100 semne.
2100, (4100 1)

3
Solutie. fncepem cu o observatie mai generala: pentru orice numar natural n si numere reale z1,xs,...,z,, daca
insumam expresiile (+x; & x5 & -+ - 4 x,,)? peste toate optiunile posibile de semne, rezultatul este intotdeauna

Raspuns.

2w+ e Fay).

Pentru a vedea de ce este valabil, luam in considerare descompunerea (txq g+ -+ % xn)2. Fiecare descompunere
constd din termeni pétrati 22, precum si din termeni amestecati de forma +2z;x; pentru ¢ # j. Fiecare termen x?
apare in fiecare descompunere posibila, indiferent de semnele alese. Deoarece exista 2™ combinatii diferite de semne,
acesti termeni patrati contribuie cu un factor total de 2". Pe de alta parte, termenii +2z;x; apar cu semn pozitiv in
exact jumatate din cazuri si cu semn negativ in cealalta jumatate, in functie de x; si x; daca au acelasi semn sau nu.
Deoarece aceste contributii se anuleaza perfect pentru toate optiunile de semne, ele nu afecteazia suma finala. Astfel,
suma totala se simplifica la 2™ ori suma termenilor patrati, demonstrand formula.

In cazul nostru, avem z;, = 2F~1, iar suma dorita este egala
2100.(1+41+‘..+499).
Folosind formula pentru suma unei serii geometrice,

+49974100_174100_1
Co4-1 3

144"+

Obtinem rezultatul final
2100 . (4100 _ 1)
—

Problema 46. Doua masini, legate printr-o banda de cauciuc, circuld de-a lungul unui drum de forma patrata, asa
cum se arata in imagine. Initial, ambele masini pornesc impreuna dintr-un colt al pietei. Fiecare masina se deplaseaza
apoi la nesfarsit cu o viteza intreaga constantd. Banda de cauciuc este extrem de elastica, dar se va rupe daca este
intinsd pe diagonala exacta a patratului. Masina mai lenta se deplaseaza cu o vitezd de 24km/h, in timp ce masina
mai rapida se deplaseaza cu o viteza de nkm/h, ambele in aceeasi directie. Determinati cea mai mica valoare intreaga
a lui » mai mare decat 24 astfel incat banda de cauciuc sa nu se rupa niciodata.

|
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Raspuns. 56

Solutie. Definim un segment ca fiind o parte a drumului patrat. Fie m = 24 si n > m vitezele masinii mai lente si,
respectiv, mai rapide. Observam ca daca banda de cauciuc se rupe vreodata depinde doar de raportul vitezelor, nu de
valorile lor absolute. Astfel, fie m’, n’ numere intregi pozitive coprime cu m’ : n’ = m : n. Pretindem c& banda nu se
rupe niciodata exact cand n’ — m’ este un multiplu de 4.

Mai intai, s& analizam cazul In care n’ —m’ nu este un multiplu al lui 4. Dup& ce masina mai lent& a parcurs m’
segmente, se afl§ intr-un colt. In acelasi timp, masina mai rapidd a parcurs n’ segmente (datoritd raportului de viteze),
asa cd este intr-un colt. Deoarece n’ —m’ nu este divizibil cu 4, aceste doud colturi nu pot coincide. Daci se dovedesc
a fi colturi opuse, banda se rupe imediat. Dac& sunt colturi invecinate, atunci dupéa ce parcurg alte m’ si n’ segmente,
masinile ajung In colturi opuse, provocand si ruperea benzii.

Sa& presupunem acum cd n’ — m’ este un multiplu al lui 4. In primul rand, retinem ca masinile nu pot fi ambele la
un colt mai devreme decat atunci cand masina mai lentd a parcurs m’ segmente. In caz contrar, sa spunem ca dupa
cateva s < m' segmente ale masinii mai lente, masina mai rapida ar fi parcurs ->; - n’ segmente, care nu pot fi un
numar intreg deoarece m’ si n’ sunt coprime. Prin urmare, prima datd cdnd ambele masini ajung la viraje simultan
este atunci cand masina mai lent& a parcurs m’ segmente si masina mai rapidd n’. Prin presupunere, n’ — m’ este un
multiplu de 4, deci trebuie sa ajunga in acelasi colt. Odata ce coincid la un colt, Intreaga situatie se reseteaza efectiv
(posibil incepand dintr-un colt diferit), astfel inciat banda nu se rupe niciodata.

Rémane sd gisim cel mai mic n > 24 care satisface conditia data. Trebuie s avem n’ —m’ divizibil cu 4. In acest
caz, atat m’ cat si n’ trebuie si fie impare. Deoarece m’ este un divizor al lui m = 24, singurele valori posibile sunt 1
si 3. Dacd m’ = 1, cel mai mic n’ care este coprim cu m’ si astfel incat n’ — 1 este un multiplu de 4 este 5. Atunci

24

n = 5 -5 = 120. Daca m’' = 3, cel mai mic n’ coprim la m’ cu n’ — 3 divizibil cu 4 este 7. Aici, n = % -7 = 56.

Deoarece 56 este mai mic decat 120, concluzionam ca cea mai mica valoare dorita a lui n este de 56.

Problema 47. La o masa, 2025 jucatori joaca un joc. La sfarsitul fiecarei runde, jucatorul care pierde le ofera
fieciruia dintre ceilalti jucdtori un numéar de monede egal cu numaéarul pe care il detin in prezent (astfel incat diferiti
jucatori pot primi sume diferite de bani). Dupa 2025 de runde, fiecare jucitor are exact 23°°° monede. Mai mult,
niciun jucdtor nu a avut datorii in niciun moment in timpul jocului. Daca fiecare jucator a pierdut exact o runda,
determinati numarul initial de monede detinute de jucatorul care a pierdut prima runda.
Raspuns. 2975 42025 - 22999 = 2975 . (1 42025 - 220%4)
Solutie. S& notam jucatorii cu numerele 1, 2, ..., 2025 si cantitatea de monede detinute de jucdtorul p dupa rundele r
ca mp . Fara a pierde generalitatea, presupunem ca jucatorul 1 a pierdut prima runda, jucatorul 2 pe a doua si asa
mai departe. Notam M = 23090 numarul de monede detinute de toti jucitorii la sfarsitul jocului.

Pentru un jucator p dupa pierderea la p-a runda, suma monedelor sale se dubleaza pana ajunge la M la sfarsitul
jocului; deci pentru o runda p < r, cantitatea de monede este

M

Mpr = 520257

Mai mult, deoarece jucatorul r a pierdut runda r, a pierdut un numar de monede egal cu suma detinuta de toti ceilalti
jucatori si, deoarece suma totala de monede din joc este de 2025M, rezulta ca

My = My r—1 — § Mpr—1 = Mpr_1 — (2025M - mr,r71)~
p#T
Prin rearanjarea ecuatiei, obtinem

my,  2025M _ M 2025 M
9 + 2 T 92026—r + 2 :

mrr—1 =

Introducand r = 1, obtinem rezultatul dorit

M 2025M
92025 2

=277 4 2025 - 299 = 2977 . (1 4-2025 - 2%9*) .

Problema 48. Gleb are trei modele identice de hartie ale suprafetei laterale a unui con drept (excluzand baza).
Baza conului este un disc circular perpendicular pe axa care leaga centrul sau de varful conului, dar acest disc nu
face parte din modelele de hartie. In primul rand, Gleb a plasat doua dintre suprafetele conurilor varf la varf, astfel
incat sa Impartaseasca un segment de linie de-a lungul suprafetelor lor laterale. El le-a taiat pe ambele de-a lungul
acestui segment si a unit cele doua suprafete pentru a crea o suprafata conicd mai mare (asa cum se aratd in imagine).
Volumul conului complet corespunzator acestei suprafete mai mari a fost de 10. Apoi, Gleb a unit aceasta suprafata de
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con mai mare cu a treia suprafata de con originald in acelasi mod, asteptandu-se s masoare volumul conului rezultat.
Totusi, si-a dat seama ca volumul rezultat era zero. Care a fost volumul conului original?

Raspuns. V10
Solutie. Faptul ca, conul final are volum zero inseamna ca unirea a trei suprafete laterale identice are ca rezultat o
forma complet plata - un cerc complet. In consecinta, fiecare suprafata de con individuala, atunci cand este aplatizata,
corespunde unui sector circular cu un unghi central de 120°. Fie [ inaltimea inclinata a conului original si r raza bazei.
Din unghiul central se obtine relatia [ = 3r. Observam ca inaltimea inclinata ramane neschimbata in toate cele trei
conuri, inclusiv in cel degenerat.

Conul intermediar, format prin unirea a doua suprafete laterale, are un unghi central de 240°, dandu-i o raza de
baza de 2r. Aplicand formula volumului conului, gasim

10 = %7’1’(27“)2 (3r)2 — (2r)2 = 47\/5777‘3.

Din aceasta, calculam volumul conului original ca

1 2v/2
§7r7“2 (3r)2 —r2 = —\?)[m"?’ =/10.

Problema 49. Pentru cate numere naturale n mai mici sau egale cu 200 ecuatia

JHETER

are cel putin o solutie naturala = cu 1 <z < 2007
Not&: Simbolul [¢| reprezintd cel mai mare numaér intreg mai mic sau egal cu numarul real ¢.
Raspuns. 82

Solutie. Cand n este un multiplu de 5, partea din stanga este un multiplu de 5; prin urmare, nu exista solutii in acest
caz. In plus, pentru n = 1, partea stanga este intotdeauna nepozitiva, deci nici aici nu exista solutii. In toate celelalte
cazuri, exista intotdeauna o solutie daca ignoram constrangerea x < 200. Sa rearanjam ecuatia la

x x
s[5]=nl7]+1 ©)
pentru claritate; acum partea stanga este intotdeauna un multiplu de 5, asa ca haideti sa examinam solutiile pe baza
valorii n mod 5.

Dacd n = 5k + 4, atunci © = n+ 1 = 5k + 5 este o solutie (ambele parti ale lui (V) sunt egale cu ), deci toate
numerele acestei forme sunt valide (40 numere). Dacd n = 5k + 3, atunci pentru ca partea dreapta sa fie un multiplu
de 5, avem nevoie de |z/n| si fie de cel putin 3, ceea ce nu este posibil pentru n > 67, deoarece ar necesita ca valoarea
x si file mai mare de 200. Pentru n < 66 (13 numere) punem x = 3n + 1, ceea ce face ca ambele parti ale lui (©) sa fie
egale cu . In mod similar, daci n = 5k + 2, |z/n] trebuie sa fie de cel putin 2, ceea ce nu se poate intdmpla pentru
n > 101, iar pentru restul alegem = = 2n + 1 (20 numere). In cele din urma, pentru n = 5k 4+ 1 sunt permise doar
n < 50, pentru care se utilizeazd x = 4n + 1 (10 numere, dar 1 nu produce o solutie valida, lasand doar 9 numere
valide). In total existd 40 + 13 4 20 + 9 = 82 astfel de numere n.

Problema 50. Adam are o rezerva nelimitata de zaruri cu 20 de fete, fiecare numerotat de la 1 la 20. El arunca un
numar ales de zaruri deodata, urmarind sa obtina exact un 1 sau doi de 1 intr-o singurd aruncare. Ce numar de zaruri
ar trebui sa arunce Adam pentru a-si maximiza probabilitatea de succes?

Raspuns. 28

Solutie. Probabilitatea in cauza este suma probabilitatii ca sa existe exact un 1
n—1
1 19
P = — || =
L= (20) (20)
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si probabilitatea ca sa fie exact doi de 1
n\ 1\ [(19\"?
P = — — .
2/ \20 20

1 19\"

Trebuie sa determindm pentru care n obtinem a,41 < a, sau

19
%(n +1)(n+38) < n(n+37),

Suma P; + P, poate fi simplificata la

care se simplificad In continuare la
n? —n—1722>0.

Pentru un numar intreg pozitiv n, aceasta este echivalenta cu n > 28. Rezolvarea directa a inegalitatii poate fi evitata
obtindnd mai intai o estimare prin n? > 722 de unde rezultd n > 27, ceea ce este insuficient, dar validitatea urmatoarei
valori nu este greu de verificat. Acest calcul arata, de asemenea, ca secventa a,, este mai Intai crecatoare si apoi
descrescatoare, deci 28 este intr-adevar indicele termenului sau cel mai mare.

Problema 51. Fie D un punct de pe latura AC a triunghiului ABC astfel incat AD = BC si BD = CD. In plus,
ZBAC = 30°. Determinati masura unghiului DBA (in grade).

Raspuns.  30°, 110° (2 solutions)

Solutie. Fie O centrul cercului circumscris pentru AABD; atunci ZDOB = 2/BAD = 60°, deci ABDO este
echilateral; in particular, AO = DO = BD = CD. Folosind AD = BC' obtinem congruenta triunghiurilor isoscele
AOD si CDB. Notam v = LACB; atunci ZCBD = ZDAO = ZADO = ~. Sa analizidm acum trei cazuri pe baza
pozitiei lui O fata de unghiul BAC.

In primul rand, presupunem ci O este in afara unghiului, fiind mai aproape de raza AB decat de AC. In acest caz,
avem

180° = LADO + ZODB + ZBDC = v+ 60° + (180° — 2v) = 240° — ~,
deci v = 60° si obtinem cu usurinta ZDBA = 30°.

C g5 2 D
Acum sa fie O in afara ZBAC si mai aproape de raza AC. Atunci ZOBA = ZBAO = 30° + v, deci
LCBA=/0BA+ ZDBO + ZCBD = (30° + ) +60° + v = 90° + 27
si
180° = ZBAC + ZCBA + ZACB = 30° + (90° + 27v) + v = 120° + 3,
deci v = 20°. Prin urmare, ZDBA = 90° + ~ = 110°.

30°+ ~

In sfarsit, si demonstrim c& O nu poate fi in interiorul unghiului BAC 1n conditiile date; aceasta deoarece intr-un
astfel de caz ZDOA > 120°, dar ZBDC < 180° — 60° = 120°, prin urmare triunghiurile AOD si BDC nu pot fi
congruente.
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Problema 52. Fie f o functie care atribuie un numar natural fiecarei perechi de numere naturale si este definita de
urmatoarele conditii:

1. Pentru fiecare z: f(z,z) = 0.

Pentru fiecare z, y: z,2y) = f(z,y).

Pentru fiecare z,y: f(2z+ 1,2y + 1) = f(z,y).

2z +1,2y) = f(z,y) + 1.

oro W

9. Pentru fiecare z,y: f(z,y) = f(y, ).
£(2
f(
f(

Pentru fiecare z, y:

Aflati suma tuturor numerelor naturale ¢, ¢t < 60, satisficand f(20,¢) = 2.
Raspuns. 415

Solutie. Observand proprietatile functiei, putem concluziona ca f(x,y) numara numarul de pozitii diferite in
reprezentirile binare ale numerelor z si y. Intr-adevar, il putem vedea ca un algoritm recursiv; fie ' = |x/2]
siy’ = |y/2], adicd 2’ si 3 sunt obtinute prin eliminarea bitului cel mai putin semnificativ din x si, respectiv, y.

e Dacd z =y, atunci f(z,y) = 0, adicd nu exista biti diferiti.

e Daca ambele x si y sunt pare, bitii lor cei mai putin semnificativi se potrivesc, asa ca eliminam acel bit si calculam
! !
[ y).
e Daci ambii sunt impari, bitii lor cei mai putin semnificativi se potrivese, ducind la aceeasi reducere f(z',y’).

e Daca unul este par si celilalt este impar, bitii lor cei mai putin semnificativi difera, asa ca crestem numaéarul cu
unul si continudm din nou cu f(a’,y’).

Acest proces compara efectiv cele doua numere bit cu bit, crescand numarul exact atunci cand bitii corespunzatori
difera.

Acum, trebuie sa gasim suma tuturor numerelor naturale ¢ < 60 pentru care f(20,t) = 2. Aceasta inseamna cd
cdutam numere ¢ cu cel mult sase cifre binare care diferd de 20 = 0101002 in exact doud pozitii (retineti c& 61, 62,
63 nu pot fi obtinute prin rasturnarea exacta a doi biti in reprezentarea binard a 20). Pentru a calcula suma totala,
analizam contributia fiecarei pozitii de bit. Deoarece selectam doi biti din sase pentru a fi inversati, exista (g) =15
astfel de numere. Fiecare bit este riasturnat exact in cinci dintre aceste numere (corespunzand cazurilor in care acest bit
particular si unul dintre restul de cinci sunt rasturnati) si raméne neschimbat in celelalte zece numere. Acum insumam
aceste contributii.

Cinci numere au un bit cel mai putin semnificativ inversat, contribuind cu 5 - 2% la suma totala, in timp ce celelalte
zece numere pastreaza acest bit neschimbat. In mod similar, cinci numere au un al doilea bit inversat, adaugand 5 - 2!
la sumi. Continuand acest model, contributiile celorlalte pozitii de biti sunt: 10 - 22 (deoarece acest bit contribuie in
cele zece cazuri neintors), 5- 23, 10 - 2% si 5 - 2°. Rezultd usor ci suma totald este data de

5- (0101005 + 1111115) = 5 - (20 + 63) = 415.

Problema 53. Becky a desenat o grila 45 x 45 si a numarat 1 x 1 patratele din ea, realizand cad sunt 2025. Acest
lucru a facut-o nefericita, deoarece prefera figurile cu 2024 patrate mici din motive personale. Pentru a remedia acest
lucru, ea a eliminat un patrat 1 x 1 de pe marginile grilei. Ulterior, ea a numérat toate patratele posibile (nu neaparat
1 x 1) in grila ajustatd. Deoarece Becky este superstitioasd si se teme de numerele divizibile cu 13, ea a tdiat un patrat
astfel incat numarul total de patrate din grila ajustata sa nu fie divizibil cu 13. Diagrama de mai jos ilustreaza un
exemplu: o grila 5 X 5 cu un patrat de pe marginea grilei eliminat si un 2 x 2 patrat in grila ajustata. Stabiliti numarul
de patrate de pe marginea grilei pe care Becky le-ar putea indeparta pentru a-si indeplini conditia.

Raspuns. 152

20



Solutie. Numarul total de patrate din grila originald 45 x 45 este dat de
1
S:12+22+-~-+452:6~45-46~91.

Cand Becky elimina un singur patrat 1 x 1 de la granita, numarul total de patrate scade cu R, numarul de patrate
care au continut patratul eliminat. Deoarece S este el Insusi divizibil cu 13, totalul ajustat va fi divizibil cu 13 daca si
numai daca R este divizibil cu 13. Astfel, trebuie sa gasim valori de R care sunt multipli de 13.

Pentru a determina R, retinem ca fiecare patrat X care contine un patrat de limita dat = este determinat in mod
unic prin selectarea a doud patrate de colt de X de-a lungul granitei, astfel incit x sa fie intre ele (fiecare patrat de colt
poate coincide cu z). Prin urmare, pentru un patrat de limitd situat la pozitia n de-a lungul unei laturi (numéarand de
la un colt), numarul acestor patrate este:

R =n(46 — n).

Astfel, trebuie sa identificim valorile lui n astfel incat n(46 — n) sa fie divizibil cu 13, deoarece aceste pozitii trebuie
evitate. VerificAnd valorile pentru 1 < n < 23 (deoarece simetria ne permite si ludm in considerare doar jumatate
dintr-o laturd), constatdm ca divizibilitatea cu 13 apare tocmai pentru n = 7,13, 20. Prin urmare, fiecare laturd a grilei
are sase astfel de patrate de limita, niciunul dintre ele nefiind un colt, deci pe cele patru laturi, exista 4 - 6 = 24 patrate
de limita care trebuie evitate. Numaérul total de patrate limita este 4 - 44 = 176. Astfel, numarul de optiuni valide
pentru Becky este de 176 — 24 = 152.

Problema 54. Iepurele si broasca testoasa concureaza intr-o cursa. Testoasa merge incet, dar constant, in timp ce
iepurele alearga de 6 ori mai repede, dar de fiecare data cand alearga 9 metri inainte, se intoarce cu 7 metri pentru a-si
bate joc de testoasa. Consideram intervalul de timp de la inceputul cursei pana in ultimul moment in care se intalnesc

pe pista. In ce fractiune din acel timp a fost testoasa in frunte?

v 22
Raspuns. 32

Solutie. Analizam diferenta de pozitie dintre iepure si testoasd, unde o valoare pozitiva indica ca iepurele este in fata.

Iepurele alearga inainte cu 9 metri, dar apoi se misci inapoi cu 7 metri, castigand efectiv 9 — 2 = 45 metri inainte

si pierzand 7 + % = % metri Inapoi. Deoarece avem nevoie doar de raportul de timp, scalam ‘Soate6distantele cu 6
pentru calcule mai simple. Pentru a simplifica si mai mult analiza, trecem la un cadru de referinta in care testoasa este
stationara. In acest cadru, iepurele se deplaseaza cu 45 de metri inainte si 49 de metri Inapoi in fiecare dintre ciclurile
sale.

In fiecare ciclu, iepurele are o anumita distanta in spatele testoasei: 4 metri in primul ciclu, 12 metri in al doilea si
asa mai departe. Fiecare ciclu acopera 94 de metri, deci ultimul ciclu complet este al unsprezecelea, unde iepurele are
84 de metri in urma si termina la 44 de metri in spatele testoasei. Dupa aceasta, iepurele mai alearga 46 de metri pana
cand se Intalneste cu testoasa pentru ultima oara, cu 44 din acesti metri petrecuti in urma.

Distanta totala parcursa de iepure pana la intalnirea finald este de 11 - 94 4+ 46 = 1080 metri. Din aceasta, distanta

petrecutd in urma testoasei este (4 + 12+ -+ + 84) + 44 = 528 metri. Astfel, fractiunea de timp in care testoasa a fost

A A v . A~ ~ . 5
in frunte pana la ultima lor intalnire este 1‘)02880 = %.

Iepurele alearga inainte cu 9 metri, dar apoi se misca inapoi cu 7 metri, castigdnd efectiv 9 — % = % metri Inainte
si pierzand 7 + % = % metri Inapoi. Pentru a simplifica analiza, trecem la un cadru de referinta in care Testoasa este

stationara.

In acest nou cadru, viteza Inapoi a iepurelui depaseste viteza inainte. Ca urmare, timpul nu este in general
proportional cu distanta totala parcursa de iepure. Cu toate acestea, aceasta proportionalitate se mentine in intervalele
care incep si se termina atunci cand iepurele si broasca testoasa se Intalnesc. Aceasta rezulta din faptul ca in fiecare
astfel de interval, viteza medie a iepurelui ramane aceeasi, intrucat distantele parcurse la ambele viteze (inainte si
inapoi) sunt egale. Mai mult, ajustarea miscérii iepurelui la o vitez& medie constanta pe aceste intervale pastreazi
timpul total si distanta parcursa. Urmatoarele grafice distanta-timp vizualizeaza trecerea de la viteza reald a lui Hare
la viteza medie.

In continuare, luam in considerare ciclurile Hare, definite ca perioadele in care se misca mai intai complet Inainte si
apoi complet inapoi. Pentru calcule mai usoare, scalam toate distantele cu un factor de 6. In noul cadru, Hare se misca
cu 45 de metri inainte si 49 de metri inapoi pe ciclu, petrecand o parte din fiecare ciclu urmand broasca testoasa: 4
metri in primul ciclu, 12 metri in al doilea si asa mai departe. Fiecare ciclu acopera 94 de metri, deci ultimul ciclu
complet este al unsprezecelea, unde iepurele petrece 84 de metri in urma si termina la 44 de metri in spatele testoasei.
Dupa aceasta, iepurele mai alearga 46 de metri pana la intalnirea lor finala, petrecand 44 din acesti metri in urma.
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Distanta totala parcursa de iepure pana la aceasta Intalnire finala este de 11 - 94 4+ 46 = 1080 metri. Din aceasta,

distanta petrecutd in urma testoasei este (4 + 12 + - - - 4+ 84) + 44 = 528 metri. Astfel, fractiunea de distantd pe care

testoasa a fost in frunte pana la ultima lor intalnire este 2o = 22 sji dupa argumentele de mai sus, aceasta coincide cu

‘ ! . . 1080 — 45
fractiunea de timp cautata.
Problema 55. Mark a primit un sir {a, }$2 , definit prin termenii initiali a; = 1, ag = 3 si relatia de recurenta
2 3a2 —4daZ_; =4 - 2n — 1
apy1 100, U1 = 4an - (@nt1 — ap-1) +2n

pentru toti n > 2. Cu toate acestea, termenii sirului nu sunt detewrminati in mod unic de aceasta relatie. Pentru a
rezolva orice ambiguitate, Mark a calculat termenii pas cu pas, alegand intotdeauna cea mai mare valoare ori de cate
ori au aparut mai multe posibilitati. Determinati valoarea lui a;3.

Raspuns. 12274

Solutie. Rearanjand relatia de recurenta se obtine

afH_l +4a2 —a? —4a?®_ | —4an - any1 F4ay -an_ 1 =2n—1,

care se simplifica la
(A1 —2-an)? = (an —2-an_1)* =2n— 1.
Deoarece (ag —2-a1)?=(3—-2)2=1=125si (n —1)2 4+ 2n — 1 = n?, un argument inductiv usor arata ci
(ng1—2-ap)? =(an —2-apn_1)>+2n—1=n%
Astfel rezulta doua valori posibile ale termenului a,,1:
Apy1 =2-An+Nn O aApy1 =2-an —N.
Deoarece Mark selecteaza intotdeauna valoarea mai mare, el alege in mod constant
An+1 =2 ap +n.
Folosind aceasta recurenta in mod iterativ de la a; = 1, obtinem
a3 =1-2241.2" 4 2.21043.99 4 ... 4 12.20
Acest lucru poate fi simplificat in felul urmator:
a;3=1-22+1-2"142.2943.29 ... +12.2°
— 212 1 (211 1910 1.y 90) 4 (910 4 99 4.1 90y 1 (99 198 ...y 20) 4 ... 4 (21 4 20) 4 90
=22+ 2P -+ -+ + (22 -1+ (2" - 1)

=224 (213 -1)-13
= 4096 + 8192 — 14 = 12274.

Prin urmare, valoarea lui a3 este 12274.

Problema 56. Diagrama prezinta un cerc impartit de doua coarde perpendiculare. Sunt furnizate doua lungimi de
segment (ambele mai scurte decit partea ramasi a coardei respective), impreuna cu informatia ca raportul dintre zona

gri si zona alba este g:;g Determinati raza cercului.

5

Raspuns. Y
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Solutie. Consideram simetricele celor doua coarde fata de centrul cercului. Sa notam céteva dintre zone si lungimi ca
in diagrama.

a

As

In mod clar, Ay = Ag si Ay = Ay + As. Aceasta Inseamna ca aria G a regiunii gri este egala cu
G=A+ Ay = A3+ A4 + As,

in timp ce zona regiunii albe este
W=A3—|—A4—|—A5—|—ab:G—|—ab.

Luand in considerare raportul cunoscut al suprafetelor,

g_ G Sm—2
W G+4+ab b5r+2

care poate fi rearanjat la
1
G= Z(57r — 2)ab.

Sa consideram acum aria intregului cerc, a carui raza o notam cu r:
o7
=G+ W =2G +ab= 5 ab

sau 212 = 5ab. Obtinem alte doui ecuatii observand ci putem rearanja segmentele in dous moduri pentru a obtine un
triunghi dreptunghic inscris in cerc: Unul cu catetele a si b+ 2, altul cu catetele a + 4 si b.

1
2 a 2
b b
1
a
Asa ca ramanem cu un sistem de trei ecuatii
2r? = bab,

4r% = a® + (2 +b)?,
4r? = (4 +a)® + V7,

care poate fi rezolvat cu usurinta — comparand ultimele doud ecuatii se obtine b = 2a + 3, care poate fi inlocuit In

primele dou# ecuatii pentru a obtine o ecuatie patraticd in a. Una dintre solutii (a = —%) nu are sens in situatia

actuald, cealaltd duce la a = 1, b =5 si r = 52,

Problema 57. O cladire are 160 de etaje. Holul fiecarui etaj este accesibil prin oricare dintre cele doua usi principale,
iar holul contine patru camere. Fiecare camera are usa ei, In fiecare camera locuieste o persoana. O singura incuietoare
va fi instalata pe fiecare usa, inclusiv pe usile holului, iar cheile vor fi distribuite pentru a se asigura ca:

e Fiecare persoana poate accesa propria sa camera, dar nu a altcuiva si

e Fiecare persoana poate accesa holul de la etaj,
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e Este permis ca cineva sa aiba acces la holurile de la alte etaje.

Fiecare incuietoare este asociata cu o cheie corespunzatoare unica si poate fi deschisa numai cu acea cheie. Cu toate
acestea, aceeasi Incuietoare poate fi folosita pe mai multe usi, daca este necesar, si pot fi facute si distribuite orice
numar de copii ale cheii corespunzatoare. Persoanele fizice pot detine cate chei sunt necesare. Compania responsabila de
instalare isi propune sa minimizeze costul total de producere a cheilor. Crearea unei chei noi costa 3 RON si realizarea
unei copii a unei chei existente costa 2 RON. Care este costul total minim al tuturor cheilor in timp ce indeplinesc
conditiile de mai sus?

Raspuns. 2432

Solutie. Luam in considerare o aranjare optima din punct de vedere al costurilor a incuietorilor si a cheilor; este clar
ca intr-un astfel de caz niciun rezident nu detine mai mult de doua chei. Mai aratdm ca putem presupune, fara pierderi
de generalitate, ca la fiecare etaj, exista exact un rezident (sau echivalent, cel putin unul, deoarece nu poate fi mai mult
de unul) rezident care detine o singura cheie. Aceasta cheie oferid acces atat la camera lor, cat si la una dintre usile
holului, in timp ce ceilalti trei rezidenti de la acel etaj folosesc cealalta usa a holului.

Sa presupunem ca nu este cazul la un etaj. Apoi, una dintre usile holului, D, este folosita de cel mult doi dintre cei
patru rezidenti — rezident a si, eventual, rezident b. Daca niciun rezident dintre cei patru nu poate debloca D, selectam
unul dintre ei In mod arbitrar si le tratdm in continuare ca a. Modificam sistemul de chei astfel: inlocuim incuietoarea
de la usa D cu una complet noua si instalam aceeasi incuietoare pe usa camerei lui a. Ca rezultat, a necesita acum
doar o singura cheie, care costa 3, in timp ce cele doua chei anterioare aveau un cost combinat de cel putin 2 + 2 = 4.
Acest lucru reduce costul total cu cel putin 1.

Mai mult, daca rezident b exista, le reatribuim cheia de la hol pentru a se potrivi cu cealalta usa de hol de la acel
etaj, ceea ce nu creste costul total. Totusi, in acest fel, b ar putea ajunge la o combinatie de taste care sa permita
accesul la o camera de la alt etaj; pentru a remedia acest lucru, inlocuim blocarea camerei lui b cu una complet noua,
care creste costul cu cel mult 1.

Deoarece costul total nu creste prin acest proces, concluzionam ca configuratia presupusa este cel putin la fel de
rentabila ca orice alternativa. Prin urmare, in cele ce urmeaza, presupunem ca exista exact un rezident cu o singura
cheie la fiecare etaj.

Astfel, problema se reduce la minimizarea costului cheilor pentru 160 de etaje unde fiecare hol are o singura intrare
si trei incaperi separate. Fie n tipuri de chei distincte 1,2, ...,n. Fiecare rezident primeste o cheie pentru camera sa si
o cheie pentru hol, iar aceste doua chei nu pot fi de acelasi tip. De asemenea, doi rezidenti nu pot avea aceeasi pereche
de tipuri de chei, deoarece acest lucru ar insemna ca au acces la aceeasi camera. Prin urmare, numarul de perechi de
chei valide este dat de in(n — 1).

2
Deoarece distribuim un total de 3 - 160 = 480 perechi de chei, determinam limita inferioara pentru n din inegalitate

1
§n(n —1) > 480.

Obtinem cd n > 32. Acum, demonstram ca este posibil sa folosim exact n = 32 tipuri de chei distincte. Pentru a
realiza acest lucru, impartim cele 160 de etaje In 32 de grupuri a cate 5 etaje fiecare. Atribuirea cheilor se desfasoara
dupé cum urmeaza (prima cheie din pereche este pentru hol si a doua pentru camers):

e Cei 15 rezidenti din primul grup primesc perechile de chei (1,2),(1,3),...,(1,16).

e Celui de al doilea grup i se atribuie perechile de chei (2, 3),(2,4),...,(2,17).

e Acest model continud, al 31-lea grup primind perechile de chei (31, 32), (31,1),...,(31, 14).

e In cele din urmi, ultimului grup (al 32-lea) i se atribuie perechile de chei (32,1),(32,2),...,(32,15).

Este usor de observat ca aceasta distributie indeplineste conditiile prezentate mai sus. Prin urmare, n = 32 este
numarul minim de chei unice necesare, la care adaugam copii de 928 pentru a acoperi toate cheile de 160 - 3 - 2 = 960.

Luénd in considerare rezidentii mentionati in primul paragraf, trebuie sa fie produse un total de 32 + 160 = 192
chei unice. Astfel, costul final este calculat ca 192 -3 + 928 - 2 = 2432.
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