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I'Jlo,ha 1. Pismen4 v obdlznikoch predstavujui navzajom rozne ¢islice, rozne od nuly. V kazdom prieniku dvoch
obdlznikov je zapisany sucet prislusnych pismen. N4jdite hodnotu pétciferného ¢éisla NABOJ.
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Vysledok. 14325

Riesenie. Stéet 16 je mozné ziskaf iba ako 9 + 7. Kedze R = 9 vedie k J = N = 3, ¢o je v spore so zadanim,
potrebujeme S = 9 a R = 7. Postupne dopoc¢itame zvysné hodnoty: J =5, N=1,Q =6, B=3,P=8, A=4a
O = 2. Teda NABOJ = 14325, ¢o mdze byt interpretované ako ddtum konania Néboja 2025.

Uloha 2. Kolkokrat sa musi ozubené koleso C kompletne otoéit, aby sa vsetky kolesa vratili do svojej povodnej
pozicie?

Vysledok. 14

Riesenie. Koleso A mé 14 zubov, koleso B ma 6 a koleso C' ma 15. Najmensi pocet zubov, o ktoré sa musia kolesa
otoéit, aby sa vietky vratili do povodnej pozicie, musi byt ndsobkom 14, 6 aj 15. Najmens{ spoloény ndsobok tychto
¢isel je 210. Koleso C' sa teda musf otocit o 210 zubov, ¢ize 210/15 = 14 otociek.

Uloha 3. Aké je najvicsie desatciferné éislo, pre ktoré plati, Ze medzi kazdymi jeho dvoma identickymi ciframi sa
nachédza aspon jedna mensia cifra?

Visledok. 9897989 698

Riesenie. Pozrime sa na cifru tplne vlavo. Dame jej hodnotu 9, najviésiu moznt hodnotu, a dalej sa pokiisime
vyskladaf nami hladané ¢islo priddvanim najvicsej moznej cifry vpravo tak, aby platili dané obmedzenia. Dalsia cifra
nemdze byt 9, namiesto nej teda pouzijeme cifru 8. Potom vieme znova pouzit 9. V tomto bode nemézeme pouzit 9 ani
z mnoziny {9,8,7}. Pouzijeme teda cifru 6, potom znova mozeme pouzit cifru 9 a ako poslednt, desiatu cifru, znova
cifru 8. Takto sme sa dostali k ¢islu n = 9897989 698. Tvrdime, Ze to je najviicsie vhodné desatciferné éfslo.

Skutoéne, uréime si m ako nejaké iné vhodné desatciferné éislo a pozrime sa na cifru najviac vlavo, ktord maji m
a n rozdielnu. Ked'Ze nas algoritmus vybral vzdy najviaésiu moznd cifru na danom mieste, vzdy musi platit m < n
nezavisle od ostatnych cifier.

Uloha 4. Aké je najmengia mozné dizka strany stvorca, ktory sa d4 cely vyplnif niekolkymi képiami pravouhlého
itvaru na obrazku? Képie sa nesmi prekryvat ani vytiéat mimo Stvorca.




Vysledok. 6

Riesenie. Obsah §tvorca musi byt delitelny 3, ked'Ze to je obsah ttvaru na obrazku. Je lahké vidiet, ze §tvorec 3 x 3
sa vyplnif nedd. Stvorec 6 x 6 sa uz vyplnit d4, napriklad nasledovne:
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Uloha 5. V rovnoramennom lichobezniku ABCD so zékladiiami AB a CD spiﬁajli deky stran rovnicu |BC| =
|CD| = |AD|. Dalej plati, ze S je stredom usecky DC a X je bodom na tisecke AB tak, ze XS je rovnobezné s BC.
Ak plati, ze obvod ABCD je 50 a obvod AXSD je 38, vypocitajte obvod rovnobeznika X BC'S.
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Vysledok. 36
Riegenie. Rozdiel obvodov je presne | X B|+|CS| =2-|CS| =|CD|, ¢o sa dalej rovnd |BC| a | X S|, takze vysledok je
3- (50 — 38) = 36.

Uloha 6. Mimi si vymyslela dvojciferné ¢islo AB neobsahujiice ¢islicu nula a vynésobila ho jeho opaénym ¢islom BA.
Vysledkom bolo stvorciferné ¢islo, ktoré zacinalo ¢islicou 3 a konéilo ¢islicou 7. Aké bolo vicsie z &isel, ktoré spolu
vyndsobila?

Pozndmka: AB znaéf ¢islo zlozené z cifier A a B.

Vysledok. 93

Riesenie. Cislica na konci sicinu AB - BA je rovnaks ako ¢islica na konei si¢inu B - A, ¢ze na konci sicinu B - A je 7.
Jediné dva sposoby, ako to dosiahnut, st 1-7=7 a 3-9 = 27. Moznost 17 - 71 moézeme vylaécit, lebo jej vysledok je
prili§ maly, takZe spravna moznost je 39 - 93 = 3627 a riesenie je 93.

Uloha 7. Krtko hrd kartovi hru so standardnym balickom 52 kariet (13 hodnot v 4 farbdch). V kazdom tahu si moze
hréé bud potiahnutf kartu, alebo zahrat kartu zo svojej ruky, ktord mé bud rovnakd hodnotu, alebo rovnaki farbu ako
karta, ktord je na vrchu odhadzovacieho balicka. V predoglych koldch nemal Krtko vobec §fastie a potiahol si vela kariet,
¢o ho priviedlo k myslienke: Aky je najmensi pocet kariet N, ktory musi mat na ruke, aby bez ohladu na to, ktorych N
kariet drzi na ruke a akd karta je na vrchu odhadzovacieho bali¢ka, vidy mohol zaruéene zahrat aspoi jednu kartu?
Vysledok. 37
Riesenie. Ak Krtko drzi na ruke vsetky kombindcie troch farieb a dvandstich hodnét (celkom 3 - 12 = 36 kariet), stéle
je mozné, ze karta na vrchu odhadzovacieho balicka méd prave stvrtd (chybajicu) farbu a trindstu (chybajicu) hodnotu.
V tomto pripade nemoze Krtko hrat ani jednu zo svojich kariet, preto musi byt N aspoii 37.

Na druhej strane, karta na vrchu bali¢ka sa hodnotou zhoduje s 12 kartami a farbou s 3 kartami. KedZe celkovy

.....

na Krtkovej ruke je 52 — 1 — 12 — 3 = 36, takZe ak m4 37 kariet, mus{ vediet zahrat aspoii jednu.

Uloha 8. Sedemuholnik ABCDEFG pozostava zo Siestich mnohouholnikov, ktoré zdielaji vrchol S: troch rovno-
strannych trojuholnikov (ABS, CDS, FGS), dvoch rovnoramennych trojuholnikov (BC'S, GAS) s pravymi uhlami
pri vrcholoch C' a G a §tvorca (DEFS). N4jdite velkost uhla SAE v stupiioch.
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Vysledok. 15

Riegenie. KedZe trojuholnik FGS je rovnostranny, plati |F'S| = |GS|. Preto st rovnoramenné trojuholniky GAS
a FSE zhodné, a teda dlzky |ES| a |AS| si rovnaké. Z toho dovodu je trojuholnik EAS je rovnoramenny. Ked'ze
|<ESA| = 45° + 60° + 45° = 150°, tak |[<SAE| = 1(180° — <ESA) = 15°.

Uloha 9. Uvézme trojuholnikovi mriezku s dvomi $edymi trojuholnickami, ako na obrazku. Kolko trojuholnikov je
moZné nakreslit pouzitim ¢iar mriezky tak, Ze neobsahuji Ziaden zo Sedych trojuholnickov?

Vysledok. 34
Riesenie. Napisme do kazdého trojuholnicka &islo vyjadrujice poéet trojuholnikov, ktoré je mozné nakreslif s danym
trojuholnickom ako vrchnym rohom alebo spodnym rohom (v zévislosti od orientécie):
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Hladany pocet je stéet vietkych tychto hodnot, teda 34.

Uloha 10. Stvorciferné &slo nazveme zaujfmavé, ak mé nasledujicu vlastnost: ked odoberieme jeho cifru na mieste
stoviek, tak vysledné trojciferné &islo je deviatkrat mensie ako povodné stvorciferné é&islo. Napriklad, &islo 2025 je
zaujimavé, kedze 225 = % - 2025. N§jdite najvacsie zaujimavé stvorciferné ¢islo.

Vysledok. 6075

Riesenie. Nech N = abed je zaujimavé ¢islo a nech n = cd. Potom N = 1000a + 100b 4 n a ked’ odoberieme cifru na
mieste stoviek, dostaneme ¢islo M = 100a + n. Vynasobenim rovnosti M = %N ¢islom 9 dostaneme

9(100a + n) = 1000a + 100b + n
a naslednym preusporiadanim a vydelenim éfslom 4 dostaneme rovnost

25(a +b) = 2n.

Z tejto rovnosti vidime, Ze a + b musi byt parne éislo mensie ako % = 8, ked'ze n < 100. Z toho je zrejmé, Ze a + b
je najviac 6. Ked'Ze treba maximalizovaf &islo N, vyberieme a = 6 a b = 0, z &oho vyplyva n = 75. Nakoniec I'ahko

overime, ze N = 6075 spfﬁa podmienky zo zadania.

Uloha 11. Nékladn4 lod je navrhnutd tak, aby naraz prepravovala tri druhy tovaru: kokosy, mandarinky a slivky.
Na kazdy tovar mé samostatni obmedzenu kapacitu: 10 ton kokosov, 30 ton mandarinok a 60 ton sliviek. Na ceste
z Kokavy nad Rimavicou do Bardejova bola lod naloZend celkovo 85 tonami tovaru, ktory pozostdval z tychto ovoci.
Na spiatoénej ceste viezla lod rovnaké mnozstvo kokosov, dvojnisobné mnozstvo mandarinok a tretinové mnozstvo
sliviek v porovnani s prvou cestou. Kolko ton nékladu viezla lod’ na spiatoénej ceste?



Vysledok. 60

Riesenie. KedZe lod viezla na prvej ceste 85 ton ndkladu a kokosy a slivky mohli spolu tvorif najviac 70 ton, musela
viezt aspoil 15 ton mandarinok. Ked'ze sa viak mnozstvo mandarinok na spiato¢nej ceste zdvojndsobilo, lod mohla
viezt na prvej ceste najviac 15 ton mandarinok. Preto musela viezt prave 15 ton mandarinok a plnt kapacitu kokosov a
sliviek. Na spiatoénej ceste mozeme celkovy néklad vypocitat ako

1
10+2-15+§-60260.
Uloha 12. Uréite, kolkymi roznymi sposobmi sa da vyplnit sivy utvar na obrizku pouzitim neprekryvajuicich sa

kociek domina, pricom kazdé domino zakryva prave dve vedla seba leziace politka. Domino (zobrazené ako biely
obdlznik) méze byt otocené vertikdlne aj horizontdlne.

.

Poznamka: Ulozenia, ktoré sa liSia oto¢enim alebo preklopenim celého ttvaru, sa povazuju za rozdielne a ziadne domino
nemoze presahovat cez okraje ttvaru.

Vysledok. 8

Riesenie. Utvar zaénime zakryvat v jednom z jeho vniutornych rohov tak, ako je ukdzané na obrazku (1). Mame
dve moZnosti, ako umiestnit toto domino, ale tie jasne vedi ku kompletne symetrickym moZnostiam. Tym padom si
vieme vybrat jednu z tychto moZnosti a na konci vysledok vyndsobif dvoma. Ked mame toto domino umiestnené,
umiestnenie d’algich dvoch kociek je pevne dané (2). Dva velké ,gtvorce® nalavo a napravo mozu byt kazdé zakryté
dvoma roznymi spésobmi (3) a zvySok ttvaru uz len jednym spdsobom (4). Z toho ndm vyplyva, ze mame 2 -2 = 4
sposoby zakrytia titvaru pri poloZeni prvej kocky ako na obrazku (1). A ked zardtame symetrické moznosti zo zaciatku,
dostaneme 2 - 4 = 8 sposobov.
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Uloha 13. Balik v tvare kocky je ovinuty stuzkou ako na obrazku. Vieme, ze jej Sirka je mensia ako dizka hrany
balika a ze cierne plochy maji dokopy obsah 216 cm?. Navyse celkovy obsah sivych pléch je poloviény oproti celkovému
obsahu nepokrytych (bielych) pléch. Uréite dlzku hrany balika v centimetroch.

Vysledok. 30

Riesenie. Kazdy ¢ierny stvorec md obsah 216 : 6 = 36 cm?, takze jeho strana je v/36 = 6 cm. Na kazdej stene md biela
plocha dvojndsobny obsah ako sivd, takze kazdy biely stvorec md dvojnésobny obsah ako sivy obdlznik. Takze na jednu
hranu kocky vieme umiestnit 5 sivych obdlznikov, ¢iZe celd hrana je 5 - 6 = 30 cm.



Uloha 14. Obchod predava pera, zosity a pravitka. Cena zoSita sa rovnd stictu cien pera a pravitka. Ak by sa cena
pravitka zvysila o 50 %, rovnala by sa siétu cien pera a zoSita. O kolko percent by sa mala zvysitf cena pera, aby sa
rovnala suctu cien zoSita a pravitka?

Vysledok. 800 (%)

Riesenie. Nech n je cena zosita, r cena pravitka a p cena pera. Zo zadanych podmienok méme rovnice n =7 +p a

%r = p+n = 2p+r. Z druhej rovnice vyplyva, ze r = 4p, a dosadenim do prvej rovnice dostaneme n = 5p. Preto by sa

cena pera mala zvysit deviitndsobne, teda o 800 %.

Uloha 15. Nech NSD(a, b) a nsn(a, b) oznaéuji najvicsi spoloény delitel a najmensi spoloény nasobok celych &sel a
a b. Ur¢te hodnotu nasledujiceho vyrazu:

nsn(2025, nsn (2024, NSD(2023,NSD(2022, .. . nsn(4, NSD(3,NSD(2,1)))...)))),

kde sa operdcie NSD a nsn striedaju kazdé dva kroky, ¢o znamend, ze vo vyraze sa dokopy 1012-krat vyskytne operécia
NSD a 1012-krat operédcia nsn. Ak by sme napriklad mali vo vyraze dva vyskyty kazdej operécie, vyzeral by nasledovne:
nsn(5, nsn(4, NSD(3,NSD(2,1)))).
Viysledok. 4098 600
Riesenie.

Uvedomme si, Ze vyraz NSD(z + 1, NSD(x,a)) vlastne hladd najvicsieho spoloéného delitela troch éisel = + 1, = a
a. Kedze z a x + 1 nemaju ziadneho spoloéného delitela okrem 1, plati aj, Ze NSD(z + 1,NSD(z,a)) = 1 pre vietky
prirodzené ¢isla a a x. Preto sa vypocet po miesto posledného vyskytu dvojice funkcii NSD zjednodusi na

NSD(2023,NSD(2022, nsn(2021, nsn(2020, . . . ,nsn(4, NSD(3,NSD(2,1)))...)) =
NSD(2023, NSD(2022, a))

1.
Potom sa vyraz zo zadania zjednodusi na nsn(2025, nsn(2024, 1)). Riesenim je teda

nsn(2025, nsn (2024, 1)) = 2025 - 2024 = 4098 600.

Uloha 16. Na obrazku su tri odeZniky s pravidelne vpisanymi zhodnymi kruznicami a priamka prechddzajica
pravymi hornymi rohmi obdlZnikov. Prostrednd ¢ast obrazku je skrytd. Kolko kruznic je v sivom obdlzniku?
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Vysledok. 12

Riesenie. Pravouhlé trojuholniky vytvorené oblastami medzi sikmou &iarou a obdlznikmi st podobné s pomerom
podobnosti 2. Preto je sirka sivého obdlznika 2 - 6 = 12, merand v priemeroch kruznic.

Uloha 17. Filipko zabehol okruh dlhy 18 km. Zaéal rovnomernym tempom, ale v uréitom bode prestal vladat a
spomalil svoje tempo o 25% na zvy3ok behu. Po dokonéeni{ behu skontroloval svoje inteligentné hodinky a zistil, ze
stravil dvojnéasobne viac ¢asu behom pomalsim tempom ako rychlejsim tempom. Akt vzdialenost (v kilometroch)
zabehol Filipko predtym, ako spomalil?

. _ 36
Viysledok. 7,2 ==

Riesenie. Nech v je Filipkova povodnd rychlost (v km/h) a ¢ ¢as, ktory bezal rychlejsim tempom (v hodindch).
Potom jeho pomalSie tempo je %v a ¢as strdveny tymto tempom je 2t. Celkovd vzdialenost je sifet dvoch ciastkovych
vzdialenosti, teda

18 =v-t+ 2v-2t = Sut,

preto

vt = =17,2,

—_
n
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¢o je vzdialenost zabehnut4 rychlejsfm tempom.



Uloha 18. Kubko, Luk4s, Marek, Nata a Oskar sa usporadivaji do jedného radu na skupinovi fotografiu pred
obrovskym monumentom Néboja. Existuju vSak prisne podmienky tykajice sa ich umiestnenia:
e Nata musi staf napravo od Kubka, Mareka a Oskara,
e Marek musi staf nalavo od Kubka, Nate a Oskara.
Kolkymi sposobmi sa moze tychto piit vedtcich usporiadat na tito tizasnd fotografiu?
Vysledok. 10

Riesenie. V&imnime si, ze Lukas sa v obmedzeniach vobec nevyskytuje, takze moéze byt umiestneny na lubovolnej z 5
moznych pozicii. Na druhej strane existuji iba dva sposoby, ako usporiadat zvysnych styroch vedtcich, takze celkovo
existuje 10 moznosti.

Uloha 19. Polyhrad mé pif vezi, ktoré si spojené rovnymi hradbami, pricom dizky hradieb su 50 lakfov, 70 lakfov,
90 laktov, 110 lakfov a 130 lakfov. Hradby mozu byt usporiadané v lubovolnom poradi. Ak4 je maximélna mozna
dizka priameho vystrelu (v lakfoch), ktord moze lukostrelec dosiahnut vo vnttri Polyhradu, pri najlepSom usporiadani
hradieb na tento tcel?

Poznamka: Hribka hradieb a rozmery vezi si zanedbatelne malé. Pod dlzkou vystrelu myslime vodorovnu vzdialenost
lukostrelca a miesta dopadu sipu.

Viysledok. 220

Riesenie. Bez ohladu na rozostavenie hradieb, najdlhsia tsecka celd vnitri Polyhradu nie je dlhsia ako najdlhsia isecka
¢ spéjajica dva body Polyhradu (pretoZe ak by niektory z vnitornych uhlov presiahol 180°, ¢ by mohla prechadzat aj
vonkajskom Polyhradu.

Usecka ¢ d’alej spaja dve veze, pretoze inak by sme ju vedeli zvicsif tak, Ze ju natiahneme aZ do momentu, Ze spéja
dve steny, a potom ju este vieme jednym smerom postivat po stene k niektorej z jej ohraniujicich vezi.

Dve veze, ktoré spéja £, rozdeluji steny do dvoch skupin, pricom sticet dizok vSetkych stien skupiny musi byt aspoii
|¢|. Tak dostaneme nerovnost

< 50+ 70 +90 + 110 4 130
- 2

a ked'ze |[¢] musf byt ndsobkom 10, dostdvame |¢| < 220. Tito hodnotu médzeme dosiahnut rozdelenim hradieb ako
130 + 90 = 220 < 110 + 50 + 70.

1] =225

Uloha 20. Bagka mé 8 kariet, pricom kazd& je oznacend inou ¢islicou od 1 do 8. Usporiada vSetky karty tak, aby
vytvorila dve Stvorciferné ¢isla. Aky je najmensi mozny kladny rozdiel medzi tymito dvoma ¢islami?

Vysledok. 247

Riesenie. Rozdiel je najmensi, ked si &sla najblizsie k sebe. Na tento ticel sa ¢islice tisicok moézu 1i5it iba o 1. Cislica
stoviek musi byt najmensia mozné pre viicsie éislo a najviésia moznd pre mensie éislo. Ked je é&fslica v stovkdch pevnd,
rovnaky princip sa uplatnuje na desiatky a nakoniec na jednotky. Tymto sposobom ziskame ¢isla 5123 a 4876, ktorych
rozdiel je 247.

Uloha 21. Baska sa rozhodla zasadif Sest kvetinovych zdhonov v Sestuholnikovom usporiadani, pricom pouzije dva
druhy kvetov: fialky a sedmokrésky. Kazdy zo Siestich zdhonov, ktoré tvoria pravidelny Sestuholnik, méze byt osadeny
bud fialkami, alebo sedmokrdskami. Jeden takyto spdsob vysadby je zndzorneny na obrazku. Kolkymi spdsobmi méze
usporiadat vysadbu tak, aby existovala aspoii jedna dvojica susednych zahonov kvetmi rovnakého druhu?

Poznémka: Usporiadania, ktoré sa lisia akoukolvek symetriou (otocenim alebo zrkadlenim), sa stdle povazuji za odlisné.
Kazda zo Siestich pozicii zahonov sa povazuje za jedine¢nu.

Vysledok. 62

Riesenie. Ak zanedbame podmienku, Ze dva susedné zédhony musia byt osadené rovnakym druhom kvetov, potom
celkovy poéet moznosti je 26 = 64. Z tohto vysledku odéitame pripady, kde je podmienka porusens, &ize sa dva druhy
kvetov pravidelne striedajui, ¢o su len dve moznosti. Tym ziskame celkovy pocet platnych usporiadani 64 — 2 = 62.



Uloha 22. Z kruhového listu papiera Misko vyrezal obdiZnikovy kus tak, ze jeden roh obdl7nika sa nachddza v strede
kruhu, protilahly roh lezi na obvode kruhu a zostavajice dva rohy lezia na dvoch réznych polomeroch vychadzajicich
7o stredu, pricom su umiestnené vo vzdialenostiach 1 dm a 2dm od obvodu pozdii tychto polomerov. Aka je plocha
kruhového listu, ktora zostane po vyrezani (v dm?)?

Vysledok. 25w — 12

Riesenie. Nech M je stred kruhového listu a nech A, B, C su ostatné vrcholy obdlznika. Oznacme polomer kruhu ako
r.

Méme MA=r—1, MB=ra MC =r—2, pricom AB = MC'". Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku
ABM dostaneme rovnicu
r?=(r—172%4(r—2)?

ktord sa d4 zjednodusit na
0=7r?—6r+5=(r—1)(r—5).

Ked'ze r = 1 nevedie k moznej konfiguracii, jedinym platnym rieSenim je r = 5. Zostévajica plocha kruhového listu je
21 —3-4 =257 — 12 (v dm?).

Uloha 23. Majster N4bojus, neprekonany v zmieSavani esencii, ide vyrobif legenddrnu Algémiu, bezchybnti zmes
Algebry a Alchymie zmiesanych v pomere 1 : 1. Aby to docielil, zac¢al s nasledujicimi prisadami.

e Alchebra pozostéva z 80% Algebry a 20% Alchymie a m4 celkovii hmotnost 10 mg.

e Algymia pozostava z 30% Algebry a 70% Alchymie a m4 celkovii hmotnost 14 mg.
Kolko Algémie moZe s tymito zdrojmi Ndbojus namiesat (v mg)?
Pozndmka: Nédbojus neméze izolovat komponenty zmesi v Ziadnom momente procesu, méze len zmiesat zmesi, ktoré ma
k dispozicii.
Vijsledok. 23% =120

L . . . . . . s 4 3

RieSenie. Ak zmiesame x jednotiek Alchebry a y jednotiek Algymie, dostaneme zmes pozostdvajicu z =z + {5y

Algebry a %x + %y Alchymie. Aby sme dostali pomer 1 : 1, musi byt splnend rovnica

443,17
57T 10V T 5 T 10

7 toho vyjadrime y = %x Inymi slovami na kazdy mg Alchebry musi Nabojus primiesat 1,5 mg Algymie. Preto najvicsie

mnozstvo Algémie, ktoré moze Nabojus vyrobit, vyrobi, ked pouzije vietkych 14 mg Algymie a % - 14 mg Alchebry, ¢o

vyprodukuje % -1l4dmg = %0 mg Algémie.



Uloha 24. Cislo K = n? je stvorcifernd druhd mocnina celého ¢isla s ciframi mensimi ako 7. Ak kazdu cifru ¢éisla K
zvicsime o 3, dostaneme d’alsiu druht mocninu celého é&isla. Najdite kladné éfslo n.

Vysledok. 34
Riesenie. Nech m? = M = K + 3333. Z toho vyplyva, ze

M — K = 3333,
m? —n® = 3333,
(m+n)(m—n)=3-11-101.
KedZe M a K su obe $tvorciferné druhé mocniny, tak 32 < n < m < 99, a preto

32+33<m+n <98+ 99,
66 <m+n<197.

Za danych podmienok si jediné mozné Cinitele m +n = 101 a m — n = 33, ktoré davaju riesenie m = 67 a n = 34.
Nakoniec zostdva overit, ze K = 342 = 1156 m4 vsetky cifry mensie ako 7, ¢o je pravda.

Uloha 25. Nech X a Y st dva protilahlé vrcholy kocky s dizkou hrany 1. Nech C' je valec, ktorého povrch obsahuje
vsetky vrcholy kocky a ktorého stredy kruhovych podstdav st X a Y. Aky je objem valca C?

. 2nV/3 _ 27
Vijsledok. =5~ = e

Riesenie. Kedze X aY st stredmi podstdv, tak ich vzdialenost je aj vyskou valca. Vzdialenost X a Y ako protilahlych
vrcholov kocky ich vzdialenost je v/3. Na urcenie polomeru valca vyberme Tubovolny iny vrchol kocky Z (X Z nech je
uhlopriecka steny a Y'Z je hrana kocky) a hladany polomer je vyska zo Z na priamku XY. Podla podobnosti (alebo
porovnania obsahov) je tato vyska 1/2/3. Preto objem valca je

Uloha 26. Na ststredeni je 60 ucastnikov, ktorf tvoria tri skupiny (kazdy patri do prave jednej): Uféni vzdy hovoria
pravdu, praskaéi vidy klami a susi¢i moézu odpovedat, ako ched. Kazdy na ststredeni poznd identitu vietkych ostatnych.
Misko prisiel na ststredenie neskor a spytal sa ticastnikov nasledujice dve otazky:

1. ,Je na sustredeni aspon 31 ufénov?“ Na tuto otdzku dostal prave 43 kladnych odpovedi.

2. ,Je na sustredeni aspon 31 praskacov?“ Na tuto otdzku dostal prave 39 kladnych odpovedi.
Aky je najmensi mozny pocet suSi¢ov na sustredeni?
Vysledok. 13

Riesenie. Druhé tvrdenie nemoze byt pravdivé. Ak by bolo na ststredeni asponi 31 praskacov, tak by museli vietci
odpovedat zdporne, a teda by nebolo mozné dostat 39 kladnych odpovedi. Preto je na ststredeni najviac 30 praskacov.
Ked'ze uféni vidy hovoria pravdu, musia na tito otdzku odpovedat zdporne, a preto moze byt na sistredeni najviac
60 — 39 = 21 ufénov.

To znamens, ze prvé tvrdenie je tiez nepravdivé. Kladné odpovede teda museli prist od praskacov a susicov. Ked'ze
praskacov je najviac 30, na ststredeni muselo byt aspoi 43 — 30 = 13 susicov.

Konfiguracia zlozena zo 16 ufénov, 30 praskacov a 13 susicov spliia podmienky zo zadania. Preto najmensi mozny
pocet susicov na sustredeni je 13.



Uloha 27. Adri, Bagka, Cyril a Denys sa zti¢astnili turnaja, kde kazdy s kaZdym hral prave jeden zapas. Vitaz
kazdého zapasu dostal 1 alebo 2 body podla toho, ako tesne vyhral, a prehradvajici nedostal Ziaden bod. V turnaji
nenastali Ziadne remizy. Po skonéeni vietkych zdpasov sa vypisala tabulka (vid priklad). Vieme, Ze jeden zicastneny
skonéil so 4 bodmi, kym ostatn{ mali len po 1 bode. Kolko roznych tabuliek mohlo mat toto rozlozenie bodov?

A|B|C|D|spolu
A 11012 3
B|0 010 0
C 1 2 5
D|0|1]0 1

Poznamka: Rozlozenie hra¢ov v tabulke je zafixované, ¢o znamené, Ze oznalenia riadkov a stlpcov A, B,C,D sa
nepresuvaju.
Vysledok. 24

Riesenie. Celkovy pocet rozdanych bodov je 7, ¢o znamena, Ze zo Siestich zapasov prave v jednom boli udelené 2
body, kym v kazdom z ostatnych bol udeleny len 1 bod. Dalej to znamend, Ze najlepsi hra¢ porazil vetkych ostatnych
a v jednom zo svojich zépasov ziskal 2 body. Zapasy ostatnych hrd¢ov museli skonéit ,cyklicky“, kedze kazdy z nich
vyhral prave jeden zdpas. Existujui prave dva orientované cykly. St teda 4 moznosti, ako vybrat hraca so 4 bodmi, 3
moznosti, ako vybrat hraca, ktory bol porazeny o 2 body, a 2 sposoby, ako orientovat cyklus, a preto je 4-3-2 =24
moznosti, ako mohol dopadnit turnaj.

Uloha 28. Vitek napisal ¢fslo 2025 ako stucet M scitancov, kde kazdy séitanec je mocnina ¢isla 10 (t. j. 10", kde n je
nezéporné celé &fslo). Séftance sa v sticte moézu opakovat. Kolko réznych hodnot moze M nadobudnit?

Vysledok. 225

Riesenie. Zretelne najmensia mozna hodnota M je 9, pretoze
2025 =2-10° +2-10" +5-10°.

Ak k > 1, tak kazdé nahradenie 10* za 10 - 10*~! zvysi pocet séitancov o 9. Najvicsia moznd hodnota M je 2025,
pretoze
2025 = 2025 - 10°.

Teda pocet moznych hodnét M je

2025 —

)

9

Uloha 29. Andy a Kubko stoja chrbtom k sebe na peréne Zelezni¢nej stanice. Nédkladny vlak prechadza konStantnou
rychlostou okolo nich. V okamihu, ked Andy a Kubko stoja na tirovni predného konca vlaku, za¢nt kracat opacnymi
smermi rovnakou konstantnou rychlostou. Zadny koniec vlaku minie Andyho, ked bude 45 metrov od svojho
vychodiskového bodu, a kritko nato minie Kubka, ked bude 60 metrov od svojho vychodiskového bodu. Aka je
dlzka vlaku v metroch?

Vysledok. 360

Riesenie. Ozna¢me t; ¢as, ktory uplynie od okamihu, ked predny koniec vlaku minie Andyho a Kubka, do okamihu,
ked zadny koniec minie Andyho. Podobne oznaéme t, ¢as od okamihu, ked zadny koniec vlaku minie Andyho, do
okamihu, ked minie Kubka. Nakoniec oznaéme £ dizku vlaku. Ked'ze Andy a Kubko kré¢aju rovnako rychlo, pocas t;
presiel Andy 45 metrov a pocas t, presiel Kubko 60 — 45 = 15 metrov, pomer dizok tychto ¢asovych intervalov je

t1:t=45:15=3:1.

Zoberme teraz do tvahy aj pohyb vlaku. Po¢as t; sa vlak posunie o vzdialenost £ — 45, pretoZe na zaciatku toho
intervalu mal predny koniec v mieste stretnutia s Andym a Kubkom a na jeho konci mal zadny koniec 45 metrov pred
tym bodom. Pocas ts sa zadny koniec vlaku posunie o 105 metrov medzi Andym a Kubkom. Rychlost vlaku teda je

105m
ta
a jeho dizka v metroch je
105 t
— ot 445 = t—1~105+45:3-105+45:360.
2 2



Uloha 30. Rovnoramenny trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C' prehneme pozdfz tsecky XY tak, ze
vrchol C sa presunie do vrcholu €, ktory sa nachadza na strane AB. Navyse plati |BC'| = |BX|. Uréte velkost uhla
C'Y X v stupnoch.

Vijsledok. 33,75° = 132°
Riesenie. Kedze je trOJuholnl'k X’ B rovnoramenny, plat{

1
[<C'X B| = 5(180° - 45°) = 67.5°.
Navyse kvoli prehnutiu plati |[<CXY| = |<Y XC’|, takze
1
[V XC'| = 5(180° = 67,5°) = 56,257,

Nakoniec médme |<XC'Y| = |[<YCX| = 90°, ¢ize
1<C"Y X| = 180° — |[<XC'Y| — |<Y XC'| = 33,75°.

Uloha 31. Uvézme postupnost vsetkych rastiicich Stvoric s prvkami z mnoziny {0,1,2,...,15} usporiadanych
lexikograficky:
(0,1,2,3),(0,1,2,4),(0,1,2,5), ...,(12,13, 14, 15).
V lexikografickom usporiadani figuruje (ay, as,as,as) skor ako (by, b, b3, by) prave vtedy, ked
a1 < by alebo a; =by, a0 <by alebo a1 =b1, as =by, a3 <bs alebo a1 = by, ay = by, az = b3, as < bs.

Kolkd v tejto postupnosti je Stvorica (2,4,7,14)?

Vysledok. 911

Riegenie. Pre k < n je pocet rasticich usporiadanych k-tic s prvkami z mnoziny {1,2,...,n} rovny ( ) ked’Ze rastice
usporiadané k-tice zodpovedaju k-prvkovym mnozindm. VSeobecnejSie pocet rasticich usporladanych k-tic s prvkami
z mnoziny {m,m +1,...,n} je rovny ("_Tk”“). Spocitajme Stvorice, ktoré v postupnosti figuruju skor ako (2,4,7,14):
) = 455 stvoric tohto tvaru,

o (0,x,%,%): (

o (1,%,%,%): ( ) = 364 Stvoric tohto tvaru,
): (5
)

o (2,3, %,x ) = 66 Stvoric tohto tvaru,
. ( 4,a,%), kde a € {5,6}: (110) + (El)) = 19 stvoric tohto tvaru a

e (2,4,7,b), kde b € {8,9,10,11,12,13}: 6 Stvoric.
Teda ak prvky postupnosti o¢islujeme kladnymi celymi ¢islami, (2, 4,7, 14) stoji na pozicii 455+364+66+19+6+1 = 911.

Uloha 32. Denys a Stepi pestuji anandsy. Minuli sezénu sa im urodilo dovedna 100 ananasov a rozpredali ich na
trhu. Denys preddval svoje anandsy po d chechtdkov za kus a Stepi svoje po § chechtdkov za kus. Vysvitlo, ze predali
vSetky anandsy a utizili kazdy rovnaky obnos chechtdkov. Denys poznamenal, ze keby bol predaval svoje ananasy
po § chechtékov za kus ako Stepi, bol by utfzil 45 chechtdkov. Keby bol Stepi preddval anandsy za Denysovu cenu d
chechtékov za kus, bol by utfzil 20 chechtiakov. Kolko anandsov dopestoval a predal Denys?

Vysledok. 60
Riesenie. Nech D a S oznacuji v tomto poradi pocet anangsov, ktoré predali Denys a Stepi. Zname s vztahy

D+ S =100, D-d=S5-3, D -5 =45, S - d=20.

Dosadenim § = % ad= % do druhej rovnice ziskame
20 - 45
D.- 2= =g.=
)
D 45 _9
5220 4

Teda S = % a po dosadeni do prvej rovnice D + % = % = 100, ¢ize D = 60.
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Uloha 33. Misko pred spanim pocital zirafy. Dostal sa az k najvicsiemu trojcifernému ¢islu, ktoré je sic¢tom svojej
cifry na mieste stoviek, druhej mocniny svojej cifry na mieste desiatok a tretej mocniny svojej cifry na mieste jednotiek.
Kolko ziraf Migko napoéital?

Vysledok. 598

Riesenie. Oznaéme a, b a c cifry na mieste stoviek, desiatok a jednotiek v hladanom poéte Ziraf, v tomto poradi. Ak
c=9taka+ b+ =a+b%>+9> =729+ a+b? je najmenej 730 a najviac 829, teda a musi byt 7 alebo 8. Ani pre
jednu moznost vsak neexistuje cifra b také, aby posledné cifra éisla 729 + a + b2 bola 9.

Teraz uvédzme c = 8. Ked'ze 8 = 512, a musi byt 5 alebo 6, ale

a+b%+8% <6481+ 512 =599 < 600,
takze a mus{ byt 5. Potom od b poZadujeme, aby

5+ b2 4+ 512 = 8 + 10b + 500,
b> —10b+9 =0,

¢o ma rieSenia b =1 a b =9. Obe davaji vyhovujtice ¢isla:
518=5+12+8" a 598=5+92 +8°

(Ekvivalentne si mdzeme v&imnit, ze b2 musi maf na mieste jednotiek 1.)
Keby ¢ < 7, tak
a+b*+c®<9+9%+ 7 =433 < 598,

takze najvécsie vyhovujtce ¢islo je 598.

Uloha 34. Kaizd4 strana stvoruholnika ABCD je dvoma bodmi rozdelend na tri rovnako dlhé ¢asti. Vieme, ze

e bod E deli AD v pomere |AE|: |[ED|=2:1,

e bod F deli AB v pomere |AF|: |FB|=2:1,

e bod G deli CB v pomere |CG|:|GB|=2:1a

e bod H deli CD v pomere |CH|: |HD|=2:1.
Vnutri stvoruholnika lezi bod P. Useéky z tohto bodu do bodov E, F', G, H rozdeluju §tvoruholnik na $tyri mensie.
Obsahy troch z nich st znazornené na obrazku. Uréte obsah stvrtého z nich, PFBG.

Vysledok. 42

Riesenie. Spojenim bodu P so vSetkymi deliacimi bodmi na strandch stvoruholnika vratane jeho vrcholov dostaneme
12 trojuholnikov ako na obrazku.

Oznacme a, b, ¢ a d postupne obsahy trojuholnikov PEI, PJF, PGK a PLH. Kazda trojica trojuholnikov dotykajuca
sa rovnakej strany ma rovnaké obsahy, pretoze maji spoloéni vysku z P a ich zédkladne su rovnako dlhé. Z toho uz ale
vieme usudit, Ze

90 =2a+2b, 57=a+d, 108 =2c+ 2d.

Obsah stvoruholnika PFBG je rovny b+ c. To uz vak z vyssie uvedenych rovnosti vieme vyjadrit ako

1 1
bte=5(2a+2b+2e+2d) — (a+d) = 5(90 + 108) — 57 = 42.
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Uloha 35. Frodo koneéne nasiel prsteri, ktory tak dlho hladal. Vyzeral (prsteii, nie Frodo) ako mriezka 4 x 4, z ktorej
odstranime $tyri prostredné policka — ¢ize pozostaval z 12 stvorcov. Kolkymi sposobmi vie Frodo vybraf $tyri z tychto
12 stvorcov tak, aby bol na kazdej strane prstena vybraty aspon jeden Stvorec?

Poznamka: Kazdé rohové policko patri na dve strany prstena. Aj sposoby, ktoré sa lisia iba oto¢enim ¢i prevratenim,
povazujeme za rozne.

Vysledok. 237

Riesenie. Na vyber 4 z 12 $tvorcov prstefia mame celkovo (142) = 495 sposobov. Pre kazdi zo strdn mame osem
§tvorcov, ktoré na nej nelezia. Preto méme (i) = 70 sposobov, ako vybrat styri stvorce, z ktorych Ziaden nelezi
na jednej Specifickej strane. Z toho mame 495 — 4 - 70 = 215 sposobov, v ktorych sme nevynechali ziadnu zo stran.
Avsak v predoslom kroku sme niektoré sposoby — konkrétne tie, kde st nepouzité dve zo stran — odpocitali dvakrat.
Zrejme ide o dva typy sposobov. Prva moznost je, Ze vyberieme §tyri z piatich §tvorcov okolo niektorého z rohov
prstenia. Okolo jedného rohu nam to vytvara 5 sposobov, pricom kazdy je jednoznacne urceny Stvorcom, ktory sme
nevybrali. Okolo vietkych 4 rohov je tychto spésobov potom 20. Druhé moznost je, Ze vyberieme oba stredné stvorce
na dvoch protilahlych strandch, éo si dokopy 2 spdsoby. Tieto spdsoby potrebujeme pripocitat naspét, éim dostaneme
215 + 22 = 237 sposobov. Zrejme nie je mozné vyhnut sa trom stranidm prsteiia naraz, a teda sme sa dopoé&itali
k zaveretnému vysledku.

Uloha 36. Tri kruznice s polomermi postupne 1, 2 a 3 sa zvonka dotykaju tak, ako na obrazku. Urcte obsah
trojuholnika, ktorého vrcholy st dané bodmi dotyku kruznic.

Vysledok. g

Riesenie. Oznatme X, Y, Z stredy kruznic a A, B, C' body dotyku tak, ako na obrazku nizsie. Trojuholnik XY Z
ma strany dizok 1+ 2 = 3,1+43=4,2+3=05,¢oje trOcha splnajuca Pytagorovu vetu, takze dany trojuholnik je
pravouhly s pravym uhlom pri vrchole X. Jeho obsah je 5 -3 -4 = 6. Aby sme ur¢ili hladany obsah trojuholnika ABC,
postupne odéitame obsahy rovnoramennych trojuholnikov X BC, YCA a ZAB.

e Trojuholnik X BC' je pravouhly s obsahom % 1-1= %

e Trojuholnik Y AC' ma rameno Y C' dlhé 2. Jeho vysku oznacime AR. VSimnime si, Ze je rovnobeznd s X Z, takze
trojuholniky YAR a YZX sﬁ podobné s koeficientom podobnosti [V A| : |[YZ| = 2:5. Takze [AR| = 2-|ZX| = 8.
Obsah trojuholnika tak je 1 -2- % = 2.

e Trojuholnik ZAB m4 rameno ZB dlhe 3. Jeho vyska oznacend AS je rovnobeznd s Y X, takze trojuholniky ZAS
a ZYX st podobné s koeficientom podobnosti [ZA| : [ZY| = 3 : 5. Takze |AS| = 2 -3 = 2. Obsah trojuholnika
tak j Je -3 9 27

Vysledny obsah teda bude
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Uloha 37. Baska si nakreslila pravidelny n-uholnik, kde n > 3. Ked si spo¢itala jeho uhlopriecky, zistila, Ze ich pocet
je delitelny é&islom 2025. Uréte najmensie mozné n, pre ktoré sa toto mohlo stat.

Poznamka: Strany mnohouholnika nepovazujeme za uhlopriecky.

Vysledok. 300

Riesenie. Tahko si vimneme, Ze pocet uhlopriecok je %n(n —3). Ked7e ¢&fslo 2025 je neparne, ekvivalentne ndm staci
zistit, & je stéin n(n — 3) delitelny 2025. Navyse plati 2025 = 3% - 52, takze (vd'aka nesidelitenosti) ndm staéi overit, ¢i
n(n — 3) je delitelné 3* = 81 a 52 = 25.

Vsimnime si, Ze najviac jedno z &isel n a n — 3 je delitelné piatimi. Tym paddom mus{ byt to, ktoré je delitelné
piatimi, delitelné 25. Navyse n je delitelné tromi prave vtedy, ked n — 3 je delitelné tromi, ¢ize kazdé z nich prispeje
aspoi jednou mocninou 3 do celkového stiéinu. Okrem toho, len jedno z &isel n a n — 3 moze byt delitelné 3% pre k > 2,
takze nutne je jedno z éisel delitelné 3% = 27.

Ak je jeden z &initelov n a n — 3 delitelny aj 25, aj 27, jeho hodnota je najmenej 25 - 27 = 675. Overime, & vieme
dostat mensie éislo v pripade, Ze jedna hodnota je delitelna 25 a druhé 27. Oznaéme hodnotu delitelnt 27 ako m.
Potom m = 27k a hladdme najmensie k, pre ktoré 27k + 3 je ndsobok 25 (znamienko zavisi od toho, ¢i m = n, alebo
m = n — 3). Ked'ze 25k je vzdy ndsobok 25, sta¢i ndm ekvivalentne overit, ¢ 2k + 3 je ndsobok 25. Toto nastane
prvykrét pre k =11 (211 + 3 = 25). Takze m =n — 3 =27-11 =297 a n = 297 + 3 = 300.

Uloha 38. David sa vybral na vypravu pozdfi ciest v diagrame na obrézku. Zac¢ina vo vrchole A a konéi vo vrchole
B. Po ceste dodrziava smer Sipok, az na jeden jediny rebelsky pohyb, pri ktorom sa naschvéal pohne v opa¢nom smere.
Tento rebelsky pohyb musi{ spravit na svojej vyprave prave raz, aj ak by to znamenalo, Ze do¢asne opusti svoj ciel.
David smie pouzif rovnaku sipku aj viackrat. Kolkymi réznymi spdsobmi dokéze za tychto podmienok dokonéit svoju

vypravu?
@\ /Q
/! Q\
O—

Vysledok. 84

Riesenie. 'V kazdom vrchole spocitame

1. pocet (orientovanych) ciest z vrcholu A, ktoré tu koncia, a

2. pocet ciest do B, ktoré v danom vrchole za¢inaju.
Napriklad na obrazku nizsie 3 | 1 v pravom hornom rohu oznacuje 3 cesty z A do pravého horného rohu a 1 cestu
z pravého horného rohu do B. Pre kazdu sipku uréime pocet ciest, ktoré nimi vedu v protismere, ako stuc¢in prvého ¢isla
na konci sipky a druhého ¢isla na zaciatku sipky. Tieto pocty uz len s¢itame a dostaneme vysledok 84.

(16) —18— @)
AN A
12 6
S
o G
L
6 12
/ N

() —1— ()

Uloha 39. V nasledujicom vypocte oznac¢uju rozne pismend roézne nenulové ¢éislice.

N N N N N

+ A A A A

+ B B B

+ O O

+ J

- 2 0 2 5

= N A B O J

Uréite najviésiu moznt hodnotu pétciferného éisla NABOJ.
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Vysledok. 18249
Riesenie. Vypocet vieme prepisat ako

N N N N N
+ A A A A
+ B B B
+ O O
+ J
- N A B O J
= 2 0 2 5
¢o vieme zjednodusit na
N N N N
+ A A A
+ B B
+ O
= 2 0 2 5

Teraz je zrejmé, ze N = 1. Ostava ndm AAA + BB + O = 2025 — 1111 = 914, ¢ize A = 8. Dalsie zjednodugenie
914 — 888 = 26 vracia B = 2 a nakoniec O = 4. J moZe mat Tubovolnt hodnotu, ale musi byt iné od uz pouzitych éislic.
Najvicsia hodnota NABOJ je teda 18249.

Uloha 40. Pifsto organizatorov N4boja hlasovalo o dni stfaze. Pri kazdom hlasovani hlasoval kazdy pritomny
organizator bud’ za, alebo proti. Ako prvé sa hlasovalo o pondelku. Hned’ po tomto hlasovani sa niekolko z organizatorov,
ktori hlasovali za, zdvihlo a odislo. Organizatori, ktori boli proti, zostali vSetci aj na hlasovanie o utorku. Za utorok
hlasovalo rovnako vela organizdtorov ako za pondelok, kym proti utorku hlasovalo trikrét menej I'udi ako proti pondelku.
Navyse vieme, ze 120 organizitorov hlasovalo aj za pondelok aj za utorok, kym 70 hlasovalo proti pondelku aj proti
utorku. Kolko organizatorov odislo po prvom hlasovani?

Vysledok. 150
Riesenie. Oznatme AA pocet organizdtorov, ktori hlasovali za pondelok aj za utorok, AN pocet organizatorov, ktorf
hlasovali za pondelok a proti utorku, VA pocet organizatorov, ktori hlasovali proti pondelku a za utorok, a nakoniec
NN pocet organizdtorov, ktory hlasovali proti pondelku aj proti utorku. Okrem toho oznactme O pocet organizatorov,
ktori odisli po prvom hlasovani. Tym dostdvame nasledujice rovnice:

AA+ AN+ NA+ NN + O = 500,

AA+ AN+ O =AA+ NA,
NA+ NN =3-(AN + NN).

Dosadenim AA = 120 a NN = 70 a presunutim nezndmych nalavo dostdvame

AN + NA + O = 310,
AN —NA+0 =0,
—3AN + NA = 140.

Ked vyndsobime prostredni rovnicu 2 a nésledne vietky rovnice séitame, dostaneme 30 = 450, takze O = 150. Zvysné
nezndme vyjdi AN =5 a NA = 155.

Uloha 41. Uréte pocet usporiadanych dvojic kladnych celych ¢&isel (a,b), ktoré spiﬁajﬁ a < b a navyse NSD(a, b)
tvori spolo¢ne s &slami a a b aritmetickd postupnost, ktorej stcet je 2025.
Poznamka: Aritmetickd postupnost je postupnost éisel, kde je rovnaky rozdiel medzi kazdymi dvoma po sebe iddcimi

.....

Vysledok. 12

Riesenie. Oznatme d = NSD(a,b). Potom si vieme rozpisat a = da’ a b = db’ pre nejaké kladné celé a/,b’. Zrejme
d < a < b, preto a musi byt uprostred aritmetickej postupnosti, a potom pre rozdiely élenov plati a —d = b — a, ¢o je
to isté ako b = 2a — d. Po predeleni d z toho dostaneme b’ = 2a’ — 1. KedZe viak siéet ¢lenov mé byf 2025, dostdvame

d+a+b=d(1+d +2d —1)=3da’ = 2025,

¢ize da’ = 675 = 3352, Nakolko 675 m4 (3 + 1) - (2 + 1) = 12 kladnych delitelov, ktoré mézu byt hodnotou a’, ostéva
ndm overit, ¢i kazdy z nich vedie na validné riesenie (a,b). Ak si dopo¢itame b’ = 24’ — 1, d = 675/a’, a = da’ = 675,
b= dV, nie je tazké si véimnuit, ze a = da’ < d(2a’ — 1) = db' = b, a navyse

NSD(a, b) = NSD(da’,d(2a’ — 1)) = d - ged(a’,2a’ — 1) = d,

pretoZe a’ a 2a’ — 1 st vzdy nestdelitelné.
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Uloha 42. V sttazi Naboj Babé riesia stifaziaci tilohy o¢islované éislami 1 az 16. Kazdy tim mé vlastni sadu 16 tiloh
a tieto sady st zhodné a rovnako ocislované. Na zaciatku sttaze ma kazdy tim k dispozicii tlohy s ¢islami 1, 2 a 3.
Vidy, ked nejaki tlohu vyriesi, odovzda ju a dostane novi tlohu zo svojej sady s najmensim &islom, ktori doposial
neriesil. Vieme, Ze pocas sutaze vyriesil kazdy tim int mnozinu tloh. Kolko najviac timov sa mohlo ztéastnit sttaze
Néboj Baba?

Vysledok. 697

Riesenie. Vsimnime si, ze mnozina uloh, ktoré tim vyriesil, je jednozna¢ne uréend mnozinou uloh, ktoré tim nevyriesil
a naopak. T4to mnoZina je zase jednoznaéne uréend mnozinou tloh, ktoré mal tim u seba po konci stfaze. Ak im
zostali 0, 1 alebo 2 tlohy, museli vyriesit vietky ostatné. Ak im zostali tri dlohy s éislami = < y < z, tak okrem tychto
troch tiloh nemohli vyrie§if ani ziadnu tlohu s vyssim &fslom ako z. Naopak, vietky mensie vyriesit museli. Celkovy
pocet moznych timov tak spoc¢itame ako

16 16 16 16
() + (D)= () (5) -0
Uloha 43. Nech a, b, ¢, d st redlne ¢isla také, ze

2a + 2b — ab = 2025,
2b + 2¢ — be = 47,
2c+2d — c¢d = 5.

N3gjdite hodnotu 2a + 2d — ad.
Viygsledok. 51

Riesenie. PouZitim rovnosti (z — 2)(y — 2) = 2y — 22 — 2y + 4 sa zadané rovnice daji prepisat nasledovne:
(a—2)(b—2) = —2021,

(b—2)(c—2) = —43,
(c—2)(d-2) =1

a nasim cielom je najst hodnotu (a — 2)(d — 2). Kedze kvoli druhej rovnici b # 2 a ¢ # 2, cielovy vyraz sa dd ziskat ako

C(@=2)(b-2)(c—2)(d—-2) (-2021)-(-1)
(a=-2d=2)= (b—2)(c—2) B R

Teda 2a + 2d — ad = —(—47) + 4 = 51.

Uloha 44. Nech M je stred strany AB pravidelného sedemuholnika ABC DEFG. Kruznica so stredom v bode M
prechédzajica bodom A pretina opisani kruznicu trojuholnika AME v bode X, ktory lez{ vo vnutri sedemuholnika.
Aka je velkost (v stupiioch) ostrého uhla medzi dotyénicami k tymto dvom kruzniciam v bode X?

Viysledok. 540°/7

Riesenie. Kedze ABCDEFG je pravidelny sedemuholnik, uhol AME je pravy a tsetka AE je priemerom vicsej
kruznice. Namiesto merania uhla medzi dotyénicami v bode X mézeme ekvivalentne uvazovat uhol medzi dotyénicami
v bode A, ktory je druhym priese¢nikom oboch kruznic. Tento uhol je potom rovny uhlu BAFE medzi prislusnymi
priemermi, ked'Ze tieto si kolmé na dotyénice. Jeho velkost, % - 180°, mozno jednoducho uréit zo symetrie pravidelného
sedemuholnika alebo rozpoznanim, ze ide o obvodovy uhol zodpovedajici stredovému uhlu % - 360° na opisanej kruznici

sedemuholnika.
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Uloha 45. Romanovi sa velmi zapacil vyraz (£1+£244 4 ...429)2 tak si ho napisal na papier raz pre kazdd
mozni volbu znamienok plus a mfnus. (Teda celkovo 21%0-kr4t.) Nasledne vypoéital ich hodnoty a vietky dokopy séital.
Urcte tento vysledny sucet.

/ 21004100 1)
Vijsledok. =—5——

Riesenie. Zacneme vicobecnejsim pozorovanim: pre lubovolné kladné celé ¢islo n a redlne éfsla zq, xa, ..., Ty, ak
s¢ftame vyrazy (4 x1 4+ x5 & -+ £ 2,,)? pre vietky mozné volby znamienok, vysledok je vzdy

2w+ e Fay).

Aby sme pochopili, preco to plati, uvdzme rozklady vyrazov ( 4z & a9 £ - - +x,,)?. Kazdy rozklad obsahuje kvadratické
¢leny z? a zmieSané ¢leny tvaru +2z;x; pre i # j. Kazdy ¢len 2? sa vyskytuje v kazdom moznom rozklade bez ohladu
na zvolené znamienka. KedZe existuje 2" roéznych kombindcii znamienok, tieto kvadratické ¢leny prispievaji s celkovym
koeficientom 2". Na druhej strane, zmiesané ¢leny +2x;x; sa vyskytujui s kladnym znamienkom presne v polovici
pripadov a so zdpornym znamienkom v druhej polovici, v zdvislosti od toho, ¢i maji x; a x; rovnaké znamienko alebo
nie. Ked'Ze tieto prispevky sa tiplne vyrusia v rdmci vsetkych moznosti znamienok, neovplyvnia koneény sicet. Celkovy
sucet sa teda zjednodusi na 2" ndsobené stctom kvadratickych élenov, ¢im je vzfah dokdzany.

V nasom pripade mame xj, = 2871 a pozadovany sticet je
9100 (1 441 4 ... 4 499).
Pouzitim vzorca pre stucet geometrickej postupnosti,

+49974100717410071
C4-1 3

144"+

dostaneme kone¢ny vysledok
9100 (4100 _ q)
—

Uloha 46. Dve aut4 sa pohybuju dokola po obvode Stvorca ako na obrédzku. Obe autd za¢inaji spolu v jednom rohu
cesty. Potom sa kazdé auto nekonecne dlho pohybuje konstantnou celoéiselnou rychlostou. Posadky dut komunikuji
pomocou vysielagiek, ktoré maji celkom dobry dosah, ale stratia spojenie, ked’ sa auté ocitnt presne v protilahlych
rohoch cesty. Pomalsie auto sa pohybuje rychlostou 24 km/h, rychlejsie rychlostou nkm/h tym istym smerom. Uréite
najmensie celé ¢islo n vacsie ako 24 také, ze autd nikdy nestratia vysielackové spojenie.

|

Vysledok. 56

Riesenie. Definujme idsek ako jednu stranu Stvorcovej cesty. Nech m = 24 a n > m st rychlosti pomalsiecho a
rychlejsieho auta v tomto poradi. V&imnime si, ze to, ¢i vysielacky niekedy stratia spojenie, zavisi iba od pomeru
rychlosti, nie od ich konkrétnych hodnét. Nech teda m/, n’ st nestidelitelné kladné celé &fsla také, ze m’ : n' =m : n.
Tvrdime, Ze vysielacky nikdy nestratia signal prave vtedy, ked n’ — m' je ndsobkom 4.

Najskor rozoberme pripad, ked n’ —m’ nie je ndsobkom 4. Po tom, ¢o pomalsie auto preslo m’ tisekov, sa nachidza
v rohu. Za ten isty ¢as rychlejsie auto preslo n’ tisekov (vzhladom na pomer rychlost{), takZe je tiez v rohu. Ked'ze
n' —m/ nie je delitelné 4, tieto dva rohy nemozu byt totozné. Ak sa ocitli v protilahlych rohoch, vysielacky prave
stratili spojenie. Ak si v susednych rohoch, po prejdeni d'alsich m' a n' tsekov autd skonéia v protilahlych rohoch, ¢o
tiez sposobi stratu spojenia.

Teraz predpokladajme, Ze n’ —m’ je ndsobkom 4. Najprv si viimnime, Ze autd nemézu byt naraz obe v rohoch skor,
nez pomalsie auto prejde m’ tisekov. Ak by sa tak stalo uz po tom, ¢o preslo pomalsie auto s < m’ tsekov, tak by
rychlejsie auto dovtedy preslo 37'7?,/ tsekov, ¢o nemdze byt celé éislo, kedze m’ a n’ st nesudelitelné. Prvykrat teda obe
autd dorazia do rohov stu¢asne v momente, ked pomalsie auto dokonéi m’ tisekov a rychlejsie auto n’ usekov. Podla
predpokladu je n’ — m’ ndsobkom 4, takZe sa musia nachddzat v tom istom rohu. Po tom, ako sa stretni v rohu, sa
celd situdcia zopakuje (mozno z iného rohu), a preto sa spojenie nikdy neprerusi.

Zostava najst najmensie n > 24, ktoré spfﬁa dand podmienku. Musime mat n’ —m’ delitelné 4. V takom pripade,
kedZe sa jedns o nesidelitelné &sla, musia byt m’ aj n’ neparne. Kedze m’ je delitel m = 24, jediné mozné hodnoty si
1 a3. Ak m’ = 1, najmensie vyhovujice n’ je 5. Potom n = 2 - 24 = 120. Ak m’ = 3, najmensie vyhovujice n’ je 7. Tu

n = % - 24 = 56. Ked'ze 56 je mensie ako 120, pozadovand najmensia moznd hodnota n je 56.
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Uloha 47. Pri stole hra 2025 hracov hru. Na konci kazdého kola porazeny d4 kazdému z ostatnych hrédéov tolko
chechtdkov, kolko uz vlastni (€iZe rozni hra¢i moézu obdrzat rozne mnozstva peiiazi). Po 2025 kolach skonéil kazdy
hré¢ s 23090 chechtdkmi. Navyse ani jeden hraé sa neocitol pocas hry v dlhu a kazdy hraé¢ prehral v prave jednom kole.
Zistite, kolko chechtdkov mal na zaéiatku hry hra¢ porazeny v prvom kole.

Vijsledok. 2975 42025 - 22999 = 2975 . (1 4 2025 - 22024)

Riesenie. Celkové mnozstvo pefiazi v hre sa nemeni, teda vzdy je rovnaké ako na konci hry, to jest 2025 - 23000
chechtékov. Mozeme si predstavit, ze porazeny hra¢ nevyplaca iba ostatnych, ale aj samého seba. Cize po kazdom
kole sa vietkym hracom zdvojndsobia majetky, &fm celkové mnozstvo pefiazi v hre stiipne z 2025 - 23990 na 2025 - 23001
chechtékov, a néasledne porazeny hraé¢ strati 2025 - 23000 chechtékov, pretoze on musel znasat naklady na spominané
fiktivne zvysenie celkového mnozstva penazi.

Ked' si teraz priebeh hry prehrame odzadu, uvidime, ze v kaZdom kole jednému hriéovi pribudne 2025 -
chechtédkov a nasledne sa vSetkym hricom znizia vlastnené sumy o polovicu. Hracovi, ktorého uvidime prehrat az na
konci v prvom kole, sa teda najprv 2024-krat vydeli suma penazi, ¢im klesne z 23%9° na, 2976 chechtédkov, potom obdrzi
2025 - 23000 chechtdkov a napokon eite raz pride o polovicu svojich pefazi, ¢im sa dostane na sumu 2°7° + 2025 - 22999
chechtakov.

23000

Uloha 48. Michal, Miso a Migko vlastnia tri identické papierové modely pldsta rotaéného kuzela. Jeho zakladiia je
kruh kolmy na os spdjajicu jeho stred s vrcholom kuZela, pricom tdto zdkladiia nie je stcastou modelu. Michal a Migo
sa stretli, aby spravili ritual spolukuzelenia, ktory prebieha nasledovne:

1. Dva modely kuZela k sebe priloZia vrcholmi a zlepia pozdfz usecky spéajajucej vrchol s okrajom zakladne.

2. Rozstrihni oba kuzele pozdfz tejto tisecky, ¢im vznikne novy kuZel, ako na obrizku nizsie.
Po tomto rituali dostali novy kuzel, ktorého objem bol 10 cm®. Nésledne prisiel Misko a spravil s ostatnymi opét ritudl
spolukuzelenia, pricom pouzili jeho povodny kuzel a kuzel, ktory dostali pri predoslom ritudli. Vysledkom druhého
ritudlu bol kuzel s objemom 0cm?. Aky bol v cm?® objem pévodného kuzela?

Vysledok. /10

Riesenie. KedZe kuzel ziskany druhym ritudlom mal nulovy objem, tak spojenim trojice povodnych pléstov dostaneme
rovinny utvar — kruh. To znamend, ze povodné plaste boli kruhovym vysekom s uhlom 120°. Oznatme s stranu
povodného kuzela (tisecku spdjajicu vrchol s podstavou na plasti) a r polomer jeho zdkladne. Z tvaru plasta vieme
obvod podstavy vyjadrit ako %’T - . Zaroven vSak vieme, ze je to obvod kruhu, takze

2w
—s =27,
3
Odtial lahko vidime, Zze s = 3r. Vsimnime si, Ze strana kuzela sa pri rituali nezmeni, takze zostane rovnaka aj vo
vyslednom degenerovanom pripade.
Pozrime sa na kuzel, ktory vznikol po prvom ritudli. Jeho plast je kruhovy vysek s uhlom 240°, takze jeho zdkladiia
mé dvojndsobny obvod, a teda polomer 2r. Dosadenim do vzorca na vypoéet objemu kuzela dostaneme

10 = %W(Qr)2\/(3r)2 —(2r)2 = %w?

Objem povodného kuzela je teda

1
§7r1"2 (3r)2 —r2 = T

Uloha 49. Pre kolko kladnych celych &sel n neprevysujicich 200 mé rovnica

JHEHE

aspon jedno celoCiselné riesenie x, kde 1 < x < 2007

Pozndmka: Symbol |¢]| oznacuje najvicsie celé ¢islo neprevysujuce .
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Vysledok. 82

Riesenie. Ked n je nasobok 5, tak Tavé strana rovnice je nasobkom 5, a preto nemé riesenie. Dalej ak n = 1, tak
lava strana je zaporna, takZe tiez nemd rieSenie. Ak sa odviaZeme od podmienky z < 200, tak v ostatnych pripadoch
existuje riesenie. Preusporiadajme rovnicu na

5 EJ —n EJ Y @)

Teraz je lavéa strana ndsobkom 5, preto sa pozrieme na riesenia vzhladom na hodnotu n mod 5.
e Ak n = 5k +4, tak potom x =n+ 1 =5k + 5 je rieSenie (obe strany (©) si rovné z), takze vsetkych 40 ¢isel ndm
vyhovuje.
e Ak n =5k + 3 a zdroven prava strana je ndsobkom 5, musi [z/n] byt aspori 3 (ak by |x/n| bolo 1 alebo 2, tak by
pravé strana mala mat zvysok 4, resp. 7 po deleni 5), o nie je mozné pre n > 67. Znamenalo by to totiz hodnotu
x VvAcsiu ako 200. Pre n < 66 (13 éisel) polozime x = 3n + 1, ¢o bude znamenat, Ze obe strany (¥) budd rovné z.
e Podobnym sposobom, ak n = 5k + 2, tak |z/n] musi byt aspon 2, ¢o nemoze nastat pre n > 101 a inak polozime
x =2n+1 (20 éisel).
e Nakoniec ak n = 5k + 1, tak iba ¢isla n < 50 vedu k rieSeniu tvaru z = 4n + 1 (10 ¢&isel, ale 1 nie je dovolen4,
preto v skutoc¢nosti iba 9 ¢isel).
Dokopy je 40 + 13 + 20 + 9 = 82 takych ¢isel n.

Uloha 50. Adam m4 neobmedzené mnozstvo 20-stennych kociek, pricom kazda ma steny ocislované ¢islami od 1 do
20. Adam si zvoli pocet kociek, ktoré naraz hodi, pricom chce dosiahnuf presne jednu alebo dve jednotky v jednom
hode. Kolkymi kockami by mal Adam hadzat, aby maximalizoval pravdepodobnost tispechu?

Vysledok. 28

Riesenie. Hladand pravdepodobnost je stuéet pravdepodobnosti, Ze padne presne jedna jednotka

1 19\ !
fi=n (20) (zo)

a pravdepodobnosti, ze padni presne dve jednotky
n\ (1) [19\"?
P = — — .
2 20 20

1 19\"

Hladdme hodnotu n, pre ktort plati a,.1 < a,, teda

Stcet P, + P, mozno upravit na

19

%(n + 1)(n+38) < n(n+37),
¢o sa d’alej upravi na

n? —n—1722>0.

Pre kladné celé &islo n je toto ekvivalentné s n > 28. Tento vypocet zaroveii ukazuje, Zze postupnost a, je najskor
rastica a potom klesajica, takze 28 je skutocne index jej najvécsieho ¢lena.

Priame riesenie kvadratickej nerovnice mézeme obist tym, Ze najskér ziskame odhad n? > 722, ¢o déva n > 27, ¢o
viak nesta¢i. Platnost nerovnosti pre n = 28 je uz vsak jednoduché overit.

Uloha 51. Nech D je vnitorny bod strany AC trojuholnika ABC' taky, ze |AD| = |BC| a |BD| = |CD|. Navyse
plati, ze |[<BAC| = 30°. Uréte velkost uhla DBA v stupiioch.
Visledok. 30°, 110° (2 rieSenia)
Riegenie. Nech O je stred kruznice opfsanej trojuholniku ABD, potom |<DOB| = 2|<BAD| = 60° (vdaka pravidlu o
stredovom a obvodovom uhle v kruznici nad tetivou BD), a preto je trojuholnik BDO rovnostranny, navyse plati, ze
|AO| = |DO| = |BD| = |CD]|. Pouzitim |AD| = |BC| dostaneme podobnost trojuholnikov AOD a CDB. Ozna¢me
v = |<ACB], potom tiez |<CBD| = |[<DAO| = |<ADO| = . Analyzujme tri konfigurdcie na zdklade pozicie bodu O
vzhladom k vnitornému uhlu BAC.

Najprv predpokladajme, ze O lezi mimo tohto uhla a je blizsie k priamke AB ako k priamke AC. V tomto pripade
mame

180° = |[<ADO| + |[<ODB| + |[<BDC| = 7 + 60° + (180° — 2v) = 240° — ,
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takze v = 60° a potom lahko dostaneme |<DBA| = 30°.

Dalej, nech je O mimo uhla BAC' a blizsie k priamke AC. Potom |<OBA| = |[<BAO| = 30° + v, takze
|<CBA| = |[<OBA| + |<DBO| + |[<CBD| = (30° + v) 4+ 60° + v = 90° 4 2.
Zo suctu uhlov trojuholnika ABC' dostaneme
180° = |<BAC| + |<CBA| + |<ACB| = 30° + (90° + 27) + v = 120° + 3,

z ¢oho vyplyva v = 20°. Nakoniec, |[<DBA| = 90° + v = 110°.

Nakoniec dokdzeme, ze O neméze byt vnitornym bodom uhla BAC. Ak by bol, tak pre uhly v rovnoramennom
trojuholniku DAO plati [<OAD| = |<ADO| < 30° a teda |[<DOA| > 120°. Pre uhol BDC plati, ze je doplnok sictu
uhlov ADO a ODB. Uhol ADO je v&csi ako 0 a uhol ODB je 60°. Preto |<BDC| = 180° — |<BDO| — |[<ADO| <
180° — 60°, teda |<BDC| < 120°, preto trojuholniky AOD a BDC nemdzu byt podobné.

Uloha 52. Nech f je funkcia, ktord priradi nezaporné celé ¢islo kazdej dvojici nezdpornych celych ¢isel a je definovand
nasledujicimi podmienkami:

1. Pre kazdé a: f(z,z) = 0.

2. Pre kazdé z,y: f(z,y) = f(y,x).

3. Pre kazdé z,y: f(2z,2y) = f(x,y).

4. Pre kazdé z,y: f(2z + 1,2y + 1) = f(x,y).

5. Pre kazdé z,y: f(2z+1,2y) = f(x,y) + 1.
N4jdite sucet vsetkych nezapornych celych ¢isel ¢ neprevysujicich 60, ktoré splnaJu f(20,t) =

Vysledok. 415

Riesenie. Pozrime sa na to, ako sa funkcia f(x,y) sprédva a zistime, ze pocita pocet pozicii v bindrnom zapise, kde
sa ¢isla z a y lisia. Nech o’ = |x/2] a v’ = |y/2], teda 2’ a ¢’ si vypocitané z x a y odstranenim poslednej cifry
dvojkového zéapisu.

e Ak x =y, tak f(x,y) =0, teda v zdpisoch nie s rozne cifry.

e Ak st obe x a y parne, tak ich posledné cifry st rovnaké, mozeme ich odstrénit a vypocitat f(z',y’).

e Ak st obe x a y nepdrne, tak tiez ich posledné cifry st rovnaké, mozeme ich odstranit a vypocitat f(x’,y’).

e Ak je jedna cifra na poslednej pozicii parna a druha nepérna, tak si pripo¢itame do pocitadla 1 a znovu pokracujeme

s f(2',y).

Teraz hladdme sicet nezdpornych é&isel ¢+ < 60 takych, Ze sa od &fsla 20 = 0101005 liSia na prave dvoch pozicidch.
Vsimnime si, Ze ¢isla 61, 62 a 63 nemodzeme ziskat z 20 zmenenim dvoch binarnych cifier. Hladdme teda éisla, ktoré
maji 6 bitov (pripadne aj nuly na zaciatku). Pocet moznosti ako vybrat a zmenif dve bindrne cifry je (g) = 15. Kazdd
cifru zmenime pre presne 5 z tychto Cisel a ostane nezmenend pre ostatnych 10 ¢&isel.

Spoéitame prispevky do siétu pre kazdi poziciu. Pit éfsel zmenilo posledni cifru z 0 na 1, a teda do stétu prispievaji
529, Podobne pit ¢fsel zmenilo druhi najmensiu cifru z 0 na 1, teda prispievajii do sictu 5 - 21, Pokracujiic v tivahe
dostdvame prispevky do siétu 10 - 22 (této pozicia prispieva v 10 pripadoch, kedy sa cifra nemeni), 5-23, 10-2% a 5 25.
Nakoniec dostavame sticet

5-(0101002 + 1111115) =5 (20 4 63) = 415.
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Uloha 53. Baska si nakreslila stvoréekovi sief 45 x 45, spocitala si stvorceky 1 x 1 a zistila, ze ich je 2025. To jej
prislo podozrivé, tak sa rozhodla jeden §tvoréek 1 x 1 z okraja odstranit. Potom, ako toto spravi, by si rada spocitala
véetky Stvorce v mriezke, teda aj tie s rozmermi va¢simi ako 1 x 1. Aby sa vyhla vecnej smole, bola by rada, keby tento
pocet nebol delitelny éislom 13. Kolkymi sposobmi dokaZe odstranit stvoréek z okraja tak, aby této jej podmienka
platila?

Obrézok nizsie zobrazuje priklad: sief 5 x 5 s jednym okrajovym §tvoréekom odstranenym a §tvorec 2 x 2 v upravenej
sieti.

Vysledok. 152

Riesenie. Uréime celkovy pocet Stvorcov v pdvodnej stvorcekovej sieti 45 x 45 postupne od najvicsieho (45 x 45) po
najmensi (1 x 1), ¢im dostaneme

1 1
S:12+22+~-~+452:6-45-(45—1—1)-(2-45—1—1):6-45~46-91.

Ked Basgka odstrani jeden stvoréek 1 x 1, celkovy pocet Stvorcov sa znizi o nejaky pocet R, pricom R je pocet Stvorcov,
v ktorych sa odstrdneny $tvoréek nachddzal. Vsimnime si, Ze S je ndsobok 13 (kedze 91 = 13- 7). Aby vysledny pocet
§tvorcov S — R nebol deliteny 13, tak ani R nesmie byt delitené 13.

Pozrime sa teraz na mozné hodnoty R. Uvedomme si, ze kazdy Stvorec obsahujici odstranené krajné policko je
jednoznacne urcéeny polohou svojich dvoch susednych rohov v mrezovych bodoch tak, ze odstranené policko sa musi
nachadzat medzi tymito rohmi. Ak sa odstrafiovany $tvorcek nachddza na n-tom mieste od kraja (kde rozny Stvoréek
je na mieste 1), tak plat{

R =n(46 —n).

TakZe ndm staci urcit n, pre ktoré n(46 — n) je nasobok 13, aby sme sa tymto poziciam vyhli. Vdaka symetrii ndm
staci overif moZnosti pre 1 < n < 23, ¢im zistime, Ze ndsobky 13 dostaneme len pre n = 7,13, 20. Na kaZdej zo tyroch
strdn je teda 6 Stvorcekov, ktorym sa chce Baska vyhnut, pricom Ziaden z nich nie je rohovy (na dvoch strandch naraz).
Zvysnych 4 - 44 — 4 - 6 = 152 Stvoréekov odstranit moze.

Uloha 54. Matej a Matej bezia preteky. Matej Krtko vie, Ze pomaly d'alej zdjde, zatial ¢o Matej Zajo bezi 6-krat
rychlejsie, no vzdy potom, ¢o prebehne 9 metrov dopredu, vrati sa 7 metrov dozadu, aby vyprovokoval Mateja. Uvazujte
¢asovy usek od zaciatku pretekov az dovtedy, kym sa Matej a Matej poslednykrat stretni. Aku ¢ast z tohto ¢asu bol
Matej Krtko vo vedeni?

Vysledok. %

Riegenie. Pozrime sa na (potencidlne zapornt) vzdialenost Mateja Zaja a Mateja Krtka, pricom kladn& hodnota

znamena, ze Matej Zajo je vo vedeni. Zajo najskor odbehne 9 metrov dopredu (zatial ¢o Krtko odbehne % metrov),

ale potom sa vrati 7 metrov dozadu (zatial ¢o Krtko odbehne d'alsich % metrov), ¢im sa vzdialenost najskor zvysi
09— % = 4—65 metrov a potom znizi o 7 + % = % metrov. Ked'Ze hladdme pomer ¢asov, vieme vietky vzdialenosti

prenasobit konstantou 6 a vysledok sa nezmeni. Navyse sa budeme divaf na tlohu z pohladu, akoby sa Krtko nehybal.
V takejto stustave sa Zajo v kazdom z cyklov pohne 45 metrov dopredu a 49 metrov dozadu.

Uvedomme si, Ze v tejto ststave Zajova rychlost dozadu presahuje jeho rychlost dopredu. Vysledkom je, Ze ¢as
nie je priamotimerny celkovej vzdialenosti prebehnutej Zajom. Tato priama timera v8ak plati na ¢asovych tisekoch,
ktoré za¢inaji a konéia stretnutiami Zaja a Krtka. Vyplyva to z toho, Ze v kazdom takomto tseku, vzhladom k tomu,
7e Zajo bezi rovnako vela dopredu ako dozadu, jeho priemerna rychlost bude vidy rovnaka. Navyse vieme Zajov
pohyb upravit tak, akoby cely ¢as beZal touto priemernou rychlostou a nezmenit tym prebehnutt vzdialenost za ¢as
medzi stretnutiami. Nasledovné grafy zavislosti polohy od ¢asu zobrazuji tento prevod skutoc¢nej Zajovej rychlosti na
priemernt.

V kazdom z cyklov Zajo stravi isti vzdialenost za Krtkom: 4 metre v prvom cykle, 4 + 8 = 12 metrov v druhom, v
trefom 8 + 12 = 20 metrov atd. Posledny ukonéeny cyklus je jedendsty v poradi, v ktorom Zajo stravi 84 metrov za
Krtkom a skonéf s odstupom 44 metrov. Potom Zajo odbehne d'alsich 46 metrov (45 tam a 1 spéit), kym poslednykrat
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stretne Krtka, z éoho 44 metrov bol za Krtkom. Nésledne sa vrati 49 — 1 = 48 metrov za Krtka, ¢o je vzdialenost,
ktord uz nedokéze dobehnit.
Celkova vzdialenost, ktord Zajo prebehne do posledného stretnutia s Krtkom, je 11 - 94 4+ 46 = 1080 metrov. Z toho

vzdialenost, ktort Zajo prebehne, pri¢om je pocas toho za Krtkom, je (4 + 12 + - -+ + 84) + 44 = 528 metrov. Preto

. , - 528 22
pozadovany pomer je 1555 = i%-

Uloha 55. Na Vianoce Marek postiipil na vyssiu troven, pretoze ako jeden z darcéekov dostal postupnost {a,}>2 ;,
ktord zacinala ¢lenmi a; = 1, as = 3 a pre vSetky n > 2 splinala rekurentny predpis

az, i +3a; —4al_| =4a, - (ans1 — an_1) +2n — 1.

Avsak tymto rekurentnym predpisom by Marekova postupnost nebola uréend jednoznaéne, preto Marek pocita dalsie
¢leny po jednom v poradi as,aq,as, ... a vidy, ked méd na vyber z viacerych moZnosti, vyberie si td najviésiu (aby
postupoval ¢o najrychlejsie). Uréte hodnotu aq3.

Vysledok. 12274

Riesenie. Najskor prehod'me vietky ¢leny postupnosti na l'avii stranu, éim dostaneme
afﬂ_l +4a2 —a? —4a? | —4an - any1 +4ay -an_ 1 =2n— 1.
Teraz sa pravé strana d4 upravit na sicet stvorcov ako
(an+1 — Qan)2 — (an, — Qan_1)2 =2n— 1.
Kedze (ag —2a1)?=(3—-2)2=1=1%2a (n—1)? + 2n — 1 = n?, indukciou lahko nahliadneme, 7e
(ans1 — 2an)2 = (an — 2an_1)2 +2n—1=n?
¢o nam da dve mozné hodnoty a,+1, a to
Gn+1 = 2ap, +n  alebo apy1 = 2a, —n.
Ked'ze Marek vidy vyberie viésiu z hodndt, vidy z tychto dvoch zvoli
n+1 = 20y +n.
Ked s vyuzitim tejto rekurencie a a; = 1 vyjadrime as, as, ..., a3, dostaneme
as=1-241,
az=(1-2+1)-2+2=1-22 421 42,
ag=(1-22+-2"42).243=1-2°+.22+2.2' 3,

a3 =1-2241.2 4 2.2104.3.99 4 ... 4 12.20,
Potom a3 vieme zjednodusit ako
ag=1-2241.21142.21043.29 ... 412.20
=22+ (2" + 204+ 2+ 20+ 20+ 2) (22 20 e (20 4 20) 4+ 2°
=22+t -D+-+22-D+ 2 -1
=224 (2% ~1)-13
= 4096 + 8192 — 14 = 12274.
Takze hladand hodnota je 12274.

Uloha 56. Nagrt zobrazuje kruh rozdeleny dvoma na seba kolmymi tetivami. Dve kratsie ¢asti tychto tetiv maju

diiky 1 a 2. Dalej vieme, ze pomer Sedej casti k zostévajicej bielej je g:;% Urcte polomer kruhu.
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. 5v2
Vysledok. >3=
Riesenie. Uvazujme obrazy tetiv v stredovej simernosti cez stred kruhu. Definujme obsahy a dlzky ako na nasledujicom
nacrte.

A1 A5

Ay b A

a

As

Zjavne musi platif A; = As a Ay = Ay + As. To znamend, ze obsah S Sedej casti je rovny
S =A+ Ay = Az + Ay + As,

kym plocha bielej casti je §
B:A3+A4+A5+ab:S+ab.

Bertic do tvahy znamy pomer ploch 3
8 br-2
 S+ab 5m+2

=) o

dostaneme, ze

. 1
S = —(5m — 2)ab.
Teraz sa pozrime na obsah celého kruhu, pricom polomer oznac¢me ako r:
5 < o
mrc=5S4+B=25+ab= ?ab,

z ¢oho vyplyva, ze 2r2 = 5ab. Dalsie dve rovnice dostaneme z pravouhlych trojuholnikov vpisanych do kruhu. Jeden s
dlzkami odvesien a a b + 2 a druhy s dlzkami odvesien a + 4 a b.

Zostane nam systém troch rovnic
212 = 5ab,
4r* = a® + (2 +b)?,
4r? = (4+a)? + b2

Porovnanim pravych stran poslednych dvoch rovnic dostaneme b = 2a + 3. Dosadenim b a porovnanim prvej a druhej
rovnice dostaneme kvadratickil rovnicu o neznamej a:

10a(2a + 3) = a® + (5 + 2a)?,
15a2 + 10a — 25 = 0.

z . ’ . s o . . . 5 . , ’ s .
Této kvadratickd rovnica méd dve riefenia, jedno z nich (a = —3) v tomto kontexte nevedie na pripustni konfigurdciu.

Druhé riesenie vedie na a =1, b=>5and r = %
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Uloha 57. Stavbyvediici postavil novy 160-poschodovy mrakodrap s dvoma schodiskami. Na kazdom poschodi je
chodba, do ktorej z kazdého schodiska vedu jedny chodbové dvere. Na kazdej chodbe su styri izby. Do kazdej izby vedu
jedny izbové dvere a je obyvand prave jednou osobou. Stavbyvedici nainstaluje do vsetkych dver{ (chodbovych aj
izbovych) zdmok a potom rozd4 kltice obyvatelom nasledovne:

e kazdy obyvatel si vie odomknit izbové dvere svojej izby,

e nikto nevie odomkniut izbové dvere cudzej izby,

e kazdy obyvatel si vie odomkntt chodbové dvere na svojom poschodi,

e 1no mdze byt schopny odomknit aj chodbové dvere na inom poschodi.

V zémoénickej firme vyrdbaji zdmky, ktorym je priradeny jedineény kIi¢, pricom zdmok sa d4 odomknit len tymto
kli¢om (popripade jeho képiou) a Ziadnym inym. Firma vSak vie naingtalovaf rovnaké zamky na viacero dvier a
takisto vie vyrobif képie klicov. Obyvatelia mozu vlastnit Iubovolny poéet kli¢ov. Stavbyvedtci by ako odbornik
na optimalizaciu rad zaplatil za vyrobu klticov ¢o najmenej. Vyroba nového kli¢a m4 cenu 3 a jeho képia 2. Ak4 je
najmensia mozn4 cena vsetkych kli¢ov, ak chceme dodrzat vietky stanovené podmienky?

Vysledok. 2432

Riesenie. Predpokladajme, Ze mame nejaky sposob, ako za najlacnejsiu cenu rozdelif kliée. Je zrejmé, Ze potom
ziaden z obyvatelov nemd viac ako dva klice. Dalej ukdZeme, ze mozeme bez ujmy na vseobecnosti ratat s tym, ze na
kazdom poschodi je prave jeden obyvatel, ktorému staéi pridelit len jeden kli¢. Tymto klticom vie odomknit svoju
izbu aj jedny chodbové dvere. Lahko sa dd premysliet, Ze viaceri taki na poschodi byt nemézu. Ostatni traja ndsledne
musia pouzivat druhé chodbové dvere.

Pre spor predpokladajme, ze na nejakom poschodi by to neplatilo. Potom jedny chodbové dvere vyuzivaju najviac
dvaja obyvatelia, ozna¢me tie dvere D a obyvatelov a,b (ak existuji). Ak D nevie odomknif nikto, budeme d'alej ako
a uvazovat ktoréhokolvek zo styroch obyvatelov poschodia. Teraz nahradime zdmok na dverach D za plne novy a
rovnaky zdmok pouZijeme aj na dvere izby obyvatela a. Odteraz teda a potrebuje iba jeden kIié v cene 3, zatial o
jeho predoglé dva klice dokopy stali aspon 2 + 2 = 4. Tym sme znizili celkovi cenu klti¢ov o aspoii 1.

Ak vsak mame aj obyvatela b, ktory uz teraz nevie odomkntit D, nahradime jeho chodbovy kIi¢ tym od druhych
dvier do chodby. Tym cenu nezvysime, ked'Ze novy chodbovy kltié zrejme moze byt képiou. Avsak mohlo sa stat, ze b
nadobudol kombindciu klti¢ov, ktord mu umoziiuje pristup do cudzej izby. Aby sme tomuto zabrénili, nahradime zdmok
jeho izbovych dvier tplne novym, ¢o zvysi cenu kliéa najviac o 1.

Ked'ze celkova cena sa v priebehu procesu nezvysuje, uvazovand konfiguracia je aspoii tak lacna ako akdkolvek ind.
Preto mozeme predpokladat, Ze na kazdom poschodi mame obyvatela s jedinym kltiéom.

Tym padom sa ndm tloha zjednodusi na hladanie najmensej moznej ceny klii€ov v mrakodrape so 160 poschodiami
a iba jednym schodiskom, z ktorého na kazdé poschodie vedu jedny chodbové dvere a na kazdej chodbe si iba tri izby.

Oznaéme si n rozliénych typov klticov éslami 1,2, ..., n. Kazdy obyvatel dostane jeden z kli¢ov ku svojej izbe a
jeden k chodbe. Tieto kIiée nemozu byt rovnakého typu, pretoze inak by sa mu bud na izbu vedeli dostat aj zvysni
dvaja spolubyvajici z chodby alebo by sa ani nevedeli dostat do svojej chodby. Mimo toho, dvaja ubytovani nemézu
maf rovnakd dvojicu klicov, pretoze by tym mali pristup do rovnakej izby. Znamend to teda, Ze roznym obyvatelom
chceme pridelit rézne dvojice kIi¢ov, ktorych pocet je Sn(n — 1).

Ked'ze potrebujeme vyrobit dvojice kltic¢ov pre 3 - 160 = 480 obyvatelov, dolny odhad na n vieme dostat z nerovnice

1
§n(n —1) > 480.

Ked ju vyriesime, prideme na to, Ze n > 32. Teraz ukdzeme, 7e s 32 rdznymi typmi klticov sa ndm to uz podari. Na
to rozdelime 160 poschodi do 32 skupin, pricom v kazdej bude 5 poschodi. Priradovanie klti¢ov (prvy klu¢ z paru je
chodbovy a druhy izbovy) prebieha nasledovne:

e 15 obyvatelov v prvej skupine dostane dvojice klicov (1,2), (1,3),...,(1,16),

e obyvatelom v druhej skupine ddme dvojice klicov (2,3), (2,4),...,(2,17),

e tymto sposobom pokracujeme az po 31. skupinu, ktorej obyvatelia dostand (31, 32), (31,1), ..., (31, 14), a nakoniec

e poslednej (32.) skupine priradime dvojice klticov (32, 1), (32,2),...,(32,15).

Nie je naroéné vidiet, ze takto splnime vietky podmienky uvedené vyssie. Preto n = 32 je najmensi mozny pocet
jedineénych klicov. K nim vytvorfime 928 képif, éfm pokryjeme vsetkych 160 - 3 - 2 = 960 klticov.

Este vSak potrebujeme zapoéitat obyvatelov s jedinym klti¢om z prvého odseku, z ¢oho dostaneme, Ze dokopy musi
firma vyrobit 32 + 160 = 192 jedine¢nych klticov. Preto, vyslednd cena je 192 -3 + 928 - 2 = 2432.
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