Uloha 1. Na pouti se objevil novy stanek nabizejici obménu klasické hry se shazovanim plechovek. Tentokrat je
kazdé plechovka oznacena Cislem a nédvstévnik si muze libovolné vybrat, které presné plechovky srazi. Vyhrava jen
tehdy, kdyz je soucet jejich ¢isel roven 50. Slozte z plechovek na obrazku vitéznou sadu a vypiste ptislusna ¢isla ve

vzestupném poradi.
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Viysledek. 6, 16, 28

Regeni. Vétsina ¢isel na plechovkich jsou nasobky 3. Cislo 50 ale ndsobkem 3 neni, takze je potieba pouzit alespon
jedno cislo, které neni délitelné tiemi. Z takovych ¢isel jsou k dispozici jen 16 a 28.

Daéle si véimneme, 7ze nestaéi pouzit jen jedno z nich. Cislo 50 davé po déleni tiemi zbytek 2, zatimco &isla 16 i 28
ddvajf obé zbytek 1; kdybychom pouzili jen jedno z nich, nemuzeme pfi¢itanim ostatnich ¢isel (kterd jsou ndsobky 3)
nikdy dostat jiny zbytek nez 1, a proto nikdy nevyjde 50. Proto je nutné pouzit 16 i 28. Jejich soucet je 16 +28 =44 a
vidime, zZe tlohu splnime (jediné) tim, Ze spolu s nimi shodime jesté plechovku s ¢islem 6. Resenfm je proto srazit
plechovky s ¢isly 6, 16 a 28.

Uloha 2. Naty mé tii ruzné Sestisténné kostky: cervenou, modrou a zlutou. Jejich stény jsou klasicky oznacené
¢isly od 1 do 6. Naty hodila vSemi kostkami najednou a secetla ¢isla, ktera ji padla. Kolika ruznymi zpusoby mohla
dohromady hodit 87

Vysledek. 21
Reseni. Kdyby byly kostky nerozlisitelné, existovalo by pét zpusobu, jak dostat potfebny soucet:

8=6+1+1=5+2+1=4+3+1=4+2+2=3+3+2.

Pokud padla ¢isla 6,1, 1, je potfeba jesté zvolit, na které ze ti{ kostek padla Sestka. Pfipad 6 + 1+ 1 tedy odpovidé tiem
ruznym moznostem. Stejnd situace nastavé i pro piipady 4+ 2+ 2 a 3 + 3 + 2; kazdy z nich také odpovida tfem ruznym
moznostem. V piipadé 5+ 2+ 1 mame 3 -2 -1 = 6 zpusobu, jak zvolit ¢isla na jednotlivych kostkdch. Obdobné zjistime,
ze 1 piipad 4 + 3 + 1 odpovida Sesti moznostem. Dohromady mohla tedy Naty hodit osmicku 3 -3 + 2 - 6 = 21 zpusoby.

Alternativni TeSeni. Ptedstavme si, ze jsou stény ocislované 0-5 a cilem je urcit pocet zpusobu, jak v souctu hodit
8 — 3 -1 = 5. Potfebujeme tedy 5 bodu jakkoliv rozdélit mezi tii kostky. Kazdy zpusob, jak rozdélit pét objektu
do t¥i prihradek, se da jednoznactné vyjadrit jako sedmic¢lenna posloupnost obsahujici pét puntiku a dva oddélovace
(tato myslenka by méla byt povedomd tém, ktefi potkali tzv. kombinace s opakovdnim). Zbyvé urcit, kolik takovych
posloupnosti existuje. Posloupnost je jednoznaéné ddna pozicemi oddélovacu, a ty lze volit (;) = 21 zpusoby.

Uloha 3. Otec Karamazov m4 Ctyfi syny. Jednoho dne si v8iml, Ze je stejné stary jako jeho tfi nejstarsi synové
dohromady. Zaroven si uvédomil, ze za Sest let mu bude tolik let, kolik bude jeho tfem nejmladsim synum. Jaky je
vékovy rozdil mezi nejstarsim a nejmladsim synem?

Vysledek. 12

Reseni. Soucasny vék otce oznaéime z a staif jeho synti a < b < ¢ < d. Podminky ze zadéni se daji zapsat rovnicemi
r=b+c+dax+6=(a+6)+ (b+6)+ (c+6). Kdyz dosadime do druhé rovnice za proménnou z, dostdvame
b+c+d+6=a+b+c+ 18, coz lze zjednodusit jako d = a + 12. Nejstarsi syn je tedy o 12 let starsi nez ten nejmladsi.

Uloha 4. Digitalni hodiny ukazuji ¢as od 00:00 do 23:59. Kolikrat béhem jednoho dne jsou na displeji pravé ctyii
z péti ¢islic 1, 2, 3, 4, 5 (v libovolném poradi)?

Vysledek. 36

Reseni. Hodina na displeji musi byt dvojciferné éislo nepievysujici 23 tvoiené ruznymi ¢islicemi z 1, ..., 5; jediné
moznosti jsou 12, 13, 14, 15, 21 a 23. Pro kazdou takovou hodinu jsou pouzity dvé ¢islice a zbyvaji tii, z nichz dvé tvor{
dvojciferné ¢islo udavajici minuty. Méame tak 3 - 2 = 6 moznosti, které mohou udavat minuty, celkem tedy 6 - 6 = 36
moznosti.



Uloha 5. Necht ABCDEFGH je pravidelny osmiuhelnik. Urcete ve stupnich velikost ostrého dhlu mezi dhlopfickami

CF a EG.
F E

Vysledek. 67,5°

Reseni. Prisecik danych dhlopiicek oznaéme X. Ostré thly mezi témito dhlopiickami jsou <CXE a <FXG;
samoziejmé maji stejnou velikost. Budeme urcovat |<<F'XG|, protoze je to snazsi (a ne |[<CXE|, na kterou nés
navadi obrazek). Viimneme si, ze |[<GFX| = |[<GFC| = 90°, jelikoz BCFG je obdélnik. Protoze trojihelnik EFG
je rovnoramenny a |[<GFE| = 135°, plat{ |[<XGF| = |[<EGF| = 1(180° — 135°) = 22,5°. Z trojtihelniku FGX pak
dopocteme, ze |[<FXG| = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°.

Uloha 6. Mame pét ruznych kladnych celych ¢&isel a, b, ¢, d, e spliiujicich ¢ < b < ¢ < d < e. Jejich aritmeticky
pramér je 16. Uréete maximalni moznou hodnotu d.

Viysledek. 36

Regeni. Plati
at+b+c+d+e

5
a tedy a + b+ c+ d + e = 80. Abychom maximalizovali d, minimalizujeme ostatni proménné s ohledem na uspoidadéni.
Pti zvoleném d jsou nejmensi mozné hodnoty a =1, b=2, c=3 a e =d + 1. Proto

— 16,

80=a+btctdte>14+2+3+d+(d+1)=7+2d

neboli 2d < 73, z ¢ehoz plyne d < 36, protoze d je celé ¢islo. Této hodnoty lze skuteéné dosahnout, napiiklad volbou
(a,b,e,d,e) = (1,2,3,36,38). Tato pétice spliiuje podminky ze zadani a plati pro ni d = 36. Tim jsme dokdzali, ze
maximalni hodnota d je skuteéné 36.

Uloha 7. Poutnik na své cesté pousti dosel ke staroddvné kamenné brané, kterou stiezila sfinga. Sfinga fekla:
,Odpovéz na mou hadanku a muzes projit. Jinak zemfiesS. Jiz jsem zahubila mnoho odvézliveu. Jejich pocet je trojciferné
¢islo splnujici tyto podminky:

e je liché;

e jeho ¢islice jsou vSechny navzajem ruzné a zvétsuji se zleva doprava;

e je délitelné 9, ale kdykoli odebereme jednu z cifer, dostaneme ¢islo, které neni délitelné 9;
e jedna z cifer je 6.

Kolik poutniku jsem uz piipravila o zivot?*
Vysledek. 567

Resend. 7 délitelnosti devitkou plyne, Ze ciferny soucet je 9 nebo 18; je totiz nejvyse roven 7+ 849 = 24 < 27. Jelikoz
je ¢islo liché, cifra 6 nemuze byt na pozici jednotek. Nemuze byt ani na pozici stovek, jelikoz by pak nejmensi mozny
ciferny soucet byl 64748 = 21 > 18; proto je 6 na pozici desitek. Potom je na pozici jednotek alespon 7, ciferny soucet
je tedy nutné 18 a soucet cifer na pozicich jednotek a stovek je 12. Aby cifry rostly, musi se jednat o jedno z ¢isel 369,
468 a 567. Prvni moznost vylouc¢ime, jelikoz po odebrani cifry 9 ndm zustane 36, coz je délitelné 9. Druhou vyloucime,
protoze jde o sudé é&islo. Posledni &fslo naopak zjevné viechny podminky spliiuje. Sfinga tedy uz zahubila 567 nesfastnik.

Alternationd 7eseni. Aby bylo ¢islo ABC liché, musi byt lichd jeho zdvéretna ¢&islice C. Zaroven 6 < C, takze C je 7
nebo 9. Nynf si uvédomime, ze zadné ¢islo spliujici tfeti podminku nemtize obsahovat devitku. Cislo je totiz délitelné
deviti pravé tehdy, kdyz je deviti délitelny jeho ciferny soucet; a pokud tato podminka plati pro néjaké ¢islo obsahujici
devitku, pak plati i po skrtnuti této devitky — a to ndm sfinga zakazala. Tudiz C = 7. Z toho, Ze cifry rostou, plyne
B = 6; aby bylo ¢islo délitelné deviti, musime zvolit A = 5. Sfinga tedy uz zabila 567 poutniki.



Uloha 8. Ondra pfes sebe polozil dvé sklicka ve tvaru rovnostranného trojihelniku, jak je ukézano na obrazku.
Dal si zélezet, aby oba tyto sklenéné trojuhelniky mély spole¢ny stied kruznice opsané a jejich strany tvorily dvojice
rovnobéznych tsecek. Vétsi sklicko méa délku strany 17 cm a mensi 11 cm. Plocha, kde se obé sklicka prekryvaji, ma tvar
Sestithelniku (Sedivd ¢dst na obrdzku). Urcete obvod tohoto Sestithelniku v centimetrech.

Vysledek. 28

Reseni. Podivdme se nejprve na mista prekryts pouze jednim z obou sklicek. Jde o tii velké rovnostranné trojihelniky
(se stranou, jejiz délku oznacime x) a tii mensi (se stranou délky y), vSechny vné Sedého Sestitthelniku. Nyni muzeme
vyjadrit stranu vétsiho sklicka jako 2x + y = 17 a stranu mensiho sklicka jako x + 2y = 11. Sectenim téchto rovnosti
dostaneme vztah 3x + 3y = 28, coz je pfesné hledany obvod sedého Sestiihelniku.

Alternativng feseni. Podobnou myslenku lze provést také bez pocitani a témér beze slov, viz obrazek: Vyberme jednu
rovnobéznou dvojici stran velkého a malého sklicka. Pak si muzeme predstavit, ze obvod Sestithelnik ,rozevieme“ a
jeho strany polozime na nami vybrané usecky. Proto musi byt obvod Sestitthelniku roven souc¢tu délek stran obou
sklicek, tedy 17 4+ 11 = 28.

Uloha 9. Kata se rozhoduje, jak se oblékne do sportovniho klubu. Musi si vzit jedno tricko, jedny kratasy, jedny
ponozky a jedny tenisky. K tomu si muze (ale nemusi) ddt do vlasu jednu masli. V satniku mé bilé, zluté, zelené, modré
a Gervené tricko; bilé, ¢erné a Sedé kratasy a masle; bilé, Gervené a oranzové ponozky; a koneéné bilé a éerné tenisky.
Kéfa si bilé ponozky vezme jediné tehdy, kdyZ je cely jeji outfit bily (véetné masle, pokud si ji bere). Kolika rtiznymi
zpusoby se muze obléknout?

Pozndmka: Kata si nechce oblékat dvé ponozky riznych barev ani obouvat dvé rizné barevné tenisky.

Vysledek. 242

Resend. Vsechny mozné outfity spo¢teme rozdélenim na dva piipady.

Nejdifve uvazujme, ze si Kéfa vezme bilé ponozky. Podle zad4ni si je miiZe vzit jen tehdy, pokud je cely jeji outfit
bily. To znamen4, Ze tricko, kratasy i tenisky museji byt bilé a masle bud’ chybi, nebo je také bild. To ndm dévé jen 2
moznosti.



Pokud si K4dta nevezme bilé ponozky, pak si vezme bud ¢ervené nebo oranZové, coz jsou 2 moznosti. V tomto
piipadé uz neplati z4dné dalsi omezeni. M4 tedy na vybér 5 tricek, 3 druhy kratast, 2 typy tenisek a 4 moZnosti pro
masli (z4ddn4, bild, ¢ernd nebo sedd). Tento pifpad ndm tedy davd 5-3 -2 -4 -2 = 240 kombinaci.

Sectenim obou piipadu dostdvdame, ze celkovy pocet ruznych outfitu je 240 4 2 = 242.

Uloha 10. Najdéte ctytciferné cislo spliujici nésledujici podminky:
e (islice na pozici stovek je dvojnasobkem ¢islice na pozici tisicovek,
e (islice na pozici jednotek je trojndsobkem cislice na pozici desitek,

e pokud kazdou ¢islici umocnime na druhou, soucet téchto druhych mocnin je 95.

Vysledek. 1239

Reseni. Oznacime si hledané ¢islo jako ABCD (tj. A, B, C, D jsou jeho cifry); z podminek plyne B =24 a D = 3C.
Potom
95 =A%+ B>+ C? + D* = A? + (24)? + C* + (3C)? = 5A% + 10C?,

coz lze upravit na A? 4+ 2C? = 19. Jelikoz prava strana je lichd, musi byt i A liché. Protoze A je ¢islice a A% < 19, tak
nutné A € {1,3}. Po vyzkousen{ téchto moznosti zjistime, Ze jedind moznost je A = 1, ze které plyne 2C2 = 18, a tedy
C = 3. Potom B =2, D =9 a hledané ¢islo je 1239.

Uloha 11. Mirek Dusin je kladny hrdina, a proto chce do kazdého ramecku ve vyrazu

L2l Js[Ja[ s
doplnit plus nebo minus tak, aby vysledkem bylo kladné ¢islo. Kolika zpusoby to muZze provést?
Vysledek. 16

Resend. Vsimneme si, ze vyraz +1 42 & 3 + 4 4 5 nikdy nenf roven nule, protoze je vidy lichy; 1 +24+3 +44+5=15
je totiz liché ¢islo a kazdd zména znaménka méni hodnotu o sudé ¢islo. Déle si uvédomime, ze kdykoli vezmeme jeden
konkrétni vyraz a vSechna znaménka v ném nahradime opacnymi, vynasobime tim vyslednou hodnotu ¢islem —1, takze
kladnou hodnotu zménime na zdpornou a naopak. Diky tomu muzeme rozdélit vyrazy do dvojic tak, ze z kazdé dvojice
ma préveé jeden kladnou hodnotu (tady je dulezité, ze nam nikdy nevyjde nula). Proto je pfesné polovina moznych
vyrazu kladné. Protoze mame pét pozic a na kazdé z nich dvé moznosti, je celkovy pocet doplnéni znamének roven
2% = 32, a doplnéni s kladnym vysledkem je tedy 16.

Uloha 12. Olin m4 tii rizné oblibené &slice A, B a C. Sestavil z nich tfi ¢isla uvedend nize, secetl je pod sebou a
vyslo mu 2026.
A A
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Urcete hodnotu trojciferného ¢isla ABC.

Vysledek. 619

Reseni. Trojciferné &fslo zacinajici éislici A ma hodnotu alesponi 1004 a zaroven méné nez 100(A + 1). Proto
dostavame 3 - 1004 < 2026 < 3 - 100(A + 1). Protoze je A celé ¢islo, mame seviit 2026 mezi dva po sobé jdouci
nésobky 300, a dostdvame tedy, ze A = 6. Proto B + CC = 2026 — 666 — 660 — 600 = 100. Kdyby bylo C # 9, bude
B+ CC <9488 <100. Tudiz C =9 a B = 1; hledanym ¢islem je tedy 619.

Uloha 13. Na naértku vidime étverec o strané délky 2 rozdéleny na étyfi obdélniky. Vsechny tyto obdélniky maji
stejny obsah. Jaky je soucet jejich obvodu?

Poznamka: Usecka, kterd je spoletnd dvéma obdélnikiim, se zapocitdava do obou obvodu.

Vysledek. % = 17%



Reseni. Ctverec mé obsah 4, takze obsah kazdého obdélniku je 1. Z toho hned plyne, ze §itka pravého obdélniku
je % Siika levého dolniho obdélniku je tudiz 2 — % = %, a jeho vyska tedy musi byt 1/% = % Vyska zbylych dvou
obdélniku proto vyjde jako 2 — % = %. Soucet obvodu dostaneme takto: K vnéjsimu obvodu, tj. obvodu ¢tverce, rovnému
4 -2 =8, pricteme dvojnasobek celkové délky vSech vnitinich usecek, protoze kazdd je soucdsti obvodu dvou obdélnik.
Vnitini usecky maji délky 2, % a %, takze dvojnasobek jejich souctu je 2 - (2 + % + %) = %. Kyzenou hodnotou je tedy

29 _ 33
842 =3

N

IS

win

W

Uloha 14. Bianka se rozhodla vytvorit velmi dlouhou fadu é&islic tim, ze za sebe celkem 2026krat napise blok ¢&islic
2026 podle nasledujicich pravidel. Nejprve napise 2026. Poté pokracuje napsanim 6202, coz je blok 2026 napsany
pozpatku; pritom ale vynecha cifru 6 v misté, kde prvni blok koné¢i a druhy zacind. Déle pravidelné stiida psani bloku
2026 normalné a pozpatku, pficemz posledni cifra jednoho bloku je vzdy zaroven prvni cifrou bloku néasledujiciho, takze
kazdé dva sousedni bloky se prekryvaji pravé v jedné ciffe. Toto je ilustrovdno na schématu, které zobrazuje prvnich 6

z celkem 2026 bloku.
2 4 6

— — —
2026202026202026202 ...
= = =

1 3 5

Urcete ciferny soucet vysledného ¢isla.
Vysledek. 12158

Reseni. Uvédomime si, ze napsanim prvnich dvou bloki Bianka vlastné napise ¢islo 2026202, dalsimi dvéma bloky
pripise dalsi 2026202, atd., ale kazdé dva sousedni velebloky maji spolecnou jednu dvojku. Z toho uz je jasné, ze
Biancino ¢islo vznikne tak, ze se za sebe 1013krat napiSse 202620 a na konec se pfipise jesté jedna dvojka. Hledany
ciferny soucet je tedy 1013 - (2+2+6+2)+2=1013-12+2 =12158.

Uloha 15. Digitalni hodiny ukazuji 08:00 rano. Jaky ¢as budou ukazovat poté, co uplyne 260320261998 hodin?
Piedpoklddejme, Ze béhem této doby nedojde k zddnym zméndm casu (napf. pfechod na letn{ ¢as).
Vysledek. 14:00 = 2 odpoledne

Reseni. Kdyz uplyne 24 hodin, ¢as se samoziejmé nezméni. Proto staéf zjistit, jaky dava N = 260320261998 zbytek
po déleni 24. Ten by bylo mozné piimocare spocitat zdkladoskolskym postupem pro déleni se zbytkem. Jednodussi ale
je samostatné spocitat zbytek po déleni ¢isly 3 i 8 a z nich pak odvodit zbytek po déleni 24.

Ciferny soucet ¢isla N je délitelny 3, takze i N samotné je délitelné 3. Zbytek po déleni 8 zalezi jen na poslednich
tfech ¢islicich (protoze 1000 je ndsobek osmi); staci tedy spocitat zbytek ¢isla 998 po déleni osmi, coz je 6. Zbytek cisla
N po déleni 24 je tedy ¢islo mensi nez 24, které je délitelné 3 a dava zbytek 6 po déleni 8; jediné takové ¢islo je 6.

Po N hodinach se tedy hodiny posunou o 6 hodin. Resenfm je proto 14:00 neboli 2 hodiny odpoledne.

Uloha 16. Na obrazku je znézornén hrozen vina. Bobuli z hroznu lze snist pouze tehdy, pokud jiz byly snézeny
v8echny bobule piimo pod nf (tedy jedna nebo dvé bobule, kterych se dotykd spodkem). Napiiklad bobuli D je nutné
snist difve nez bobule A a B. Kolika ruznymi zpusoby lze takto snist cely hrozen?

(AXBIC)
Y
®)

Viysledek. 16

ReSeni. 7 obrazku je patrné, ze jedinou bobuli, kterou lze na poéatku snist, je bobule F. Po jejim snézeni nidm
zistanou bobule A, B, C, D a E. Nésledné muzeme snist bud bobuli D, nebo E. Situace je zjevné symetrickd, zaénéme
tedy s E; poté zbudou bobule A, B, C a D. Pak muzeme snist bud C, nebo D:



e Pokud zvolime C, musime pak snist D, po kterém nésleduje bud’ A, nebo B (2 moznosti).

e Pokud zvolime D, muzeme jako dalsi snist A, B, nebo C, a poté zbyvajici dvé bobule v libovolném pofadi (3 - 2
moznosti).

Vzdy tedy za¢indme bobuli F', poté volime mezi D a F, a ndsledné mame 2 + 6 = 8 riznych moznosti. To ndm ddva
celkem 1-2-8 = 16 moznych zpusobu, jak hrozen snist.

Uloha 17. Kladné celé &islo z spliuje
nsn(z,2%-3%.5%.7%) =20.3%.5*. 72 a nsn(z,2%-3%.5%.7)=2%.3%.5%. 72

Kolika rtiznych hodnot muze nabyvat vyraz NSD(xz,22 - 3*.52.7%)?
Pozndmka: NSD(a, b) zna¢i nejvétsiho spolecného délitele a nsn(a, b) nejmensi spoleény nasobek celych ¢isel a a b.
Vysledek. 12

Reseni. Cislo x musi mit tvar 2% - 3% - 5¢- 7% (jind prvoéisla se v rozkladu vyskytovat nemohou, jinak by se objevila i v
nejmensich spoleénych ndsobcich). Prvn{ podminka je ekvivalentn{ vztahum a = 6, b < 3, ¢ <4 a d < 2, zatimco druhd
podminka odpovidd a < 8, b < 4, ¢ < 3 ad = 2. Z toho vyplyvd, ze v prvociselném rozkladu vyrazu NSD(z,22-3%.52.73)
je exponent u &isla 2 roven 2, exponent u 3 muze byt libovolné ¢islo od 0 do 3, exponent u 5 libovolné ¢islo od 0 do 2 a
exponent u 7 je roven 2. Z toho vyplyva, ze lze dostat 4 - 3 = 12 ruznych hodnot.

Uloha 18. V obdélniku je umistén bod jako na obrazku. Kromé toho jsou na obrazku vyznacené velikosti t¥f dhli.
Urcete ve stupnich velikost thlu oznac¢eného otaznikem.

19°
43°

? 470

Vysledek. 71°

Resend. Spocitdme doplitky do 90° u obou vrcholii na pravé strané a vsimneme si, Ze ndm vysel trojihelnik se dvéma
stejnymi hly (o velikosti 43°). Tento trojihelnik je tedy rovnoramenny, a proto zkoumany bod lezi na spoleéné ose
dvou svislych stran obdélnika. Celd konfigurace je tedy symetricka podle této osy. Z toho uz snadno dopocitame velikost
hledaného thlu jako 90° — 19° = 71°.

190 o
710 47
43°
43°
71°
19° 47°

Uloha 19. Hedvika chce vytvorit ndhrdelnik ze dvou druhu koralku. Celkem koupila 100 koralku, pficemz drazsich
korélkii koupila méné nez levnéjsich. Levnéjsi kordlky ji staly dohromady 459 korun. Drazsi koralek stoji o 13 korun
vice nez ten levnéjsi a vSechny ceny v korundch jsou kladné celd ¢isla. Kolik korun Hedvika celkem zaplatila za drazsi
koralky?

Vysledek. 1078

Reseni. Necht I je pocet levnéjsich koralkil a ¢ cena za jeden z nich (v korunéch). Potom lc = 459, a jelikoz Hedvika
celkem koupila 100 kordlki a levnéjsich bylo vice, plati 50 < [ < 100. Protoze cena je celé &slo, musi [ délit 459 = 33 -17
a zdroven byt vetsi nez 50 a mensi nez 100. Jediny takovy délitel 459 je I = 51. Potom ¢ = 459/51 = 9, a drazs{
koralek tak stoji ¢ + 13 = 22 korun. Pocet drazsich koralka je 100 — 51 = 49, takze Hedvika za drazsi kordlky zaplatila
49 - 22 = 1078 korun.



Uloha 20. V rovnici
M-A-T-H

N-A-B-O-J
reprezentuje kazdé pismeno jednu &islici, pficemz ruzné pismena reprezentuji ruzné cislice a symbol - zna¢i ndsobeni.
Kolika raznych hodnot muze nabyvat sou¢in M-A-N-G-0O ?

Vysledek. 1

Resend. Jelikoz se v rovnici vyskytuje 10 riznych pismen (M, A, T, H, N, B, O, J, G, E), kazd4 éislice 0-9 je pouzita
pravé jednou, takze jedno z pismen odpovidé 0. Nemuze jit o zddné z pismen N, A, B, O, J, ktera se vyskytuji ve
jmenovateli. Musi tedy jit o nékteré ze zbylych pismen, a proto se jedna strana rovnice rovna nule. Tudiz se museji nule
rovnat obé strany! Nulové ¢islice se tedy vyskytuje jak v sou¢inu M -A-T - H, tak v sou¢inu G- A- M - E. Jedind takova
pismena jsou A a M; protoze se ale A vyskytuje i ve jmenovateli, zjistujeme, ze M = 0. Potom M -A-N-G -0 =0
bez ohledu na to, jaké hodnoty reprezentuji zbyld pismena. Souéin tedy muze nabyvat jedné jediné hodnoty.

=G-A-M-F

Uloha 21. Na rovném pobieZi stoji tfi majaky. Sousedni majéky jsou od sebe vidy vzddleny 13 km. Lod se nachézi
na mofii v misté vzdaleném 10 km od jednoho z krajnich majaku a 13 km od prostfedniho majaku. Urcete vzddlenost
lodi (v km) od druhého krajniho majdku. Zakiiveni{ Zemé ignorujte.

Vysledek. 24

Reseni. Pozici lodi ozna¢me L, pozice krajnich majdki A a B, pozici prostfedniho majéku S. Protoze |SL| = |SA| =
|SB| = 13, lezi body A, B a L na kruznici se sttedem S. Usecka AB je navic prumérem této kruznice. Podle Thaletovy
véty je tedy ABL pravothly trojihelnik s pfeponou AB. Protoze |AB| = |AS| 4+ |SB| = 26 a |AL| = 10, z Pythagorovy

véty dostavame
|BL| = \/|AB|? — |AL]? = v/26% — 102 = V/576 = 24.

Hledana vzdalenost je tedy 24 km.

Uloha 22. Mdme pyramidu vysky 4 a chceme kazdy z jejich deseti dilku obarvit bile, Sedé nebo ¢erné tak, aby kazda
diléi pyramida vysky 2 (orientovand smérem vzhiru) byla jednobarevnd nebo trojbarevnd. Kolika zpusoby to muzeme
udélat? Piiklad spravného obarveni je na obrazku.

Viysledek. 81

Reseni. Kazdé obarveni spodnfho fadku jednoznaéné urcuje, jak budou obarvené kostky ve druhém fadku. Ty pak
zase urci obarveni tietitho fadku, a tim i barvu vrcholu. Proto staci spocitat, kolika zpusoby lze obarvit zdakladnu
pyramidy. V nf jsou ¢étyii dilky a kazdy m4 jednu ze tif barev, takze moznych obarveni je celkem 3% = 81.

Uloha 23. V kazdém vrcholu pravidelného 100tuhelnika je napséno jiné z ¢isel 1,2, ..., 100. Pfitom plati, ze absolutn{
hodnota rozdilu kazdych dvou ¢isel, ktera jsou pfesné naproti sobé, je stejné pevné dané ¢islo n. Uréete soucet vSech
ruznych hodnot, kterych muze n nabyvat.

Vysledek. 93

Reseni. Dvojici &fsel, kterd se nachdzeji naproti sobé (a tedy se lisf 0 n), budeme fikat pdr. Cislo 1 musf byt v paru s
n + 1. Podobné mus{ byt 2 v pdru s n + 2 (pokud tedy uz neni sparované s jednickou), a tak déle — ¢islo k tvori par
sn+ k pro kazdé k =1,2,...,n. Cislo n je tedy sparované s 2n.

V bloku ¢&fsel {1,2,...,2n} je tudiz kazdé ¢islo sparované s nékterym jinym ¢islem z téhoz bloku, a d4l se staci
zabyvat uz jen ¢isly {2n 4+ 1,...,100}. Pokud 2n = 100, jsou uz vSechna ¢isla tispésné sparovand. V opa¢ném piipadé
opakujeme stejny argument: 2n + 1 musi byt sparované s 3n + 1 atd., ¢imz ziskdvdme dalsi blok {2n +1,...,4n}, a dél
pokracujeme obdobné.

Nakonec bude mnozina {1,2,...,100} rozdélend do nékolika disjunktnich bloku délky 2n. To je mozné pravé tehdy,
kdyz je 100 délitelné 2n, neboli prave kdyz n je kladny délitel 50.

Pokud tedy n neni kladny délitel 50, tak parovani neexistuje, a pokud délitelem je, tak jsme tspésné zkonstruovali
parovan{ spliiujici podminky ze zaddni (pficemz ¢isla jsou rozdélend do % bloku). Hledanym ¢&islem je tedy soucet
vsech kladnych délitelu 50, coz je

1+2+5+10+4+25+ 50 = 93.



Uloha 24. Tobik vzal dva shodné pravouhlé trojuhelniky s délkami stran 5, 12 a 13 a polozil je pfes sebe tak, ze sdileji
vrchol, u néhoz je nejmensi 1ihel, a ¢astecné se prekryvaji i pfislusné strany, viz nacrtek. Jaky obsah ma zvyraznény
Sedy trojuhelnicek, ktery je soucasti jen jednoho z obou velkych trojuhelnika?

Vysledek. g = 1% =12

Reseni. Sedy trojihelnicek je podobny velkému bilému, protoze jsou oba pravoiihlé a sdileji i dalsi tihel (na nasem
nacrtku jde o thel ,uplné nahofe®). Pritom délka nejkratsi strany Sedého trojthelnicku mé délku 13 — 12 = 1.
Odpovidajici strana velkého trojihelniku mé délku 5, takze pomér podobnosti je 1 : 5. Druha odvésna Sedého
trojuhelnicku ma tedy délku 1—52 7Z toho zjistujeme, Ze jeho obsah je % -1- 15—2 = g.

Uloha 25. Kazdy ze sedmi trpaslikt si mysli kladné celé ¢islo. Vsichni trpaslici znaji ¢isla ostatnich. Snéhurka se
kazdého trpaslika zeptala, jaké ¢islo si vybral.

e Prvni trpaslik ji nic nefekl.

Druhy trpaslik pravil: ,Moje ¢islo se rovna ¢islu prvniho trpaslika.

Treti trpaslik pravil: ,Moje ¢islo se rovna souctu ¢isel prvnich dvou trpasliku.“

Ctvrty trpaslik pravil: ,,Moje ¢islo se rovna souctu &isel prvnich tif trpasliki.“

o ...
e Sedmy trpaslik pravil: ,Moje ¢islo se rovna souctu ¢isel prvnich Sesti trpasliki.“

Vime, Ze soucet vSech sedmi vybranych ¢isel je 46. Také vime, ze pravé jeden trpaslik lhal. Vypovédi trpasliku se
vztahuji ke skutecné vybranym ¢isliim, ne k tomu, co fekli ostatni trpaslici. Urcete v8echna ¢isla, kterd si muze myslet
nepravdomluvny trpaslik.

Vysledek. 7,14

Resend. Cisla jednotlivych trpaslikii oznaéime aq,as, . ..,a7. Nejprve si véimneme, ze musel lhat bud Sesty, nebo
sedmy trpaslik. Pokud totiz sedmy trpaslik mluvi pravdu, tak ay = a1 + - - - + ag, takze pro soucet vsech ¢isel plati
ai + -+ + ay = 2a7 = 46; z toho dostavame a; = 4—26 = 23. Kdyby v této situaci mluvil pravdu i Sesty trpaslik, platilo
by ag = a1+ -- -+ as, a tedy a7 = a1 + - - - + ag = 2a¢. Z toho by ale plynulo ag = %, coz je spor, protoze ag je celé
¢islo. Skutecné jsme tedy zjistili, ze pokud mluvi pravdu sedmy trpaslik, tak Sesty nutné lze.

Prvnich pét trpasliku tedy kazdopddné mluvilo pravdu, coz nam déva
az =ay, az=a1+ax=2a, as=a;+ax+az=4a;, as=a+---+as=38a,

takze a; + - - - + a5 = 16a;. Navic musi alespon jedno z éisel ag a a7 (to, které si mysli pravdomluvny trpaslik) byt vétsi
nebo rovno a; + - -+ + a5 = 16a1, z ¢ehoz plyne

ap + -+ a7 > 16a; + 16a; = 32a;.

Protoze celkovy soucet je 46, dostavdme 32a; < 46, takze a1 = 1 (protoze jde o kladné celé ¢islo), z ¢ehoz déle plyne
as=1,a3=2,a4=4aas=8. Protoa; +---+as = 16.

Nakonec se podivejme na posledni dva trpasliky. Pokud mluvil pravdu Sesty, tak ag = 16 a ze znalosti celkového
souctu dopocteme a7 = 46 — (16 + 16) = 14. Pokud naopak mluvil pravdu sedmy, tak a7 = a; +--- + ag = 16 + ag.
7 prvniho odstavce uz vime, ze v této situaci plati ay = 23, coz dava ag = 7.

V obou variantach skutec¢né plati, ze lhal pravé jeden trpaslik, takze obé mohly nastat. Proto si lhar mohl vybrat
bud’ 7, nebo 14.



Uloha 26. Pfi komunikaci s orbitalnf druzict vybirdme Sestici ruznych kandlt z mnoziny {1,2,...,13}. Rozhodujicf
je pouze samotné slozeni vybrané Sestice — na potadi, v jakém kandly zvolime, nezalezi. Abychom dosahli optimélni
prenosové rychlosti, musi vybér obsahovat alespon jednu dvojici kanalu, jejichz ¢isla se 1isi o lichou hodnotu. Kolik
takovych Sestic kanalu lze vytvorit?
Vysledek. 1708
Resend. Dva vybrané kanaly se lisf o liché ¢islo prave tehdy, kdyz maji opacnou paritu (jeden je sudy a druhy lichy).
Namisto pfimého vypoétu pouzijeme metodu dopliku: od vSech moznych vybéru odecteme ty, které neobsahuji zadny
lichy rozdil.
Ve skupiné Sesti kanali nejsou zadné liché rozdily pravé tehdy, kdyz méa kazda dvojice sudy rozdil. To nastane
pouze v pifpadé, ze vSech Sest kandli m4 stejnou paritu. V mnoziné {1,2,...,13} je sedm lichych a Sest sudych kandlu,
. . v 1s 1. S ’ 1 s 0 s 7 6
takze pocet Cisté lichych nebo ¢isté sudych vybéru je (6) + (6) = 8.
Vzhledem k tomu, ze celkem existuje (163) = 1716 zpusobt, jak vybrat Sestici kandli, je pocet Sestic s alespon jednim
lichym rozdilem roven 1716 — 8 = 1708.

Uloha 27. Danfkovo oblibené sedmiciferné éislo N je délitelné kazdou svou cifrou. Vsechny cifry ¢isla NV jsou ruzné a
nenulové. Urcete ciferny soucet tohoto ¢isla.

Vysledek. 36

Reseni. Protoze mé &islo N sedm ruznych nenulovych cifer, musi byt alespori jedna z nich sud4, a tedy i samotné N
musi byt sudé. Kdyby byla jednou z cifer 5, tak by N kvili délitelnosti 5 muselo konéit nulou. To by vSak byl spor se
zadanim, které fika, ze vSechny cifry jsou nenulové; cifra 5 je tedy vyloucena.

Nyni vime, ze N se sklddd ze sedmi cifer vybranych z mnoziny {1,2,3,4,6,7,8,9}, coz znamend, ze vynechdvédme
pravé jednu cifru z této mnoziny. Cifra 9 nesmi byt vynechana: kdybychom 9 vynechali, vyslednd mnozina cifer by
byla {1,2,3,4,6,7,8} s cifernym souctem 31. V takovém piipadé by ¢islo N nespliiovalo podminku délitelnosti tfemi,
prestoze obsahuje cifru 3, coz vede ke sporu.

Cifra 9 tedy musi byt soucdsti ¢isla N, coz znamend, ze N (a tedy i jeho ciferny soucet) musi byt délitelné deviti.
Jelikoz 14+2+4+3+4+ 6+ 7+ 8 + 9 = 40, musime vynechat cifru 4, abychom ziskali ciferny soucet 36; jiny nasobek
deviti takto vytvofit nelze. Jednim z piikladu takového ¢isla je N = 9867 312.

Uloha 28. Komoly osmistén vytvorime z pravidelného osmisténu kolmym odseknutim jeho vrcholu. Udélame to tak,
aby nam zbyl mnohostén s osmi pravidelnymi Sestitthelnikovymi sténami a Sesti ¢tvercovymi sténami. Jaky bude pomeér
objemu vzniklého komolého osmisténu ku objemu puvodniho pravidelného osmisténu?

Poznamka: Pravidelny osmistén je téleso s osmi stejnymi sténami ve tvaru rovnostranného trojihelniku.

2>

N
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<

Vijsledek. &

9
Reseni. Objem pravidelného osmisténu s hranou délky a se dé vypoéitat jako ka® pro néjakou konstantu k (d4 se
ukazat, ze k = %, ale to k fesenf nepotiebujeme). Pii vytvofen{ komolého osmisténu jsme ve skutecnosti odsekli

Sest malych jehlant se étvercovou podstavou o délce strany § a s délkou boéni hrany také § (jde o polovinu malého

pravidelného osmisténu); to je vynuceno podminkou na pravidelnost Sestivthelnikovych stén. Celkovy odseknuty objem
Ize tedy vyjadiit jako objem tif malych osmisténi s hranou délky £, a je tedy roven 3 - k (%)3 = ’%3. Pomér objemii
komolého a puvodniho osmisténu lze proto zapsat jako

1 1 8
— (ka® — —ka®) = .
ka3(a 9”) 9

Uloha 29. Najdéte vSsechna realné feSeni rovnice
8(4"+47") =54 (2" +27") + 101 =0.

Vysledek. =+1, £2



Reseni. Oznacime si a = 2° + 277, Pak a? = 22* 42.2% . 27% 4 2720 — 4% 1 2 4 4% takye 4° + 4% = a2 — 2.
Dosazenim dostaneme
8(a* — 2) — 5da + 101 = 0,

coz zjednodusime na
8a? — 54a + 85 = 0.

VyfteSenim této kvadratické rovnice ziskame

54462 —4-8-85 54+ /2916 — 2720 54+/196 54+ 14
- 2-8 - 16 - 16 16

ay,2

tedy a1 = 1?7 aay = % Pro a; mame

1 17 17
2"+ 55 = neboli (2°)% — T2 1=0
vyfeSenim této kvadratické rovnice dostavame 2” = 4 nebo 2% = %7 tedy x = 2 nebo x = —2. Pro as pak analogicky

1 5 5
2””+2—I=§ neboli (2”)2—§2$+1:0,

z ¢ehoz plyne 2% = 2 nebo 2% = %, tedy = 1 nebo = —1. Redenimi zadané rovnice jsou tak = = 41, 4+2.

Uloha 30. Na krychlové planeté jménem Zemékrychle se nachdzi osm mést, v kazdém z jejich vrcholt jedno. Na
planeté jsou vybudovany zZelezni¢ni koleje vedouci po vSech hrandch krychle, a navic jesté ¢tyfi zelezni¢ni tunely vedouci
vnitikem planety, které spojuji meésta lezici v protilehlych vrcholech. Do mésta A pftijel navstévnik a vyrazil vlakem na
cestu po planeté, kterd skoncila v sousednim meésté B (vrcholy A a B sdileji hranu). Jeho trasa se sklddala préavé z péti
dsek trati a neprochdzela zadnym méstem vice nez jednou. Navic vedla alesponi jednim tunelem. Kolik takovych tras
mezi A a B existuje? Na obrazku vidite piiklad trasy spliujici zadéni.

Vysledek. 28

Reseni. Obarvime si mésto A bilou barvou, mésto B ¢ernou, a vSechna ostatni mésta stiidavé bilou a ¢ernou tak, jako
bychom barvili 3D sachovnici. Kazdy tsek trati (af uz vede po hrané, nebo tunelem) tedy vede z mésta jedné barvy do
mésta opacné barvy. A také naopak, diky tunelim jsou kazdéa dvé mésta opatnych barev spojena pfimou Zeleznici.
Vidime, Ze se na cestovatelové trase museji pravidelné stiidat barvy vrcholu.

Zagneme tim, Ze spocitdme vSechny cesty délky 5 z A do B véetné téch, které nevedou tunelem. (Na podmince, aby
se vrcholy neopakovaly, ovSem trvdame.) S podminkou o tunelech si poradime pozdéji. Kazd4 cesta je ve tvaru

A—ci — by —co— b3 — B,

kde ¢1, ¢o jsou ruznd meésta éerné barvy a bo, by jsou ruznd meésta bilé barvy. Mame 3 - 2 moznosti, jak vybrat dvojici
(c1,c2) Gernych mést (mame ¢tyfi cernd meésta a B si zvolit nemuzeme), stejné tak méme 3 - 2 moznosti, jak vybrat
dvojici (be, b3) bilych mést. Dohromady tedy méme (3-2) - (3 -2) = 36 cest délky 5.

Jesté ale musime odecist cesty, které nepouziji tunel, tedy ty, které vedou pouze po hranach krychle. Kolik je
takovychto nevyhovujicich cest? Z A se nesmime prvnim krokem presunout do B, takze mame k dispozici dva mozné
tahy. Vcelku snadno nahlédneme, Zze na kazdou z téchto dvou voleb navazuji presné 4 moznosti, jak cestu délky 5
vedouci do B po hranach krychle dokoncit. Celkové tedy mame 2 - 4 = 8 takovych cest.

Pocet hledanych cest délky 5, které vedou alespon jednim tunelem, je proto 36 — 8 = 28.
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Uloha 31. O funkci starosty Horni Dolni se ve volbdch uchézeli ¢tyti kandidati a hlasovalo v nich 2026 voli¢t. Nejhuie
dopadl kandiddt A; dokonce obdrzel oproti kandidatovi B jen Sestinu hlasu. Kandidat C dostal o 446 hlasu méné nez
vsichni jeho soupefi dohromady. Volby vyhral kandidat D, a to s méné nez 800 hlasy. Kazdy voli¢ dal svuj hlas praveé
jednomu z kandidatu. Kolik hlasu dostal kandidat A7

Vysledek. 63
Regeni. Jednotlivé pocty hlasti oznacéme a, b, ¢, d. Jde o nezéporné celd &isla spliujict
a+b+c+d= 2026,
b = 6a,
c=(a+b+d) — 446,
a,b,c < d < 800,
a<b,c,d.

Kdyz k obéma strandam tfetiho vztahu pricteme ¢, dostavame
2c=a+b+c+d— 446 = 2026 — 446 = 1580.

Proto ¢ = 790, z ¢ehoz déle plyne
a+b+d=2026— 790 = 1236.

Dosadime-li za b, vyjde
a+6a+d=1236 neboli d= 1236 — 7a.

Protoze d < 800 a zaroven d > ¢ = 790, mame 791 < d < 799. Proto
791 <1236 — 7a < 799 mneboli 437 < 7a < 445.

Jediné cislo délitelné 7 v daném intervalu je 441 = 7 - 63. Odpovédi je proto a = 63. Lze dopocitat, ze b = 378, ¢ = 790,
d =795 a vSechny podminky ze zadani jsou skute¢né splnény.

Uloha 32. Ctverce ABCD, EFGH a KGI1J jsou usporddéany jako na obrdzku: Body E a F' lezi na dsec¢ce AB, body
I a J na tsec¢ce CD a bod K na tsetce GH. Stiedy vsech ti{ ¢tvercu navic lezi na jedné piimce. Pokud |AD| =17 a
|HK| =1, ¢emu se rovnd |F'B|?

D J I C

H L' g

Viysledek. 12/7
Reseni. Oznacéme pismenem a délku strany ¢tverce EFGH a pismenem b délku strany ¢tverce KGI.J. Ze zadani
vyplyva, ze 7= |AD| = |FG| + |GI| =a+bal=|HK| = |HG| — |KG| = a — b. Resenfm této soustavy rovnic je
a=4,b=3.

Kazda primka prochéazejici stfedem ¢tverce déli jeho vnitiek na dva ttvary se stejnou plochou. Obdélnik FBCT
tudiz dostaneme, kdyz od poloviny nejvétsiho ¢tverce odebereme polovinu obou mensich étvercu, neboli jeho obsah je
roven

1 2 1 2 1 2 __
§(a+b) — 504 — ib —ab.
ab 12

Obsah téhoz obdélnika lze také spocitat pifmocare jako [FB|-(a+b). Z téchto dvou rovnost{ vyjadifme [FB| = ;%% = 5.

Uloha 33. Na tabuli je napsano nékolik ¢isel, mezi nimi i 2026. Kdybychom smazali ¢islo 2026, klesl by aritmeticky

Urcete soucet ¢isel, kterd jsou na tabuli.
Vysledek. 10010

11



Regeni. Ozna¢me ptivodni pocet &isel n a jejich soucet S. Podminky ze zadan{ lze prepsat jako

572026_§_
n—-1 n ’
S +2026 S
— = - 44
n+1 n

Tyto rovnice 1ze zjednodusit do podoby

S = 2032n — 6n?,
S = 2022n — 4n2.

Kdyz je od sebe odetteme a vyuzijeme toho, ze n nemuze byt nula, dostdvdme
S — S = (2032 — 2022)n + (—6 + 4)n? neboli 2n? = 10n,
coz davé n = 5. Redenim je proto S = 2032 -5 — 6 - 52 = 10010.

Uloha 34. Blecha skéce po kruznici stéle ve stejném sméru a postupné se rozcvicuje. Pii prvnim skoku se po obvodu
posune jen o 1° (tj. spojnice stfedu kruznice s bodem jejiho odrazu a s bodem jejiho dopadu spolu sviraji thel 1°). Pfi
druhém skoku se uz po obvodu posune o dalsi 2°, pfi tfetim o 3° a tak dale. Pfi kolikatém skoku blecha poprvé doskoci
presné na misto, odkud puvodné vyrazila?

Vysledek. 80

Regeni. Po n skocich m4 blecha celkem naskékéno
14+2+--+n=3in(n+1)

stuptitt. Checeme tedy nalézt nejmensi n, pro které je tato hodnota ndsobkem 360. To znamend, ze n(n 4+ 1) musi byt
délitelné 720 = 16 -9 - 5 = 24 - 32 . 5. Protoze n a n + 1 jsou nesoudéln &isla, je nejvyse jedno z nich délitelné 3, a toto
¢islo tedy musi byt délitelné 9. Obdobné je bud n, nebo n + 1 délitelné 16; jedno z nich také musi byt délitelné 5. Aby
byla splnénd podminka o délitelnosti 16, vychézeji jako kandidati na n postupné tato ¢isla: 15, 16, 31, 32, 47, 48, 63,
64, 79, 80, ... Z téchto hodnot je podminka o délitelnosti 9 splnénd jen pro 63 a 80, a ani 63, ani 64 neni délitelné 5.
Moucha tedy musi dohromady naskdkat alespori 80 -81 = 5-16-92 = 9 - 720 stupiiii. Poprvé se tedy blecha na pocatek
vrati po 80. skoku.

Vypocet lze piipadné urychlit, kdyz si uvédomime, ze jedno z n, n + 1 musi byt délitelné alespori dvéma z ¢isel 5, 9,
16 neboli alespon jednim z ¢isel 45, 80, 144. Nejmensi kandidati pro n, ktefi pripadaji v avahu, jsou tedy 44, 45, 79 a
80. Pro prvni dvé ¢isla neni splnénd délitelnost Sestnacti a pro 79 délitelnost deviti, fesenim je tedy 80 (o kterém uz
vime, Zze podminky spliuje).

Uloha 35. Staroddvnou Fisi stiezf tii magické Skoly: skola Ohné, skola Vody a skola Zemé. Kazda skola je tvorena
dvéma mistry a dvéma ucni. Na ochranu iSe proti temnym carodéjum je potieba vyslat ¢tyii dvojice. Ve dvojici bude
vzdy jeden mistr a jeden ucen, kazdy z jiné skoly. Kazd4 skola vysle alesponi jednoho mistra a alespon jednoho uc¢né.
Kolika zpusoby mohou byt tyto dvojice utvoreny?

Pozndmka: Zalezi na tom, ktery konkrétni mistr ¢i uceni bude do dvojice vysldn (jednd se o unikétni osoby), nezdlezi ale
na poradi danych ¢tyi dvojic.

Vysledek. 768

Resend. Jelikoz vybirdme ¢tyFi uéné a kazda skola vysle alespon jednoho, musi jedna vyslat dva uéné a zbylé dvé po
jednom. Totéz plati i pro mistry. Budeme rozlisovat dva pripady:

V prvnim pifpadé jedna ze kol vysle oba své uéné a oba své mistry. Tuto skolu oznacime X. Skolu X muizeme
vybrat tfemi zpusoby. Ze zbyvajicich dvou skol mohou byt uéni vybrani 2 -2 = 4 zpusoby, stejné jako mistii, ktefi taktéz
mohou byt vybrani 2 - 2 = 4 zpusoby. Tim jsou vybrani icastnici vypravy, ale jesté ne to, jak jsou rozdéleni do dvojic.

Uéni z X museji byt sparovéni s mistry ze zbyvajicich dvou §kol, coz lze udélat dvéma zpusoby. Kdyz uz jsme tyto
dva pary utvorili, zbyvajici dva uéni nemaji jinou moznost nez byt sparovani s mistry z X, coz lze taktéz provést dvéma
zpusoby. Tudiz mame pravé 2 - 2 = 4 platnych parovani uéna s mistry. Celkem tedy prvni piipad davd 3-4-4-4 =192
moznosti pro to, které konkrétni dvojice vyslat.

V druhém piipadé jedna skola (X) poskytne dva ucné, zatimco jind 8kola (V') poskytne dva mistry. Mame tfi
moznosti, jak zvolit Skolu X; skolu Y pak vybereme ze zbyvajicich dvou. Zbyli dva u¢ni mohou byt ze zbyvajicich
dvou §kol vybrani 2 - 2 = 4 zpusoby, totéz plati pro zbyvajici dva mistry. Pro kazdou takovou volbu existuje 3-2 =6
pripustnych parovani: dva uéni z X mohou byt sparovéni s libovolnymi dvéma ze t¥{ mistru (nemohou byt sparovéani
pouze se étvrtym mistrem z X ). Jakmile tuto volbu pevné uréime, ukdze se, ze zbyld parovan{ jsou jiz ddna jednoznaéné.
Tento pripad tedy dava celkem 3-2-4-4 -6 = 576 moznosti.

Se¢tenim obou piipadu dostadvame 192 + 576 = 768 moznych uskupeni dvojic vyslanych proti ¢ernoknéznikum.
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Uloha 36. Nenulové redlna &isla x, y splnuji =z + % =2ay+ % = 3V/4. Uréete hodnotu 2%y + 771,2
Vigsledek. 32

Reseni. Muzeme si viimnout, ze kdyz zadané vyrazy vynasobime, nékteré zlomky se pokrati. Dostavame:
. 1 1 1 1
6:3-\7§:<x+><y+>=xy++2 neboli xy+ — =4.
y T Ty zy

Z toho bychom snadno ziskali hodnotu zy jako feSeni kvadratické rovnice a v kombinaci se zadanymi vztahy pro x a y
bychom se mohli pokouset vyjadfit hledanou hodnotu. To skutecné lze provést. Ve skutecnosti ale existuje i jednodussi
feSeni, pii kterém hodnotu zy vibec nepotiebujeme. Vsimneme si, ze plati

9 1 1 1 1
Y+ — =Y+ — r+ - —-—x——.
Ty Ty Y Y

7 téchto dvou pozorovani uz spoc¢itame hledanou hodnotu vyrazu:

1 . . .

Uloha 37. Pro tétivovy étyfuhelnik ABCD plati |[<ADB| = 48° a |<BDC| = 56°. Uvnitf trojihelniku ABC' lezi
bod X, pro ktery plati, ze |<XCB| = 24° a ze polopiimka AX je osou thlu <BAC. Urcete |<CBX| ve stupnich.
Pozndmka: Tétivovy ctyidhelnik je takovy ¢tyfuhelnik, jehoz vSechny ¢tyfi vrcholy lezi na jedné kruznici (neboli pro néj
existuje kruznice opsand).

Vysledek. 38°

Resend. Uhly <ADB a <ACB jsou shodné, protoze odpovidaji stejnému oblouku kruznice. Proto plati
|<ACX| = |<ACB| — |[<XCB| = |<ADB| — |<XCB| = 48° — 24° = 24° = |<XCB|.

Piimka CX je tedy osou tthlu <ACB, a bod X je tedy stfedem kruznice vepsané trojihelniku ABC'. Proto lezi i na
ose thlu <ABC.

Nyni uz muzeme spocitat pozadovanou velikost hlu:

|<CBA| _ 180° — |<BAC| — |<ACB| _ 180° — 56° — 48°

2 2 2 =38

|<CBX| =

V predposlednf rovnosti jsme pouzili rovnost |<BAC| = |<BDC|, kterd opét plyne ze skuteénosti, ze oba thly prisluseji
stejnému oblouku kruznice.

Uloha 38. Zivocisny druh Nabionicula simplez ma velmi primitivni mozek rozdéleny na levou a pravou hemisféru,
pricemz kazdé se sklada ze dvou typu bunék: neuronu a podpurnych bunék. Buiiky v ramci stejné hemisféry mezi sebou
nikdy nejsou propojeny, zatimco mezi kazdymi dvéma buiikami z ruznych hemisfér existuje pravé jeden obousmérny spoj.
V jednom mozku jedince Nabionicula simplex je 168 spoju typu neuron—neuron, 48 spoju typu podpurnid—podpurnd a
191 spoju typu neuron—podpurné. Jaky je celkovy pocet neuronu v mozku jedince Nabionicula simplex?

Vysledek. 29

Reseni. Necht ny a p; ozna¢uji pocet neuront a podptirnych bunék v jedné z hemisfér a ns a ps v druhé. Zadéni #iks,
ze ning = 168, p1p2 = 48 a nips + nop; = 191. Pak tedy

(n1 +p1)(n2 +p2) =168 +48 + 191 = 407 = 11 - 37.
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Protoze v kazdé hemisféfe zjevné musi byt alespon jedna buiika kazdého typu (a tedy nemusime uvazovat piipad
1-407), muzeme bez ijmy na obecnosti konstatovat, ze n; + p; = 11. Obdobné

(ny —p1)(ng —pe) = 168 +48 — 191 =25 =5 - 5.

Vyraz ny — p1 tedy musi byt 1, 5 nebo 25. (Kdyby totiz mél zdpornou hodnotu, musel by mit zdpornou hodnotu i
vyraz no — ps, coz by ale znamenalo, ze v obou hemisférach je vice podpurnych bunék nez neuront, coz je ve sporu s
ning > p1p2.) Kazda z téchto ti{ voleb ndm da (spolu s ny + p; = 11) jednoduchou soustavu rovnic o dvou nezndmych
n1, p1; kdyz si uvédomime, ze hleddme jen kladna celociselna feseni a ze n; je délitel ¢isla 168 a p; je délitel ¢isla 48,
snadno vidime, 7Ze jedind mozné volba je n; — p; = 5. Dostdvame tudiz n; = 8 a p; = 3. Pak tedy ny = 168/8 =21 a
celkovy pocet neuronu je ny + ng = 29.

Alternativni 7eseni. Pouzijme stejné znaceni jako v piedchozim Feseni. Cislo nips 4+ nop; je liché, takze jeden ze
s¢itancu je lichy. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze lichym s¢itancem je nips. Z toho vyplyva, ze jak nq,
tak po jsou liché. Protoze ning = 168 = 23 - 21 a pypy = 48 = 2% - 3, musi dile ny byt délitelné 22 a p; byt délitelné 24.
Potom je nop; ndsobkem 23 - 24 = 27 = 128, a protoze musi byt mensi nez 191, plati nop; = 128. Tudiz ny = 2% =8 (a
p1 = 2%). Dochédzime k zévéru, ze n; = 168/8 = 21, coz dava stejny vysledek jako predchozi postup.

Uloha 39. Zdenck mé pét stejnych rovnych triomin (tj. dlazdic rozméru 3 x 1) a chtél by z nich vytvorit souvislou
cestu na obdélnikové miizce 7 x 9 tak, aby spojovala levy dolni roh s pravym hornim. Kazdé triomino se sklada
z jednoho prostiedniho a dvou koncovych ¢tverecki; a cesta musi byt vytvorena tak, ze dvé po sobé jdouci triomina se
vzdy dotykaji podél praveé jedné hrany miizky, a to koncovymi, nikdy ne prostfednimi étverecky. Jedna takova cesta je
na obrazku. Kolika riznymi zpusoby muze Zdenék takovou cestu vytvorit?

[

[]
[]

Vysledek. 75

Reseni. Cesta v mifzce musi dohromady udélat 6 kroki nahoru a 8 kroki doprava; to u cesticky z péti triomin (tj.
patndcti dilki) znamend, ze kazdy dilek je oproti tomu piedeslému smérem nahoru ¢ doprava, nikdy ne doleva ¢éi dolu.
Cesty spocitdme postupnym vyplnénim miizky 7 x 9: do kazdého ¢tverecku miizky vepiSseme pocet cest (vedoucich
v kazdém bodé jen nahoru ¢i doprava) z triomin, jejichz koncovy bod lezi v tomto ¢tverecku.

Po umisténi prvniho triomina z levého dolntho rohu musi byt koncovy bod piesné dva étverecky od néj, bud doprava
nebo nahoru. Vepiseme tedy jednicku do étverecku (0,2) a (2,0) (soufadnice pocitdme od levého dolniho rohu).

Déle vyplnime zbytek miizky zleva doprava a zespoda nahoru. Abychom zjistili hodnotu na ¢tverecku (z,y),
podivdme se na zpusoby, jakymi tam triomino muze skon¢it. Triomino konéici na (z,y) muze byt svislé nebo vodorovné
a musi se dotykat pfedchoziho triomina podél hrany koncového ¢tverecku. To ndm dava ¢tyfi mozné koncové ¢tverecky
predchoziho triomina: (z,y — 3) a (z — 1,y — 2) v pfipadé svislého triomina a (z — 3,y) a (z — 2,y — 1) v pfipadé
vodorovného triomina. Hodnota vepsand do (z,y) bude jednoduse souc¢tem hodnot jiz vepsanych do

(l.*?”y)v (x72ay*1)’ (:Eflay72)a (x,y73)’

pricemz kazdy ¢tverecek mimo miizku uvazujeme s nulovou hodnotou.

0(0|4]0]0|22/0]0 |75
110(0[6|0|0(22|0
0[1{0]0]|6]0|0]18
0/{0[2|0{0]|6]|0]0]13
110(0(210(0(4|0
0/{0{0]|0|1]|0]|0]2
0{0|1]0|0]|1|0]0]|1

Po vyplnéni vSech ¢tvereckn je hodnota 75 v pravém hornim rohu ptesné hledanym poctem cest.

Alternativoni Teseni. Nejprve za sebe umistime pét triomin tak, aby na sebe navazovala pouze rohem (koncovy roh
na koncovy roh). Prvn{ z nich bude za¢inat v bodé (0,0) a kazdé dalsf triomino posune koncovy bod bud o (+1, +3)
(triomino nahoru) nebo o (+3,+1) (triomino doprava) — pozor, nyni soufadnice odkazuji skuteéné na vrcholy v mifzce,
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nikoli na celé ¢tverecky. Koncovy bod po umisténi péti triomin tedy bude (z,y), kde  + y = 20. Oznacéime-li N pocet
triomin nahoru a P pocet triomin doprava, potom N + P =5 a (z,y) = (N + 3P,3N + P).

Abychom tuto fadu triomin, kterd se dotykaji pouze rohy (Gemuz budeme fikat ,volny fetézec“), transformovali do
platnych cest, postupné ,opravime* kazdy ze ¢ty kloubu mezi navazujicimi triominy. Mistu, kde se potkavaji triomina
i a i+ 1, budeme ifkat i-ty kloub. Pro kazdy kloub zvolime jednu ze dvou operaci: V i-tém kloubu bud posuneme cely
fetézec triomin i+ 1,7+ 2,...,5 o jednu jednotku doleva, nebo o jednu jednotku doli. To zajisti, ze triomina i a i + 1
sdileji celou hranu namisto rohu.

Oznacme /¢ celkovy pocet kloubu, na kterych provedeme posun doleva, a d pocet kloubu, na kterych provedeme
posun doli. Protoze méme celkem 4 klouby, £+ d = 4. Po proveden{ vSech ¢tyf posunt se koncovy bod (z,y) puvodniho
volného Fetézce posune do (x — ¢,y — d). Pro platnou cestu z (0,0) do pravého hornfho rohu (9, 7) spliiuje tento koncovy
bod (z — ¢,y —d) = (9, 7).

Prozkoumame vSech 6 moznych hodnot (N, P):

e (5,0): (z,y) = (5,15) nemuze dosdhnout (9,7) ¢tyfmi posuny.

(4,1): (z,y) = (7,13) také neni mozné opravit.

(3,2): (z,y) = (9,11) znamend ¢ = 0, d = 4 (vSechny posuny jsou smérem doli). Mdme (g) = 10 volnych fetézcu

a pro kazdy pouze jedno mozné opraveni, coz davé 10 platnych cest.

(2,3): (z,y) = (11,9) znamend ¢ = 2, d = 2. Mame (g) = 10 volnych Fetézcu a pro kazdy z nich (‘21) = 6 zpusobu,
jakymi vybrat, které klouby posuneme doleva (zbytek se posune dolti), z ¢ehoz ziskdme 10 - 6 = 60 platnych cest.

(1,4): (z,y) = (13,7) znamend ¢ = 4, d = 0 (vSechny posuny jsou smérem doleva). Méme (?) = 5 volnych Fetézcu

a pro kazdy jen jedno mozné opraveni, tedy jen 5 platnych cest.

e (0,5): (z,y) = (15,5) také neni mozné opravit.
Celkové mnozstvi platnych cest je tedy 10 + 60 + 5 = 75.
Uloha 40. Redln4 éfsla a,b,c,dspliujia+b+c+d=2a #2217 + %220 + ﬁzd + #22(1 = 2026. Urcete hodnotu vyrazu

b2 2 d? a?
a+26+b+20+c+2d+d+2a'

Vysledek. 507

< o, . . 2 b2 2 a2 o2 2 42 2
Reseni.  Oznatme X = ain + bch + cJCr2d + d+2a 2026 ?‘ Y — a+2b + bch + c+2d + di2a'

Zkusime pomoci X a Y vytvorit néjaky vyraz beze zlomki, idedlné a + b+ ¢+ d = 2 nebo néco podobného. Protoze

ve jmenovateli prvnfho zlomku méme a + 2b, chtéli bychom v ¢itateli mit (a + 2b)(a — 2b) = a? — 4b?, aby se jmenovatel

vykratil. Totéz plati pro zbyvajici zlomky. Vezméme tedy:

274172 62742 274d2 d2742
X74Y:a n c +c + a”
a—+2b b+ 2c c+2d d+ 2a

=(a—2b)+(b—2c)+(c—2d)+(d—2a)=—(a+b+c+d) =-2.

Dostdvéme tak X —4Y = —2, a tedy ¥ = $(X 4 2) = 202042 — 507,

Uloha 41. Krabicka méa tvar kvadru o vysce a, jehoz podstavou je ¢tverec o strané délky 3. Jsou v ni dva pingpongové
micky o poloméru 1. Prvni se dotyka dna, dvou svislych stén a druhého micku, druhy se dotykd zbylych dvou svislych
stén, vika krabicky a prvniho micku. Uréete hodnotu a.

Vijsledek. 2+ /2

Resend. Stfedy micki budeme znacit S; a Sy a dale oznacime d vodorovnou vzdélenost mezi témito body, tj. délku
projekce tsecky 515 na dno (nebo viko) krabicky. Pfi pohledu shora vidime ¢tverec o strané délky 3 a v ném dveé
jednotkové kruznice; obé se dotykaji dvojice sousednich stran, a to tak, ze se kazdé strany ¢tverce dotyka pravé jedna z
nich.




7 toho plyne, ze v této projekci lezf S; a Sy v protilehlych rozich étverce o strané 1. Tudiz d = /2.

Déle uvazujme svislou rovinu (tj. kolmou na dno i viko) prochdzejici body S; a Sa. Krabicka v tomto fezu vypadd
jako obdélnik, jehoz ,svisla“ strana ma hledanou délku a; usecka S1S5 samoziejmé lezi v této roviné. Oznacme x svislou
vzdalenost mezi S; a Ss.

Spojnice stfedu dvou dotykajicich se jednotkovych kouli mé zjevné délku |S1.53| = 2. Zdroven jde o preponu pravoiihlého
trojiihelnika s vodorovnou odvésnou d a svislou odvésnou z, takze |S19|? = d? + x2 neboli z = v/22 — d2 = /2.

Protoze se prvni micek dotyka dna a druhy vika, Ize hledanou vysku krabicky urcit jako soucet poloméru prvniho
micku, svislé vzdélenosti obou stfedil a poloméru druhého micku: ¢ =1+ +1 =2+ V2.

Uloha 42. Klirka vyplnila tabulku 3 x 3 ¢islicemi 0, 1,...,9 tak, ze kazdé policko obsahuje pravé jednu ¢islici, zadna
¢islice se neopakuje, a navic, kdyz Klarka secte &isla v kterémkoli fadku nebo sloupci, vyjde ji bud’ vzdy liché, nebo
vzdy sudé ¢islo. Kolika zpusoby mohla tabulku vyplnit? Uvddime piiklad tabulky, kde je vSech Sest sou¢tu sudych:

S Ut =
O =N
o g W

Vysledek. 259200

Resend. V tabulce chybi pravé jedna éislice. Zkoumejme nejprve situaci, kdy chybf lich4 &islice. Protoze 0+1+- - -4+9 = 45
je liché ¢&islo a vynechdvame z néj jeden lichy scitanec, je celkovy soucet v tabulce sudy. Proto je sudy i soucet v kazdém
fadku i sloupci. Kazdy fadek i sloupec tedy ze étyi lichych éislic bud’ obsahuje dvé, nebo neobsahuje zadné. Z toho
vidime, ze pravé jeden fadek a praveé jeden sloupec bude obsahovat jen sudé ¢islice, a zbyld ¢tyti mista budou obsazena
lichymi. Kazdou takovou tabulku tedy jednoznaéné uréime tim, ze nejprve zvolime vynechanou lichou éislici (5 moznosti),
pak vybereme jeden fddek a jeden sloupec bez lichych ¢isel (3 -3 = 9 moznosti), a nakonec zvolime konkrétn{ rozmisténi
lichych (4! = 24 moznosti) a sudych (5! = 120 moznost{) éisel.

Situaci, kdy v tabulce chybi suda ¢islice, je obdobné. Soucet v kazdém tadku i sloupci musi tentokrat byt lichy.
Suda a lichéa ¢isla si v feSeni z pfedchoziho odstavce vymeéni role, jinak probiha vypocet naprosto stejné. Tentokrat
tedy muzeme 5 zpusoby vybrat chybéjici sudou cifru, pak 3 - 3 zpusoby zvolit fadek a sloupec obsahujici jen liché
cifry, a nakonec rozmistit sudd cisla 4! a licha 5! zpusoby. Celkovy pocet moznosti, jak tabulku vyplnit, se tedy rovnd
2-5-9-24-120 = 259 200.

Uloha 43. Maéme Ctyfi vzajemné ruznd kladnd celd ¢isla a, b, ¢, d s celkovym souétem 20 000. Jakd je nejmensi moznd
hodnota nsn(a, b, ¢, d), kde nsn znaci nejmensi spoleény ndsobek?

Vysledek. 9600

Reseni. Oznacéme si L = nsn(a, b, ¢, d). Protoze je L nasobkem vsech téchto &fsel, plati L = aa; = bby = cey = ddy pro
néjaka ruzna kladna celd ¢isla aq, by, ¢1,d;. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme ay < by < ¢; < d;. Z toho plyne
alzla b122a 01233 d124aatedy

L L L
<L < — < = < —.
a<L, b_2, c< 3 d_4
Proto zjistujeme, Ze
1 1 1 25L
20000 = a+b+etrd<l-(l4+=tzt=)==2
0000=a+b+c+d< <+2+3+4> TR

neboli L > 12-20000/25 = 9600.

Zjistime, jestli je hodnota L = 9600 dosaZzitelna. Jediny zptusob, jak v uvedené nerovnosti dostat rovnost, je polozit
a = 9600, b = @, c= @ ad= giﬁ. Tyto hodnoty b, ¢, d jsou skutecné celo¢iselné; jejich nejvétsim spolecnym
nasobkem je zjevné 9600 a jejich souc¢tem 9600 (1 + % + % + i) = 20000 pfesné, jak potfebujeme. Hledanym minimem
je tedy 9600.
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n2

1,001"

Uloha 44. Posloupnost a1, as,as, ... je zadana predpisem a,, = . Urcete pozici, na které nabyva svého maxima.

Vysledek. 2001

Reseni. Budeme zkoumat, pro kterd n plati podminka a,4; > a,. Kdyz pfendsobime obé strany této nerovnosti
kladnym éislem 1,001"F!, dostdvame ji ve tvaru

(n+1)* >n?-1,001
neboli 1000(n? + 2n + 1) > 1001n2. To snadno upravime do podoby
1000 > n(n — 2000).

Tato nerovnost je splnéna pro kazdé 1 < n < 2000, protoze prava strana v takovém piipadé neni kladna; pro n > 2001
uz naopak neplati, protoze prava strana je alespon n. Posloupnost je tedy ostie rostouci az do hodnoty n = 2001, a pak
naopak ostie klesd: a1 < as < -+ < ag000 < 2001 > a2002 > - - - Nejvyssi hodnotou posloupnosti je tedy asgor-

Uloha 45. Pét matfyzdku si vybird sedadla na divadelni predstaveni. VSichni chtéji sedét v jedné fadé, kterda vypada

nasledovné:
IBABAAA_AABA8H8_HARAARAARA_HBAABAAAE

Tedy: zed, ¢tyii Sestice sedadel oddélené tfemi ulickami a druhd zed’. Matfyzdci jsou stydlivi, a tak si chtéji vybrat pét
sedadel tak, aby — i kdyby byla vSechna ostatni sedadla obsazend — mohli sva mista opustit, aniz by kvuli nim museli
vstavat cizi lidé. Kolik takovych pétiprvkovych sad sedadel existuje?

Vysledek. 252

Reseni. Predstavme si jakékoli rozmisténi vyhovujici zadani. Kli¢ové je uvédomit si, Ze v ném kazdy z matfyzédki m4
jednoznacné déano, kterou ulickou bude odchézet — aby totiz nékdo mél na vybér ze dvou sméru odchodu, museli by
matfyzaci obsadit celou Sestici sedadel, coz je v péti lidech nemozné. Proto rozdélime matfyzaky do Sesti skupin podle
toho, jakou ulickou budou odchézet a z jakého sméru do ni pfijdou: Prvni skupina pfijde do prvni ulicky zleva (to jsou
ti, kdo sed{ v prvnf Sestici), druhd do nf pfijde zprava (ti, kdo sed{ ve druhé Sestici vlevo), a tak déle. Velikosti téchto
Sesti skupin mohou byt jakakoli ¢isla 0 az 5, kterd v sou¢tu davaji 5; kazda takova Sestice uz jednoznaéné popisuje,
kterd sedadla budou obsazena.

Resfme tedy tlohu, kolika zpusoby lze rozdélit pét nerozlisitelnych matfyzakt do Sesti skupin. To je standardni
uloha, jde o tzv. kombinace s opakovdnim; FeSeni je néasledujici: Predstavme si, ze mame pét tecek predstavujicich
matfyzaky, a chceme mezi né rozmistit pét oddélovacu, které je rozdéli do onéch Sesti skupin. Muzeme téchto 5 + 5
objektu usporadat libovolné — kazdy fetézec o deseti znacich slozeny z péti tecek a péti oddélovacu odpovidé prave
jednomu rozdéleni do skupin. Takovy Tetézec 1ze jednoznacéné popsat tim, ze vybereme pozice, kde budou oddélovace;
pocet téchto fetézcu, a tim i hledany pocet pétiprvkovych sad sedadel, je tedy roven (150) = 252.

Uloha 46. Uvazujme rovnostranny trojihelnik o strané délky 4. Kazdy jeho vrchol je stfedem kruznice o poloméru 1.
Urcete polomér kruznice, kterd ma vnitini dotyk se dvéma z téchto kruznic a vnéjsi dotyk s tou tieti.

. 3v3+1 _ 4—3
Vysledek. =5—= = i1

Reseni.  Oznacéme vrcholy trojihelnfku postupné A, B a C, pficemz kruznice s vnéjsim dotykem je kolem vrcholu C.
Déle ozna¢me stied vétsi kruznice pismenem O a jeji hledany polomér r. Vyska v naSem rovnostranném trojihelniku
mé délku h = @ -4 = 24/3. Jelikoz ze symetrie plati |OA| = |OB], lezi bod O na ose tisecky AB. Necht M je stied
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AB, potom |AM| =2 a |CM| = h.

Protoze se kruznice dotykaji, plat{ |OA| = |OB| =r — 1 a |OC| = r 4+ 1. Najdeme polohu bodu O. Vime, Ze lez{ na
piimce CM, a jeho vzdalenost od M tedy je

|OM| = |0C| — |CM| =7+ 1 — h.

(Zde predpokldddme, ze O lezi vné trojihelniku ABC'. Pokud by lezel uvnit¥, museli bychom psét |[OM| = |CM| — |OC|;
v dalsfm vypoétu ale pracujeme pouze s hodnotou |OM|?, kterd je stejnd v obou pifpadech.) Pouzijeme-li Pythagorovu
vétu v pravouhlém trojihelniku OMA, dostaneme

|OA|? = |OM|? + |AM|?> neboli (r—1)%2=(r41—h)?+2%

7 toho vyjadiime r jako
h? —2h + 4
2(h—2)

Stacf dosadit h = 2v/3 a dostaneme hledany polomér r = f/_gﬁ = ?’\/;ﬁ

T =

Uloha 47. Na vecirku se sesli kyklopové vysoci 4m a trpaslici vysoci (nebo spi§ nizci) jen 1,2m. Zpocdtku se spolu
tyto dvé skupiny kvuli velkému vyskovému rozdilu nebavily a kazdd okounéla ve své vlastni mistnosti. V prubéhu vecera
se ale zacaly prolamovat ledy a 35 kyklopu a 24 trpasliku pieslo ze své mistnosti do té druhé. Poté byla prumérna vyska
ucastnikia stejnd v obou mistnostech. Jaky je minimalni celkovy pocet tc¢astniku vecirku, pro ktery toto mohlo nastat?

Vysledek. 117

Reseni. Oznaéme k a t po fadé celkovy pocet kyklopt a trpasliki, kteff dorazili na veéirek. Jakmile se rozproudila
zébava, seSlo se v jedné mistnosti t — 24 trpaslikt a 35 kyklopu a v druhé mistnosti 24 trpaslikt a k& — 35 kyklopu.
Pro piehlednost zaved'me nasledujici znaceni: Pro prvn{ mistnost polozme t; =t — 24, k; = 35, pro druhou ¢ = 24,
ko = k — 35, a vysky kyklopu a trpaslikii ozna¢me po fadé hy a h;. Prumérnou vysku tak muzeme vyjadfit jako

tihy +kihy  tohy + kohy
t1+ ky to+ky

Zjednodusenim této rovnosti dostaneme
(hg — he)(kita — t1ka) = 0.

Jelikoz se vysky kyklopu a trpasliku lisi, musi platit vztah kity — t1ks = 0, neboli ’;—11 = ’:—22 Vidime, ze ve skutec¢nosti
na konkrétnich vyskach vubec nezédlezi. Pokud mé byt prumérna vyska v obou mistnostech stejnd, musi byt v obou
mistnostech stejny pomér kykloptu a trpasliki. To je ostatné intuitivné jasné i bez jakéhokoli pocitani.

Dosazenim znamych hodnot k; a t5 dostaneme
t1ko = k1to = 35 - 24 = 840.

Nagim cilem je minimalizovat celkovy pocet tcastniku k 4 ¢. Ekvivalentné muzeme minimalizovat také vyraz
ko +t1 = k — 354+t — 24, ktery se od ného lisi o fixni konstantu. Pro hodnoty ks a ¢; zndme jejich soucin a chceme
minimalizovat jejich soucet. V takovém ptipadé je idedlni volit dvé ¢isla co nejbliz u sebe — to plyne z identity
(t1 + k2)? = (t1 — k2)? + 4t1 ko. Hleddme tedy rozklad éfsla 840 na dva co nejblizsf éinitele. Snadno najdeme optimalni
feSeni 840 = 28 - 30.

Proto jsou t1 a ks rovny 28 a 30 (v libovolném poradi) a celkovy pocet icastniku na veéirku je t+k = 28430424435 =
117.
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Uloha 48. Sest pirdti vtrhne do krémy. Po chaotické sarvatce se promichaji a ndhodné se usadi kolem kulatého stolu.
Kazdy z nich m4 néjakou celoéiselnou troven zufivosti od 1 do 6 (kazdy jinou), kterd rozhoduje o vysledku duelu:
vyhréava vzdy pirat s vyssi zutivosti. Aby rozhodli, kdo pfevezme vedeni, provadéji nasledujici ritudl: v kazdém kole je
nghodné vybran jeden ze zbyvajicich pirdtu, aby vyzval k duelu svého nejblizstho souseda ve sméru hodinovych rucicek
(prézdnd mista se preskakuji). Porazeny je vyfazen, vitéz zustdva na misté. Po péti kolech zbude pouze posledni pirdt.
Jaka je pravdépodobnost, ze posledni duel probéhne mezi dvéma nejsilnéjsimi pirdty (se zufivostmi 5 a 6)7

Visledek. 7/15

Resend. Piraty ndhodné usadime kolem stolu a budeme sledovat pouze ty se zufivosti 5 a 6. Pirdty budeme celou dobu
oznacovat po sméru hodinovych rucicek jako 5, Ay, ..., A4, 6, By, ..., By, kde 5 a 6 znaci piraty s piislusnou zufivosti,
a je pocet nevyfazenych pirdtu sedicich mezi 5 a 6 ve sméru hodinovych rucicek od 5 k 6, a b je pocet zbyvajicich
nevyfazenych pirdta sedicich mezi 6 a 5. Oznac¢me f(a,b) pravdépodobnost, ze finalni duel probéhne mezi 5 a 6 (pro
danou konfiguraci). Je zjevné, ze tato pravdépodobnost skuteéné zavisi pouze na &islech a a b, nikoli na konkrétnich
hodnotéch zufivosti pirdatu A; a B;. Kazdy pirdt A; a B; totiz muze mit zufivost nejvyse 4, takze v duelu s 5 nebo 6
bude vyfazen, a zéroven vsechny duely mezi pirdty A; a A; (¢i mezi B; a B;) pouze snizi velikost daného bloku o jedna.

Pokud a = 0 nebo b = 0, pak 5 a 6 sedi vedle sebe a zbyvd n = a+ b+ 2 pirdtu. V této situaci existuje v kazdém kole
praveé jedna volba vyzyvatele (konkrétné 5 ¢i 6 podle toho, kdo z nich sed{ napravo), kterd vynuti duel 5 proti 6, ¢imz
vyfadi 5. V8echny ostatni volby vyfradi nékoho jiného. Pravdépodobnost, ze 5 prezije do posledniho duelu, tedy bude

n—1 n—2 2 2 2

f(a,0) = £(0.) = n n—-1 3 n a+b+2

Nyni predpoklddejme, ze a,b > 1 an = a+ b+ 2 je pocet zbyvajicich piratiu. Podivejme se na blok piratu jdouci od
5 po sméru hodinovych rucicek a konéici tésné pied 6. Tento blok ma pravé a + 1 ¢lent, konkrétné 5, Ay, ..., A,. Pokud
ndhodné vybrany vyzyvatel je v tomto bloku, duel probéhne mezi dvéma piréty z tohoto bloku (nebo mezi A, a 6) a
vytrazeny pirat bude nutné z tohoto bloku, ale nebude to pirat 5. Kazdy vybér vyzyvatele z tohoto bloku tedy zmensi a
o jedna. Stejné funguje i blok zacinajici piratem 6, ktery obsahuje po sméru hodinovych ruc¢icek vSechny pirdty az po
pirdta 5 a mé pravé b+ 1 ¢leni. Vybérem vyzyvatele z tohoto bloku se b vzdy snizi o jedna. Dostavdme tedy rekurentni
vzorec

1 b+1
fla.b) = = fla—1,0)+ = f(a,b—1) proab>1.
Na zacatku plati a + b = 4. Pouzitim krajnich hodnot f(0,4) = % =3, f(0,3) =2, f(0, 2) =3, f(0,1)=2
symetrie f(a,b) = f(b,a) z rekurence postupné dostaneme f(1,1) = %, f( 2)=2f1,3)=L& a f(2 2) = 2. Protoze
pocatectni rozesazeni je ndhodné, je mezera ve sméru hodinovych ruc¢icek mezi 5 a 6 r ovnomerne dlstrlbuovana na

mnoziné {0, 1,2, 3,4}, takze hledand pravdépodobnost je

%(f(oa‘l)+f(1,3)+f(272)+f(3,1)+f(4,0)) 1<1+8+3+8+3> 7

vev s

vees

Pn = (1 - 71(2)) Pn—1 Dron > 3. ()

n—1

Tvrdime, ze v prvnim kole bude pirat n — 1 vyfazen s pravdépodobnosti %1) Pravdépodobnost, ze pirati n an — 1

sedi vedle sebe, je totiz protoze po usazeni pirdta n ma pirdt n — 1 na vybér z celkem n — 1 zidli a pravé 2 z nich

ﬁ’
jsou vedle n. A sedi-li n a n — 1 vedle sebe, je pravdépodobnost duelu mezi nimi v prvnim kole . Pravdépodobnost
2 1 2

vyfazeni pirdtan — 1 v prvnl’m kole je tedy skutetné =5 - -~ = IR

je tedy prvni vyrazeny néktery z piratu se zufivosti 1,...,n — 2. Zduvodnime, ze v

S pravdépodobnosti 1 — m
tom piipadé je zbyvajicich n — 1 piratu usazenych kolem stolu opét ,,iplné ndhodné“, tJ. véechny jejich konfigurace
kolem stolu jsou stejné pravdépodobné. Byl-li vyfazen pirat k, pak kazda konfigurace zbylych pirdta kolem stolu mohla
vzniknout presné 2(n — k) zpusoby: je totiz jasné, jak byli kolem stolu usporddani ostatni pirdti, a pirdt k byl vyfazen
néjakym silngjsim pirdtem (téch je n — k), vedle kterého mohl sedét bud’ vlevo, nebo vpravo. Cislo 2(n — k) zalezf jen
na k a ne na konfiguraci, ktera po jeho vytazeni zbude, takze kdyz zbyvajici piraty pred druhym kolem ptecislujeme
jako 1,2,...,n — 1, dostdvdme puvodni tlohu s n — 1 pirdty. Tim jsme dokazali rekurenci (#).

Nyni uz je snadné spocitat pg. Zjevné ps = 1; opakovanym pouzitim rekurentniho vztahu (#) dostdvame
14 9 5 2 7
1510 6 3 15

Hledané pravdépodobnost findlntho duelu mezi pirdty 6 a 5 je tedy - 1= Ze vztahu (#) dokonce muzeme snadno indukef
dokazat obecny vzorec

Pe =

n+1
= > 2.
Pn=3oq) POn2
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Uloha 49. Tetromino tvaru L, slozené ze ¢tyt shodnych étvercu spojenych hranami, jsme vepsali do rovnoramenného
pravotihlého trojihelniku jako na obrézku. Urcéete pomér obsahu tetromina ku obsahu trojihelniku.

Z

Vysledek. 80/169

Reseni. Oznacime si body jako na nékresu nize a budeme piedpoklddat, ze ctverce, z nichz se tetromino skldd4, jsou
jednotkové. Pak k vyfeSeni potiebujeme spocitat jen jednu délku strany trojuhelnika ABC'|, napi. prepony AC.

‘0/1

Dokreslime si nejprve pomocnou usecku E'F', ¢imz vznikne pravouhly trojihelnik EF K s pravym tthlem u vrcholu
K a s délkami stran |EK| = 1, |[KF| = 2 a |EF| = /5. Déle je |GL| = 2, [LF| = 1, a navic |<F'LG| = 90°, proto
jsou trojihelniky EFK a FGL shodné, a tedy |GF| = |EF| = /5. Uhel <LGF si ozna¢ime a. Pak i |[<KFE| = a,
¢imz ale dostaneme |<GFE| = 90°, protoze « je doplitkkem tihlu <GFL do 90°. Z toho plyne, Ze je trojihelnik FEC
rovnoramenny pravoihly s odvésnou délky |FC| = /5.

Dokreslime si nyni druhou pomocnou tsecku spusténim kolmice z bodu D na tsecku AC' a patu této kolmice si
ozna¢ime M. Protoze |[<LGF| + |[<MGD| = 90°, dostavime |<GDM| = «, a tudiz je trojihelnik MDG podobny
trojihelniku LGF s koeficientem /5. Trojihelnik MDG mé tedy délky stran |[MG| = %, |MD| = % a |DG|=1.
Protoze je trojihelnik MAD rovnoramenny pravouhly, plat{ |AM| = %

Slozenim vyse uvedeného jsme ziskali

2

1 3+2-5
AC| = |AM| + |MG|+ |GF|+ |FC|= —+ —+V5+V5=""""-=
|AC| = [AM| + [MG| + |GF| + |FC| NV 7

—
o w

Proto se obsah trojihelniku ABC rovna

1 ? 13 \?

7|AB|2:1~ M :1. 3 :@

2 2 V2 2 \V10 20
80

; s 4
a hledany podil je T = 169

Uloha 50. Uvazujme posloupnost (a,)5; danou rovnostmi a; = ag = ag = 1 a vztahem a3 = 3%n+2 4 3%n+1 4 3%
platnym pro kazdé celé n > 1. Jaky je zbytek po déleni ags ¢islem 497
Viysledek. 11

Reseni. Clen ago je souétem mocnin &isla 3, jejichz zbytek po déleni 49 lze uréit pomoci Eulerovy veéty. Plati
NSD(3,49) =1 a také ¢(49) = 42, takze z Eulerovy véty dostaneme

32 =1 (mod 49), atedy 3% =3 ™42 (;m0d 49).

Pro vypocet agy = 3%' + 3920 4 399 modulo 49 tedy staci znat hodnoty a1, as,are modulo 42. Z Cinské véty o
zbytcich vime, ze je to ekvivalentni nalezeni téchto hodnot modulo 6 a 7.
Pro n > 4 je kazdy ¢len a,, souctem ti{ mocnin ¢isla 3, tedy lichy a délitelny tiemi. Diky tomu méame
an, =3 (mod 6).

Pro vypocet a,, modulo 7 opét pouzijeme Eulerovu vétu. Protoze 3¢ = 1 (mod 7), odvodime 3% = 33 (mod 7) pro
kazdé n > 4. Vezmeme-li n > 7 (aby n — 1,n — 2,n — 3 > 4), dostdvéme

Qp =391 43002 1 3%-3 =33 1. 33 4 33 =4 (mod 7).
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Kombinaci téchto kongruenci a Cinské véty o zbytcich dostaneme a,, = 39 = —3 (mod 42) pro n > 7. S vyuzitim
Eulerovy véty mame 3% = 373 (mod 49) pro n > 7, kde zaporny exponent oznac¢uje mocninu modularn{ inverze.
(Samozfejmé bychom mohli také pifmocafe pracovat s exponentem 39, ale takto si usetiime praci.) Pak tedy

g = 3% 43920 + 319 =373 433433 =32=9"1=11 (mod 49),
protoze 9-11 =99 =1 (mod 49). Hledany zbytek je tudiz 11.

Uloha 51. Lucka sedi v auté s prazdnou nadrzi na nultém kilometru nekoneéné délnice a chystd se vyrazit na cestu.
Pro kazdé n > 0 se pfesné na n’-tém kilometru nachézi ¢erpaci stanice. Na kazdé benzince, ke které Lucka dojede,
muze koupit jakykoliv celo¢iselny pocet davek paliva. Majitelé ¢erpacich stanic ale neradi prodédvaji palivo ve velkém
mnozstvi, takze cena za ddvku postupné vzrusta: na kazdé benzince stoji prvni davka 1 librodolar, druhd ddvka uz
2 librodolary, tfeti 3 librodolary, atd. Jedna davka paliva vystaci Lucce pravé na jeden kilometr. Zasoby paliva na
benzinkéch i Lucéina nddrz jsou neomezené. Pokud ma Lucka 730 librodolarti, kam nejdale muze dojet?

Vysledek. 123

Reseni.  Oznac¢me C), nejnizsi moznou ¢astku, za kterou je mozné ujet n? kilometrii. Vétsi ¢dst tilohy spo¢iva v urcéeni
této hodnoty. Aby Lucka dojela k benzince na kilometru n?, mohla ¢erpat u n predchozich benzinek. Potiebuje celkem
n? dévek paliva, a ty zjevné nemize sehnat levnéji nez tak, ze u kazdé z n benzinek koupi n dévek.

Nejprve ale musime ovérit, ze plan ,na kazdé benzince, kterou potkdm, koupim n davek paliva® funguje (tj. umoziiuje
ispésné dojet na kilometr n?) alespoii pii neomezené zasobé penéz; nestane se, ze Lucce dojde palivo difv, protoze
nezvladne dojet uz k nékteré predeslé cerpaci stanici? Dokazeme velmi jednoduchou indukci, ze tento plan neselze.
Piipad n = 0 je jasny — zadné palivo neni potieba nakupovat a tispésné dorazime na nulty kilometr. Predpoklddejme
nyni, ze uz vime, Ze je mozné dorazit na kilometr n? tak, ze u kazdé z n benzinek koupime n ddvek. Potom je zjevné, ze
pokud budeme nakupovat dokonce n + 1 dévek, tak ndm také nedojde palivo pfed kilometrem n?; tim padem se ndm
cestou podaif ispésné (n + 1)-krat koupit n + 1 ddvek, a palivo ndm tedy vystacf az na kilometr (n + 1)2.

Indukci jsme tedy dokazali, ze zvoleny plan skuteéné funguje; proto je C,, rovno cené n nakupu n davek paliva, tj.

n(n—|—1)_

Cn=n(l+2+4 - +n)=n"

Protoze C1; = 726 < 730 < C)2, vidime, Ze Lucka mé dost penéz na to, aby urazila 112 kilometri, ale ne 122. K tomu,
aby dojela na svou posledni benzinku, spotiebovala 726 librodolaru, takze ji zbyvaji jesté 4. Nemd smysl (a dokonce to
nen{ ani mozné) za né uz difve draze nakoupit na predeslych benzinkdch; jediné mozné vyuziti je utratit je na kilometru
112. Tam za né lze koupit 2 davky paliva, ale tieti uz ne. Proto Lucka miiZe ujet nejvyse 112 + 2 = 123 kilometrii.

Uloha 52. Prayidelny Sestithelnik ABCDEF mé obsah 420. Pismena M, N a P postupné oznacuji stiedy tsecek
DE, FA a BC. Césti tsecek AM, BM, CN, DN, EP a FP tvoii hranice Sedého itvaru vyznaceného na obrazku.

Urcete jeho obsah.
D C

M P

Viysledek. 36

Resend. Sedy ttvar lze rozdélit na Sest shodnych trojihelnikii; uréime obsah jednoho z nich. Ozna¢me pismenem
O stied Sestithelniku, pismenem X pruse¢ik BM s C'N a pismenem Y prusecik BM s PE. Hleddme tedy obsah
trojuhelniku O XY . Budeme potiebovat nasledujici pomocné body: stied usecky CD oznacime @, prusecik AD s CN
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bude V a prisecik PM s QN bude W. Dokazeme, ze |OX|: |OP|=2:5a|0Y|:]10Q|=2:7.

F N A

Jelikoz trojihelniky NAV a CDV jsou podobné a plati |[NA| = 1|CD|, dostavame |AV|: [VD| =1 : 2, coz lze
prepsat jako |AV| = 1|AD| = 2|OA|. Proto |OV| = £|OA|. Déle je trojihelnik OVX podobny PCX, a protoze

1 1 3
PC|==|BC| = -|04| = =
PC| = 5|BC| = 5104 = SIoV,

méme |OX|: |PX|=2:3.Z toho plyne |OX|:|OP|=2:5.

K odvozeni vztahu |OY| : |OQ| = 2 : 7 je potieba vyuzit podobnosti trojihelniku OBY s WMY'; kdyz si uvédomime,
ze [WM| = 2|OB|, plyne z ni |OY| : [YW| = 4 : 3 neboli |OY| = 2|OW|. Diky |OW| = [WQ)| dostdvame kyzené
|0Y]:|10Q|=2:T1.

Pro oznaceni obsahu trojihelniku budeme pouzivat hranaté zavorky. Trojihelniky OXY a OPQ sdileji thel

u vrcholu O, takze
4

35

[0XY] |0X| |oY]

[OPQ] ~ [OP] 10Q| —

Trojihelnik OPQ je rovnostranny s ?—nésobnou délkou strany oproti trojihelniku ABO, takze [OPQ] = %[ABO].
Proto

22 _
5 7

[OXY] 4 3 3

[ABO] ~ 35 4 35

Protoze se vyznaceny utvar sklada ze Sesti kopii trojuhelniku OXY a Sestiuhelnik se skldda ze Sesti kopii trojuhelniku
ABO, je mezi jejich obsahy stejny pomér jako mezi témito trojihelniky. Obsah Sedé oblasti je tedy % -420 = 36.

Uloha 53. Jardu fakt bavi algebraické pravy, takze jednoho krasného dne vzal v8ech Sestndct ruznych vyrazu tvaru
+a + b=+ ¢+ d a spocital jejich soucin. Tim ziskal polynom v proménnych a, b, ¢, d. Pak z néj zahodil vSechny ¢leny,
v nichz chybéla alesponi jedna z proménnych. Sectéte koeficienty ¢lenu, které Jardovi v polynomu zbyly.

Vysledek. —328

Reseni. Oznaéme puvodni Jarduv polynom pred zahozenim nevhodnych ¢lent pismenem P. Souéet viech koeficientt
dostaneme jako P(1,1,1,1); tento soucin obsahuje ¢initel (1 +1—1 — 1) = 0, takZe soucet viech koeficientu P je 0.
Staci tedy urcit soucet koeficientu, které Jarda zahodil. Spoc¢itame jej pomoci principu inkluze a exkluze.

K uréeni souctu koeficientu ¢lenti, v nichz chybi proménné d, staci polozit d =0 a a = b = ¢ = 1. Dostavame

P(1,1,1,0) =(1+1+1)1+1-1)1—-1+1)(1—-1-1)-
(=14 1+ 1) (141 —1) (=1 =14+ 1) (=1 —1—1))* =92 = 81,

Stejnou hodnotu ma i soucet koeficientt ¢lent, v nichz chybi kterdkoli jind zvolend proménna. Kdyz tedy sec¢teme
koeficienty ¢lent, v nichz chybi a, pficteme koeficienty ¢lenu, v nichz chybi b, koeficienty ¢lenu bez ¢ a koeficienty
¢lenu bez d, dostavame 4 - 81 = 324. V tomto souctu jsme ale zapocitali dvakrat kazdy clen, v némz jsou jen dvé
proménné. Proto musime Sestkrdt odecist P(1,1,0,0) = 0; existuje totiz Sest dvojic proménnych. Na zdvér musime do
sou¢tu znovu vrétit koeficienty ¢lent zahrnujicich jen jednu proménnou, coz znamend ctyfikrat pricéist P(1,0,0,0) = 1.
Dohromady dostavame, ze soucet koeficientu ¢lent, které Jarda vyhodil, je 324 — 6 -0+ 4 - 1 = 328. Protoze soucet
vsech koeficienti v P je nula, hledany soucet zbylych ¢lenu je —328.
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Uloha 54. Anicka ma 9000 shodnych rovnostrannych trojihelniku. Vsechny je bez ptekryvu uspoiadala do tvaru
jednoho jediného ¢tyiuhelniku. Kolik ruznych étyiihelnikia takto mohla vytvorit? Shodné ¢tyiihelniky povazujeme za
totozné.

Vysledek. 30

Regeni. Vsechny thly ve vysledném ¢tyiihelniku museji byt ndsobky 60°. Navic je jejich soucet roven 360°. Z toho
snadno plyne, Ze tyto hly museji byt (v néjakém poradi) 60°, 60°, 120°, 120°; thel 180° v nékterém z vrchola by totiz
znamenal, ze jde ve skutecnosti o trojuhelnik, a pfi tthlu 240° nebo vétsim vidime, ze by alespon jeden ze zbylych thla
musel byt mensi nez 60°, coz nelze. Tim padem lze vytvorit dva typy ¢tyruhelnika: Rovnobézniky, kde se shodné uhly
nachézeji naproti sobé, a rovnoramenné lichobézniky, kde spolu shodné uhly sousedi.

Pokud Anicka sestavila rovnobéznik o stranich a, b, pak k tomu vyuzila 2ab trojihelniku (jde o ab malych
rovnobézniku sestavenych jen ze dvou trojihelniku). Kazdy takovy rovnobéznik odpovida jednomu paru {a,b}, kde
ab = 4500. Takovych dvojic je 18 (protoze 4500 = 2% - 32 -5% m4 (2 + 1)(2 + 1)(3 + 1) = 36 kladnych déliteld).

Pokud Anicka sestavila rovnoramenny lichobéznik, je dulezité si vSimnout, ze kazdy takovyto lichobéznik mohla
ziskat tim, Ze sestavila velky rovnostranny trojihelnik (z vice nez 9000 trojihelnicku) a pak z ného zase odebrala
o0 néco mensi rovnostranny trojthelnik. Trojthelnik o strané n se skldd4 z n? trojihelnickt — to zjistime bud tim,
Ze se na néj podivame po vrstvach a se¢teme posloupnost lichych ¢isel 1 +3 4 -+ + (2n — 1), nebo snéze tim, zZe si
uvédomime, ze jde o polovinu rovnobézniku o strandch n a n. Z toho plyne, ze Anié¢in lichobéznik je slozeny z a? — b?
trojuhelnicku, kde a je délka delsi a b délka kratsi zékladny. Proto potfebujeme védét, kolika zpusoby lze zapsat 9000 ve
tvaru (a + b)(a —b). Cisla a + b a a — b maji stejnou paritu; a také naopak, pokud zapiseme 9000 jako soucin dvou cisel
se stejnou paritou (tedy nutné sudych), snadno z nich ziskdme odpovidajici celd ¢isla a, b. Rozklady 9000 na soucin
dvou sudych éfsel odpovidajf rozkladim 9000/4 = 2 - 3% - 5% na souéin dvou é&fsel; toto éslo ma (1+1)(2+1)(3+1) = 24
delitelu, takze prislusnych rozkladu (a tedy i hledanych dvojic a,b) je 12.

Dohromady takto mohla Anicka vytvorit 18 + 12 = 30 ¢tyithelniku.

Uloha 55. Kuba po nocich vyrabi vanocni svétylka, tedy fetézy s 10 zarovkami, a k dispozici mé zluté a modré
zarovky. Zarekl se, ze se na fetézu nebude vyskytovat zadny tsek ¢tyf po sobé jdoucich zarovek, ve kterém by se barvy
pravidelné stiidaly (tedy ani zlutd — modra — zlutd — modré, ani naopak). Kolik ruznych fetézi umi Kuba vyrobit?
(Kubovy fetézy maji odliseny zacdtek a konec.)

Vysledek. 548

Resend. Zlutou zérovku reprezentujeme éslicf 1 a modrou 0. Uloha po nds tedy chee uréit pocet bindrnich (obsahujicich
pouze 1 a 0) posloupnosti délky deset, které neobsahuji tseky 0101 ani 1010. Predstavme si transformaci, kterd zmén{
znak na vsech sudych pozicich (z 0 na 1 a obrécené), zatimco liché pozice nezméni. Aplikujeme-li tuto transformaci na
néjakou posloupnost dvakrat, danou posloupnost tim nezménime. Nase transformace je tedy bijekce, a navic zmeéni
bloky 0101 a 1010 na 0000 nebo 1111. Kubovy fetézy tedy po transformaci odpovidaji posloupnostem délky deset, jez
neobsahuji zadny souvisly tsek ¢tyt stejnych ¢islic. Uréime pocet takovych posloupnosti délky n.

Oznac¢me tedy B,, pocet posloupnosti délky n, které neobsahuji zddny souvisly usek Ctyt stejnych ¢islic. Dokazeme,
ze pro n > 3 plati rekurence B,, = B,,—1 + B,_2 + B,_3. Vezméme néjakou posloupnost délky n a podivejme se na jeji
zédvérecny usek ze stejnych ¢éislic; ten bude mit délku 1, 2 nebo 3, ozna¢me ji k. (Hodnota k = 1 tedy znamend, ze
posledni dvé ¢islice jsou ruzné; k = 2 nastava tehdy, kdyz posledni dvé jsou stejné, ale predpredposledni je jina; jinak
méme k = 3.) Odstranénim zdvérecnych k stejnych ¢islic dostaneme validn{ posloupnost délky n — k. A také naopak: Z
kterékoliv posloupnosti délky n — k pro k = 1,2, 3, ktera neobsahuje zadny souvisly usek ctyf stejnych cislic, umime
jednoznac¢né vyrobit validni posloupnost délky n tim, ze za posledni ¢islici  pripojime blok délky k tvofeny opac¢nou
¢islici 1 — x. Tim jsme vytvorili bijekci mezi vhodnymi posloupnostmi délky n a vhodnymi posloupnostmi délek n — 1,
n — 2 an — 3. Porovnanim poctu ziskdme vyse uvedenou rekurenci.

Pro n < 3 jsou povoleny vsechny binarni posloupnosti, takze By = 2, B, = 4 a B3 = 8. Z rekurence dale postupné
dopotitame By = 14, Bs = 26, Bg = 48, B7 = 88, By = 162, Bg = 298 a kone¢né By = 548.

Uloha 56. Pro kladné celé éislo a vyfeste rovnici

(23+\/232—4>5 B <a+\/a2—4>2
2 -\ 2 )

Vysledek. 2525
Reseni. Nejprve si véimneme, ze a = 1 nepfipadd v ivahu a Ze pro a > 2 je vyraz a + va? — 4 kladny, takze muzeme

rovnici odmocnit — pujde o ekvivalentni upravu. Dostavame tedy

5
a—l—\/a2—4_ 23 +v232 —4
2 o 2 ’
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Vyraz na levé strané je pro a > 2 ostie rostouci (protoze a i a? — 4 jsou rostouci funkee), a proto mize existovat nejvyse

jedno redlné feseni a > 2. Tim spiSe muze existovat nejvyse jedno kladné celé feSeni.

2342324 _ 234521 _ (5+\/21)2
2 = 2 = 2

Nyni zjednodusime pravou stranu. Plati , takze dostavame

5
a+va?—4 <5+\/ﬁ>
2 a 2 ’

Pouzitim binomické véty upravime rovnost do podoby

55 4 (3) 5% 21+ (3) - 51 - 212 . (3) 5% V21 + (3) - 52 V21 + 21
16 16
3125 +10- 2625 + 5-2205  (5° +250 - 21 4 212) - /21
= +
16 16
= 2525 + 551 - V21

= 2525 + V5512 - 21.

Porovndvame tedy dva vyrazy ve tvaru m + y/n, kde m,n jsou kladnd celd ¢isla. Nabizi se myslenka (kterou je skutecné
mozné korektné oduvodnit, ale d4 to préci a my to uz nemusime délat — vime totiz, ze existuje nejvyse jedno Fesenf), ze
se budou rovnat prislusnd m i pfislusnad n. Porovnani ,racionalnich ¢asti“ da a = 2525; snadno ovérime, ze pak plati i
druhé potiebnd rovnost: Kdyz dosadime a = 2525 do a? — 4, skute¢né dostavame 25252 — 4 = 6375621 = 5512 - 21.
Oveérili jsme tedy, ze 2525 je FeSenim; protoze uz vime, ze kladné celociselné feSeni muze existovat nejvyse jedno, je tim
tloha vyftesena.

a+var—4=

Alternationi veseni. Necht o = %(23 + /232 — 4). Pak a je kofenem kvadratické rovnice t? — 23t + 1 = 0, jejimz
druhym kofenem je a~!. Proto plati av + o~ = 23.

Podobné polozme 8 = %(a ++Va? — 4). Pak je 3 kotenem rovnice t? — at +1 = 0, a tedy 8+ 37! = a. Navic 8 musi
byt kladna, protoze a je kladné.

Rovnici ze zad4n{ jsme prepsali na a® = 2. Oznaéme x = $'/5; jde o kladné reélné ¢islo. Pak 22 = «, coz dava
22 + 272 = 23. Polozime-li jesté y = x + 2~ !, bude y také kladné. A jelikoz y? = x? + 272 +2 = 25, plati y = 5.

Nasfm cilem je spoéitat a = z° + 27° ze zndmé hodnoty y. Proto rozndsobime

v =(x+z)’ =@ +27°) +5@ +273) +10(x + 27,
z ¢ehoz dostavame
a=1y® 5> +273) — 10y.
Zbyva ndm vyjadiit 23 + 273 pomoci y. To udéldme podobné:
=@+ )P =@ +27?) + 3@+t
a proto
>+ =y - 3y.

Spojenfm piedchozich vysledkt ziskdme a = y® — 53> + 5y, a dosazenim y = 5 dostaneme koneény vysledek a = 2525.

Uloha 57. V trojihelniku ABC' s pravym thlem u vrcholu C lezi na strané BC bod D tak, ze |[BD| =9 a |DC| = 5.
Urcete |AB|, pokud |<ADC| = 3|<BAD|.

Vysledek. 21

Reseni. Dopoctenim tihli snadno dostavame |<ABD| = 2|<DAB]|. Sestrojime osu tthlu <ABD a oznaéime jeji
pruseéik s useckou AD jako E. Plati tedy |[<ABE| = |<EBD| = |<DAB]|. Z toho plyne |AE| = |EB| a také to, ze
trojuhelniky DBE a DAB jsou podobné. Z této podobnosti dostdvame |DB| : |DA| = |DE|: |DB| = |BE| : |AB].

N

(@31
o
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Ozna¢me |AB| = a, |AE| = |EB| =b a |AD| = c. Potom |DE| = ¢ — b a uvedené poméry lze vyjadiit jako

o
Ne
S

Z toho dostavame c? = bc + 81 a bc = 9a, z ¢ehoz déle plyne ¢ = 9a + 81.
Protoze trojuhelniky ACD i ABC jsou pravouhlé s pravym tthlem u bodu C, dostdavame

|AC|? = |AB]> — |BC|* = a® — (9 +5)* = a® — 196

a také
|AC|? = |AD|? — |DC|? = ¢* — 25.

Z rovnosti téchto vyrazi ziskdme po dosazeni ¢? = 9a + 81 rovnici

a? —196 = 9a + 56 mneboli a? — 9a — 252 = 0.

Tato rovnice ma pravé jeden kladny kofen: a = 21.
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