Ulesanne 1. Laadaméngus on igale purgile kirjutatud arv. Umber voib liikata {ikskoik millised purgid, aga voitmiseks
peab timber liikatud purkidele kirjutatud arvude summa olema 50. Leia jooniselt selline voitev purkide hulk ja jarjesta
koik selle hulga liikmed kasvavas jérjekorras.
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Vastus. 6, 16, 28

Lahendus. Enamik purkidele kirjutatud arvudest on arvu 3 kordsed. Kui 50 jagada 3-ga, saame jadgiks 2. Seega peab
purkidel olevate arvude summa kolmega jagades samuti andma jaagi 2. Jarelikult peab vahemalt iiks iimber liikatud
purkidest kolmega mitte jaguma. Ainsad sellised arvud on 16 ja 28.

Ainult iihe sellise arvu kasutamine ei ole voimalik, kuna nii 16 kui ka 28 annavad kolmega jagades jaagi 1. Kolmega
jaguvate arvude sellele arvule liitmine jadki el muuda, mistottu ei saa summa vorduda 50-ga. Jarelikult peame kasutama
nii arvu 16 kui ka 28. Nende summa on 16 + 28 = 44, mis toepoolest annab kolmega jagades jaagi 2. Et jouda arvuni
50, peame lisama 50 — 44 = 6, mis on toepoolest iiks purkidest ning mida ei saa teiste purkide summana esitada.
Jarelikult peame timber lilkkkama purgid 6, 16 ja 28.

Ulesanne 2. Teresal on kolm tavalist kuuetahulist téringut: iiks punane, iiks sinine ja iiks kollane. K&ik téringud on
tavalised: taringu kiilgedel on arvud iihest kuueni. Teresa veeretab koiki kolme téringut ja liidab saadud kolm arvu
kokku. Mitmel erineval viisil saab Teresa summaks saada arvu 87

Vastus. 21

Lahendus. Kolme taringuga on summa 8 saamiseks viis voimalust:
8=6+1+1=5+2+1=4+3+1=4+24+2=3+3+2.

Juhul 6 + 1 + 1 v6ib arv 6 olla punasel, sinisel v&i kollasel taringul. Seega saame juhu 6 + 1 + 1 korral kolm voimalust.
Samamoodi on tapselt kolm voimalust ka juhtudel 442+ 2 ja 3+ 34 2. Juhul 5+2+1 on arvude jaotus kolme vérvilise
taringu vahel voimalik 3 -2 -1 = 6 viisil. Sama kehtib juhu 4 + 3 + 1 korral. Seega on kokku 3 -3+ 2 -6 = 21 voimalust.

Ulesanne 3. Taavil on neli last. Taavi tdheldab, et tema praegune vanus vordub tema kolme vanima lapse vanuste
summaga, aga kuue aasta parast vordub tema vanus tema kolme noorima lapse vanuste summaga. Mis on vanusevahe
Taavi noorima ja vanima lapse vahel?

Vastus. 12

Lahendus. Olgu t Taavi vanus ja ¢; < ¢3 < ¢3 < ¢4 tema laste vanused. Ulesande tingimusest saame vorrandid
t=cotczt+ecgjat+6=(c1+6)+ (ca+6)+ (c3+6). Asendades esimese vorrandi teise sisse, saame co +c3+ ¢4 +6 =
c1 + c2 + c3 + 18, mis lihtsustub kujule ¢y = ¢; + 12. Seega on vanim laps noorimast 12 aastat vanem.

Ulesanne 4. 24-tunnine digitaalne kell naitab aegu 00:00-st 23:59-ni. Mitu korda iihe 66paeva jooksul kuvab ekraan
tapselt nelja viiest numbrist 1, 2, 3, 4, 5 (mistahes jarjekorras)?
Vastus. 36

Lahendus. Tund peab olema kahekohaline arv, mis ei iileta vaartust 23 ning selle erinevad numbrid peavad olema
valitud hulgast 1,...,5; ainsad voimalused on 12, 13, 14, 15, 21 ja 23. Iga sellise tunni korral on kaks numbrit juba
kasutatud, seega jéaavad iile kolm numbrit, millest minut tuleb moodustada kahe erineva numbriga; seda saab teha
3 -2 = 6 viisil ja koik saadud vaartused on toepoolselt sobivad minutivaartused. Seega annab iga kuuest sobivast
tunnivaartusest kuus sobivat aega ehk kokku on 6 - 6 = 36 sobivat kellaaega.

Ulesanne 5. Kui ABCDEFGH on korrapirane kaheksanurk, siis kui suur on teravnurk diagonaalide CF ja EG
vahel (kraadides)?
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Vastus. 67,5°

Lahendus. Olgu X meie kahe diagonaali loikepunkt. Selle asemel, et joonise jargi arvutada nurk ZC X E, arvutame
nurga /F XG suuruse, mis on sama vaidrtusega. Selleks mérkame esmalt, et /GFX = ZGFC = 90°, sest BCFG
on ristkiilik. Lisaks, kuna kolmnurk FF'G on vordhaarne ja Z/GFE = 135°, siis /ZXGF = /EGF = 22,5°. Seega
jareldame kolmnurgast FGX, et ZFXG = 180° — 90° — 22,5° = 67, 5°.

Ulesanne 6. Olgu a, b, ¢, d, e viis erinevat positiivset taisarvu nii, et @ < b < ¢ < d < e ja nende aritmeetiline
keskmine on 16. Leia d suurim voimalik vaartus.

Vastus. 36

Lahendus. Kuna
a+b+ct+d+e

5
siis a+b+ c+ d+ e = 80. Et d oleks voimalikult suur, peavad teised liikmed olema voimalikult vaiksed. Et jarjestus
a < b < ¢ jadks plisima, on viikseimad voimalikud vééartused a = 1, b = 2, ¢ = 3 ning lisaks e > d + 1 (et kehtiks d < e).
Seega

= 16,

80=a+b+ct+d+e>1+2+3+d+ (d+1)=7+2d,

kust 2d < 73 ja seega d < 36 (kuna d on téisarv). See vddrtus on saavutatav, kui valime (a,b,c,d,e) = (1,2, 3, 36, 38),
mille korral on summa toepoolest 80 ning valitud arvud rahuldavad meie jarjestustingimust. Jarelikult on d suurim
voimalik vaartus 36.

Ulesanne 7. Réndur joudis korbes vana kivivarava juurde ja leidis sealt teed blokeeriva sfinksi. Sfinks lausus: “Vasta
oigesti mu moistatusele ja ma luban sul méoéduda: mul on mottes liks kolmekohaline arv, millel on jargmised omadused:

e see on paaritu;

e selle numbrid on koik erinevad ja on vasakult paremale minnes kasvavad;

e see jagub 9-ga, kuid tlikskoik millise ithe numbri eemaldamisel ei jagu saadud arv enam 9-ga;
e ks selle numbritest on 6.”

Mis arv on sfinksil mottes?
Vastus. 567

Lahendus. Kuna arv jagub 9-ga, siis arvu numbrite summa peab olema 9 voi 18. Kuna arv on paaritu, ei saa iiheliste
arv olla 6, seega on kas kiimneliste voi sajaliste arv 6. Sajaliste kohal ta olla ei saa, sest siis oleks vahim voimalik
numbrite summa 6 + 7 4+ 8 = 21 > 18; jarelikult on 6 kiimneliste kohal. Siis on tiheliste number vahemalt 7, seega peab
numbrite summa olema 18 ning sajaliste ja iiheliste summa peab olema 12. Koikvoimalikud sellised kasvavad paarid on
(3,9), (4,8) ja (5,7): esimene ei sobi, sest 9 kustutamisel saame arvu 36, mis jagub endiselt 9-ga; teine ei sobi, sest
annab paarisarvu; seega on ainus sobiv valik (5,7). Jérelikult on sfinksil méttes arv 567.

Ulesanne 8. Kaks vordkiilgset kolmnurka on paigutatud nagu joonisel naidatud. Nende vastavad kiiljed on paralleelsed
ning neil on sama timberringjoone keskpunkt. Kolmnurgkade kiilgede pikkused on 17 cm (suurem kolmnurk) ja 11 cm
(védiksem kolmnurk). Nende kahe kolmnurga {ihine osa moodustab kuusnurga (joonisel varjutatud). Leia selle kuusnurga
iimbermdoot (sentimeetrites).

Vastus. 28



Lahendus. Joonisel on varjutatud kuusnurgast valjas kolm vaiksemat ja kolm suuremat vordkiilgset kongruentset
kolmnurka. Olgu AB = z ja BC = y. Siis on suurema kolmnurga kiiljepikkus 2z + y = 17 ja véiksema kiiljepikkus
x 4+ 2y = 11. Kahe vorrandi liitmisel saame 3z + 3y = 28, mis on tépselt meie kuusnurga iimbermoot.

Alternatiivne lahendus: Alljagneval joonisel ndeme “toestust ilma sonadeta”, kus paigutame kuusnurga kiiljed
kummagi antud vordkiilgse kolmnurga iihe kiilje peale timber. Seega on kuusnurga timbermaoot tédpselt meie vordkiilgsete
kolmnurkade kiilgede pikkuste summa, s.t. 17 4+ 11 = 28.

Ulesanne 9. Anna tahab trenni minekuks ennast riidesse panna. Tal peab seljas olema tapselt iiks T-sark, iiks paar
lithikesi piikse, iiks paar sokke ja iiks paar tosse, ning soovi korral vGib juustes kanda juuksepaela. Anna riidekapis on
valget, kollast, rohelist, sinist ja punast varvi T-sark; valget, musta ja halli varvi lithikesi pilikse; valget, musta ja halli
varvi juuksepaelu; valget, punast ja oranzi virvi sokke; ning valget ja musta varvi tosse. Anna kannab valgeid sokke
ainult siis, kui kogu ta muu riietus on valge (ka pael, kui ta otsustab paela kanda). Mitmel erineval viisil saab Anna
ennast trenni minekuks riidesse panna? (Anna valitud kaks sokki on alati sama vérvi ning Anna valitud kaks tossu on
alati sama varvi.)

Vastus. 242

Lahendus. Loendame koéik lubatud riietused juhtude kaupa. Annal peab olema tépselt iiks séirk, iiks paar lithikesi
piikse, iiks paar sokke ja liks paar tosse ning soovi korral voib ta kanda juuksepaela.

Vaatleme koigepealt valgeid sokke. Antud tingimuste kohaselt voib Anna valgeid sokke kanda ainult siis, kui kogu
ta riietus on valge. Seega peavad T-sérk, lithikesed piiksid ja tossud koik olema valged ning paela kas ei kanta voi see
on valge. Nii saame 2 voimalikku trenniriietust.

Niitid vaatleme mittevalgeid sokke (punaseid voi oranze), mille jaoks on 2 valikut. Sel juhul rohkem piiranguid pole.
T-sérgi valikuks on 5 voimalust, lithikeste piikste valikuks 3, tossude valikuks 2 ning paela valikuks 4 valikut (valge,
must, hall, v6i pael puudub). Seega saame sellel juhul

5-3:2-4-2=240

trenniriietust.
Liites molemad juhud kokku, saame me 240 + 2 = 242 voimalikku trenniriietust.

Ulesanne 10. Leia neljakohaline arv, mis rahuldab koiki jargmiseid tingimusi:
e selle arvu sajaliste number on kaks korda suurem kui selle arvu tuhandeliste number,
e selle arvu tiheliste number on kolm korda suurem kui selle arvu kiimneliste number,

e kui tosta iga selle arvu number ruutu, siis saadud ruutude summa on 95.

Vastus. 1239



Lahendus. Olgu see arv ABCD, kus A, B, C ja D on selle arvu numbrid; tingimustest saame B = 24 ja D = 3C.
Niitid

A? 4+ B>+ C? + D* = A% + (2A4)? + C? + (3C)? = 54 +10C* = 95,
mis lihtsustub kujule A% +2C? = 19. Kuna parem pool on paaritu, peab A olema paaritu; lisaks on A number ja
A% < 19, mistottu saame A € {1,3}. Neid vidrtusi proovides té6tab ainult A = 1, mis annab 202 = 18 ja seega C' = 3.
Jarelikult B = 2, D = 9 ning otsitud arv on 1239.

Ulesanne 11. Numbrimees tahab avaldises
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asendada iga kasti kas pluss- voi miinusmargiga nii, et saadud tulemus oleks positiivne arv. Mitmel viisil saab
Numbrimees seda teha?

Vastus. 16

Lahendus. Koigepealt méarkame, et summa +14+ 2+ 3 +4 45 ei saa kunagi olla 0. Toepoolest, 1 +2+3+4+5=15
on paaritu ning tikskoik millise mérgi muutmine muudab summat alati paarisarvu vorra, mistottu jaab tulemus alati
paarituks. Kui votame suvalise méargivaliku ja vahetame koik plussid miinusteks ja koik miinused plussideks, muutub
vaartus positiivsest negatiivseks voi vastupidi, seega saame iiks-iihele vastavuse positiivsete ja negatiivsete tulemuste
vahel. Iga viie kasti jaoks voime margi valida teistest valikutest soltumatult ja igas kastis on maérgi valikuks 2 voimalust,
seega on meil kokku 2° = 32 mirgivalikut. Kuna iikski neist ei anna summaks nulli, peavad tipselt pooled olema
positiivsed, seega saab Numbrimees positiivse tulemuse valida 16 viisil.

Ulesanne 12. Allpool ndidatud tehtes tiahistab iga tdht iiht numbrit. Samad tdhed téhistavad alati sama numbrit
ning erinevad tahed tahistavad alati erinevaid numbreid.
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Leia kolmekohaline arv ABC.

Vastus. 619

Lahendus. Kuna koigi kolme liidetava esimeseks numbriks on A, peab kehtima 34 < 20 ja 3A > 18, sest kolme numbri
liitmisel saab tilekandeks tekkida maksimaalselt 2. Seega A = 6. Uhekohaliste veerus saame siis 6 + B 4+ C, kuid summa
itheliste number on 6, seega B + C' = 10 ja tilekandeks tekib 1. Kiimneliste veerus saame 6 +6 + C + 1 = 13 4+ C, kuid
summa kiimneliste number on 2, mistéttu C' = 9 (ja iilekandeks tekib 2). Sellest jareldub B = 1 ning seega ABC = 619.

Ulesanne 13. Joonisel on niha ruutu kiiljepikkusega 2, mis on jaotatud neljaks ristkiilikuks. Kui koigi ristkiilikute
pindala on vordne, siis leia nende ristkiilikute imbermootude summa.

Mirkus: Uhine 16ik kahel ristkiilikus arvestatakse molema iimbermdodu hulka.

53 2

Vastus. — =17—-
astus. = 3
Lahendus. Kuna ruudu pindala on 4, peab iga ristkiiliku pindala olema 1. Sellest jareldub kohe, et parempoolse

ristkiiliku laius on %; seega alumise vasaku ristkiiliku laius on 27% = % ja tema korgus on 1/ % = % Seega tilejaédnud kahe
ristkiiliku tihine korgus on 2 — % = %. Nelja iimbermoodu summa leidmiseks votame vélisruudu iimbermoddu 4 -2 = 8 ja

lildame kaks korda sisemiste 16ikude kogupikkuse, sest iga selline 16ik kuulub kahe ristkiiliku iimbermootu. Siseloikude
pikkused on 2, % ja %, nii et nende kahekordne summa on 2 - (2 + % + %) = 23—9. Seega on otsitav iimbermoctude summa
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Ulesanne 14. Ulle moodustab pika numbrijada, kirjutades neljakohalise arvu 2026 jarjest 2026 korda jargmiste
reeglite jirgi. Ulle alustab arvu 2026 kirjutamisrga, seejirel jitkab ta arvu 6202 kirjutamisega (mis on 2026 tagurpidi),
jattes sealjuures korduva numbri 6 uuesti kirjutamata. Edasi kirjutab ta arvu 2026 vaheldumisi oigetpidi ja tagurpidi,
kasutades iga kord eelmise arvu viimast numbrit jirgmise arvu esimese numbrina, ehk teisisonu naaberarvud kattuvad
tapselt ithe numbri vorra. Allolev skeem néitab esimest kuut arvu (kokku 2026 arvust).

2 4 6
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Leia saadud arvu numbrite summa.
Vastus. 12158

Lahendus. Kui kirjutada 2026 iiks kord, on numbrite summa 10. Parast esimest arvu lisab iga paaris jarjekorranumbriga
arv numbrid 202, mis suurendab summat 4 vorra, ja iga paaritu jarjekorranumbriga arv lisab numbrid 026, mis suurendab
summat 8 vorra.

Seega iga kord péarast esimest arvu, kui lisandub kaks arvu (seda juhtub 1012 korda, sest 14 2 - 1012 = 2025),
suureneb summa 12 vorra. Lopus jadb veel 2026. arv, mis on paaris jarjekorranumbriga ning suurendab seega summat
4 vorra. Kokku saame 10 4+ 1012 - 12 + 4 = 12158.

Ulesanne 15. Kell on 8:00 hommikul. Mis kell on parast 260320261998 tunni moodumist, eeldades, et selle aja
jooksul ei toimu kella keeramist (nt suveaja tottu)?

Vastus. 14:00 ehk kell 2 paeval.

Lahendus. Kuna 60pédevas on 24 tundi, siis on kellal sama aeg iga 24 tunni tagant. Jérelikult piisab leida tekkiv jadk
arvu N = 260320261998 jagamisel arvuga 24. Seda saame teha kirjaliku jagamise teel, kuid veelgi lihtsam on leida
tekkiv jadk arvude 3 ja 8-ga jagamisel ning saadud tulemused kombineerida.

Kuna arvu N numbrite summa jagub kolmega, jagub N ise samuti kolmega. Kaheksaga jagamiseks markame, et
jadk soltub vaid viimasest kolmest numbrist tekkivast arvust ehk arvust 998, mis annab arvuga 8 jagamisel jaagiks 6
ehk ka N annab arvuga 8 jagamisel jadgiks 6. Seega arvuga 24 jagamisel tekkiv jadk peab olema arvust 24 vaiksem
arvu, mis jagub kolmega ning annab arvuga 8 jagamisel jaédgi 6, ainus sobiv variant on arv 6.

Seega peale N tundi liigub kell edasi sama palju tunde kui peale 6 tundi. Seega on kell 08:00 + 6h = 14:00.

Ulesanne 16. Joonisel on viinamarjakobar. Mingit viinamarja saab &ra stitia vaid siis, kui koik viinamarjad otse
selle viinamarja all (s.t. iks voi kaks viinamarja, mida valitud viinamari puudutab) on juba &ra s66dud. Néiiteks tuleb
vilnamari D &ra siiia enne A-d ja B-d. Mitmel eri viisil saab kogu kobara &ra siitia?
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Vastus. 16

Lahendus. Alguses peame ara s66ma viinamarja F' ning alles jadvad viinamarjad A, B,C, D, ja E.
Seejarel saame ara siiiia kas viinamarja D voi E. Olukord on ilmselgelt siimmeetriline, seega s6ome esmalt ara
viinamarja F ning alles jaddvad viinamarjad A, B, C, ja D. Siis saame &ra siiiia viinamarja C v6i D:

e Kui valime C, siis peame jargmisena sooma D ning seejirel kas A voi B (ehk tekib 2 voimalust)



e Kui valime D, siis saame jargmisena siitia A, B, voi C ning seejarel lilejadnud kaks suvalises jirjekorras (ehk
tekib 3 - 2 voimalust)

Seega alustame alati F-ga, siis valime D ja E vahel ning parast seda on meil 2 + 6 = 8 eri voimalust. Kokku annab
see 1 -2 -8 = 16 viinamarjade s60mise jarjekorda.

Ulesanne 17. Olgu z positiivne taisarv nii, et
VUK(z,2°-3%-5*-72) =20.3%.5* .72 ja VUK(z,2%-3%.5%.7)=2%.3%.5%.72
Mitu erinevat viidrtust saab avaldis SUT(z, 22 - 3* - 52 - 73) omandada?
Mirkus: SUT(a,b) ja VUK(a, b) téhistavad vastavalt tdisarvude a ja b suurimat tihistegurit ning vahimat thiskordset.

Vastus. 12

Lahendus. Arv z peab olema kujul 2 - 37 - 5¢ . 7¢ (muid algarve ei saa esineda, muidu ilmuksid nad meie vihimatesse
tihiskordsetesse). Esimene tingimus on samavéaérne sellega, et a = 6, b < 3, ¢ < 4 ja d < 2, teine tingimus aga sellega,
et a <8, b< 4, c<3jad=2. See tahendab, et arvu SUT(JU,22 -3%.52.73) algtegurite astendajates on arvu 2
astendaja vordne 2-ga, arvu 3 astendaja voib olla suvaline arv vahemikus 0 kuni 3, arvu 5 astendaja voib olla suvaline
arv vahemikus 0 kuni 2 ning arvu 7 astendaja on vordne 2-ga. Jérelikult on sobivaid vaartusi 4 - 3 = 12.

Ulesanne 18. Uks punkt asub ristkiiliku sees nagu niidatud alljirgneval joonisel. Mirgitud on kolm nurka ja nende
suurused. Leia kiisimérgiga tdhistatud nurga suurus (kraadides).

19°

43°

? 470

Vastus. T1°

Lahendus. Leides alumises parempoolses ristkiiliku nurgas tdiendnurga (et summa oleks 90°), jareldame, et antud
sisepunkt asub ristkiiliku kahe vertikaalsuunaga kiilje iihisel keskristsirgel. Seega on kogu joonis selle keskristsirge
suhtes siimmeetriline. Jarelikult on otsitav nurk 90° — 19° = 71°.

19° ®
71° 4
43°
43°
71°
19° 47°

Ulesanne 19. Rosalinde tahab kahte tiitipi helmestest moodustada kaelakee. Ta ostis kokku 100 helmest, kusjuures
odavaid helmeid ostis ta rohkem kui kalleid helmeid. Koigi odavate helmeste koguhind oli 459 kuldnat. Lisaks maksab
iga kallis helmes 13 kuldnat rohkem kui iga odav helmes. Koik hinnad kuldnates on positiivsed taisarvud. Mitu kuldnat
maksis Rosalinde kallite helmeste eest?

Vastus. 1078

Lahendus. Olgu ¢ odavate helmeste arv ja p nende (tdisarvuline) hind kuldnates. Siis ¢p = 459 ning kuna helmeid on
kokku 100 ja odavaid on rohkem kui kalleid, siis 50 < ¢ < 100. Kuna hind on t#isarv, peab c olema arvu 459 = 32 - 17
jagaja, mis jadb rangelt vahemikku 50 ja 100, ning ainus selline jagaja on ¢ = 51. Seega p = 459/51 = 9 ja iga kallis
helmes maksab p 4+ 13 = 22 kuldnat. Kalleid helmeid on 100 — 51 = 49, nii et Rosalinde maksis kallite helmeste eest
49 - 22 = 1078 kuldnat.

Ulesanne 20. Vorrandis
M-A-T-H

N-A-B-O-J
tahistab iga taht iiht numbrit, kusjuures erinevad tdhed tahistavad alati erinevaid numbreid ning siimbol - tdhistab
korrutamist. Mitu erinevat véartust saab korrutis M - A- N - G - O omandada?

Vastus. 1

Lahendus. FErinevaid tédhti on 10 (M, A, T, H, N, B, O, J, G, E), seega kasutatakse koiki numbreid 0-9 tépselt iihe
korra, mis tdhendab, et tiks tdhtedest vordub nulliga. Jarelikult peavad vorrandi molemad pooled olema vordsed 0-ga,
ning on oluline, et 0 esineks vorrandi molemal poolel, kuid ei esineks vasakpoolse murru nimetajas. Ainus selline sobiv
taht on M, seega M = 0. Seega M - A- N - G - O = 0 soltumata sellest, mis véartused iilejadnud tdhed omandavad, ehk
korrutis saab omandada tapselt iihe vaartuse.

—G-A-M-E



Ulesanne 21. Kolm tuletorni asuvad rannajoonel samal sirgel. Iga kaks korvuti asuvat tuletorni on teineteisest 13
km kaugusel. Merel olev laev on iihest kahest aarmisest tuletornist 10 km kaugusel ja keskmisest tuletornist 13 km
kaugusel. Kui kaugel (kilomeetrites) on laev teisest darmisest tuletornist? (Eeldame, et planeet Maa on lame.)

Vastus. 24
Lahendus. Olgu S laeva asukoht, A ja B kaks &&rmist tuletorni ning M keskmine tuletorn. Kuna MS = MA =
M B = 13, siis punktid A, B ja S asuvad koik ringjoonel keskpunktiga M. Lisaks on 16ik AB selle ringjoone diameeter.

Thalese teoreemi kohaselt on kolmnurk ABS seega tdisnurkne tdisnurgaga tipu S juures. Kuna AB = MA+ MB = 26
ja AS =10, annab Pythagorase teoreem

BS = \/AB2 — AS2 := /262 — 102 := /576 := 24.
Seega on laeva kaugus teisest darmisest tuletornist 24 km.

Ulesanne 22. Mitmel eri viisil saab korgusega 4 pliramiidi kiimme klotsi virvida kolme vérviga nii, et iga (suunaga
tiles) korgusega 2 viiiksem piliramiid on vérvitud kas koigi kolme virviga voi ainult iihe varviga? Joonisel on toodud
néide ithest sellist sobivast varvimisest.

Vastus. 81

Lahendus. Kogu piliramiidi varvimine on iiheselt méaratud alumise rea varvimisega, sest iga alumise rea varvimine
maarab iiheselt kogu piiramiidi varvimise. Kuna iga alumise rea klotsi jaoks saame valida kolme varvi hulgast, on
voimalikke virvimisi kokku 3* = 81.

Ulesanne 23. Korraparase 100-nurga igasse tippu kirjutatakse erinev arv hulgast 1,2,...,100 nii, et 100-nurga
vastastippudes olevate arvude vahe absoluutvaartus on alati sama vaartus n. Leidke koigi voimalike erinevate n-i
vaartuste summa.

Vastus. 93

Lahendus. Olgu n positiivne taisarv, mille korral selline arvude paigutus eksisteerib. Siis peab arv 1 olema paaris
arvuga n + 1 (st. et need arvud on kirjutatud kahele vastastipule; nimetame selliseid paare edaspidi lihtsalt paarideks).
Seejérel peab 2 olema paaris arvuga n + 2, ja samamoodi jitkates ndeme, et iga k = 1,2,...,n peab olema paaris
arvuga n + k. Taheldame, et n on paaris arvuga 2n.

Seega on iga arv plokist {1,2,...,2n} paaris mone teise sama ploki arvuga ning selle ploki saab iilejaédnud arvudest
{2n+1,...,100} eraldada. Kui 2n = 100, siis on koik arvud kaetud. Vastasel juhul kordame sama arutelu alustades
arvust 2n + 1, mis peab olema paaris arvuga 3n + 1, ning jatkame analoogselt.

Seega jaguneb hulk {1,2,...,100} 16puks eri plokkideks suurusega 2n. See on voimalik parajasti siis, kui 100 jagub
arvuga 2n, ehk parajasti siis, kui n on arvu 50 positiivne jagaja.

On lihtne néha, et iga sellise jagaja korral annab see konstruktsioon korrektse lahendi (koostades iilaltoodud viisil
% plokki). Seega on vastus arvu 50 koigi positiivsete jagajate summa, mis on

1+245+10+25+ 50 =93.
Ulesanne 24. Votame kaks tiisnurkset kolmnurka kiiljepikkustega 5, 12 ja 13 ning asetame need iiksteise peale nii,

et nende vaikseim nurk ning vastav tipp on iihised ja nad kattuksid osaliselt, nagu joonisel ndidatud. Mis on iihe sellise
kolmnurga pindala, mis moodustab mittekattuva ala?

6
Vastus. — =1.2
astus. &



Lahendus. Hall kolmnurk on sarnane suure tiisnurkse kolmnurgaga ning selle lithim kiilg on pikkusega 13 — 12 =1,
sest molemad on taisnurksed ja neil on ka teine nurk iihine (meie joonisel {ilemine).

Seega on nende kahe taisnurkse kolmnurga sarnasussuhe 1 : 5 ning halli kolmnurga teine kaatet on pikkusega %
Jarelikult on otsitav pindala

Ulesanne 25. Igaiiks seitsmest poialpoisist valis valja positiivse taisarvu. Nad koik teavad teiste poialpoiste valitud
arve. Lumivalgeke kiisis igalt poialpoisilt, mis arvu ta valis.

e 1. poialpoiss vaikis.

2. poialpoiss hiiidis: “Minu arv on vordne 1. poéialpoisi arvuga.”

3. poialpoiss hiitidis: “Minu arv on vordne 1. ja 2. poialpoisi arvude summaga.”

4. poialpoiss hiiiidis: “Minu arv on vordne 1., 2. ja 3. poialpoisi arvude summaga.”
e ...
e 7. poialpoiss hiitidis: “Minu arv on vordne 1. kuni 6. poialpoisi arvude summaga.”

On teada, et seitsme valitud arvu summa on 46. Samuti on teada, et tapselt iiks poialpoiss valetas; koik teised
poialpoisid rédkisid tott ning vaitsid midagi pariselt valitud arvude kohta, mitte vélja hiititud arvude kohta. Leia koik
arvud, mille valetanud péialpoiss vois valida.

Vastus. 7, 14
Lahendus. Olgu poialposite valitud arvud aq, asg,...,ay. Néitame esmalt, et valetama pidi kas kuues voi seitsmes
poialpoiss.

Toepoolest, kui seitsmes poialpoiss radkis tott, siis a7 = a1 +- - - +ag, seega ay +- - -+a7 = 2a7 = 46 ehk a7 = % = 23.

Kui kuues poialpoiss rédkis samuti tott, siis analoogselt ag = a1 + -+ - + a5 ehk a7 = a1 + - - - + ag = 2a¢, kust ag = %,
vastuolu, sest ag peab olema téisarv. Seega sel juhul pidi kuues poialpoiss valetama.
Jarelikult esimesed viis poialpoissi radkisid tott, kust

as =ay, az=a]+ay=2ay, a4=ay+az+az3=42a;, as=ay+---+aq4 = 8ay,

seega aj + - - + a5 = 16a1. Veelgi, vihemalt iiks arvudest ag ja a7 (vastavalt see, mis kuulub tott rédkivale poialpoisile)
on suurem kui voi vordne arvuga a; + - - - + a5 = 16a; ja seega

ai + .. +a7 2 16@1 + 16&1 :32a1-

Kuna kogusumma on 46, siis 32a; < 46, kust a; = 1 (kuna a1 on positiivne tdisarv) ja jarelikult as = 1, a3 = 2, a4 = 4,
ja as = 8. Seega a1 + -+ -+ a5 = 16.

Niitid vaatleme viimast kahte poialpoissi. Kui kuues poéialpoiss raskis tott, siis ag = 16, seega summa 46 saamiseks
peab kehtima a7 = 46 — (16 4+ 16) = 14. Vastasel juhul, kui kuues poialpoiss valetas, siis radkis seitsmes poialpoiss tott
jaar =a1+ -+ ag = 16 + ag. Eelneva pohjal kehtib sel juhul a; = 23, kust ag = 7.

Molemal juhul kehtib tingimus, et tépselt iiks péialpoiss valetas, seega valetav poialpoiss vois valida kas arvu 7 voi
14.

Ulesanne 26. Orbiidil oleva satelliidiga suhtlemiseks valime hulgast {1,2,...,13} kuus erinevat kanalit (kusjuures
oluline on ainult valitud kanalite hulk, mitte valitud kanalite jarjekord). Parima iihenduse saamiseks peab meie kanalite
hulgas olema vdhemalt {iks kanalite paar, mille vahe on paaritu. Mitu sellist kanalite hulka on voimalik valida?

Vastus. 1708

Lahendus. Kaks valitud kanalit erinevad paaritu arvu vorra parajasti siis, kui neil on erinev paarsus. Koikide
voimaluste loendamise asemel loendame taiendhulka: lahutame koigist voimalikest valikutest need, milles iihtegi
paaritut vahet ei esine.

Kuueliikmelises kanalite hulgas ei esine paarituid vahesid parajasti siis, kui iga paari vahe on paarisarv, mis
on voimalik vaid siis, kui koik kuus kanalit on sama paarsusega. Hulgas {1,2,...,13} on seitse paaritut ja kuus
paariskanalit, seega ainult paaritutest voi ainult paariskanalitest koosnevate valikute arv on ((75) + (2) = 8.

Kuna kuue kanali valikuid on kokku (163) = 1716, siis vdhemalt iihe paaritu vahega hulki on kokku 1716 — 8 = 1708.



Ulesanne 27. Olgu N seitsmekohaline arv, mis jagub iga oma numbriga. Kui kéik arvu N numbrid on erinevad ja
iikski neist ei ole null, siis leia arvu /N numbrite summa.

Vastus. 36

Lahendus. Kuna arvul N on seitse erinevat nullist erinevat numbrit, on vahemalt iiks neist paaris, seega N on paaris.
Kui arvus N esineks number 5, siis jaguvus 5-ga sunniks arvu N loppema numberiga 0, mis annab vastuolu. Jarelikult
5 arvus N ei esine. Seega kasutab N seitset numbrit hulgast {1,2,3,4,6,7,8,9}, st. jatab sellest hulgast tépselt iihe
numbri vilja. Me ei saa vélja jatta 9-t: kui 9 oleks puudu, oleks numbrite hulk {1,2,3,4,6,7,8}, mille summa on
31, mistottu N ei jagu 3-ga, kuigi IV sisaldab numbrit 3, vastuolu. Seega peab 9 esinema arvu N numbrite hulgas.
Seega jagub N (ja seega ka arvu N numbrite summa) 9-ga ning kuna 1 +2+3+4 46 + 7+ 8 + 9 = 40, peame vilja
jatma arvu 4, et saada numbrite summaks 36, mis on ainus voimalik 9 kordne. Uks sobiv niide sellisest arvust on
N =9867312.

Ulesanne 28. Kirbitud oktaceder saadakse korraparase oktaeedri tippude adraloikamisel nii, et jarele jaab hulktahukas,
millel on kaheksa korrapérast kuusnurkset tahku ja kuus ruudukujulist tahku. Kui suure osa algse oktaeedri ruumalast
moodustab kéarbitud oktaeedri ruumala? &

N
U

<

Maérkus: Korraparane oktaeeder on tahukas, millel on kaheksa iithesugust vordkiilgset kolmnurkset tahku.
8
Vastus. —
astus. o

Lahendus. Korrapirase oktaeedri servapikkusega a ruumala on ka?, kus k on mingi konstant (tegelikult pole raske
naidata, et k = /2 /3, kuid lahenduses pole meil seda vaja). Kéarbitud oktaeedri saamiseks eemaldame igast oktaeedri

6 tipust poole oktaeedrist (ehk ruutpohjalise piiramiidi) servapikkusega a/3. Eemaldatud ruumala on vordne kolme

oktaeedri ruumalaga, millest igaiihe servapikkus on §. Eemaldatud ruumala on seega kokku 3 - k (%)3 = ka®/9.

Jarelikult moodustab kéarbitud oktaeedri ruumala algse oktaeedri ruumalast

1 3 1 o3\ _8
ad (ka gka)—g.

8(4"+47%) =54 (2" +27") +101 =0

Ulesanne 29. Leia vorrandi

koik reaalarvulised lahendid.
Vastus. —2,—1,1,2
Lahendus. Olgu a = 2% + 277, siis 4 +47% = a® — 2. Asendades vorrandisse, saame
8(a? —2) —54a+101 =0
mis lihtsustub kujule
8a® — 54a + 85 = 0.

Selle ruutvorrandi lahendamisel saame

_ 54+542—4-8-85 5442916 — 2720 54+196 54+ 14

.2 2.8 16 16 16
tulemused
17 .
o= jaay =g
Esimesel juhul
L 117
2% 4+ 27 = Z’
millest jareldub 2% = 4 voi 27 = i, seega x = 2 voi ©x = —2. Teisel juhul
s 1 5
ey
millest jareldub 2% = 2 voi 2% = %, seega r = 1 voi x = —1. Jarelikult on algse vorrandi lahendid x = +1, +2.



Ulesanne 30. Kuubikujulisel planeedil on kaheksa linna, iiks igas kuubi tipus. Planeedil asub palju raudteid: mocda
iga kuubi serva leidub raudteeiihendus selle serva iihes tipus asuvast linnast serva teises tipus asuvasse linna. Lisaks
leidub neli maa-alust raudteetihendust, mis on puuritud l&bi planeedi ning mis ithendavad kuubi vastastippudes asuvaid
linnu. Reisija Ruudi alustab {ihes nurgas asuvast linnast A ja soovib jouda naaberlinna B (linn B asub linnast A tihe
serva kaugusel), kasutades tipselt viit raudteetihendust, kusjuures Ruudi ei taha iihtki linna kiilastada rohkem kui ithe
korra. Kui Ruudi soovib oma teekonna jooksul kasutada vahemalt iihte maa-alust raudteed, siis mitu sobivat marsruuti
on Ruudil voimalik koostada? Joonisel on ndidatud {iht sobivat marsruuti.

Vastus. 28

Lahendus. Varvime oma kaheksa linna kahe varviga 3D malelauana ja tdheldame, et iga raudtee viib meid alati
ithte varvi linnast teise varvi linna. Kuna Ruudi alustab iihte vérvi linnast ja peab tapselt viie raudteega joudma
naaberlinnani, mis on teist varvi, peab marsruut igal kaigul varve vahetama ning seega kiilastama tapselt kahte
vahepealset linna kummastki varvist (kusjuures koik kiilastatud linnad on erinevad). Lisaks on tdnu maa-alustele
raudteedele iga eri varvi linnapaar raudteega ithendatud.

Koigepealt loendame koik pikkusega 5 marsruute, maa-alust nouet arvestamata. Iga marsruut esitub kujul

A— 01— e >0y~ e3> B,

kust 01, 02 on kaks erinevat B vérvi linna ning es, es on kaks erinevat A vérvi linna. Jarjestatud paari (01, 02) valimiseks
kolmest B vérvi linnast peale B on 3 -2 = 6 voimalust ning samamoodi on jirjestatud paari (e, e3) valimiseks kolmest
A varvi linnast peale A samuti 3 - 2 = 6 voimalust. Seega on pikkusega 5 marsruute kokku 6 - 6 = 36.

Lahutame niitid marsruudid, mis ei kasuta tihtki maa-alust raudteed. Esimene samm ei saa meid viia otse linna B,
seega on meil ainult kaks voimalikku esimest sammu. Nendest kummagi jarel on meil tapselt 4 voimalust jatkata ning
tdiendada enda teekond pikkuseni 5 ning jouda B-sse, seega on meil kokku 2 -4 = 8 maapealset marsruuti.

Jarelikult on sobivad pikkusega 5 marsruute 36 — 8 = 28.

Ulesanne 31. Vaatleme valimisi, kus on 2026 valijat ja neli kandidaati: A, B, C' ja D. Kandidaat A sai koige vihem
h&éli, saades kuuendiku sellest hadlte arvust, mille sai kandidaat B. Kandidaat C' sai tapselt 446 haalt vahem koikidele
iilejddnud kandidaatidele antud haélte kogusummast. Kandidaat D voitis valimised, saades sealjuures vahem kui 800
h#alt. Iga valija andis enda hédle tapselt iihele neljast kandidaadist. Mitu h&élt sai kandidaat A7

Vastus. 63

Lahendus. Olgu kandidaatide saadud héalte arvud vastavalt a, b, ¢ ja d. Need on mittenegatiivsed taisarvud, mis
rahuldavad tingimusi

a+b+c+d=2026,
b = 6a,
c=(a+b+d)— 446,
a,b,c < d < 800,

a<b,c,d.

Kui lildame kolmanda seose molemale poolele arvu ¢, saame
2c=a+b+ c+d— 446 = 2026 — 446 = 1580.

Seega ¢ = 790, millest omakorda jéreldub, et

a+b+d=2026— 790 = 1236.

Asendades b arvuga a, saame
a+6a+d=1236 or d=1236—Ta.

Kuna d < 800 ja samaaegselt d > ¢ = 790, siis 791 < d < 799. Jarelikult
791 <1236 — 7a < 799 or 437 < 7a < 445.

Ainus arv antud vahemikus, mis jagub 7-ga, on 441 = 7 - 63. Seega on vastus a = 63. Siis saame soovi korral arvutada,
et b =378, ¢ =790, d = 795, ning koik iilesande tingimused on toepoolest taidetud.
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Ulesanne 32. Kolm ruutu ABCD, EFGH ja KGIJ on paigutatud nagu joonisel: punktid E ja F asuvad 1digul
AB, punktid I ja J asuvad 16igul C'D ning punkt K asub loigul GH. Lisaks asuvad nende kolme ruudu keskpunktid
ithel ja samal sirgel. Kui AD =7 ja HK = 1, siis leia 16igu F'B pikkus.

D J I C

H 1 ' g

12 5
Vastus. — =12
astus. -

Lahendus. Olgu a ja b ruutude EFGH ja KGIJ kiiljepikkused. Ulesande tingimustest saame vorrandid 7 = AD =
JK+HE=a+bjal=HK = HG — KG = a — b. Selle vorrandsiisteemi lahendid on a =4 ja b = 3.

Sirge, mis labib koigi kolme ruudu keskpunkti, jagab iga ruudu pindala kaheks vordseks osaks. Seetottu saab
ristkiiliku F'BCT pindala arvutada kui

1 o 1o 1,
2(a—i—b) 54 2b = ab.
Ristkiiliku F'BCT pindala on teisalt ka F'B - (a + b). Nendest kahest vorrandist saame F B = aa—fb = 1—72

Ulesanne 33. Tahvlile on kirjutatud mitu arvu, nende hulgas arv 2026. Kui arv 2026 tahvlilt kustutada, siis tahvlile
jadnud arvude aritmeetiline keskmine viaheneb 6 vorra. Kui aga kirjutada tahvlile juurde veel iiks 2026, siis tahvlil
olevate arvude aritmeetiline keskmine suureneb 4 vorra. Leia algselt tahvlil olnud arvude summa.

Vastus. 10010

Lahendus. Olgu algsete n arvu summa S. Siis

S—2026_§_6
n—1 n ’
S+2026 S
2T 2y
n—+1 n

Need vorrandid lihtsustuvad kujule
S = 2032n — 612,
S = 2022n — 4n?.
Lahutades tihe teisest ja kasutades teadmist, et n ei saa olla null, saame
S — S = (2032 — 2022)n + (—6 + 4)n* = 2n? = 10n = n = 5.

Seega S = 2032n — 6n% = 10010.

Ulesanne 34. Kirp hiippab m6dda ringjoont. Tema esimene hiipe vastab kesknurgale 1° (s.t. hiippe otspunktidesse
tommatud raadiuste vaheline nurk on 1°). Iga jargmine hiipe mooda ringjoont on samas suunas ja vastab kesknurga
suurusele 2°, siis 3°, jne. Peale mitmendat hiipet satub kirp esimest korda tagasi alguspunkti?

Vastus. 80
Lahendus. Parast n hiipet on kirp labinud

142+ -+n=1inn+1)

kraadi. Otsime vahimat n vaartust, mille korral n jagub 360-ga; teisisonu tahame, et n(n+1) jaguks arvuga 720 = 16-9-5.
Iga neist kolmest tegurist peab jagama kas arvu n voi n + 1, sest kaks jérjestikust arvu on iihistegurita. Alustame
suurima teguri 16 kordsetest — see annab n kandidaatideks 15, 16, 31, 32, 47, 48, 63, 64, 79 ja 1opuks 80, mis jagub
5-ga ning n + 1 = 81 jagub 9-ga. Jarelikult on otsitav hiipete arv 80.
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Ulesanne 35. Naboia kuningriigis on kolm maagigildi: Tulegild, Veegild ja Tuulegild. Igas gildis on kaks meistermaagi
ja kaks opipoissmaagi. Kuningriigi kaitsmiseks tuleb moodustada neli lahingupaari, millest igaiihes on iiks meister
ja uks Opipoiss, kuid iiheski paaris ei tohi olla kahte maagi samast gildist. Lisaks peab iga gild kaitsesse panustama
vahemalt tihe meistri ja tihe opipoisiga. Mitmel eri viisil saavad maagid lahingupaare moodustada?

Markus: iga meister ja iga Opipoiss on erinevad maagid. Seega on oluline, millised konkreetsed maagid igas paaris on,
kuid nelja maagipaari jarjestus ei ole oluline.

Vastus. 768

Lahendus. Kuna me valime neli opipoissi ja iga gild peab panustama vahemalt ithe opipoisiga, peab Opipoiste jaotus
gildide vahel olema mingis jirjekorras (2,1,1). Samamoodi valitakse neli meistrit ja iga gild peab panustama vihemalt
ithe meistriga, seega peab ka meistrite jaotus olema (2,1,1).

Tekib kaks voimalust.

Esimesel juhul annab iiks ja sama gild nii kaks opipoissi kui ka kaks meistrit; tahistame seda gildi tahega X. Gildi
X valikuid on 3. Ulejdanud kahest gildist saab opipoisse valida 2-2 = 4 viisil ning samuti saab meistreid valida 2-2 = 4
viisil.

Iga sellise valiku korral tuleb gildi X kaks Opipoissi paari panna kahe meistriga, kes tulevad iilejadanud kahest gildist,
ning seda saab teha 2 viisil. Kui see valik on fikseeritud, tuleb iilejadanud kaks Opipoissi paari panna gildi X kahe
meistriga, mida saab taas teha 2 viisil. Seega on sellel juhul meistrite ja Opipoiste paari panemiseks 2 - 2 = 4 sobivat
viisi. Jarelikult saame selles juhus 3 -4 -4 -4 = 192 lahendit.

Teisel juhul panustab iiks gild (X) kahe opipoisiga ning moni teine gild (V') kahe meistriga. Gildi X valikuid
on 3 ning kui see valik fikseerida, siis gildi Y valikuid on 2. Ulejasinud Gpipoisse saab valida kahest muust gildist
2 - 2 = 4 viisil ning iilejaanud meistreid saab valida samal arvul viisidel. Iga sellise valiku korral on meistri ja opipoisi
paaride moodustamiseks 3 - 2 = 6 lubatud viisi: gildi X kaks opipoissi voib omistada iikskoik millisele kahele kolmest
voimalikust meistrist ning kui see valik on tehtud, on tilejdanud Opipoiste ja meistrite paarid tiheselt maaratud. Seega
annab see juht 3-2-4-4-6 = 576 lahendit.

Molemad juhud kokku annavad 192 + 576 = 768 voimalikku viisi lahingpaare moodustada.

Ulesanne 36. Olgu x, y nullist erinevad reaalarvud nii, et x + i =2jay+ % = 3{/4. Leia avaldise 2%y + ﬁ
vaartus.

Vastus. 332 = /54

Lahendus. Paneme téahele, et
Lisaks

Seega
1

Ulesanne 37. Olgu ABCD ké&olnelinurk, kus ZADB = 48° ja ZBDC = 56°. Punkt X valitakse kolmnurga ABC
sees nii, et ZXCB = 24° ning kiir AX poolitab nurga ZBAC. Leia nurga ZCBX suurus kraadides.

Markus: koolnelinurk on nelinurk, mille koik neli tippu asuvad {iihel ringjoonel.
Vastus. 38°
Lahendus. Nurgad ZADB ja ZACB on vordsed, sest nad toetuvad samale kaarele. Seega

LACX .= /ACB — /XCB :=/ZADB — Z/XCB :=48° — 24° :=24° := /XCB.

Seega on C'X nurga ZACB poolitaja ning X on seega kolmnurga ABC nurgapoolitajate loikepunkt ehk kolmnurga
ABC siseringjoone keskpunkt.
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Niiiid leiame otsitud nurga suuruse:

/CBA  180° - /BAC — ZACB _ 180° — 56° — 48°

/CBX =
2 2

= 38°,

kus kasutasime fakti, et ZBAC = ZBDC', mis tuleneb sellest, et molemad toetuvad samale ringjoone kaarele.

Ulesanne 38. Nabiobakteril on vaga algeline aju, mis koosneb vasakust ja paremast poolkerast. Kummaski poolkeras
leidub kaht tiiiipi rakke: neuroneid ja gliiarakke. Ukski kaks rakku samas poolkeras ei ole omavahel ithendatud, kuid
iga kaks rakku eri poolkerades on omavahel ithendatud. Uhes Nabiobakteri isendis leidub 168 neuron-—neuron iihendust,
48 gliiarakk—gliiarakk ithendust ja 191 neuron—gliiarakk tthendust. Mitu neuronit on selles isendis kokku?

Vastus. 29

Lahendus. Olgu ny ja g1 iihe poolkera neuronite ja gliiarakkude arv ning no ja go teise poolkera vastavad arvud.
Teame, et nino = 168, g1g2 = 48 ja n1gs + nag; = 191. Seega

(n1 + g1)(n2 + g2) = 168 + 48 + 191 = 407 = 11 - 37,

ning kuna kummaski poolkeras peab olema vihemalt liks molemat tiitipi rakk, voime tldisust kitsendamata eeldada, et
n1 + g1 = 11. Samamoodi
(m — gl)(ng — gg) =168 + 48 — 191 = 25,

millest koos asjaoluga, et n; jagab arvu 168 ja ¢; jagab arvu 48, jareldub kahku, et n; = 8 ja g1 = 3. Seega
ng = 168/8 = 21 ning neuronite koguarv on ny + ny = 29.

Lisalahendus. Kasutame sama téhistust nagu eelmises lahenduses. Arv njgs + nogy on paaritu, seega on vihemalt
iiks kahest liidetavast paaritu; iildisust kitsendamata olgu selleks nqg-. Siit jareldub, et nii ny kui ka g, on paaritud.
Teisalt, kuna 168 = 23-21 ja 48 = 2.3, peab ny jaguma arvuga 22 ja g1 arvuga 2. Seega on nyg; arvu 23-24 = 27 = 128
kordne ning kuna see on viiksem kui 191, peab kehtima nog; = 128, kusjuures ny = 2% = 8 (ja g; = 2*). Jérelikult
np = 168/8 = 21 ning niilid on lahenduse 16pp ilmne.

Ulesanne 39. Agnesel on viis tihesugust sirget (I-kujulist) trimino-plaati ning ta soovib moodustada 7 x 9 ristkiilikuku-
julisel ruudustikul katkematu tee, mis ihendab vasakut alumist nurka parema iilemise nurgaga. Iga trimino koosneb
iihest keskmisest ruudust ja kahest otsaruutust ning katkematu tee peab olema moodustatud nii, et iga kaks jarjestikust
triminot puutuvad kokku tapselt mooda iihte iihist ruudustiku ruudu serva; see serv peab olema molema trimino
otsaruudu kiilg. Alloleval joonisel on naidatud iiks tingimustele vastav tee. Mitmel eri viisil saab Agnes sellise tee
moodustada?

[

[]
[]

Vastus. 75

Lahendus. Kuna Agnesel on vaid viis triminot, ei saa tema tee kunagi suunduda vasakule ega allasuunas: iga sellise
suunaga kéik raiskaks ruudustiku ldbimiseks vaja minevaid kiike. Seega iga trimino on alati suunatud kas paremale voi
iilessuunas. Niiiid tdidame sobivate teede loendamiseks 7 x 9 tabeli: igasse ithikruutu kirjutame triminoteede arvu,
mille hetkeline 16pp-punkt (viimase trimino tthenduseta ots) asub selles ithikruudus.

Peale esimese trimino vasakusse alla nurka asetamist peab otspunkt olema tapselt kahe ruudu kaugusel: vastavalt
kas kaks ruutu paremal (kui esimene trimino on horisontaalne) voi kaks ruutu tlal (kui esimene trimino on vertikaalne).
Seega kirjutame me arvu 1 ruutudesse (0,2) and (2,0) (kus siin on meie koordinaatide algpunkt alumine vasak ruut).

Niitid tdidame tabeli, liikudes alt vasakule tilevale paremale. Et leida ruudu (z, y) véartus, vaatleme, mis variandid on
triminoteel selles ruudus l6petada. Trimino, mille otspunkt on ruudus (z,y), saab olla kas verikaalne voi horisontaalne,
ning molemal juhul peab selle trimino alguspunkt olema eelmise trimino otspunktiga kohakuti. Siit saame neli voimalikku
eelnevat tee otspunkti: (z,y — 3) ja (x — 1,y — 2) vertikaaljuhul ning (z — 3,y) ja (x — 2,y — 1) horisontaaljuhul. Koik
nendest variantidest on sobivad selle jaoks, et juba eksisteerivat triminoteed iihe triminoga jatkata. Jarelikult kirjutame
me ruutu (z,y) eelmainitud nelja ruudu summa:

(I—3,y), (I—Q,y—l), (l‘—l,y—Q), (xay_3)a
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kus iga tabelist viljas asuv ruut vastab arvu 0 liitmisele.

0[0{4]0]0]22|0 75
110(0(6|0|0(22|0
0[1{0]0|6]0|0]18
0/{0{2]0{0]|6]|0]0]13
110(0(2/0(|0(4/|0
0/{0{0]|0|1]|0]|0]2
0{0{1]0]{0]|1]0]O0

Peale tabeli nii taitmist, on iilemises paremas nurgas esinev arv 75 tapselt sobivate triminoteede arv vasakult alumisest
ruudust lilemisse paremasse ruutu.

Ulesanne 40. Olgu a, b, ¢, d sellised reaalarvud, mille korral a + b+ c+d =2 ja #2% + ﬁzc + cj% + ﬁza = 2026.
Leia avaldise
b2 c? d? a?
a+2b + b—|—20+ c+2d+ d+2a

vaartus.
Vastus. 507
a? b2 c? 4> : b2 c? d4? a?
Lahendus. OlguX:m+@+m+m:2026jayzm+m+m+m_
Avaldame:

a2 —4b®> bV -4 2 —4d®  d? — 4a?
X —4Y = =(a—2b b—2 —2d d—2a) =
o T 320 T et T dtae = (@ 2+ (020 + (¢~ 2d) + (d - 2a)

=—a—-b—-c—d=—(a+b+c+d)=-2.

Siit saame X —4Y = —2, jirelikult Y = (X + 2) = 202682 — 507,

Ulesanne 41. Risttahukakujulises karbis, mille pohi on ruut kiiljepikkusega 3 ja mille korgus on a, asuvad kaks
pingpongipalli, molemad raadiusega 1. Esimene pall on karpi paigutatud nii, et see puudutab karbi pohja, karbi kahte
korvuti asuvat kiilgseina ja teist palli. Teine pall on paigutatud nii, et see puudutab karbi lage, kaht tilejadnud korvuti
asuvat kiilgseina ja esimest palli. Leia karbi korgus a.

Vastus. 2+ /2

Lahendus. Olgu C7 ja C5 nende kahe palli keskpunktid ning olgu d nende kahe keskpunkti horisontaalne kaugus,
s.t. 1digu C1Cs projektsioon karbi iilemisele (voi alumisele) tahule. Vaadeldes paigutust iilalt, saame kiiljepikkusega
3 ruudu, kus C; on kaugusel 1 kahest korvutiolevast kiiljest ning Cs on kaugusel 1 kahest iilejaanud korvutiolevast
kiiljest.

Seega asuvad selles pealtvaates C ja Cy projektsioonid kiiljepikkusega 1 ruudu vastastippudes. Jirelikult d = v/2.
Niiiid vaatleme pohjaga risti olevat vertikaaltasandit, mis ldbib punkte C; ja C5. Selle tasandi 16ige karbiga on
otsitava korgusega a ristkiilik ning 16ik C7C5 asub selles tasandis. Olgu x punktide C; ja Cs vaheline vertikaalkaugus.
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Kuna meie kaks palli puudutavad teineteist ja molema raadius on 1, siis nende keskpunktide vaheline kaugus on C;Cy = 2.
Téisnurkse kolmnurga korral, mille horisontaalne kaatet on d ja vertikaalne kaatet on x, kehtib C1C7 = d? + 22, seega
r =22 —d2=+/2.

Kuna esimene pall puudutab pohja ja teine pall lage, siis on karbi korgus esimese palli raadiuse, keskpunktide
vertikaalkauguse, ja teise palli raadiuse summa: a =1+ x4+ 1 =2+ /2.

Ulesanne 42. Mitmel viisil saame tiita 3 x 3 tabeli numbritega 0,1,...,9 nii, et igas lahtris on téapselt iiks number,
iihtegi numbrit ei kasuta me rohkem kui iihe korra ning iga rea ja iga veeru summadest moodustuvad kuus summat on
kas koik paarisarvud voi koik paaritud arvud? Allpool on néidatud iiks selline sobiv tabel, kus iga rea ja iga veeru
summad on paarisarv:

D Ot =
O =N
o N W

Vastus. 259200

Lahendus. Kuna 0+ 1+ ---+ 9 = 45 on paaritu, siis ihe paaritu numbri véaljajatmisel on kogu tabeli summa paaris
ning jarelikult peavad koik ridade ja veergude summad olema paarisarvud. See on voimalik 4 paaritut ja 5 paarisarvu
kasutades ainult siis, kui iiks rida ja iiks veerg (kokku 5 lahtrit) sisaldavad ainult paarisarve. Seega saame selliste
tabelite arvu leida nii: valime véljajdetava paaritu numbri (5 voimalust), seejarel valime rea ja veeru, kus on ainult
paarisarvud (3 -3 = 9 voimalust), siis paigutame paaritud numbrid suvalises jirjekorras (4! = 24 voimalust) ja l6puks
paigutame paarisarvud suvalises jarjekorras (5! = 120 voimalust).

Samamoodi, kui jitame vilja paarisarvu, siis iga rea summa on paaritu ning jirelikult peavad koik ridade ja
veergude summad olema paaritud. Ainus viis paigutada viis paaritut numbrit 3 x 3 tabelisse nii, et igas reas voi
veerus oleks neist kas iiks voi kolm, on panna nad iihte ritta ja iihte veergu. Sellel juhul leiame sobivate tabelite
arvu analoogselt eelnevaga, ainult et paaris- ja paaritute numbrite rollid on vahetatud. Seega on tabelite koguarv
2-5-9-24-120 = 259200.

ﬁlesaqne 43. Neli paarikaupa erinevat positiivset téisarvu a, b, ¢ ja d rahuldavad tingimust a + b + ¢ + d = 20000.
Leia VUK(a, b, ¢, d) vahim voimalik vadrtus, kus VUK tahistab nende arvude vahimat {ihiskordset.

Vastus. 9600
Lahendus. Olgu L = VUK(a, b, ¢, d) jaolgua > b > ¢ > d. Need arvud jagavad arvu L, s.t. L = aa; = bb; = cc; = dd,
mingite positiivsete tdisarvude ai, by, ¢y, d; korral. On selge, et a; < by < ¢; < dy. Seega ay > 1, by > 2, ¢ = 3,

d1 > 4. Seega
L L L

g L7 < a0 g 5 g -
a b > c 3 d 1
Jarelikult L1 1 051
= <. T ) Bt
20000=a+b+c+d< L (1+2+3+4) TR

s.t. L > 12-20000/25 = 9600.
Et naidata, et L = 9600 on saavutatav, piisab valida a = 9600, b = @, c= @ jad= 964&, mis on koik taisarvud.
Nende nelja arvu summa on 9600 (1 + % + % + i) = 20000. Seega on otsitav L viahim vaartus 9600.

’I’L2

1,001"

Ulesanne 44. Olgu a1, as,as, ... jada, mis on defineeritud valemiga a,, = . Leia n vaartus, mille korral a,, on

suurim voimalik.
Vastus. 2001
Lahendus. Maérkame, et
ant1  (n+1)%  1000(n + 1)
a,  1,001n2  1001n2
Siis @41 > a, ehk a,,1/a, > 1 annab 2000n + 1000 > n? ning seega n(n — 2000) < 1000. On lihtne kontrollida, et
see tingimus kehtib, kui n < 2000, sest vasak pool on mittepositiivne, ning ei kehti, kui n > 2001. Jarelikult on jada

rangelt kasvav kuni 2001-ni ja analoogselt sealt alates rangelt kahanev, st. a1 < as < -+ < @000 < G2001 > G2002 > -
Seega on jada suurim liige asgo1-
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Ulesanne 45. Viis sopra valivad istekohti teatrietendusele. Nad koik tahavad istuda samas reas ning kohtade paigutus
reas on naidatud alljargneval joonisel:

IAAABAE_HAAAAAA_HHBBAA _HAAAAH

Teisisonu, vasakult paremale minnes esineb selles reas sein, seejirel neli kuuest istmest koosnevat plokki, mida eraldavad
kolm vahekéiku, ja viimaks teine sein. Sobrad on arad, mistottu tahavad nad valida viis istekohta nii, et isegi kui koik
teised kohad on hoivatud, saavad nad oma kohtadelt lahkuda ilma, et peaksid paluma voorastel piisti tousta. Mitu
sellist viie elemendiga istekohtade hulka leidub?

Vastus. 252

Lahendus. Tingimus ,,nad koik saavad lahkuda ilma, et peaksid paluma kellelgi piisti tousta“ tdhendab teisisonu, et
valitud istekohad peavad moodustama vahekadikudest algavad {ihendatud plokid.

Paigutame viis sopra tihte ritta. Soovime jagada nad kolme hulka (moni neist voib olla tiihi), mis vastavad kolmele
vahekaigule. Selleks lisame 2 -3 — 1 = 5 eraldajat:

e paaritud eraldajad tédhistavad vahekaike,
e paaris eraldajad tdhistavad vooraste inimeste istekohtade hulki kahes keskmises plokis.

Viitame, et need konfiguratsioonid on tiks-iihele vastavuses koigi sobivate istekohtade valikutega. Vaatame tiht sellist

konfiguratsiooni, nt jada
_OWF_QOFF_FF,

kus F' tahistab sopra, _ vahekéiku ja () vooraste istekohtade plokki. Vasakult alustades loeme seda nii: esimesest plokist
ei valita iihtegi istekohta. Teisest plokist valitakse iiks koht teise vahekaigu korval. Kolmandas plokis valitakse kaks
parempoolseimat kohta ning 16puks valitakse viimases istekohtade plokis kaks vasakpoolseimat kohta.

Maérkame, et iga sobiva istekohtade valiku korral on téapselt iiks viis seda kodeerida. Kui kahe naaber-vahekéigu
iimber olevad klastrid puutuksid kokku, s.t. kui terve plokk oleks soprade poolt hoivatud, oleks vastava eraldaja
paigutamiseks mitu voimalust; kuid kuna sopru on viis ja igas plokis kuus istekohta, on selle asukoht alati iiheselt
maéaaratud.

Loendame viie sébra (sobrad olgu tiksteisest eristamatud, sest meid ei huvita, milline sdber millisel valitud kohal
istub) ja viie eraldaja paigutusi (kuigi eraldajaid on kahte tiilipi, siis nende tiilip on iitheselt médratud 14bi nende
jarjekorra, seega pole meil loendamisel tdiendavat eristamist vaja). Seega valime 10 kohast 5, mis annab

(39-(3)-=

Ulesanne 46. Vaatleme vordkiilgset kolmnurka kiiljepikkusega 4. Iga tipp on keskpunktiks ringile raadiusega 1. Leia
selle ringi raadius, mis puutub nendest kolmest ringjoonest kahte sisemiselt ning kolmandat véliselt.

voimalust.

3vV3+1  4-V3

2 V3-1
Lahendus. Té&histame vordkiilgse kolmnurga ABC-ga ning olgu otsitava ringi keskpunkt O ja raadius r. Puutugu
see punktides A ja B asuvaid ringjooni sisemiselt ning punktis C' asuvat ringjoont véliselt. Meie kolmnurga korgus

on h = ? -4 =2¢/3. Kuna OA = OB, siis asub punkt O 16igu AB keskristsirgel. Olgu M 15igu AB keskpunkt, siis

Vastus.
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AM =2 ja CM = h.

Puutumistingimustest saame OA = OB =7 —1 ja OC = r 4+ 1. Kuna O asub sirgel CM, siis
OM=0C—-CM=r+1-h.

(See eeldab, et O asub kolmnurgast ABC' viljaspool. Kui O oleks hoopis kolmnurga sees, siis kehtiks OM = CM — OC,
mitte OM = OC — CM; molemal juhul kasutame edaspidi ainult avaldise OM? viirtust, mis on molemal juhul sama.)
Taisnurkses kolmnurgas OM A annab Pythagorase teoreem

OA? = OM?* + AM? v&i (r—1)2 = (r+1—h)*+ 22

Lihtsustades saame
h? —2h+4
2(h—2) °

Asendades siia h = 2\/5, leiame soovitud tulemuse r = f/_gﬁ = 3\/§+1.

T =

Ulesanne 47. Vaatleme kahte tuba: iiks on tiis pakapikke, igaiiks 1,2m pikk, ja teine on tais kiikloope, igaiiks 4 m
pikk. Kui 35 kiikloopi ja 24 pakapikku liiguksid enda toast teise tuppa, siis selle tulemusena oleks molemas toas olevate
olendite keskmine pikkus tapselt sama. Mis on véhim olendite koguarv, mille korral see siindmus saaks aset leida?
Vastus. 117

Lahendus. Olgu pakapikkude koguarv d ja kiikloopide koguarv c¢. Pérast liikumisi on esimeses toas d — 24 pakapikku
ja 35 kiikloopi ning teises toas 24 pakapikku ja ¢ — 35 kiikloopi. Mugavuse huvides tahistame dy; = d — 24, ¢; = 35,
ds = 24 ja co = ¢ — 35 ning olgu pakapiku ja kiikloobi pikkused vastavalt hg ja h.. Keskmine pikkus on siis

dihg +cihe  dahg + c2he
di+c deteca

Seda vorrandit lihtsustades saame
(hc — hd)(c1d2 — dlcg) = 0

Kuna h, erineb hg-st, peab kehtima c;ds — dico = 0 ehk % = %' Intuitiivselt on see moistlik: et molema toa keskmine
pikkus oleks sama, peab ka pakapikkude ja kiikloopide suhe olema molemas toas sama; tegelikud pikkused ei méangi
rolli. Kasutades teadaolevaid ¢; ja ds vaértusi, saame

d102 = 01d2 = 3524 = 840.

Meie eesmark on minimeerida olendite koguarvu d 4 ¢, mis on samavaédrne d; + co minimeerimisega, sest d + ¢ =
di 4+ ¢ + 24 + 35. Kahe positiivse arvu fikseeritud korrutise korral on nende summa minimaalne siis, kui arvud on
voimalikult 1ahedased; see jareldub niiteks vordusest (dy + 02)2 = (dy — 02)2 + 4dqco. Seega otsime arvu 840 tegurdust
kaheks voimalikult lahestikuseks taisarvuks. Optimaalse valiku 840 = 28 - 30 leidmine ei ole niiiid keeruline.

Seega on d; ja ¢y viartused 28 ja 30 (iikskoik millises jarjekorras) ning véhim olendite koguarv on d + ¢ =
28 +30 + 24 + 35 = 117.
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Ulesanne 48. Kuus piraati sisenevad kortsi ja istuvad suvalises jarjestuses iimmarguse laua iimber. Igal piraadil
on kaasasiindinud raevukusaste 1-st 6-ni (koik erinevad), mis méaédrab iga duelli voitja: duelli voidab alati korgema
raevukusastmega piraat. Et otsustada, kes juhib piraadisalka, jargivad nad péripaeva suunatud duellirituaali: igas
voorus valitakse juhuslikult iiks allesjdénud piraat, kes esitab véljakutse ldhimale paripdeva istuvale allesjaénud piraadile
(jattes tiihjad kohad vahele); norgem piraat langeb vélja ja peab laua timbert lahkuma, tugevam piraat jaab istuma.
Viie vooru jarel on alles vaid iiks piraat. Mis on toendosus, et viimane duell toimub kahe tugevaima piraadi (ehk
raevukusastmete 6 ja 5) vahel?

7
Vastus. —
astus. 7=
Lahendus. Asetame kuus piraati juhuslikult imber laua ning keskendume ainult piraatidele raevukusastemega 5 ja 6
(sest 6 ei saa kunagi vilja langeda). Suvalisel hetkel loetleme allesjdénud piraate paripdeva kujul 5, Ay, ..., A4, 6, By, ..., By,

kus a on ellujdanud piraatide arv, kes paiknevad paripdeva rangelt 5 ja 6 vahel, ning b on ellujddnute arv, kes paiknevad
teisel ringjoone kaarel rangelt 6 ja 5 vahel. Olgu f(a,b) tGenéosus, et antud konfiguratsiooni korral on viimane duell
piraatide 5 ja 6 vahel. On selge, et see toendosus soltub ainult arvudest a ja b, mitte piraatide A; ja B; spetsiifilistest
raevukusastmetest. Toepoolest, iga A; ja B; raevukusaste on maksimaalselt 4, seega iga duell, milles osaleb 5 voi 6,
elimineerib norgema piraadi soltumata sellest, millise A; voi B;-ga tépselt tegu on, samal ajal kui duellid A;-de vahel
(vastavalt B;-de vahel) vihendavad lihtsalt selle ploki suurust iihe vorra.

Kui a =0 v6i b= 0, siis 5 ja 6 on korvuti ning alles on n = a + b + 2 piraati. Selles olukorras on igas kiigus tapselt
tiks véljakutsuja valik (nimelt 5 voi 6 valik, olenevalt sellest, kumb on paremal), mis sunnib duelli omavahel piraadid 5
ja 6 kohe ning elimineerib piraadi 5; koik muud véljakutsuja valikud eemaldavad kellegi teise. Seega esitub toendosus,
et b piisib elus kuni viimase duellini, kujul
n—1 n—2 2 2 2

f@,0) = f0.0) = == - —F g ==

Eeldame niiiid, et a,b > 1, ning tahistame allesjaanud piraatide arvu endiselt kui n = a + b + 2. Vaatleme piraatide
kellasuunalist plokki, mis algab piraadist 5 ja 16peb vahetult enne piraati 6; selles plokis on tapselt a 4+ 1 liiget, nimelt
5,A,...,A,. Kui juhuslikult valitud valjakutsuja kuulub sellesse plokki, siis toimub jargnev duell selle ploki sees
(valjakutse saab jirgmine paripdeva suunas olev piraat, kes on endiselt plokis, vélja arvatud A,, kes esitab véljakutse
piraadile 6), ning igal juhul on elimineeritav piraat tiks piraatidest Aq,..., A,. Seega vihendab viljakutsuja valimine
sellest plokist arvu a vaartust ithe vorra. Analoogselt on paripdeva suunatud plokk, mis algab piraadist 6 ja lopeb
vahetult enne piraati 5, suurusega b + 1, ning véljakutsuja valimine sellest plokist vahendab b vaartust iihe vorra. Kuna
véaljakutsuja valitakse sama toendosusega koigi n allesjddnud piraatide seast, saame a,b > 1 korral

fla,b) = a+1f(a—1,b)+HTlf(a,b—1).

n

Alguses kehtib a+b = 4. Kasutades piirjubte f(0,4) = 2 = 1, £(0,3) = 2, f(0,2) = 3, f(0,1) = 2 ning siimmeetriat
f(a,b) = f(b,a), saame me f(1,1) = 2, f(1,2) = 2, f(1,3) = < ja f(2,2) = 2. Kuna algne istumisjérjekord on
juhuslik ning koik variandid on sama toenéosusega, on paripideva kaugus a piraatide 5 ja 6 vahel sama toendosusega

koigist variantidest hulgas {0,1,2, 3,4}, seega otsitav téendosus on

(O + 50,3+ 722+ FGD+70.0) =1 (34 24 Te So 1) L

(S

Alternatiivlahendus. Lahendame iildisema iilesande n piraadi jaoks kuue piraadi asemel. Olgu p, toendosus, et
viimased kaks ellu jadvat piraati on n ja n — 1. Naitame niitid, et n > 3 korral kehtib seos

Vaatleme duellirituaali esimest sammu. Piraat n — 1 langeb kohe véilja toendosusega ﬁ: toendosus, et n jan —1
istuvad iiksteise korval, on %7 kuna kui esimenena istuks laua taha piraat n, siis piraadil n — 1 on n — 1 istekoha
valikut, millest tépselt 2 on piraadi n korval. Kui nad istuvad korvuti, siis duell piraatide n ja n — 1 vahel juhtub
toendosusega % Seega toendosus on

2 2

1
n—-1n nnh-1)

Seega, toendosusega 1 — ﬁ on esimesena vélja langev piraat iiks piraatidest hulgas 1,...,n — 2. Sel juhul on alles
jaanud n — 1 piraati laua taga taaskord suvalises jarjestuses ning koik sellised jarjestused on sama toenaolised: peale
piraadi k vélja langemist saab iga allesjdénud paigutus esineda tapselt 2(n — k) eri viisil, sest k pidi duelli pidama
(ning jarelikult istuma korvuti) ithega n — k tugevamast piraadist ¢, ning variante oli kaks: piraat k kas kutsus duellile
piraadi ¢ voi piraat ¢ kutsus duellile piraadi k. See avaldis soltub vaid k vaartusest ning mitte piraatide jarjekorrast
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ringis, seega voime allesjaanud piraadid taistada raevukusastmetega 1,2,...,n — 1, et saada algne iilesanne n — 1
piraadi korral. seega olema toestanud seose ().
Niitid piisab leida pg véértus. Kuna ps = 1, siis tingimuse (#) korduv rakendamine annab

14 9 5 2 7

P=15106 3 15
Seega toendosus, et viimane duell on piraatide 6 ja 5 vahel, on 1—70 Veelgi, induktsiooni ning seose (#) saab néidata, et
_ n+l1
Pn = 3(n—1)

Ulesanne 49. L-kujuline tetromino, mis koosneb neljast vordsest kiilgnevast ruudust, on joonisel naidatud viisil
paigutatud vordhaarse téaisnurkse kolmnurga sisse. Leia tetromino pindala ja kolmnurga pindala suhe.

169

Lahendus. Nimetame punkte joonisel naidatud viisil. Olgu iga vaikese ruudu kiljepikkus 1, siis peame arvutama vaid
kolmnurga ABC' iihe kiilje pikkuse, niiteks hiipotenuusi AC' pikkuse.

.

Vastus.

Ly

A

Kasutades abijoont EF', saame taisnurkse kolmnurga EF K, kus ZEKF = 90° ja kiiljepikkused on FK =1, KF = 2,
ning EF = /5. Kuna GL = 2 ja LF = 1 ning Z/FLG = 90°, siis kolmnurgad EFK ja FGL on kongruentsed. Siit
saame GF = EF = /5. Olgu nurk ZLGF tahistatud kui c. Siis ka /K FE = a ning jireldame, et ZGFE = 90°, sest
« taiendab nurka ZGFL kuni 90°-ni. See aga tdhendab, et kolmnurk F'EC on vordhaarne téisnurkne kolmnurk, mille
kaateti pikkus on F'C' = /5. Niiiid lisame teise abijoone: tombame punktist D kérguse sirgeni AC ning saame sirgel
AC punkti M. Kuna ZLGF + /ZMGD = 90°, saame ZGDM = « ning seega on kolmnurk M DG sarnane kolmnurgaga

FGL, kusjuures nende suhe on /5. Jirelikult on kolmnurga M DG kiiljepikkused MG = %, MD = %, ja DG = 1.

Kuna ka kolmnurk M AD on vordhaarne taisnurkne kolmnurk, saame lopuks AM = % Niiiid

C

2 1 2- 1
AC =AM+ MG +GF +FC = 2 + 45452122 13
VA

-+ ()-8

S
=

Seega on kolmnurga ABC pindala

V]
N =

ning otsitav suhe on 1oy =
20

80
169"
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Ulesanne 50. Vaatleme jada (an)22;, mis on médratud tingimustega a; = as = az = 1 ning n > 1 korral
Qpyg = 3%m+2 4 3%n+1 4 39 Leia jadk, mis tekib arvu ago jagamisel arvuga 497

Vastus. 11

Lahendus. Liige ags on arvu 3 astmete summa ning selle vaartuse mooduli 49 jérgi saame leida Euleri teoreemi abil:
kuna ged(3,49) = 1 ja p(49) = 42, siis teoreemist jareldub, et

3an = 3an mod 42 (154 49),

Seega, et leida agy = 3921 4 3920 4 3919 (mod 49), piisab leida ag1, as0,a19 (mod 42). Hiina jadgiteoreemi abil on see
samavaarne nende viartuste leidmisega moodulite 6 ja 7 jargi.

Esmalt, kui n > 4, siis iga liige a,, on kolme arvu 3 astme summa, seega on see summa paaritu ja jagub 3-ga,
mistottu a, = 3 (mod 6). Kuna 35 =1 (mod 7) (taas Euleri teoreemist), siis jireldame, et 39" = 3% (mod 7), kui
n > 4. Vottesn > 7 (ehk n — 1,n — 2,n — 3 > 4), saame

Qp =391 4392 1 393 =33 1. 33 4 35— 4 (mod 7).

Kombineerides need kongruentsid Hiina jafigiteoreemi abil, saame a,, = 39 = —3 (mod 42), kui n > 7. Kasutades
taaskord Euleri teoreemi saame me 3% = 373 (mod 49), kui n > 7, kus negatiivne astendaja tiihistab poérdarvu astet
meie mooduli jargi. Viimaks,

a9y = 3920 43920 1 399 =373 1373 1 373 =372 —_ 971 =11 (mod 49)
sest 9-11 =99 =1 (mod 49). Seega on otsitav jaak 11.

Ulesanne 51. Max alustab lopmatu tee alguses tiihja kiitusepaagiga. Iga taisarvu n > 0 korral asub alguspunktist
n? miili kaugusel kaupmees. Max voib iga kaupmehe kiest osta tiisarvu kiituseithikuid. Kaupmehed ei taha miiiia
suuri koguseid kiitust, seega kasvab kiituseiihiku hind lineaarselt ostetud iihikute arvu vorra: iga kaupmehe juures
maksab esimene kiituseiihik $1, teine kiituseiihik $2, kolmas kiituseiihik $3 jne. Iga kiituseiihik voimaldab Maxil soita 1
miili kaugusele. Nii kaupmeeste varud kui ka Maxi kiitusepaagi maht on piiramatu. Kui eelarve on $730, siis mitme
miili kaugusele saab Max mo6oda teed maksimaalselt soita?

Vastus. 123

Lahendus. Et jouda kaupmeheni, kes asub n? miili kaugusel, saab kiitust osta n varasemalt kaupmehelt. Teoreetiliselt
minimaalse hinna saame, kui ostame igalt kaupmehelt tapselt n kiituseiihikut, sest iga ebaiihtlane jaotus suurendab
kogukulu.

Siiski peame kontrollima, et plaan “iga kaupmehe juures, keda kohtan, ostan n ithikut kiitust” toepoolest t66tab
(s.t. et Max jouab edukalt miilini n2); ei tohi juhtuda, et Max jddb enne mone varasema kaupmeheni joudmist kiitusest
ilma. Naitame induktsiooniga, et see plaan viib sihile. Juht n = 0 on selge: miilini 0 joudmiseks ei ole vaja kiitust
osta. Oletame niiiid, et me juba teame, et miilini n? on véimalik jouda, kui osta n kiituseiihikut igalt eelnevalt n
kaupmehelt. Siis, kui ostame selle asemel n + 1 iihikut, ei saa meil kindlasti enne miilini n? joudmist kiitus otsa. Seega
saame ka kaupmehelt kaugusel n? osta n + 1 kiituseiihikut, ning piarast neid n + 1 ostu, millest igaiihes ostsime n + 1
kiituseiihikut, jouame edukalt miilini (n + 1).

See arutlus niitab, et miilini n? joudmise hind on vihemalt
1
C’n:n(1+2+-~-+n):n@.

Kuna C1; = 726 < 730 < 936 = (19, siis jareldame, et antud eelarvega on voimalik jouda 112 miilini, kuid mitte
122 miilini. Kui kasutada allesjaanud $4 selleks, et osta kohas 112 veel 2 kiituseiihikut, saab jouda 123 miilini; 124
miilini joudmine samal viisil tiletaks eelarvet $2 vorra. Need konstruktsioonid on 123 ja 124 jaoks kulu minimeerivad:
viimase kaupmehe juurest ei ole motet osta rohkem kiitust, kui vaja, ning enne miili 112 ostetud ithikute koguarvu
suurendamine maksab vahemalt $12 lisaks iga tdiendava ithiku kohta isegi siis, kui jaotus on ideaalselt tasakaalus.

Ulesanne 52. Olgu ABCDEF korrapirane kuusnurk pindalaga 420. Olgu M, N ja P vastavalt kiillgede DE, F A ja
BC keskpunktid. Joonestatakse 16igud AM, BM, CN, DN, EP ja F P, mille tulemusel moodustub joonisel varjutatud
hulknurk. Mis on selle varjutatud hulknurga pindala?

D C
M P
E B
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Vastus. 36

Lahendus. Nagu jargnevalt jooniselt ndha, saab varjutatud piirkonna jaotada kuueks vordseks kolmnurgaks, arvutame
ithe sellise kolmnurga pindala. Olgu O kuusnurga keskpunkt, X sirgete BM ja CN 16ikepunkt ning Y sirgete BM
ja PFE loikepunkt. Niiiid on meie eesmérk leida kolmnurga OXY pindala. Lisaks defineerime taiendavalt jargnevad
punktid: olgu @ 16igu C'D keskpunkt, V sirgete AD ja C'N loikepunkt ning W sirgete PM ja QN loikepunkt. Néitame,
et OX:0P=2:5ja0Y :0Q=2:1.

Kuna kolmnurgad NAV ja CDV on sarnased ning NA = %C’D, saame AV : VD =1:2, seega OV = %OA. Kuna
kolmnurk OV X on sarnane kolmnurgaga PCX ning kuna PC' = %BC = %OA, saame OV : PC =2 : 3, mis vordub ka
suhtega OX : PX. Jarelikult OX : OP =2 : 5.

Et nédha, et OY : OQ = 2 : 7, kasutame kolmnurkade OBY ja W MY sarnasust ning fakti WM = %OB, millest
jareldub OY : YW =4 : 3. Koos tingimusega OW = W) annab see kergesti OY : OQ =2 : 7.

Tahistame kantsulgudega kolmnurga pindala. Kolmnurkadel OXY ja OPQ on ithine nurk ZPOQ), seega

4

[OXY] OX OY

oy _22
57 35

[0PQ] — OP 0Q ~

Lisaks on kolmnurk O PQ vordkiilgne ning selle kiiljepikkus on § korda suurem kolmnurga ABO kiiljepikkusest, seega
[OPQ] = 2[ABO). Seega

[OXY] 4 3 3

[ABO] 35 4 35
Kuna varjutatud piirkond koosneb kuuest kolmnurga OXY koopiast ja kuusnurk koosneb kuuest kolmnurga ABO
koopiast, kehtib sama suhe. Jareldame, et varjutatud osa pindala on % - 420 = 36.

Ulesanne 53. Adele on algebraliste teisenduste meister, mistottu vottis ta koik avaldised kujul +a b+ c+d
(kokku 16 eri avaldist koigi voimalike méargikombinatsioonide jaoks) ja korrutas need omavahel, saades poliinoomi nelja
muutujaga a, b, ¢, d. Seejirel eemaldas ta saadud poliinoomist kéik litkmed, milles puudus vihemalt tiks muutujatest
a, b, c,d. Mis on allesjaanud poliinoomi liikmete kordajate summa?

Vastus. —328

Lahendus. Olgu P tilesandes kirjeldatud poliinoom (enne liikmete eemaldamist). Kui omistada koigile neljale muutujale
vaartus 1, siis korrutis sisaldab tegurina liiget (14+1—1—1) = 0, seega P koigi kordajate summa vordub 0-ga. Arvutame
niiid eemaldatud liikmete kordajate summa. Teeme seda elimineerimismeetodi abil (ingl. k. inclusion-exclusion
principle).

Et leida soovitud kordajate summat, vaatleme esmalt juhtu, kus me asendame mingi fikseeritud muutuja nulliga,
ning summeerime seda iile koigi nelja muutuja valiku, lugedes nii iga vahemalt-iihte-muutujat-mitte-sisaldavat liiget
vihemalt korra. Et summeerida nende liikmete kordajad, mis ei sisalda (niiteks) d-d, arvutame P vadrtuse, kui
a=b=c=1jad=0 ning saame
P(1,1,1,0) = ((1+1+1)(1+1—1)(1—1+1)(1—1—1)(—1+1+1)(—1+1—1)(—1—1+1)(—1—1—1))2 =9% =81.
Kui summeerida iile nelja valiku, milline muutuja puudub, saame 4 - 81 = 324, kuid selles summas loeme kaks korda iga
liiget, milles esineb vaid kaks muutujat, seega peame lahutama P(1,1,0,0) = 0 kuus korda, kuna paarikaupa muutujate
valikuid on kuus. Viimaks peame tagasi lisama ainult ithe muutujaga liikmed, seega liildame P(1,0,0,0) = 1 neli korda.
Kokku annavad need kordajad summa 324 + 4 = 328; kuna P koigi kordajate summa on 0, siis vastassumma ehk nende
liikmete, mis sisaldavad koiki nelja muutujat, kordajate summa on —328.
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Ulesanne 54. Mikul on 9000 samasugust vordkiilgset kolmnurka. Mitu erinevat nelinurka saab ta neist kokku panna,
kui ta peab koik 9000 kolmnurka (ilma kattumisteta) kokku panema iiheks nelinurgaks? Kongruentsed nelinurgad
loeme samaks.

Vastus. 30

Lahendus. Vordkiilgsetest kolmnurkadest kokku pandud nelinurga nurk saab olla ainult 60° voi 120°. Kuna nelinurga
sisenurkade summa peab olema 360°, peavad need neli nurka olema 60°,60°,120° ja 120°. Luua saame kahte tiiiipi
nelinurki: réopkiilikuid ja vordhaarseid trapetseid (soltuvalt sellest, kas vordsed nurgad on vastasnurgad voi mitte).

Roopkiilikute korral (tahistades roopkiiliku killgede pikkused kui a ja b) koosneb see réopkiilik 2ab kolmnurgast
(meil on ab vaikest roopkiilikut, millest igaiiks koosneb kahest kolmnurgast), seega otsime paare {a, b}, mille korral
ab = 4500. Selliseid paare on 18 (kuna arvu 4500 jagajaid on 36).

Trapetsi puhul margime, et seda trapetsit saab vaadelda kui ala, mis esitub kahe suure vordkiilgse kolmnurga alade
vahena. Vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega n koosneb n? viiiksemast kolmnurgast (kuna alt iiles kolmnurki lugedes
on see esimese n paaritu arvu summa), seega tahame, et a®> — b*> = (a + b)(a — b) = 9000, kus a tihistab trapetsi
pikemat alust ja b liihemat. Otsime jélle jagajate paare, kuid nitiiid peavad nii a 4+ b kui ka a — b olema paarisarvud, et
vorrandisiisteemil leiduks taisarvuline lahend. Arvul 9000 on 24 paarisjagajat, mille korral ka tekkiv jagatis on paaris
(need vastavad arvu 9000/4 jagajatele), ning need annavad 12 sobivat paari a + b ja a — b, mis omakorda vastavad 12
sobivale paarile a ja b jaoks.

Kokku on voimalikke nelinurki 18 + 12 = 30.

Ulesanne 55. Ants riputas aknale 10 lambist koosneva joulutule, kuid kahjuks ei hakanud koik lambid t66le. On
teada, et ei leidu nelja jérjestikust lampi, mis vaheldumisi poleksid ning ei pdleks (st. jarjestuses poleb, ei pole, poleb,
ei pole vai jarjestuses ei pole, poleb, ei pdle, poleb). Mitu erinevat voimalikku lambijéarjestust leidub?

Vastus. 548

Lahendus. Téahistame polevat lampi arvuga 1 ja kustunud lampi arvuga 0, seega tuleb loendada pikkusega 10
kahendjarjendeid, mis ei sisalda jarjestikuse alamplokina jarjendid 0101 ega 1010. Defineerime teisenduse, mis poorab
koéik paarispositsioonidel olevad bitid imber (st. asendame x; vadrtusega 1 — x; paarisarvulise ¢ korral ning jatame
x; paaritu ¢ korral muutmata); selle teisenduse kahekordne rakendamine annab algse jada tagasi, seega on tegu
bijektsiooniga. Lisaks muudab see pooramine vahelduva ploki 0101 voi 1010 konstantseks plokiks 0000 voi 1111 ja
vastupidi. Seega on algsed jadad bijektsioonis pikkusega-10 kahendjédrjenditega, milles ei esine nelja jarjestikust vordset
bitti; neid on mugavam loendada.

Olgu B, selliste pikkusega n kahendjarjendite arv, milles ei ole nelja jarjestikust vordset bitti; vaidame, et n > 3
korral rahuldavad need arvud seost B,, = B,,_1 + B,_2 + B, _3. Votame suvalise sobiva jada pikkusega n ja vaatame
selle 1opus olevat maksimaalset ithesuguste bittide plokki; tingimuse tottu on selle pikkus 1, 2 voi 3. Kui lopuploki
pikkus on k € {1,2,3}, siis viimase k biti eemaldamine annab sobiva pikkusega n — k jada. Teisalt, igast sobivast
pikkusega n — k jadast saame luua sobiva pikkusega n jada, kui lisame jada loppu unikaalse pikkusega k ploki, kus iga
bitt erineb algse jada viimasest bitist (s.t. esmalt lisame vastandbiti ja seejérel jatkame sama bitiga, kuni kokku on
lisatud k bitti). Nii on pikkusega n sobivad jadad bijektsioonis pikkustega n — 1, n — 2 ja n — 3 sobivate jadadega,
millest jareldub meie soovitud seos.

n < 3 korral on tingimus triviaalne, seega By = 2, By = 4 ja By = 8 (lubatud on koik pikkusega n kahendjirjendid).
Kasutades seost B, = B,,_1 + Bp_2 + B, _3, saame jarjest By = 14, Bs = 26, Bg = 48, B; = 88, Bg = 162, By = 298
ja 16puks Big = H48.

Ulesanne 56. Lahenda jargmine vorrand positiivse taisarvu a jaoks:

(23+\/232—4>5 B <a+\/a2—4>2
2 -\ 2 )

Vastus. 2525
Lahendus. Lahenduse valtel eeldame, et a > 2, kuna vorrandi paremal poolel esineb avaldis va? — 4. Taheldame, et

2
234237 -4 2345V21 <5+\/ﬁ>

2 2 2
Kuna a + va? — 4 > 0, siis taandub algne vorrand kujule

5
a+ Va2 —4 _ <5+\/21>
2 o 2 '
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Selle vorduse saame aga lahti kirjutada kujul

UH_m:55+(g)'53'21+(i)~51~212+(?)~54.\/ﬁ+(§).52.(\/ﬁ)3+(\/ﬁ)5

16 16
3125+ 10- 2625 4 25 - 441 N (5% +21- 250 +212) - /21
N 16 16

= 2525+ 551 - v21.

Vasaku ning parema poole ratsionaalsete osade vordsusest saame a = 2525. Veendumaks, et tegu on toepoolest sobiva
lahendiga, asendame viirtuse a = 2525 avaldisse a? — 4 ja saame 25252 — 4 = 6375621 = 5512 - 21, mis sobib. Viimaks
taheldame, et leidub vaid iiks lahend, sest a > 2 korral on avaldis a + v/a? — 4 rangelt kasvav (kuna mdlemad liidetavad
on rangelt kasvavad), seega leidub meie vorrandil maksimaalselt {iks sobiv lahend, kus a on téisarv.

Lisalahendus. Olgu oo = (23 + /232 — 4). Kuna « on vorrandi 2 — 23t + 1 = 0 juur ning teine juur on a™?, siis
a+a =23

Téhistame 3 = 1 (a 4+ Va? — 4). Siis 8 on vorrandi t2 — at + 1 = 0 juur, seega analoogselt eelnevaga 8+ 371 = a.
Kuna a peab olema positiivne, siis peab ka 8 peab olema positiivne.

Antud vorrand on o® = 2. Olgu z = 8'/° (seega x > 0). Siis 22 = « ja jirelikult 22 + 22 =23. Olguy =z + 2~
siisy > 0jay? =22 +272+2 =25 seega y = 5.

Meie eesmirk on leida a = z® + 27°; selleks avaldame

Y=(@+r )’ =@ +27%) +5@% +27%) +10(x + 27 ),
seega
a=1y’—5(*+273) - 10y.
Jaab iile avaldada x2 + 2 l4bi muutuja y, mida saab teha eelnevaga sarnaselt:
v=@+r )P =@ +27?) + 3@+t
seega
23473 =3 - 3y

Kombineerides saadud tulemuse eelmise vorrandiga, saame a = y® — 5y + 5y, ning kui siia asendada y = 5, saame
vastuse 2525.

Ulesanne 57. Tiisnurkse kolmnurga ABC téisnurk on tipu C juures ning punkt D asub 1oigul BC nii, et BD = 9
ja DC =5. Kui ZADC = 3/BAD, siis leia 16igu AB pikkus.

Vastus. 21

Lahendus. Lihtne nurkadearvutus naitab, et ZABD = 2/DAB. Loigaku ZABD poolitaja sirget AD punktis FE.

Kuna BE poolitab nurga ZABD, siis /ABE = /EBD = /DAB. Seega AE = EB, mistottu on kolmnurgad DBE
ja DAB sarnased. Sarnasusest jareldub DB : DA=DE : DB = BE : AB.

N

ot
o

AN
C A

Olgu AB=a, AE =FEB =0bja AD = c. Siis DE = ¢ — b ning kiilgede suhetest saame
9 b c¢c—b

Seega ¢? = bc + 81 ja be = 9a, millest jireldub ¢ = 9a + 81.
Kuna kolmnurkadel AC'D ja ABC on taisnurk tipu C' juures, jareldame

AC? = AB? — BC? = a* — (9+5)? = a* — 196,
ja samuti

AC? = AD? — DC? = & — 25.
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Vordsustades need avaldised ja kasutades eelnevat tulemust ¢ = 9a + 81, saame
a® —196 =9a+ 56 voi a® —9a — 252 = 0.

Sellel vorrandil on ainult iiks positiivne juur: a = 21.
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