1. Feladat Egy vasari jatékban szamozott dobozokat lehet lelokdosni. Minden dobozra egy szédm van irva. Le
tudtok 16kni akarhany dobozt, de csak akkor nyertek, ha rajtuk 1év6 szdmok Gsszege pontosan 50. Az dbran keressetek
egy, a feltételnek megfelelé dobozcsoportot és tegyétek az ezeken a dobozokon 1évé szamokat novekvo sorrendbe!
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Eredmény. 6, 16, 28

Megoldds. A dobozokra irt szamok tobbsége oszthaté hdrommal. Az 50 hdrmas maradéka 2, tehdt az 6sszeadanddk
kozott kell, hogy legyen legalabb egy nem harommal oszthaté szdm. Az ilyen szamok csak a 16 és a 28.

16 harmas maradéka 1, és 28 harmas maradéka szintén 1, ezért csak az egyik szdmot hasznalni nem elegendd,
mindkettét be kell venniink. Az Osszegiik 16 + 28 = 44, aminek most mar 2 a harmas maradéka, és hogy 50 legyen
az Osszeg, a hidnyzé harmadik szdam az 50 — 44 = 6, ami szerepel is egy dobozon. Tehat a lelokdosott dobozokra irt
szamok a 6, 16 és 28.

2. Feladat Tamaranak van harom szabdlyos hatoldali dobdékockéja, egy piros, egy kék és egy zold. Mindegyik
dobdkocka oldalai 1-t6] 6-ig vannak szamozva. Egyszerre dob mind a harom kockaval, és Osszeadja a harom szdmot.
Hényféle kiilonb6z6 mddon lehet a szdmok Gsszege 87

Eredmény. 21
Megoldds. Ot lehetéség van arra, hogy nyolcat dobjunk hirom dobékockéval:

8=6+1+1=5+2+1=4+3+1=4+2+2=3+3+2.

A 6+ 1+ 1 esetében a 6-ost vagy a piros, vagy a kék, vagy a zold kockaval dobhatjuk, ezéltal hdrom kiilonb6z6
lehetOségiink van. Ugyanezen logika mentén szintén harom-hdrom lehetdséglink van a 4 +2 4 2 és a 3 + 3 + 2 esetében.
54241 dobéasakor 3-2-1 = 6 mddja van a szamok szines kockdk kozti eloszldsanak, ahogy a 4 + 3 + 1 esetén is. Tehat
Osszesen 3 -3 + 2 -6 = 21 kiilonb6z6 mod 1étezik.

3. Feladat Adémnak van négy gyereke. Adém életkora egyenld a harom legidésebb gyereke életkoranak Osszegével,
mig hat év miilva az életkora a harom legfiatalabb gyereke életkoranak Osszegével lesz egyenlé. Mekkora a korkiilonbség
Adém legidGsebb és legfiatalabb gyermeke kozott?

Eredmény. 12

Megoldds. Legyen a Adém életkora és ¢; < ¢ < c3 < ¢4 a gyermekei életkora. A feladat szovegébdl kovetkezik, hogy
a=ca+cz+cgésa+6=(cy+6)+ (c2+6)+ (c3+6). Az elsS egyenletet a masodikba behelyettesitve megkapjuk,
hogy co 4¢3+ cq4+6 = 1 + co + ¢3 + 18, amit egyszerlsithetiink ¢4 = ¢; + 12 alakra. Tehat a legidésebb gyerek 12 évvel
id6sebb, mint a legfiatalabb.

4. Feladat Egy digitalis 6ra 00:00-tdl 23:59-ig jelzi ki az id6t. Egy teljes nap alatt hanyszor fordul elé, hogy a kijelz6
pontosan 4 szdmjegyet mutat az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek koziil (bdrmilyen sorrendben)?

Eredmény. 36

Megoldds. Az érét jelz szam mindenképpen kétjegyii, nem nagyobb 23-nl, és két kiilonboz6 jegyét az 1, ..., 5-ig tartd
szamokbol valasztjuk ki; ezekkel a feltételekkel a lehetséges drajelzések 12, 13, 14, 15, 21 és 23. Mindegyik lehetséges
orandl két szamjegyet mar felhasznaltunk, és a harom fennmaradoé szamjegybél kell kivalasztanunk a perceket jelold
szamot; erre 3 - 2 = 6 lehetéség van, melyek kozil mindegyik lehetséges percérték. Ezek alapjan mind a hat lehetséges
ora hatféle pontos id6t tesz lehetévé, ami osszesen 6 - 6 = 36 el6fordulas.

5. Feladat Ha ABCDFEFGH egy szabélyos nyolcszog, akkor hédny fokos a C'F és EG atlok altal bezart hegyesszog?
F E



Eredmény. 67,5°

Megoldds. Legyen X a két atlé metszéspontja. Az dbran javasolt C X E< kiszamitdsa helyett szamoljuk ki a vele
megegyezé F X G értékét. Ehhez elséként figyeljik meg, hogy GF X< = GFC< = 90°, hiszen BCFG egy téglalap.
Tovabba, mivel EFG egyenld szart haromszog és GFE< = 135°, tudjuk, hogy XGF < = EGF< = 22,5°. Tehéat az
FGX haromszogbdl kiszamolhatjuk, hogy FXG< = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°.

6. Feladat Legyen a, b, ¢, d, e 6t kiillonb6z6 pozitiv egész szam, amelyekre a < b < ¢ < d < e és a szamtani kozepiik
16. Hatarozzatok meg d lehetd legnagyobb értékét.

Eredmény. 36

Megoldds. Mivel
a+b+c+d+e
5
kovetkezik, hogy a + b+ ¢+ d + e = 80. Ahhoz, hogy a d lehetd legnagyobb értékét megkapjuk, a viszonyoknak
megfeleléen minimalizdljuk a tobbi szdmot: a lehetd legkisebb értékek a =1, b =2, c =3 és e > d + 1. Tehat

= 16,

80=a+b+c+d+e>14+24+3+d+(d+1)="7+2d,

gy 2d < 73, és kovetkezésképp d < 36 (d egész szam). Az egyenléséget az (a,b,c,d,e) = (1,2,3,36,38) szdmokkal el is
érhetjik, melyek Osszege 80, és megfelelnek a sorrendbeli kitételnek. Tehat a d lehet6 legnagyobb értéke 36.

7. Feladat Egy utazé at akart kelni egy 6si k6kapun, am ekkor egy szfinx eldllta az dtjat, és ezt a kérdést szegezte
neki: ,,Vélaszold meg a feladvanyt, és akkor atkelhetsz: egy hdromjegyli szdmra gondoltam az aldbbi tulajdonsagokkal:

e péaratlan szam,

e a szamjegyei mind kiilénbozbek és balrdl jobbra névekednek,

e oszthaté 9-cel, de barmely szamjegyét torolve méar nem lesz oszthatd 9-cel,
e Az egyik szamjegye 6.”

Melyik szamra gondolt a szfinx?

Eredmény. 567

Megoldds. A 9-cel valé oszthatésagi szabaly miatt a szamjegyek Gsszege 9 vagy 18. Mivel paratlan szamot kerestink,
6 nem allhat az egyes helyi értéken, igy a tizes vagy a szdzas helyi értéken kell allnia. Nem allhat a szdzas helyi értéken
sem, mivel ekkor a szdmjegyek lehetd legkisebb Osszege 6 + 7 4+ 8 = 21 > 18; ezért a 6 mindenképp a tizes helyi értéken
all. Tehat az egyes helyi értéken all6 szamjegy legaldbb 7, igy a szdmjegyek Osszege biztosan 18, és a szazas és egyes
helyi értéken 4ll6 jegyek Gsszege 12. A lehetéségek novekvd sorrendben (3,9), (4,8) és (5,7): az elsét kizdrhatjuk, mert
a 9-est torolve 36-ot kapunk, ami szintén oszthaté 9-cel; a masodikat azért zarjuk ki, mert paros szamot eredményez;
ezéltal az (5,7) az egyetlen j6 megoldds. Tehdt a szfinx dltal gondolt szdm 567.

8. Feladat Két szabdlyos haromszoget elhelyeztiink az dbrdn lathaté médon. A megfeleld oldalaik parhuzamosak, és
a koré irt koreik kozéppontja azonos. A nagyobb haromszog oldalhossza 17 cm, mig a kisebb haromszog egy oldalanak
hossza 11 cm. A két haromszog kozos része egy hatszog (az dbran sziirkével szinezve). Hatdrozzatok meg (cm-ben)
ennek a hatszognek a kertiletét.

Eredmény. 28



Megoldds. A haromszogek egymasra helyezésével a satirozott hatszogon kiviil kialakul harom kisebb és harom nagyobb
egybevdgd egyenl6 oldali haromszog. Legyen AB = z és BC = y. Ekkor a nagyobb haromszog oldalhossza 2z +y = 17
és a kisebb haromszogé = + 2y = 11. A két egyenletet Osszeadva megkapjuk, hogy 3z + 3y = 28, ami megegyezik a
satirozott hatszog kertiletével.

Alternativ megoldds. Szavak nélkili bizonyitdshoz jutunk, ha ravetitjiikk a hatszog oldalait a két egyenld ol-
dali haromszog egy-egy oldalara. Igy a hatszog keriilete pontosan megegyezik a megadott szabalyos haromszogek
oldalhosszainak Osszegével, vagyis 17 + 11 = 28.

9. Feladat Anna sportolni készil, és gondolkozik, hogy milyen ruhat vegyen fel. Pontosan egy poélot, egy
rovidnadragot, egy par zoknit és egy par sportcipét kell felvennie. Tovabba eldontheti, hogy kot-e szalaghdl masnit
a hajdba vagy sem. A zokni és a cip esetében Osszeill§ part vesz fel (azaz azonos szinli a péar két eleme). Van a
szekrényében fehér, sarga, zold, kék és piros pdld, és van fehér, fekete és sziirke szinti révidnadragja és masnija is. Ezen
kiviil van fehér, piros és narancssarga zoknija, illetve fehér és fekete cipdje. Csak akkor fog fehér zoknit felvenni, ha
minden ruh4ja fehér (a szalagot is beleértve, amennyiben visel). Hényféleképpen oltézhet fel Anna?

Eredmény. 242

Megoldas. Esetekre bontva szdmoljuk meg a lehetséges ruha-Osszedllitdsokat. Annédnak pontosan egy polét, egy
rovidnadragot, egy par zoknit és egy par cipot kell viselnie, illetve opciondlisan egy szalagot a hajaban.

Els6ként nézziik a fehér zoknis eseteket. A megadott feltételek alapjan Anna csak akkor vesz fel fehér zoknit, ha
minden ruhdja fehér. fgy ekkor a pélojanak, a rovidnadragjanak és a cipéjének is fehérnek kell lennie, a szalag pedig
vagy fehér, vagy nincs a hajaban. Ez Osszesen 2 Osszedllitas.

Most vegyiik a nemfehér (piros vagy narancssdrga) zoknis eseteket, melyekbdl 2 lehet8ség van. Ezekben az esetekben
nincs tobb megszoritds. A pold szinére 5 lehetdség van, a rovidnadrdgra 3, a cipére 2, a szalagra pedig 4 (semmi, fehér,
fekete vagy sziirke). fgy a nemfehér zoknis Gsszedllitasok szama

5-3-2-4-2=240.
Mindkét eshetbséget Osszeadva megkapjuk az Osszes lehetséges ruha-osszedllitds szamat, ami 240 4+ 2 = 242.
10. Feladat Keressetek egy négyjegyli szamot, ami teljesiti az alabbi feltételeket:
e a szazas helyi értéken all6 szamjegy kétszerese az ezres helyi értéken 4lld szamjegynek

e az egyes helyi értéken allé szdmjegy haromszorosa a tizes helyi értéken all6 szamjegynek

e ha mindegyik szdmjegyét négyzetre emeljiik, akkor ezen négyzetszamok osszege 95.

Eredmény. 1239



Megoldds. Legyen ABCD a keresett szam és legyenek A, B, C, D a szédmjegyei; a feltételek szerint B = 24 és D = 3C.
Ekkor
A? 4+ B>+ C? + D* = A% + (2A4)? + C? + (3C)? = 54 +10C* = 95,

amit egyszeriisithetiink A2 4+ 2C? = 19-re. Mivel az egyenlet jobb oldala paratlan, A-nak mindenképp paratlannak
kell lennie; tovabbé A egyjegyti és A% < 19, ami csak két lehetSséget hagy: A € {1,3}. Ezeket az eseteket ellenérizve
megkapjuk az egyetlen miikodé lehetéséget, ami A = 1, ezéltal pedig 202 = 18, tehat C = 3. fgy B=2, D=9 a
keresett szam pedig 1239.

11. Feladat Aliz pozitiv személyiség, ezért gy szeretné kitolteni az alabbi kifejezésben a dobozokat plusz vagy
minusz jelekkel, hogy a végeredmény egy pozitiv szam legyen. Hanyféleképpen teheti ezt meg?

Lt J2[ Js[J4[ s

Eredmény. 16

Megoldds. Elscként vegyiik észre, hogy az +1+ 2 4+ 3 £ 4 + 5 Gsszeg sosem lehet nulla; ezt az bizonyitja, hogy mivel
1+ 24344+ 5 =15 paratlan és barmelyik el6jel megvéltoztatdsaval paros mennyiséggel valtozik az Osszeg, igy az
eredmény mindig paratlan. Ha barmilyen eléjeleket vdlasztunk, majd megforditjuk 6ket (minden pluszt minussza és
minden minuszt plussza viltoztatunk), az eredmény pozitivrdl negativra véltozik vagy forditva, ezzel a pozitiv és negativ
végosszegeket hiba nélkiil parokba rendezve. Az 6t doboz mindegyikébe egymastdl fiiggetleniil beirhatunk pluszjelet
vagy minuszjelet, 2 lehetéséget adva ezzel mindegyik dobozra, azaz Osszesen 2° = 32 elbjelvélasztasi lehetéségiink van.
Mivel nincs nullat eredményezd 6sszedllitds, a lehetdségeknek pontosan a fele eredményez pozitiv 6sszeget, igy Aliz
16 esetben juthat pozitiv eredményre.

12. Feladat Az alabbi irdsbeli 6sszeaddsban minden betl egy szamjegyet jelol. Azonos betlik azonos szamjegyeket,
kiilonb6z6 betlik pedig kiillonb6z6 szamjegyeket jelolnek.

Ol b b b
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Adjatok meg az ABC' haromjegyli szamot!
Eredmény. 619

Megoldds. Mivel mindhdrom szdm elsé szédmjegye ugyanaz, A-ra teljesiilnie kell 34 < 20-nak és 3A > 18-nak, hiszen
nem lehet ketténél nagyobb maradék harom szdmjegy Gsszeadasakor. Ezaltal A = 6. Ebbél kévetkezik, hogy az egyes
helyi értéken all6 B és C Gsszege 10. fgy 1 a maradék, amit az egyes helyi értékrdl atvisziink a tizesekhez. Tehat
sziikségszeriien C' = 9, ebbdl pedig kovetkezik, hogy B = 1. Vagyis ABC = 619.

13. Feladat Az dbréan egy 2 egység oldalhosszi négyzet lathatd, amit négy téglalapra daraboltak. Ha mind a négy
téglalapnak ugyanannyi a tertilete, akkor mennyi a keriileteik 0sszege?

Megjegyzés: A két téglalap hatardhoz is tartozd szakaszokat mindkettd keriileténél beszamitjuk.

Eredmény. % = 17%

Megoldds. Mivel a négyzet teriilete 4, mind a négy téglalap teriilete 1. Ebbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy a jobb
oldali téglalap szélessége %, ezaltal a bal alsé téglalap szélessége 2 — % = %, a magassaga pedig 1/ % = % Kovetkezésképp
a két fennmaradé téglalap megegyez6 magassaga 2 — % = %. A négy keriilet 6sszegéhez vegyiik a kiils6 négyzet keriiletét,
ami 4 -2 = 8, és adjuk hozza a bels oldalhosszak duplajat, hiszen ezek mindegyike két téglalaphoz tartozik. A belsd



oldalhosszak 2, % és %, kétszeres Gsszegiik pedig 2 - (2 + % + %) = 23—9. Tehat a kertiletek keresett osszege 8 + 23—9 = %
1
2
4
3
2
2
3
3
2

14. Feladat Timi egy hosszu szamjegysorozatot készit: a 2026 négyjegyt blokkot 2026-szor irja le a kovetkez6
szabélyok szerint. Elscként lefrja a 2026-ot, majd a megforditasat, 6202-t ugy, hogy az ismétlodo 6-os jegyet a két blokk
talalkozasanal csak egyszer irja le. Ezutdn az eredeti és a megforditott sorrendil blokkokat felvaltva irja egymas utéan,
minden 1épésben az el6z8 blokk utolsé jegyét egyben a kovetkezd blokk elsé jegyeként is haszndlva, igy a szomszédos
blokkok mindig pontosan egy jegyben fedik egymast, ahogy a kovetkezd dbran is lathaté. Az dbra az els6 hat blokkot
abrazolja az Gsszesen 2026 blokk kozil.

Hatérozzatok meg a kapott szdmjegysorozat jegyeinek Osszegét!
Eredmény. 12158

Megoldas. A 2026 egyszeri leirasa utan a szamjegyek Osszege 10. Az elsé leiras utdan mindegyik paros blokk a
202 szamjegyeket adja a szamsorhoz, ami 4-gyel noveli a szamjegyek Osszegét, a paratlan blokkok pedig a 026
szamjegyeket adjak hozzd, 8-cal novelve az Osszeget.

Ezaltal az els6 szamot kovetben minden két blokk hozzdadésa utan 12-vel né a szamjegyek Osszege, ez pedig
1012-szer torténik meg (1 + 2 - 1012 = 2025). A végére marad a 2026. blokk, ami paros szdmd, tehat 4-gyel néveli az
Osszeget. Végiil a szamjegyek Osszege 10 + 1012 - 12 +4 = 12 158.

15. Feladat Reggel 8:00 van. Mennyi lesz az id6 260320261998 éra elteltével, ha nem torténik éradtallitas az eltelt
id6 alatt?

Eredmény. 14:00 = délutan 2 éra

Megoldas. Mivel egy nap 24 6rabdl all, az id6 24 6rdnként ismétlédik. Emiatt elég megkeresniink a maradékot, ha
N = 260320261998-at elosztjuk 24-gyel. Ezt irdsbeli osztassal is megtehetjiik, de egyszeriibb kiszdmolni a maradékokat
kiilon 3-mal és 8-cal vald osztas esetén, majd kombindlni a két eredményt.

Mivel N szdmjegyeinek Osszege oszthaté 3-mal, maga N is oszthatd 3-mal. A 8-cal valé osztésnél az utolsé harom
jegybdl allo szdm maradékat kell megnézniink; ez a szam itt 998, igy nyolccal osztva 6 maradékot ad. Tehét a 24-gyel
valé osztéskor kapott maradék egy 24-nél kisebb szam, ami oszthaté 3-mal és 6 maradékot ad 8-cal val6 osztas esetén;
erre az egyetlen lehetség a 6.

Ezaltal N 6ra elteltével az 6ra ugyanannyival fog elérébb &allni, mint 6 éra elteltével. Reggel 8:00-t6] szamolva
6 ordval kés6bb 14:00 (vagyis délutdn 2 éra) van.

16. Feladat Néhany sz6l6szem az abran lathaté moédon van elhelyezve. Egy szOloszemet csak akkor ehetiink

meg, ha mindegyik kozvetleniil alatta elhelyezkedd sz6l6szemet (vagyis az 6t alulrdl érinté egy vagy két szélészemet)
mar korabban elfogyasztottuk. Példaul a D-vel jelolt szemet A és B elfogyasztasa el6tt meg kell enniink. Hanyféle

sorrendben fogyaszthatdak el a sz6l6szemek?
(AXBXO)
Y
AN

Eredmény. 16



Megoldds. Legelséként kizarolag az F' jelolésti sz6l6szemet ehetjiik meg, ami utdn megmarad az A, B,C,D és FE
sz0l6szem.

Ekkor valaszthatunk a D és E sz6lészemek koziil. A két eset egyértelmilen szimmetrikus, ugyhogy kezdjik az E-vel,
ami utdn megmarad az A, B,C és D sz6lészem. Ezutdn megehetjik a C-t vagy a D-t:

e Ha a C-t védlasztjuk, utdna meg kell enniink a D-t, ezutdn pedig vagy A-t vagy B-t (2 lehet8ség)

e Ha a D-t vélasztjuk, utdna megehetjiik az A, B, C sz6l6szemek barmelyikét, majd a maradék kett6t barmilyen
sorrendben (3 - 2 lehetéség)

Tehat minden esetben F-el kezdiink, majd valasztunk D és E koziil, utana pedig 2 + 6 = 8 kiilonféle lehetdségiink van.
Igy Osszesen 1 -2 -8 = 16-féleképpen ehetjiik meg a széloszemeket.

17. Feladat Legyen x egy pozitiv egész, amelyre
Ikkt(z,2°-3%. 5. 7%) =20.3%.5%. 72 4 Ikkt(x,2%-3*.5%.7)=2%.3%.5%. 72

Hanyféle kiilonbozd értéket vehet fel Inko(x, 22 - 3% - 52 . 73)?
Megjegyzés: Inko(a, b) az a és b egész szdmok legnagyobb kozos osztéjét, lkkt(a, b) pedig ugyanezen szédmok legkisebb
koz6s tObbszorosét jelenti.

Eredmény. 12

Megoldds. Az x biztosan 2% - 3% - 5¢ - 7¢ alaki (més primszam nem szerepelhet benne, mert akkor benne lenne a
legkisebb kozos tobbszorosokben is). Az elsé feltétel alapjan a = 6, b < 3, ¢ < 4 és d < 2, mig a mésodik feltétel
alapjan a < 8, b < 4, ¢ < 3 és d = 2. Ebbdl kovetkezik, hogy Inko(z, 22 - 3* - 52 - 73) primtényezdkre valé osztdsdban a
2 kitevéje pontosan 2, a 3 kitevGje barmelyik szam lehet 0 és 3 kozott, az 5 kitevéje barmelyik szam lehet 0 és 2 kozott,
a 7 kitevGje pedig pontosan 2. Kovetkezésképp Osszesen 4 - 3 = 12 ilyen szam létezik.

18. Feladat Egy pont egy téglalap belsejében helyezkedik el az abran lathaté médon. Harom, az abran jelolt szog
mérete ismert. Mekkora a kérddjellel jelolt szog (fokban)?

19°
43°

47°

Eredmény. T71°

Megoldas. A potszogeket megkeresve a jobb két cstcsnél arra jutunk, hogy a megadott belsé pont a téglalap két
fliggbleges oldalanak koz0s oldalfelez6 merdlegesén helyezkedik el. Ezaltal az egész dbra szimmetrikus erre a felez6vonalra.
Kovetkezésképp a keresett szog 90° — 19° = 71°.

190 o
710 47
43°
43°
71°
19° 47°

19. Feladat Zsuzsi egy nyakldncot szeretne késziteni kétféle gyongyszem felhaszndldséval. Osszesen 100 gyongyszemet
vasarolt, és tudjuk, hogy tobb olcsd szemet vett, mint dragat. Az olcsé gydngyszemek ara Osszesen 459 forint volt.
Minden egyes driga gyongyszem pontosan 13 forinttal keriil t6bbe, mint egy olcsé gyongyszem. Minden ar pozitiv
egész forint. Hany forintot fizetett Zsuzsi Gsszesen a dréga gyongyszemekért?

Eredmény. 1078

Megoldds. Legyen o az olcsé gyongyszemek szdma és a az (egészben kifejezett) druk forintban. Ekkor oa = 459 és
mivel 6sszesen 100 gyongyszem van, amibdl tobb az olesd, mint a draga, tudjuk, hogy 50 < o < 100. Mivel a gyongyok
ara egész szam, o biztosan osztéja 459 = 33 - 17-nek, szigorian 50 és 100 kozott, és az egyetlen ilyen oszté o = 51. Tehét
a = 459/51 = 9 és minden dragdbb gyongyszem &ra a + 13 = 22 forint. A driga gyongyok szdma 100 — 51 = 49, {gy
Zsuzsi 49 - 22 = 1078 forintot fizetett a draga gyongyokért.



20. Feladat Az
M-A-T H

N-A-B-O-J
egyenletben minden betii egy szamjegyet jelol, a kiilonb6zo betiik kiilonbozo szédmjegyeket jeldlnek, a - szimbdolum pedig
szorzast jelent. Hanyféle kiillonbozé értéke lehet az M - A- N - G - O szorzatnak?

—~G-A-M-E,

Eredmény. 1

Megoldds. Osszesen 10 kiilonféle betii van (M, A, T, H, N, B, O, J, G, E), tgyhogy a 0-9 szdmjegyeket mind
pontosan egyszer hasznaljuk fel, tehat valamelyik betl 0-nak felel meg. Ebbdl kévetkezik, hogy az egyenlet mindkét
oldaldnak értéke sziikségszertien 0. A 0 mindkét oldalon eléfordul gy, hogy nem szerepel a tort nevezdjében, és az
egyetlen ilyen betii az M, tgyhogy M = 0. Tehat M - A- N - G - O = 0 attdl fiiggetleniil, hogy milyen értékiiek a
fennmaradd betiik, vagyis a szorzat pontosan egy értéket vehet fel.

21. Feladat Harom vildgitétorony egy egyenes partvonalon fekszik. A szomszédos vildgitétornyok tdvolsaga 13 km.
Egy hajo a tengeren 10 km-re van az egyik szélsé vilagitotoronytdl és 13 km-re a kozépso vildgitotoronytol. Hany km
tdvolsdgra van a hajé a masik széls6 vildgitétoronytél? (A Fold gorbiiletét elhanyagoljuk.)

Eredmény. 24

Megoldds. Legyen H a hajé pozicidja, A és B a két szélsé vilagitétorony, K pedig a kozépsd torony. Mivel
KH=KA=KB =13, az A, B és H pontok mind egy koriven helyezkednek el, melynek kézéppontja K. Tovéabba az
AB szakasz a kor dtméréje. A Thalész-tétel alapjan az ABH haromszég H-nal derékszogli. Mivel AB = KA+ KB = 26
és AH = 10, a Pitagorasz-tétellel megkapjuk, hogy

BH = \/AB? — AH? = /262 — 102 = V/576 = 24.
Tehat a hajé és a masik széls6 vilagitotorony kozti tavolsag 24 km.

22. Feladat Hanyféleképpen rendelhetjiik harom szin egyikét egy 4 magassagu piramis 10 épitéeleméhez tgy, hogy
minden felfelé allé6 2 magassagu alpiramis vagy harom kiilénb6z6 szinti darabbdl alljon vagy egyszinti legyen? Egy
megfelel6 szinezés lathatd az alabbi dbran.

Eredmény. 81

Megoldds. A megadott feltételek mellett a piramis szineit teljes mértékben az alsé sor szinei hatdrozzak meg, mivel az
alsé sor mindegyik szinOsszeallitdsat pontosan egyféleképp tudjuk kiegésziteni a piramis tobbi soraban. Mivel minden
épitSelem szinére harom lehetSség van, sszesen 3% = 81 szindsszedllitds lehetséges.

23. Feladat Egy szabalyos 100-sz6g minden csticsahoz hozzarendeltiink egy kiilonb6z6 szdamot az 1,2, ..., 100 szamok
kozil ugy, hogy minden egymassal szemkozti szampar kiilonbségének abszolut értéke egy fix n érték. Hatdrozzdtok meg
n Osszes lehetséges értékének az Gsszegét!

Eredmény. 93

Megoldas. Legyen n olyan pozitiv egész szam, amire létezik a feladat szovegében leirt elrendezés. Ekkor az 1-es szam
pérja n + 1 (innentdl kezdve az egymadssal szemkozti csticsokat nevezziik pdrnak). Ezutdn 2 pérja biztosan n + 2, és {gy
tovabb, lathatjuk, hogy k szdm parja n + k minden k = 1,2,...,n szam esetében, igy pedig n parja 2n.

Lathatjuk, hogy az {1,2,...,2n} szdmblokk minden tagjdnak a pérjét ugyanebbdl a blokkbdl valasztjuk ki, és ez a
blokk elkiiloniil a fennmaradé {2n + 1,...,100} szdmoktdl. Ha 2n = 100, akkor a folyamatnak vége, méaskiilonben
pedig folytatjuk ugyanezt a péarositasi folyamatot 2n + 1-t6l kezd6dGen, aminek a parja 3n + 1 és igy tovabb.

Idével az {1,2,...,100} szdmsor felosztédik 2n hosszisdgu elkiiloniilé blokkokra. Ez akkor és csak akkor lehetséges,
ha 100 oszthatd 2n-nel, vagyis akkor és csak akkor, ha n pozitiv osztdja 50-nek.

Konnyen lathatjuk, hogy ez az 6sszedllitas lehetséges parositdst eredményez minden ilyen osztéval (és a fentiek
szerint % hosszisagu blokkokat képez). Tehdt a valasz az 50 Gsszes pozitiv osztéjanak Gsszege, ami

14245410+ 25+ 50 = 93.



24. Feladat Vettiik egy 5,12, 13 egység oldalhosszi derékszogi haromszog két példanyat, majd egymasra helyeztiik
oket dgy, hogy a legkisebb sz0ghtz tartozé csucsaik egymadson legyenek, és részben fedjék egymast az oldalaik az dbran
lathaté médon. Mekkora a nem atfedo teriiletet alkoté két haromszog koziil az egyiknek a teriilete?

6

Eredmény. F= 1,2

Megoldas. A sziirke haromszog hasonlé a nagyobb derékszogii haromszoghoz, és a legrovidebb oldalanak hossza
13 — 12 = 1, mivel mindkett6 hdromszog derékszogli és van még egy kozos szogik (az dbran a legfels6 csicsban).

Ezaltal a két derékszogli haromszog kozti méretarany 1 : 5, és a sziirke haromszog masik befogdja 1—52 hosszisagu.
Kovetkezésképp a keresett teriilet

25. Feladat A hét térpe mind vélasztott egy-egy pozitiv egész szamot. Mindenki ismeri a tébbiek dltal valasztott
szamokat. Hoéfehérke egyesével megkérdezte 6ket, hogy milyen szamot valasztottak.

e Az els6 torpe csendben maradt.

A misodik térpe azt mondta: ,A szdmom egyenld az elsé torpe szaméaval.”

A 3. torpe azt mondta: ,,A szdmom egyenld az els6 és masodik térpe szdmainak 6sszegével.”
e A 4. torpe azt mondta: ,A szdmom egyenld az elsd, masodik és harmadik térpe szamainak Gsszegével.”

o ...
e A 7. torpe azt mondta: ,A szdmom egyenld az els6tél a hatodikig minden torpe szamainak Gsszegével.”

Tudjuk, hogy a hét térpe szdamainak 6sszege 46. Azt is tudjuk, hogy pontosan egy térpe hazudott, minden egyéb torpe
allitasa a ténylegesen kivalasztott szamokra vonatkozott és nem a hangosan bejelentett szamokra. Taldljatok meg az
0sszes olyan szamot, amit a hazudds torpe véalaszthatott.

Eredmény. 7,14

Megoldas. Legyenek a torpék altal valasztott szamok aq,as,...,a7. ElsOként vegyiik észre, hogy a hatodik vagy a
hetedik torpe hazudik.

Ha a hetedik torpe igazat mondana, akkor a; = a1 +- - -+ ag, igy a teljes Osszegre igaz, hogy a1 +- - -+ ay = 2a7 = 46,
tehat a; = 4—26 = 23. Ha a hatodik torpe szintén igazat mondana, akkor hasonléképp ag = ai + - - + a5, tehat
a7 = a1 + -+ ag = 2ag, amibdl kovetkezne, hogy ag = 22—3, viszont ez nem lehetséges, hiszen ag-nak egész szamnak kell
lennie. Tehat ebben az esetben mindenképp a hatodik térpének kell hazudnia.

fgy ha az els6 ot allitas igaz, akkor azt kapjuk, hogy
az=ai, az=a1+az=2a;, a=a1+ax+az3=4a, as=a;+---+as=38ay,

tehdt a; + -+ - + a5 = 16a1. Tovdbbd ag és a7 kozill az egyik (az, amelyik igazmondé térpéhez tartozik) nagyobb vagy
egyenl6 a1 + - - - + a5 = 16a;-gyel, vagyis

ay+ -+ ay > 16a; + 16a; = 32a;,.

Mivel a szdmok Osszege 46, kovetkezik, hogy 32a; < 46, tehdt a1 = 1 (a1 pozitiv egész szdm), és kovetkezésképp ag = 1,
asz = 2, ag = 4, illetve a5 = 8. Ezekbdl megkapjuk, hogy a; + - -- + a5 = 16.

Most nézziik meg a két utolsé torpét. Ha a hatodik torpe mondott igazat, akkor ag = 16, szdval hogy megkapjuk a
46 Osszeget, szitkségszeriien ay = 46 — (16 4+ 16) = 14. Ha viszont a hatodik térpe hazudott, akkor a hetediknek kellett
igazat mondania és a7 = a; + -+ + ag = 16 + ag. A korabbi szamitisok alapjdn ebben az esetben a7 = 23, amibdl
kovetkezik, hogy ag = 7.

Mindkét konfiguracié esetén teljesiil, hogy pontosan az egyik torpe hazudik, tehat az 6sszes olyan szadm, amit a
hazug torpe véalaszthatott, 7 vagy 14.



26. Feladat Egy Fdld koriili palyan keringé miiholddal valé kommunikécidhoz hat kiilonb6z6 csatornat valasztunk az
{1;2;...;13} halmazbdl. Két kivdlasztds azonos, ha csak a csatorndk sorrendjében kiilonboznek. A legjobb sdvszélesség
elérésének érdekében a kivalasztott csatorndk kozott lennie kell legalabb egy olyan pérosnak, amelyek sorszama k6zotti
kiilonbség paratlan. Hany ilyen hattagi csatornacsoport lehetséges?

Eredmény. 1708

Megoldas. Két kivalasztott csatorna kiilonbsége pontosan akkor paratlan, ha ellentétes paritasiak. A kozvetlen
megszamolas helyett a nem megfelel6 esetekkel szamolunk: kivonjuk a pédratlan kiilonbséget nem tartalmazé csatorna-
csoportokat az Osszes lehetséges esetbol.

Egy hat csatornabdl 4ll6 halmaz pontosan akkor nem tartalmaz paratlan kiillonbségeket, ha mindegyik csatornapar
kozott paros a kiilonbség, ami csak akkor fordul el6, ha mind a hat csatorna egyforma paritdsd. Az {1,2,...,13} hal-
mazban hét paratlan és hat paros csatorna van, igy a csak paros vagy csak paratlan szamokat tartalmazd hatos
csoportok szama (g) + (g) = 8.

Mivel 6sszesen (163) = 1716-féle lehet6ség van hat csatorna kivalasztésara, a legalabb egy paratlan kiilonbséget
tartalmazo6 hatos csoportok szama 1716 — 8 = 1708.

27. Feladat Legyen N egy hétjegyu szam, amely minden szamjegyével oszthatd. Ha a szdmjegyei mind kiilonboz6ek
és nem nulldk, akkor taldljaitok meg N szamjegyeinek Osszegét.

Eredmény. 36

Megoldds. Mivel N-nek hét kiillonb6zé nemnulla szamjegye van, legalabb egy paros koziiliik, tehat N is paros. Ha
az b szerepelne a szamjegyei kozt, akkor az ottel valé oszthatdosdg szabalya miatt N-nek O-ra kellene végzddnie, ami
ellentmond annak a kitételnek, hogy egyik szamjegye sem nulla; tehat 5-0t kizarhatjuk. Ez&altal N hét szdmjegyet
tartalmaz az {1,2,3,4,6,7,8,9} halmazbdl, tehat pontosan egy jegy marad ki a halmazbdl. A 9 nem maradhat
ki: ha 9 nem szerepelne a szamjegyek kozt, a szdmjegyek halmaza {1,2,3,4,6,7,8} lenne, melyek osszege 31, tehat
N nem felelne meg a harommal val6 oszthatésag szabalyanak, holott benne van a 3, ami ellenmondé&sos. fgy 9-nek
mindenképp N jegyei kozt kell lennie, vagyis N-nek (és a jegyei Osszegének) oszthaténak kell lennie kilenccel, és mivel
1+2+34+4+6+7+8+9 =40, a 4-et kell kihagynunk, hogy a szdmjegyek Osszege 36 legyen, ami az egyetlen
lehetséges tobbszordse 9-nek. Egy példa a lehetséges N szamok kozil N = 9867312.

28. Feladat Egy szabalyos oktaéder minden csicséndl levagtunk egy darabot, igy egy csonkitott oktaédert kaptunk.

A megmaradé poliédernek nyolc szabélyos hatszog oldala van, és hat négyzet alaku oldala. Hényszorosa az 1j csonkitott
oktaéder térfogata az eredeti oktaéder térfogatdnak?

2>
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<

Megjegyzés: Egy szabalyos oktaéder egy olyan test, aminek nyolc egybevagd szabalyos haromszog oldala van.

Eredmény. %

Megoldds. Egy a élhosszisagit szabalyos oktaéder térfogata ka® valamely k &llandéra (nem nehéz bizonyfitani, hogy
k = +/2/3, de erre nincs sziikség a megolddshoz). A csonkitott oktaéderhez levagunk egy a/3 élhossziisagi féloktaédert
(négyzetalapi piramist) az oktaéder mind a 6 csticsabdl. A levagott térfogat megegyezik hdrom, egyenként £ élhosszisagi

oktaéderével. Tehat a teljes eltdvolitott térfogat 3 - k (%)3 = ka®/9. Kévetkezésképp a csonkitott oktaéder térfogata az

eredeti oktaéderéhez képest
1 1 8
— (ka® — —ka®) = .
ka3 ( “ 79 a) 9

29. Feladat Keressétek meg az alabbi egyenlet 6sszes valds értékii megoldéasat
8(4° +477) =54 (2" +27%) + 101 = 0.

Eredmény. =+1, £2



Megoldds. Legyen a = 2% + 27, Ekkor 4% + 47% = ¢2 — 2. Ezt az egyenletbe behelyettesitve megkapjuk, hogy
8(a* — 2) — 54a + 101 = 0,

amit
8a® — 5da + 85 =0
alakra egyszertisithetiink. Ezt a masodfoku egyenletet megoldva arra jutunk, hogy

54+ B2 —1-8-85 54++/2916—2720 54+\196 54+ 14
- 2-8 - 16 - 16 16

a2
T L _5
melynek megoldésai a; = 7 és az = 3.

Az elsd esetben
9 4 17
2z 47

amibdl kovetkezik, hogy 2% = 4 vagy 2% = i, tehat © = 2 vagy = —2. A maésodik esetben

1
2 — ==
+ 2z 2’
amibol kovetkezik, hogy 2% = 2 vagy 2% = %, vagyis x = 1 vagy ¢ = —1. Tehat az eredeti egyenlet megoldéasai
r==+1,+2.

30. Feladat A kocka alaki Kockvasit bolygén nyolc varos van, a kocka minden csicsaban egy. Vasutvonalak futnak
a kocka minden élén, ilyen modon az élszomszédos varosok Ossze vannak kotve, és ezen feliil négy vasuti alagut is
keresztiil van firva a bolygén, amelyek az dtellenes ponton 1év6 varosokat kotik ossze. Egy turista az A nevili varosbdl
indul és el akar jutni a szomszédos B varosba tgy, hogy pontosan 5 vasuti szakaszt hasznal, semelyik varost nem
latogatja meg t6bb mint egyszer, és megall, amikor a céljdhoz érkezik. A turista szeretne legaldbb egyszer kiprébalni
egy vasuti alagutat az utja sordan. Hanyféle dtvonal lehetséges? Az dbran lathaté egy példa egy ilyen ttra.

Eredmény. 28

Megoldds. Szinezziik be gy a nyolc csticson taldlhatd varosokat kétféle szinnel, mintha egy 3D-s sakktabla lenne,
hogy az Osszes vasuti szakasz (akar a kocka élén halad at, akar alagitban) az egyik szin{i varosbdl a masik sziniibe
halad. Mivel a turista egyik szinti varosbél indul és pontosan 0t vastti szakaszon dthaladva kell eljutnia a szomszédos,
masik szinil varosba, az utvonalnak valtakozé szint varosokat kell érintenie, és a két végpont kozott pontosan két-két
koztes varost kell érintenie mindkét szinbdl gy, hogy minden érintett varos kiilonbozik. Tovabbé a jelenlegi alagutas
feldllasban minden kiilénb6z6 szint varospar kozvetleniil kapcsolodik egymashoz egy vasuti szakasszal.

El6szor szamoljuk meg az Osszes 5 szakasz hosszliisdgu utvonalat, figyelmen kiviil hagyva az alagutas feltételt.
Mindegyik ttvonal felirhaté

A—my > e —>mg—e3— B

alakban, ahol m és mo a B-vel megegyez6 szinti kiilonb6z6 vérosok, mig es és ez az A-val megegyezé szinl kiilonbzé
vérosok. Osszesen 3-2 médon tudjuk kivalasztani a B-vel megegyezd szinfi mésik harom varos koziil az (my, mg) rendezett
part, és 3 - 2-féleképp tudjuk kivélasztani az A-val megegyezd szinii mésik harom vdros koziil az (e, e3) rendezett part.
Tehét Osszesen (3 -2) - (3-2) = 36-féle 5 szakasz hosszusdgi utvonal 1étezik.

Vonjuk ki ebbdl azokat az ttvonalakat, amelyek nem haladnak at alagiton, vagyis azokat, amik kizarélag éleken
haladé vasuti szakaszokon haladnak. Az elsé 1épés nem mehet kozvetleniil B-be, tigyhogy csupan kétféle els6 1épés
létezik. Ebbdl a kett6bdl egyenként pontosan 4 médon lehet befejezni csak élszakaszokkal az 5 szakasz hosszisagu
ttvonalat, vagyis Gsszesen 2 - 4 = 8 csak éleken haladé dtvonal létezik.

Tehat azoknak az 5 szakasz hosszisdgu itvonalaknak a szdma, amelyek legalabb egy alagiiton athaladnak, 36 —8 = 28.
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31. Feladat Egy vélasztason 2026 szavazd vett részt és négy jelolt volt: A, B, C' és D. Az A jeldlt szerepelt a
legrosszabbul a valasztdson, hatodannyi szavazatot kapott, mint a B jelolt. A C jelolt pontosan 446-tal kevesebb
szavazatot kapott, mint a masik harom jelolt egyuttvéve. A D jelolt nyerte meg a vélasztast, kevesebb, mint
800 szavazattal. Minden valaszté pontosan egy szavazatot ad le, egy jeloltre a négy koziil. Hany szavazatot kapott az
A jelolt?

Eredmény. 63

Megoldas. Legyen az egyenként kapott szavazatok szama a,b,c és d. Ezek nemnegativ egész szdamok, amelyekre
teljestl, hogy

a+b+c+d=2026,
b = 6a,
c=(a+b+d)— 446,
a,b,c < d < 800,
a<b,c,d.

Ha hozzadadjuk c-t a harmadik egyenlotlenség mindkét oldaldhoz, megkapjuk, hogy
2c=a+b+c+d— 446 = 2026 — 446 = 1580.
Tehat ¢ = 790, amibdl kovetkezik, hogy
a+b+d=2026— 790 = 1236.
Ha behelyettesitjiik b-t, megkapjuk, hogy
a+6a+d=1236, tehdt d= 1236 —T7a.

Mivel d < 800, tovabba d > ¢ = 790, tudjuk, hogy 791 < d < 799. Vagyis

791 <1236 — 7a <799, azaz 437 < T7a < 445.

A megadott intervallumban az egyetlen 7-tel oszthatd szam 441 = 7 - 63. Ezéltal a megoldds a = 63, amivel
kiszamolhatjuk, hogy b = 378, ¢ = 790, d = 795, és a feladatban megadott feltételek mind teljesiilnek is.

32. Feladat Az ABCD, EFGH és KGIJ négyzetek az dbran lathaté médon helyezkednek el: Az E és F' pontok
az AB szakaszon vannak, az I és J pontok pedig a C'D szakaszon fekszenek. A K pont a GH szakaszon van. Tovdbba
a harom négyzet kozéppontjai egy egyenesre esnek. Ha tudjuk, hogy AD = 7 és HK = 1, hatdrozzatok meg az
F' B szakasz hosszat.

D J I C

Eredmény. 12/7

Megoldads. Legyen a az EFGH négyzet oldalhossza és b a KGIJ négyzeté. A feladat szovegébdl kovetkezik, hogy
T=AD=JK+HE=a+bés1=HK = HG — KG = a—b. Ennek az egyenletrendszernek a megolddsa a = 4 és
b=3.

A héarom négyzet kozéppontjan athaladé egyenes mindhdrom négyzetet két egyforma részre osztja, tehat az
FBCI téglalap teriiletét a kovetkezoképp szamolhatjuk Kki:

1 o 1o 1.,
§(a+b) — 50 fib = ab.

Az FBCT téglalap teriiletét ugyancsak megadja az F B - (a + b) szorzat, és ebbdl a két egyenldséghdl megkapjuk,

hogy FB:aan’b = %
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33. Feladat Egy tédblara néhany szdamot irtunk, az egyik ezek koziil 2026. Ha toroljiikk a 2026-ot, akkor a szamok
szamtani kozepe 6-tal csokken. Ha ehelyett még egy 2026-ot irunk fel a tdbldra, akkor a szdmok szamtani kézepe 4-gyel
no. Mennyi az eredetileg a tdblan szerepl6 szamok Gsszege?

Eredmény. 10010

Megoldds. Legyen a kezdeti n darab szam Gsszege S. Ekkor

S—2026_§_6
n—-1 n ’
S+2026 S
— = -+ 4.
n+1 n

Ezeket az egyenleteket a kovetkezSképpen egyszertisithetjiik:

S = 2032n — 6n?,
S = 2022n + 4n?.

Ha kivonjuk az egyik egyenletet a masikbol és tudjuk, hogy n nem lehet nulla, akkor
S — S = (2032 — 2022)n + (—6 + 4)n* = 2n* = 10n = n = 5.
Tehéat S = 2032n — 6n% = 10010.

34. Feladat Egy bolha egy korvonal mentén ugrandozik. Az els6 szokkenéséhez tartozé kozépponti szog 1°, azaz az
ugras kezdo- és végpontjahoz tartozé sugarak édltal bezart szog 1°. Minden ezt kovetd ugras azonos irdnyba torténik, és
kozépponti szogiik 2°, majd 3°, és igy tovabb. Hanyadik ugrasdval ér vissza a bolha el6szor a kiindulépontjaba?
Eredmény. 80

Megoldds. n ugras utan a bolha
14+2+--+n=3n(n+1)

fokot jart be. A legkisebb olyan n-t keressiik, amire ez a szdm 360 t6bbszorése; magyardn azt szeretnénk, hogy n(n + 1)
tobbszorose legyen 720 = 16 - 9 - 5-nek. A szorzat mindharom tagjénak n vagy n + 1 osztdjanak kell lennie, hiszen
barmelyik két szomszédos szam egymads relativ primje. Nézziik meg a legnagyobb tag, 16 tobbszordseit — ekkor az n-re
lehetséges szamok: 15, 16, 31, 32, 47, 48, 63, 64, 79 és végiil 80, ami maga oszthato 5-tel, és n + 1 = 81 oszthatd 9-cel.
Kovetkezésképp az ugrasok keresett szama 80.

35. Feladat A Naboia Kirdlysagban harom magikus szovetség él: a Ttz Szovetsége, a Viz Szovetsége és a Szél
Szovetsége. Minden szovetség két varazsldmesterbdl és két vardzslotanoncbdl all. Hogy megvédjék a kirdlysagot, dssze
kell allitaniuk 4 harcos part, gy, hogy minden parban legyen egy mester és egy tanonc, de nem lehetnek ugyanannak a
szovetségnek a tagjai. Tovabba minden szovetségnek kell kiildenie legaldbb egy vardzslémestert és egy vardzslotanoncot
a parokba. Hényféleképpen &llithatjak Ossze a parokat?

Megjegyzés: Minden mester és tanonc kiilonallé személyiség, ezért fontos, hogy melyik magus szerepel az egyes
parokban, de a négy par sorrendje irrelevans.

Eredmény. 768

Megoldds. Mivel négy tanoncot kell kivalasztaniuk és mindegyik szovetségnek legalabb egy tanoncot kell kiildenie, a
tanoncoknak a szovetségek kozti eloszldsa (2,1, 1) valamilyen sorrendben. Hasonléképp négy mestert kell kivdlasztaniuk
és mindegyik szovetségnek legaldbb egy mestert kell kiildenie, igy a mesterek eloszldsa szintén (2,1, 1).

Két eset lehetséges.

Az elsd esetben ugyanaz a szévetség kiild két tanoncot és két mestert; legyen ez a szovetség X. Hérom kiilénb6zé
lehet6ség van X-re, és a maradék két szovetségbol 2 - 2 = 4 médon valaszthatjak ki a tanoncokat, és a mestereket is
ugyanugy 2 -2 = 4 médon valaszthatjak ki.

Minden kivalasztasndl az X szovetségbol jové tanoncokat a masik két szovetségbol jové mesterekkel kell Gssze-
parositani, amit 2-féleképp tehetiink meg. Ha ezt a parositast véglegesitjik, a maradék két tanoncot az X szovetségbdl
jovo mesterekkel kell osszeparositani, amit ugyancsak 2-féleképp tehetiink meg. Ezéltal ebben az esetben 2-2 =4
lehetséges méd van a mesterek és tanoncok Osszeparositasara. Tehdat ez az eset 3-4 -4 -4 = 192-féle parositast tesz
lehet6vé.

A mdsodik esetben az egyik szovetség (X) kiild két tanoncot, mig egy mdsik (V) kiild két mestert. Harom lehetdség
van X-re és a valasztas utdn két lehetOség van Y-ra. A maradék két tanoncot a masik két szovetségbol valaszthatjuk
ki 2 -2 = 4 médon, és ugyanigy tudjuk kivalasztani a fennmaradé két mestert. Barmelyik kivalasztaskor Osszesen
3 -2 = 6 mddon tudjuk Gsszeparositani a mester—tanitvany parokat: a két X-bol kiildott tanitvany parosulhat a hdrom
lehetséges mester barmelyikével, és ennek a két parosnak az Gsszeallitdsa utan mar csak egyféleképp alakulhatnak ki a
fennmaradé parok. Tehat ebben az esetben 3-2-4 -4 .6 = 576-féle parositas lehetséges.

A két esetet Osszeadva 192 + 576 = 768 lehetséges harcos felallast kapunk.
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36. Feladat Legyenek x és y nemnulla valés szamok, amelyekre x + % ={2ésy+ % = 3+/4. Hatdrozzatok meg
@y + ooy értékét.

Eredmény. 332

Megoldds. Vegyiik észre, hogy

) 1 1 1 1
Y+ —=\ry+ — r+—)—x——.
) Ty Y Y
1 1 1
zy+ —=(z+—-)|y+—-)—-2=3-2-2=4.
Ty Y T

1

Tovabba

Tehat

37. Feladat Legyen ABCD egy hurnégyszog, amelyre ADB< = 48° és BDC< = 56°. Az X pontot az
ABC' haromszog belsejében gy vélasztottuk, hogy XCB< = 24°, és az AX félegyenes felezi a BAC szoget.
Hatérozzatok meg, hogy hany fokos a C BX szog.

Megjegyzés: egy hurnégyszog egy olyan négyszog, amelynek a csicsai egy koron fekszenek.
Eredmény. 38°

Megoldds. Az ADB és AC B szogek egyformak, mivel ugyanahhoz a szakaszhoz tartozé keriileti szogek. Ezért
ACX<=ACB<«— XCB<=ADB<« — XCB« =48° —24° = 24° = XCB«.

Tehat CX az ACB< szogfelez&je, és ugyanakkor X az ABCA harom belsé szogfelezéjének metszéspontja (vagyis az
ABC haromszog beirt korének kozéppontja).

Szamoljuk ki a keresett szoget:

CBA<  180° — BAC< — ACB< _ 180° — 56° — 48°

BX< =
CBX<=" 2 2

= 38°,

ahol felhasznaltuk, hogy BAC< = BDC<, ami (a legelsd szogegyenléség analégidjara) abbol kovetkezik, hogy a két
szOg ugyanannak a szakasznak a kertileti szoge.

38. Feladat A Nabionicula simpler primitiv agya bal és jobb féltekére oszlik, melyek kétféle sejtbol dllnak: neuro-
nokbdl és gliasejtekbdl. Egyetlen sejt sem kapcsolddik masik sejthez ugyanabban a féltekében, de a kiilonbozé féltekékben
1év6 minden sejtpar kozott pontosan egy kétiranyu kapcsolat van. Egy Nabionicula simplexben 168 neuron—neuron
kapcsolat, 48 glia—glia kapcsolat és 191 neuron—glia kapcsolat talalhaté. Hany neuront tartalmaz a példany agya?

Eredmény. 29

Megoldds. Legyen ny és g1 a neuronok és gliasejtek szama az egyik féltekén, mig no és go a masikon. Tudjuk, hogy
ning = 168, g1g2 = 48 és n1gs + nogy = 191. Ezért

(n1 + g1)(n2 + g2) = 168 + 48 + 191 = 407 = 11 - 37,

tdgyhogy mivel mindkét féltekén mindkét sejttipusbdl legaldbb egy talalhatd, az altaldnossag elvesztése nélkil kimond-
hatjuk, hogy ni 4+ g1 = 11. Hasonléképp

(n1 — g1)(n2 — g2) = 168 + 48 — 191 = 25,

13



ami azzal egyiitt, hogy n; osztéja 168-nak és g1 osztdja 48-nak, arra vezet, hogy n1 = 8, g1 = 3, vagyis no = 168/8 = 21
és a neuronok szama 0sszesen ni + ng = 29.

Alternativ megoldds. Hasznéljuk ugyanazokat az elnevezéseket, mint az el6z6 megoldasban. Az nqgs + nagy szam
paratlan, ugyhogy az Gsszeadds egyik tagja paratlan; az altaldnossag elvesztése nélkil feltételezziik, hogy nigs paratlan.
Ebbél kévetkezik, hogy ny és go is paratlan. Ugyanakkor mivel 168 = 23 - 21 és 48 = 2% - 3, ny biztosan oszthaté 23-nal
és g1 oszthaté 2%-nel. Ezéltal nog, tobbszorose 23 - 24 = 27 = 128-nak, és mivel kisebb, mint 191, biztosan egyenld
128-cal, valamint ny = 2% = 8 (és g; = 2*). Kovetkezésképp n; = 168/8 = 21, és a valasz konnyen megkaphato.

39. Feladat Agnesnek van 0t egyforma egyenes (avagy "I-alakd”) trimindja, és egy 7 x 9-es téglalapban szeretne egy
Osszefiiggd utat épiteni, ami Osszekoti a bal alsd sarkot és a jobb felsé sarkot. Minden triminé egy kozépso négyzetbdl
és két szélsé négyzetbdl all, és az utat ugy kell kialakitani, hogy barmely két egymaést kovetd triminé pontosan egy
kozos récsszakaszon érintkezzen, és ez a koz0s szakasz mindkét triminé esetén az egyik széls6 négyzet egyik oldala. Az
aldbbi 4brén egy ilyen 1t lathats. Hény kiilonbozé médon alakithat ki Agnes egy ilyen utat?

[ 1

[]
[

Eredmény. 75

Megoldds. Mivel Agnesnek csak Ot trimindja van, az utvonal egyszer sem haladhat lefelé vagy balra: barmely visszafelé
haladé 1épéssel elvesztegetnénk a cél felé megtehetd tavot, amit 6t triminéval nem tudunk behozni. Ezért ahogy az
utvonal halad, a végpontja mindig folfelé és/vagy jobbra halad. Az titvonalakat gy szamoljuk, hogy megtoltjiik
a 7 x 9-es tablat: mindegyik celldba beirjuk azoknak a triminé-itvonalaknak a darabszamat, amiknek a jelenlegi
végpontja (az utolsé triminéd végsd szabadon 4llé6 négyzete) abban az adott celldban van.

Miutén lehelyezziik az els6 trimindt a bal alsé sarokba, a végpontja pontosan két cellanyira helyezkedik el a saroktdl:
vagy kettével jobbra (ha az elsd triminé vizszintes), vagy kett6ével foljebb (ha az els6 triminé fiiggbleges). Igy 1-es értéket
frunk a (0,2) és a (2,0) cellikba (a koordindtékat a bal alsé sarokbdl szamoljuk).

Toltsiik ki a tabla tobbi részét bal alulrél haladva a jobb fels6é sarok felé. Ahhoz, hogy meghatdrozzuk egy
(z,y) celldba irt értéket, vegyiik sorra, hogy milyen médokon végzédhet ott egy triminé. Egy (x, y)-ban végz8dd trimin
lehet fligg6leges vagy vizszintes, és barmelyik esetben a masik végpontjaval kell csatlakoznia az el6z6 triminéhoz. Ez
négyféle megeléz8 végpontot tesz lehetévé: (x,y — 3)-at és (z — 1,y — 2)-t a fliggdleges esetben, valamint (z — 3,y)-t és
(x — 2,y — 1)-et a vizszintes esetben. Ezek mindegyikéhez tartozik egy érvényes mdd, amivel egy meglévd tvonalat egy
triminéval meghosszabbithatunk. Tehdt az (x, y)-ba irt érték megegyezik az

(x—?),y), ($—27y—1), (x_lay_2)7 (a?,y—3),

cellakba mar beirt értékek Osszegével, ahol barmely a tablan kiviil es6 cella értéke 0.

0[{0[{4]0]{0|22/0]0]75
110(0(60|0(22|0
0[1{0]0|6]0|0]18
0/{0[2]0{0]|6]|0]0]13
110(0(210(0(4|0
0[{0|{0]|0|1]|0]|0]2
0{0|1]0|0]|1|0]0]|1

Miutan kitoltjik az Gsszes cellat ezen a mddon, a jobb fels6 sarokba beirt 75 pontosan megfelel a bal alsé sarokbdl a
jobb fels6 sarokig lehelyezhetd érvényes trimind-utvonalak szaménak.

Alternativ megoldds. Helyezziik le az 6t triminét a bal alsé (0,0) cellabdl indulva a kovetkez6 ,,csontvazszerii”
mdédon: az egymast kdvetd trimindk csak sarkosan taldlkoznak (végpont-sarok taldlkozik végpont-sarokkal). Az Gsszes
triminé vagy (+1, +3)-mal viszi el6rébb az ttvonal végpontjét (,f6lfelé” trimind) vagy (+3,+1)-gyel (,,jobbra” triming).
Ot triminé utdn az ttvonal végpontja (x,y), ahol x + y = 20. Ha F a folfelé trimindk szdma és J a jobbra trimindké,
akkor F 4+ J =5 és (z,y) = (F 4+ 3J,3F + J).

Ahhoz, hogy a sarkosan talalkozé lancot érvényes utvonalld tegyiik, ahol az egymaést kovetd trimindk éliikkkel
talalkoznak, ,megjavitjuk” a négy taldlkozasi pontot az egymds utani trimindk kozott. Legyen az i-edik talalkozasi pont
az i és ¢ + 1 trimindk kozti taldlkozéas; mindegyik taldlkozéasi pontnal kétféle mozgatas koziil valasztunk: vagy eggyel
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balra toljuk el az egész i + 1,4 + 2,...5 triminé-sort, vagy eggyel lefelé. Ezzel biztositjuk, hogy az i és i + 1 trimindk
egy egész élben taldlkoznak és nem csak sarkosan.

Legyen b az 6sszes olyan taldlkozasi pont szama, ahol balra toltuk a lancot, és legyen ¢ az Gsszes olyan taldlkozasi
pont szama, ahol lefelé toltuk a lancot. Mivel pontosan 4 taldlkozasi pont van, b+ ¢ = 4. Mind a négy eltoldst kdvetden
a csontvézszerii lanc (z,y) végpontja dtkeriil (z — b,y — £)-be. Ahhoz, hogy érvényes ttvonalunk legyen (0, 0)-bdl a
jobb felsd (9,7) celldba, erre a kialakult végpontra teljesiilnie kell az (z — b,y — £) = (9,7) egyenl8&ségnek.

Most nézziik meg mind a hat (F, J) esetet:

e (5,0): (z,y) = (5,15) nem juthat el (9,7)-be négy bal/lefele irdny1 eltoldssal.

(4,1): (z,y) = (7,13) ugyancsak nem vezet érvényes megoldashoz.

(3,2): (x,y) = (9,11)-ben sziikségszertien b = 0, £ = 4 (minden eltolast lefelé végziink el). Osszesen (g) =10
csontvazszerl lanc van és csak egyféle javitasi modszer, tehat 10 érvényes ttvonal.

(2,3): (z,y) = (11,9)-ben sziikségszertien b = 2, £ = 2. Ttt is (g) = 10 csontvazszeri lancunk van és (3) =6
médon tudjuk kivélasztani a balra torténd eltoldsokat (a tobbi eltolds lefelé torténik), ezdltal 10 - 6 = 60 érvényes
utvonalat alkotva.

(1,4): (x,y) = (13,7)-ben sziikségszertien b = 4, £ = 0 (minden eltoldst balra végziink el). Ebben az esetben

1) = b5 csontvazszerli lanc van és csak egyféle javitasi modszer, tehat 5 érvényes itvonal.

e (0,5): (z,y) = (15,5) sem vezet érvényes megolddshoz.

Tehat az érvényes tutvonalak szama 6sszesen 10 + 60 + 5 = 75.

40. Feladat Legyenek a, b, ¢, d valos szamok, amelyekre a + b+ c+ d = 2 és #2% + %220 + cj% + di% = 2026.
Adjatok meg a
b2 02 d2 a2
a+2b + b—|—2c+ c+2d+ d+2a

kifejezés értékét.
Eredmény. 507
, a2 b2 C‘Z d2 ‘. b2 C2 d2 a2
Megoldds. Legyen X = %5 + pise + ofaq + qisg = 2026 6 Y = 25 + 5550 + o T Tiea-
Mivel a + 2b szerepel a nevezében, megprébalhatunk egyszertisiteni az (a +2b)(a —2b) = a? — 4b? nevezetes azonossig
szamlaloba hozasaval, és hasonloképp a tobbi tort esetében. Ekkor

a? —4b® b -4 A —4d®  d? — 4a?

X —4Y = P + b1 2c + T 2d + PR =(a—2b)+(b—2¢)+(c—2d)+ (d—2a) = —(a+b+c+d) = —2.

Ebbél megkapjuk, hogy X —4Y = —2, tehdt Y = 1(X + 2) = 20282 — 507,

41. Feladat Egy téglatest alakti doboz alapja egy 3 oldalhosszisigi négyzet, a magassiga pedig a. Ebben a
dobozban talalhaté két pingponglabda, mindkettének 1 a sugara. Az els6 labda érinti a doboz két szomszédos fiiggbleges
lapjat, a doboz aljat és a mdsik labdat. A mdsik labda érinti a doboz mésik két fiiggbleges lapjat, a doboz tetejét és az
els6 labdéat. Hatarozzatok meg a doboz a magassigat.

Eredmény. 2+ /2

Megoldds. Legyen C; és Cy a két labda kozéppontja, és legyen d a két kozéppont vizszintes tdvolsaga, vagyis a
C1C5 szakasznak a doboz tetejére vagy aljara ravetitett hossza. Az elrendezést feliilrol nézve kapunk egy 3 egység
oldalhosszusagu négyzetet, ahol Cy két szomszédos oldaltdl 1 tavolsdgra van, mig Cy a masik két szomszédos oldaltdl
van 1 tavolsagra.

Tehat ebbdl a fels6 nézethél a C és Cs vetiiletei egy 1 oldalhosszisagu négyzet atellenes csicsaiban vannak, ezaltal

d= 2.
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Ezutan vizsgaljuk meg a Cy és Co pontokon dthaladé fiiggbleges keresztmetszeti nézetet. Ez a stk a dobozbdl egy
olyan téglalapot metsz, aminek a magassdga a keresett a érték, és a C;Cy szakasz erre a sikra esik. Legyen x a C] és
C5 pontok kozti fiiggbleges tavolsag.

Mivel a két labda egymast érinti és mindkettd 1 egység sugari, a kozéppontjuk kozotti tavolsag C1Co = 2. A d vizszintes
befogéjt és x fiiggbleges befogdji derékszogii haromszoghen tudjuk, hogy C1Cf = d? + x2, tehat x = /22 — d2 = /2.

Végiil pedig, mivel az egyik labda a doboz alsé oldalat érinti, a mésik labda pedig a tetejét, a doboz magassagat
megkapjuk az egyik labda sugardnak, a két kozéppont kozti fiiggbleges tavolsagnak és a masik labda sugardnak
Osszegébll: a=1+x+1=2+ V2.

42. Feladat Hanyféleképpen lehet egy 3 x 3-as tablazatot kitolteni a 0,1, ...,9 szamjegyekkel gy, hogy minden
celldban pontosan egy szam legyen, egyetlen szam se forduljon el6 t6bbszor, és a harom sor és harom oszlop altal alkotott
hat Osszeg vagy mind péaros, vagy mind péaratlan legyen? Aldbb lathaté egy példa egy helyes kitoltésre, amelyben
minden sor és oszlop 6sszege paros:

S Ot =
O =N
co J W

Eredmény. 259200

Megoldds. Mivel 04 1---+9 = 45 paratlan, egy paratlan szdmot kihagyva péaros Osszeget kapunk az egész tablazatban,
és ezaltal az Gsszes sorban és oszlopban paros Osszegnek kell lennie. Ezt 4 paratlan és 5 paros szammal csak igy tudjuk
megoldani, ha pontosan egy sor és egy oszlop (5 cella) tartalmazza az Gsszes paros szamot. Ezdltal megszdmolhatjuk az
Gsszes ilyen tdbldzat-Osszedllitdst, ha kivdlasztjuk a kihagyni kivdnt pdratlan szémjegyet (5 lehetdség), majd kivélasztjuk
a csak pdrosokat tartalmazd sort és oszlopot (3 -3 = 9 lehetdség), ezutdn tetsz6leges sorrendben elhelyezziik a pdratlan
szémokat (4-3-2-1 = 24 lehet8ség), végiil pedig barmilyen sorrendben elhelyezziik a pdros szdmokat (5-4-3-2-1 =120
lehetdség).

Hasonloképp, ha egy péaros szamot hagyunk ki, akkor mindharom sort és oszlopot 6sszeadva péaratlan szamot kapunk,
ezaltal az egyes sorok és oszlopok Osszegének is paratlannak kell lennie. Egyféleképpen tudunk elhelyezni 6t paratlan
szamot egy 3 x 3-as tdbldzatba gy, hogy minden sorban és oszlopban vagy egy vagy harom van bel6lik: pontosan egy
sorba és egy oszlopba rendezziik 6ket. A tdbldzat-Osszeallitasok szamat az elézé esettel analég mddon szédmoljuk ki, a
péros és paratlan szamjegyek szerepeinek megforditasdval. Tehat a keresett szam 2-5-9 .24 - 120 = 259200.

43. Feladat Az a,b, ¢, d pdronként kiillonboz6 pozitiv egész szdmok Osszege 20000. Keressétek meg lkkt(a, b, ¢, d)
leheto legkisebb értékét, ahol lkkt a legkisebb kozos tobbszorost jelenti.

Eredmény. 9600

Megoldas. Legyen L = lkkt(a,b,c,d) és legyen a > b > ¢ > d. Ezek a szdmok osztéi L-nek, vagyis L = aa; = bby =
cc1 = ddy valamely aq, by, c1, di pozitiv egész szdmokra. Egyértelmii, hogy a1 < b1 < ¢1 < dy, ezéltal a1 > 1, by > 2,
c1 > 3, d; > 4. Ez azt jelenti, hogy

L L L
<L < — < — < —.
a<L, b_2, c_3, d_4
Kovetkezésképp
1 1 1 25L
2 = b d<L-(1+4=4-+-)==22Z
0000 =a+b+c+d< (+2+3+4) TR

vagyis L > 12 -20000/25 = 9600.
Annak bizonyitasdhoz, hogy L = 9600 lehetséges, elég megadnunk, hogy a = 9600, b = @, c= @ ésd= giﬁ,
amelyek mind egész szdmok. Ennek a négy szamnak a dsszege 9600 (1 + 2 + 1 + 1) = 20000. Tehat az L keresett

minimalis értéke 9600.
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44. Feladat Legyen ai,as,as,... egy sorozat, ahol a, = 1(??

. Taldljatok meg, hogy milyen n esetén veszi fel a

sorozat a maximumat.

Eredmény. 2001

. .o +1)2 1000(n+1)2
Megoldds. Vegyiik észre, hogy ani1/an, = 1(’7601712 = 10(()7;”2)

megkapjuk, hogy 2000n + 1000 > n?, ezaltal pedig n(n — 2000) < 1000. Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy a kitétel
n < 2000 esetén érvényes, hiszen az egyenl6tlenség bal oldala nempozitiv, mig n > 2001-re ellentmondasra vezet.
Emiatt a sorozat szigortian monoton novekszik 2001-ig, és onnantél hasonléképp szigoriian monoton csckken, vagyis
a1 < ag < -+ < aggoo < G001 > A2002 > - - -. Tehdt a sorozat maximuma asggi-nél van.

Ekkor any1 > a, vagy anq1/a, > 1 esetén

45. Feladat Ot barst il6helyeket keres egy eléaddson. Mind egy sorban akarnak iilni, ahol az iilések igy helyezkednek

el:
IBABARAAB_AABABHH8_HAARAARA_BAABAEAAE

Azaz egy fal mellett négy blokkban hat-hat szék, kozottiik 3 folyosd, majd megint fal. A bardtok félénkek, ezért ugy
akarnak 5 iilést kivalasztani, hogy el tudjak hagyni til6helyeiket gy, hogy ne kelljen egy idegent sem megkérnitik, hogy
alljon fel, még akkor se, ha minden mas iilés foglalt. Hany ilyen 6t iilésbdl 4llé halmaz 1étezik?

Eredmény. 252

Megoldds. Az a kitétel, hogy ,el tudjdk hagyni léhelyeiket tigy, hogy ne kelljen egy idegent sem megkérniiik, hogy
alljon fel” azt jelenti, hogy a kivalasztott iil6helyeknek a folyosékkal szomszédos Gsszefiiggd csoportokat kell alkotniuk.

Tegylik sorba az 6t bardtot. Hdrom csoportra akarjuk felosztani 6ket (amelyek koziil lehet, hogy lesz iires) a hdrom
folyoso koré. Ehhez elhelyeziink 2 - 3 — 1 = 5 hatérolét:

e a pdratlan hatarolok magukat a folyosokat jelolik,

e a pdros hataroldk az {ires tiléseknek a falakkal nem szomszédos csoportjait jelolik (ahol van legaldbb egy tires
iilés).

Azt allitjuk, hogy ezek az elrendezések egy az egyben lefedik az Gsszes érvényes iil6helyvalasztast. Vegyiink egy ilyen
elrendezést, példaul a
_0B_0BB_BB,

sort, ahol a B egy baratot jelol, az _ egy folyosét és az () egy iires iiléscsoportot. Balrdl haladva igy olvassuk ki: az
elsé blokkbdl nem valasztottak iilohelyet; a masodik blokkban a méasodik folyosé mellett egy iilést valasztottak; a
harmadik blokkban a jobb két iilést valasztottdk ki; a negyedik blokkbdl pedig a bal oldali két tilést valasztottak
ki. Mésrészt, az Osszes érvényes il6hely-elrendezést egyértelmiien tudjuk kédolni. Ha a szomszédos folyosok kozti
csoportok Gsszeérnének, vagyis ha a baratok egy teljes blokkot elfoglalndnak, akkor tobbféle médon tudnénk elhelyezni
a blokkba tartozé hataroldt, de mivel 6t bardt van és hat iilésbol all egy blokk, a hatarolé elhelyezkedése mindig egyedi.

Ot barét (akiket nem kiilsnboztetiink meg, hiszen nem szamit, hogy melyik bardt hovs iil a kivélasztott iilések koziil)
és 6t hatdrolé (amik jelentés szerint kétfélék, de a fajtdjukat egyértelmiien meghatérozza a sorrendjik, tehét a szdmitds
sordn nem kiilonboztetjiikk meg 6ket) elrendezéseit szdmoljuk. Tehdt 10 elhelyezkedésbél 5-6t kell kivdlasztanunk, ezéltal

az iil6helyek kivalasztasara
5+5 _ 10 _ 959
5 5

46. Feladat Vegylink egy 4 oldalhosszisigd szabalyos haromszoget. A haromszdg minden csicsa koré rajzolunk egy
1 sugara kort. Hatarozzatok meg annak a nagyobb koérnek a sugarat, amit beliilrél érint a kis korok kozil ketto, és
kiviilrol érinti a harmadik kor.

lehetGség van.

Eredmény.
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Megoldds. Nevezziik ABC-nek a szabdlyos haromszoget és a nagyobb kor kézéppontjat O-nak, sugardt r-nek. Tegyiik
fel, hogy az A és B csucsok koré rajzolt korok érintik beliilrél a nagyobb kort, a C' kéré rajzolt kor pedig kiviilrol.
A haromszog magasséga h = @ -4 =24/3. Mivel OA = OB, az O pont az AB szakasz felez6merdlegesén talélhato.
Legyen M az AB oldal felezépontja, ezaltal AM =2 és CM = h.

Az érintékre vonatkozé feltételek alapjan OA = OB =r — 1 és OC = r + 1. Mivel O a CM egyenesen van, tudjuk,
hogy
OM=0C—-CM=r+1-h.

(Ezzel feltételezziik, hogy O az ABC haromszogon kiviil helyezkedik el. Ha O a haromszogon beliilre esne, akkor
OM = OC — CM helyett OM = CM — OC lenne érvényben; esettdl fiiggetleniil ezek utdn csak OM?2-tel dolgozunk,
ami nem véltozik.)

Az OM A derékszogii hdromszoghen a Pitagorasz-tételbdl kovetkezik, hogy

OA? =OM? + AM? vagy (r—1)?=(r+1—h)?+22

Kifejtve és egyszerilisitve megkapjuk, hogy

h% —2h + 4
r=-——-—
2(h —2)
Behelyettesitve h = 21/3-at megkapjuk a keresett megoldast: r = f/%f = B\gﬁ

47. Feladat Van két szoba, az egyik tele van torpékkel, akik mind 1,2 m magasak, a masik tele van kiiklopszokkal,
akik mind 4 m magasak. Miutan 35 kiiklopsz és 24 tOrpe atment a sajat szobajabol a masikba, az dtlagmagassag
mindkét szobaban ugyanannyi lett. Mennyi Gsszesen a lények minimalis szama, amely mellett ez el6fordulhatott?

Eredmény. 117

Megoldds. Legyen t és k az Osszes torpe és kiiklopsz szdma. A csere utdn az elsd szobdban ¢t — 24 toérpe és 35 kiiklopsz
van, a méasodik szobdban pedig 24 torpe és k — 35 kiiklopsz. Az egyszeriiség kedvéért legyen t1 =t — 24, k1 = 35,
to = 24 és ko = k — 35, és jeloljlik a torpék és kiiklopszok magassagat my-vel és my-val. Az dtlagmagassag a csere utan

timg + kimy tomy + komy

t1+ky  tat ke

Az egyenletet egyszerisitve azt kapjuk, hogy
(mk — mt)(lﬁtQ — tlk’g) =0.

Mivel my, kiilonbozik m-t6l, kdvetkezik, hogy kito — t1ko = 0 vagy % = ’:—22 Ez a kovetkeztetés logikus: ahhoz, hogy a
két szobaban ugyanakkora legyen az atlagmagassag, a torpék és kiiklopszok ardnya is egyforma; a tényleges magassagok
nem szamitanak. A ky és to ismert értékeit hasznalva arra jutunk, hogy

t1ke = kita = 35 - 24 = 840.

Az a célunk, hogy a lények szaménak t + k Osszegét a lehetd legkisebb értékre hozzuk, amit a ti + ko Osszeg
minimalizdlasaval érhetiink el, hiszen t+k = t1+ko+24+35. Két pozitiv egész szdm, melyek szorzata allandé, akkor adja a
legkisebb dsszeget, ha a két szdm a lehetd legkdzelebb van egyméshoz; ez kovetkezik példaul a (t1+ko)? = (t1—kg)?+4t1 ko
egyenloséghOl. Tehdt a 840 két egész tényezore vald felbontdsat keressiik, melyek a lehetd legkdzelebb vannak egymashoz.
Konnyen megtalaljuk az idedlis valasztast, ami 840 = 28 - 30.

Ezéltal t1 és ko értéke 28 és 30 (barmilyen sorrendben), és a lények lehetd legkisebb létszdma t+k = 28+30+24+35 =
117.
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48. Feladat Hat kaléz belép egy kocsmédba, majd egy kaotikus keveredés utan véletlenszertien helyet foglalnak egy
kerek asztal koriill. Mindegyikiiknek van egy velesziiletett vadsagi szintje 1-tél 6-ig (mindegyikiik szintje kiilonb6z6),
amely minden parbajt eldont: a magasabb szintl kaléz mindig gy6z. Annak eldontésére, hogy ki vezesse a legénységet,
egy parbajritualét kvetnek: minden korben a még jatékban 1évé kaldzok kozil véletlenszeriien kivélasztanak egyet, aki
kihivja a téle az dramutatd jardsdval megegyezd irdnyban legkozelebb 118, még jatékban 16v6 kaldzt (az tires székeket
kihagyva). A gyengébb kaldz kiesik, az er6sebb a helyén marad. Ot kér utén csak egy kal6z marad. Mennyi annak a
valdszintisége, hogy az utolsé parbaj a két legerésebb kaldz, a 6-os és az 5-0s szintli kozott zajlik?

Eredmény. 7/15

Megoldds. Véletlenszertien iiltessiik az asztal koré a hat kalozt és foglalkozzunk csak az 5-0s és 6-os szintl kaldzzal
(hiszen a 6-os semmiképp nem tud kiesni). Bérmely pillanatban felsorolhatjuk 5, Ay,..., A4, 6, By, ..., B, médon a
még jatékban 1é6v6 kalézokat, ahol a kizdrdlag az éramutatd jardsa szerint nézve (5-t6l szdmolva) az 5-0s és a 6-0s
szintli kalézok kozotti még jatékban 1évo kaldzok szama, b pedig kizardlag a 6-ostdl az 5-0sig szamolt tobbi jatékban
1év§ kaléz szédma a mésik koriven. Legyen f(a,b) annak a valdszintisége, hogy az utolsé parbaj az 5-6s és 6-os kaldz
kozott zajlik ebben az elrendezésben. Egyértelmii, hogy ez a valdszinliség csak az a és b értékektdl fligg, nem pedig a
konkrét A; és B; kaldzok személyétol és szintjétol. Valéban minden A; és B; kaléz szintje legfeljebb 4, tehat barmely
olyan parbajban, amelyben részt vesz az 5-Gs vagy 6-os kaldz, kiesik az alacsonyabb szinti kaléz attdl fiiggetleniil, hogy
melyik A; vagy B; volt az, mig az A;-k vagy B;-k kozotti parbajok csak az adott blokknak a méretét csokkentik eggyel.
Ha a = 0 vagy b = 0, akkor 5 és 6 szomszédosak, mikézben n = a 4+ b + 2 kal6z van még jatékban. Ebben az esetben
minden korben pontosan egy kihivévélasztds (5 vagy 6 attdl fliggéen, hogy ki iil a jobb oldalon) eredményezi azonnal
az 5 és 6 kozotti parbajt, kiejtve 5-0t; minden més valasztas valaki mast ejt ki. Tehat annak a valészintisége, hogy
5 jatékban marad az utolsé parbajig, kifejtheté a kovetkezo teleszkopikus szorzattal:
n—1 n—2 2 2 2

f(a70) :f<0’b) =

n n—-1 3 n a+tb+2

Most feltételezziik, hogy a,b > 1, és maradjon n = a + b + 2 a még jatékban 1évo kaldzok szama. Vegyiik az 5-tel
kezd6d6, éramutatd jarasaval megegyezd irdnyba haladé kalézok csoportjat, a kozvetlentil 6 el6tti kalézzal bezarodlag;
ebben a csoportban pontosan a+1 kaléz van: 5, Ay, ..., A,. Ha a véletlenszerlien kivéalasztott kihivé ebben a csoportban
van, akkor a pdrbaj is ebben a blokkban zajlik le (a kihivott kal6z az 6ramutatd jardsdnak irdnyaba esé kovetkezd
kaléz, aki még ebben a csoportban van, kivéve A, esetén, aki a 6-os kalézt hivja ki) és minden esetben a kiejtett kaléz
Ay, ..., A, kozil kertil ki. Ezéltal ha a kihivét ebbél a csoportbdl valasztjuk, akkor a eggyel csokken. Ugyanezen logika
mentén a 6-tal kezd6dd, éramutatéd jardasanak irdnyaba haladé kaldzcsoport, amely kozvetlenil az 5-6s kaldz elott
végzodik, b+ 1 tagu, és ha a kihivét ebbol a csoportbdl valasztjuk ki, akkor b csokken eggyel. Mivel a kihivé valasztdsa
egyenletes eloszlast az n fennmarado kaléz kozott, a, b > 1-re megkapjuk, hogy

Fab) = ““f(a_l,b)+b+71f(a,b_1).

n

Kezdetben a +b=4. Az f(0,4) = 2 =1, f(0,3) = 2, f(0,2) = 3, f(0,1) = 2 értékeket és az f(a,b) = f(b,a)
szimmetridt haszndlva rekurziéval megkapjuk, hogy f(1,1) = 2, f(1,2) = 2, f(1,3) = & és f(2,2) = 2. Mivel a
kezdeti iilésrend egyenletes eloszlast, az éramutatd jarasa szerinti a tavolsag 5 és 6 kozott egyenletesen oszlik el a

{0,1,2,3,4} halmazon, tehat a keresett valGsziniiség

1 1/1 8 3 8 1 7
ST+ £03)+ 72241+ F00) =5 (341 + 2+ 543 ) = 1

Alternativ megoldds. Altaldnosabb médon oldjuk meg a feladatot n szadmu kalézra hat helyett. Legyen p, annak a
valésziniisége, hogy az utolsé két jatékban marado kaléz n és n — 1 szintli. Az a célunk, hogy bebizonyitsuk a

rekurziv formuldt n > 3-ra.
Vegyiik a ritudlé legels6 1épését. Az n—1 szinti kal6z azonnali kiesésének valdszintisége ﬁ: annak a valészintsége,

2
? n—17

lehet6ség van és koziiliik pontosan 2 van n mellett. Ha egymadas mellett iilnek, a kettejiik k6zotti parbaj valdszintisége 711
Ezért a valdszintiség

hogy n és n—1 egymas mellett {ilnek hiszen ha a kalézok n-nel kezdédden tilnek korbe, akkor n—1 til6helyére n —1

2 1 2

n-1n nnh-1)

Ezaltal 1 — ﬁ valdszinliséggel esik ki az 1,...,n — 2 szintl kal6zok valamelyike. Ekkor a jatékban maradé n — 1
kal6z ugyancsak véletlenszerii sorrendben iilnek az asztal koriil, és minden elrendezés egyforman valdszinti: ha a k kal6z
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kiesik, akkor barmely ezt kévetd tilési sorrend létrejohet pontosan 2(n — k) médon, mivel k biztosan az ¢ kaléz mellett
iilt és vele parbajozott (¢ az n — k magasabb szintii kalézok egyike) — vagy gy, hogy k hivta ki ¢-t, vagy forditva. Ez a
szam kizarolag k-tdl fligg és nem a kialakuld sorrendtol, igyhogy ha djraszamozzuk a jatékban maraddkat 1,2,...,n—1
mddon, akkor az eredeti felalldst kapjuk n — 1 kal6zzal. Ez bizonyitja a (#) rekurziét.

Mér csak pg-ot kell kiszdmolnunk. Mivel po = 1, a (#) tobbszori alkalmazdsdval megkapjuk, hogy

14 9 5 2 7
=15 1063 15
Tehat annak a valdsziniisége, hogy az utolsé parbaj az 5-6s és 6-os kaldz kozott zajlik, 1—75 Altalénositva a (#)-bél vald
indukcidval is bizonyithatjuk, hogy
n+1

Pn = m

49. Feladat Egy L-alakd tetrominé (ami négy egybevdgi négyzetbdl &ll) bele van rajzolva egy egyenld szard
derékszogli hdromszogbe az abran lathaté médon. Mi a tetrominé teriiletének és a haromszog teriiletének az ardnya?

Eredmény. 80/169

Megoldds. A pontokat az dbrdn lathaté mdédon nevezziik el. Ha a tetrominé négyzeteinek oldalhosszat 1-nek tekintjiik,
akkor csak az ABC' hiromszog egyik oldalhosszat kell kiszamolnunk, pl. az AC' atfogdt.

.

Ly

A

Az EF segédvonal hasznalatiaval megkapjuk az FF K derékszogii haromszoget, ahol EK F< = 90° és az oldalhosszak
FEK =1, KF =2 és EF =+/5. Mivel GL = 2 és LF = 1, valamint FLG< = 90°, az EFK és FGL hiromszogek
egybevigéak. Ebbél megkapjuk, hogy GF = EF = /5. Legyen a = LGF<. Ekkor K FE< = a és kovetkezésképp
GFE< =90°, hiszen « kiegésziti GF L<t-et 90°-ra. Ez viszont azt is jelenti, hogy az F EC haromszog egyenl6 szaru
és derékszogii, oldalhossza pedig FC = /5. Ezutan bevezetiink egy masodik segédvonalat a D pontbdél merélegest
allitva az AC szakaszra, l1étrehozva az M pontot az AC szakaszon. Mivel LGF<+ MGD< = 90°, megkapjuk, hogy
GDM< = «, és emiatt az M DG haromszog hasonlé az FGL hiromszoghoz, méretardnyuk pedig v/5. Tehat az

M DG haromszog oldalhosszai MG = %, MD = % és DG = 1. Mivel az M AD héaromszog is egyenl$ szara és

derékszogli, megkapjuk, hogy AM = % Ezaltal tudjuk, hogy

C

2 1 3425 13
AC=AM +MG+GF+FC= %4+ —=4+V54+V5=—F—=—.
VIRV VB

() () -5

S

Tehat az ABC hdromszog teriilete

1
—AB® =
2

N =

és a keresett ardnyszam ay = %.
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50. Feladat Az (a,)22; sorozat els6 néhdny tagja aq; = az = az = 1, és minden n > 1-re a3 = 397 +2 4 3%n+1 4 3%n,
Mi lesz aga-nek a 49-cel valé osztasi maradéka?

Eredmény. 11

Megoldds. Az age tag 3 hatvanyainak 6sszege, melynek modulo 49 értékét az Euler-tétellel tudjuk megkeresni: mivel
Inko(3,49) = 1 és ¢(49) = 42, a tétel miatt biztos, hogy

3an = gan mod 42 (154 49).

Ezaltal az age = 3%21 4 320 4 319 (mod 49) kiszdmoldsahoz elegendd ismerniink az asq, ago, a19 (mod 42) értékeket,
rdadasul a kinai maradéktételt hasznalva elég kiilon a modulo 6 és 7 értékeket keresniink.

El6szor is, n > 4-re minden a,, harom haromhatvany Osszege, igy paratlan és oszthaté harommal, tehat a, = 3
(mod 6). Mivel 35 =1 (mod 7) (ismét az Euler-tétel alapjan), kovetkezésképp 3% = 33 (mod 7) érvényes n > 4-re.
n > T-et véve (tehdt hogy n — 1,n — 2,n — 3 > 4 legyen) megkapjuk, hogy

Qp = 3% 4 39—z $ 39n—2 =33 1 33 1 33 =4 (mod 7).

Ha a kinai maradéktétel szerint kozosen vizsgaljuk ezeket a kongruencidkat, akkor megkapjuk, hogy a, =39 = —3
(mod 42) érvényes n > 7-re. Visszatérve még egy alkalommal az Euler-tételhez, ez azt jelenti, hogy 3%» = 373 (mod 49)
érvényes n > T-re, ahol a negativ exponens a modularis inverz egyik hatvanyat jeloli. Végil pedig

Ay = 320 3920 1399 =373 1. 373 1 373 =372 — 971 =11, (mod 49),
mivel 9-11 =99 =1 (mod 49). Tehét a keresett maradék 11.

51. Feladat Max elindul egy végtelen hosszii autépalyan, kezdetben iires tankkal. Minden n > 0 egész szdm esetén
van egy benzinkit a kezdSponttdl n? mérfold tdvolsdgra. Max mindenhol egész értékii egységnyi lizemanyagot vésarol.
Azonban a benzinkutasok nem szeretnek nagy mennyiségi iizemanyagot eladni, ezért az egységnyi iizemanyagdr minden
hozzdadott egység esetén novekszik: mindegyik drusnél az els6 egység 1 dollarba kertil, a masodik 2 dollarba, a harmadik
3 dolldrba és igy tovabb. Egy egységnyi iizemanyaggal Max egy mérfoldet tud haladni. A benzinkutak készlete és Max
iizemanyagtankja is korlatlan. Ha az 6sszes pénze 730 dollar, akkor maximum hény mérféldet tud megtenni az iton?

Eredmény. 123

Megoldds. Ahhoz, hogy eljusson az n® mérfoldnél 1évé arushoz, Max a kordbbi n arustél tud benzint venni. Az
elméletben legkisebb iizemanyagarat 1igy érheti el, ha minden arustél pontosan n egységnyi benzint vasarol, mivel
barmely nem egyenlé eloszlasi vasarlas megnoveli a fizetend6 végosszeget.

Viszont ellendrizniink kell, hogy a , minden meglatogatott arustol veszek n egység benzint” stratégia valéban
miikodik (vagyis dltala Max el tud jutni n? mérfold tavolsagra); nem fordulhat eld az, hogy kifogy a benzin, miel6tt
elérne valamelyik korabbi arushoz. Egyszer® indukciéval bizonyithatjuk, hogy ez a stratégia nem fulladhat kudarcba.
Az n = 0 eset egyértelmii: semennyi benzint nem kell vasarolnia, hogy eljusson 0 mérfold tavolsidgra. Tegytiik fel, hogy
mér tudjuk, hogy lehetséges elérni az n? mérfold tavolsigot, ha n egység benzint vésarol mind az n arustél. Ekkor, ha
helyette n + 1 egységet vasarol mindenhol, akkor biztosan nem fogyhat el az iizemanyagja, miel6tt elér n? mérfold
tavolsdgra. Tehdt az n2-nél 1évS drustdl is tud venni n + 1 egységet, és miutdn n + 1 alkalommal vésarolt n + 1 egység
benzint, Max sikeresen el fog érni (n + 1)? mérfold tavolsdgra is.

Ezzel az érveléssel megmutatjuk, hogy az n? mérfold eléréséhez sziikséges benzin ara legaldbb
nn+1)

7
Mivel C; = 726 < 730 < 936 = C1o, kivetkezik, hogy 112 mérfoldig el tud jutni a megadott pénzbdl, de 122 mérfoldig
méar nem. Ha a maradék 4 dollart felhasznélja arra, hogy vegyen még 2 egység benzint 112 mérfoldnél, dsszesen
123 mérfoldet tud levezetni, viszont 124 mérfoldnyi benzin méar 2 dollarral a koltségvetésen kiviil esne. A fenti
konstrukcidk optimalis koltségliek 123 és 124 mérfoldre: nincs értelme a sziikségesnél t6bb benzint vasdrolni az utolsd
arustdl, és a 112 mérfoldnél korabbi drusoktdl vésarolt egységek névelése még legaldbb 12 dollarba keriilne egységenként,
még ha tokéletesen el is osztjuk az egységeket.

2

Ch=n(l4+2+---4+n)=n

52. Feladat Legyen ABCDEF egy szabalyos hatszog, amelynek a teriilete 420. Az M, N és P pontok rendre a
DE, FA és BC oldalak szakaszfelez6 pontjai. Berajzoljuk az AM, BM, CN, DN, EP és F P szakaszokat, amelyek
korbezarjak a sziirkére festett régiét. Hatarozzatok meg a sziirke rész teriiletét.

D C
M P
E B
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Eredmény. 36

Megoldds. A sziirkére satirozott régidt feloszthatjuk hat egybevdgd hdromszogre; egy ilyen hdaromszog tertiletét fogjuk
kiszdmolni. Legyen O a hatszog kozéppontja, X a BM és C'N szakaszok metszete és Y a BM és PFE szakaszok
metszete. Tovabba bevezetiink néhdny segédpontot: @ a C'D oldalfelezéje, V az AD és C'N szakaszok metszéspontja,
valamint W a PM és QN szakaszok metszéspontja. Megmutatjuk, hogy OX : OP =2:5é0Y : 0Q =2:7T.

Mivel az N AV és CDV héaromszogek hasonléak és NA = %C’D7 tudjuk, hogy AV : VD =1:2, ezdltal OV = %OA.
Az OV X és PCX haromszogek is hasonléak, és mivel PC = %BC’ = %OA, megkapjuk, hogy OV : PC = 2 : 3, ami
ugyancsak egyenlé OX : PX-szel. Tehat OX : OP =2 : 5.

Hogy megkapjuk OY : OQ = 2 : 7-t, felhasznaljuk az OBY és WMY haromszogek hasonlosdgat: WM = %OB7
amibdl kovetkezik, hogy OY : YW =4 : 3. Ezt kombindlva OW = WQ-val megkapjuk, hogy OY : OQ =2 : 7.

Jeloljik a haromszog teriiletét szogletes zardjelben. Az OXY és OPQ haromszogek kozos szoge a POQ<, ugyhogy

[OXY] OX 0Y
[OPQ] ~— OP 0Q

4

35

22
5 7

Tovabba az OP(Q hiaromszog egyenld oldali, és oldalhossza @ ardnyu az ABO oldalhosszaval, tigyhogy [OPQ] =
%[ABO]. Tehét

[OXY] 4 3 3

[ABO] 35 4 35
Mivel a satirozott régié az OXY harom példanyat tartalmazza és a hatszog az ABO hat példanyat tartalmazza,
ugyanez az arany érvényes. Kovetkeztetésképp a satirozott régio teriilete 3—?% - 420 = 36.

53. Feladat Adél az algebrai atalakitdsok mestere, ezért felirta az Gsszes +a + b & ¢ & d alaka kifejezést (Gsszesen
16-ot, az Osszes lehetséges el&jel-kombinécidval), majd dsszeszorozta Oket, igy az a, b, ¢, d véltozdk egy polinomjét
kapta. Ezutdn elhagyta azokat a tagokat, melyekben legaldbb az egyik valtozé nem szerepelt. Mi a megmaradt tagok
egyiitthatoinak Osszege?

Eredmény. —328

Megoldas. Legyen P a feladatban megadott polinom. Ha mind a négy valtozéra 1 értéket helyettesitiink be, akkor a
szorzatuk egyik tényez&je (1 +1—1—1) =0 lesz, igy P Osszes egyiitthatéjdnak Osszege 0. Szamoljuk ki az elvetett
monomok egytitthatéinak osszegét logikai szita segitségével.

Az olyan monomok egyiitthatGosszegének kiszamolasahoz, amelyekbél hidnyzik legaldbb egy valtozd, vegyilik azt az
esetet, ahol az egyik valtozo értékét nullanak valasztjuk, majd szamoljuk 6ssze mind a négy véltozora a lehetGségeket.
fgy legalabb egyszer szamoljuk az Gsszes olyan monomot, ami egy valtozot nem tartalmaz. Hogy Gsszeadjuk azoknak a
tagoknak az egyltthatéit, amelyek nem tartalmazzdk (példdul) a d-t, kiszdmoljuk P értékét ugy, hogy a=b=c=1és
d = 0, és megkapjuk, hogy

P(1,1,1,0) = (14+14+ 1)1 +1=1)(1=14+1)(1=1—1)(=1+14+1)(=1+1=1)(=1 =1+ 1)(=1 —1—1))* = 9% = 81.

Osszeszédmolva a hidnyzé valtozéra vonatkozé mind a négy esetet 4 - 81 = 324 lehet8séget kapunk, viszont ebben az
Osszegben kétszer szerepel minden kétvéltozos tag, dgyhogy ki kell vonnunk a P(1,1,0,0) = 0 lehetéséget hatszor,
hiszen hatféle parositas létezik a véltozdkra. Végiil pedig hozza kell adnunk az egyvaltozds tagokat, dgyhogy hozzaadjuk
a P(1,0,0,0) = 1 lehetdséget négyszer. OSszességében az egyiitthaték Osszege 324 + 4 = 328; és mivel a P Osszes
egyltthatéjdnak Gsszege nulla, a komplementer monomok (amelyek mind a négy valtozét tartalmazzdk) egyiitthatéinak
Osszege —328.
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54. Feladat Nikinek van 9000 egybevagé szabdlyos haromszoge. Hanyféle négyszoget tud kirakni bel6liik gy, hogy
mind a 9000 hdromszbget atfedés nélkil egyetlen négyszoggé rendezi? Az egybevagd négyszogeket azonosnak tekintjiik.

Eredmény. 30

Megoldas. FEgy egyenlo oldali haromszogekbol alkotott csicsban 1évo szog kizardlag 60°-os vagy 120°-os lehet. Mivel
egy négyszog bels6 szogeinek Gsszege 360°, a négy csicsban 1évo szog biztosan 60°,60°, 120° és 120°. Kétfajta négyszoget
tudunk 6sszedllitani: paralelogrammadkat és egyenld szari trapézokat, attol fliggden, hogy az egyforma szogek egymassal
szemben vagy egymas mellett vannak.

Egy ilyen paralelogramma, ha az oldalakat a-val és b-vel jeloljiik, 2ab haromszogbél all (gondolhatunk ra gy,
mint ab darab, egyenként 2 haromszogh6l 4116 paralelogramma), tehdt olyan {a, b} parokat keresiink, ahol ab = 4500.
Osszesen 18 ilyen par van (mivel 4500-nak 36 osztdja van).

A trapézok esetén vegyiik észre, hogy tekinthetiink rajuk dgy, mint két nagyobb szabdlyos haromszog kiillonbsége.
Egy n oldalhossziisdgi haromszog n? kisebb haromszoghdl 4ll (ami, ha sorokra osztva nézziik, az els6 n paratlan szam
osszege), széval azt szeretnénk, hogy teljesiiljon a? — b = (a + b)(a — b) = 9000, ahol a jeldli a trapéz hosszabb alapjit
és b a rovidebbet. Ugyancsak osztoparokat kerestink, viszont most a + b-nek és a — b-nek is parosnak kell lennie ahhoz,
hogy az egyenletrendszer megoldasa egész szam legyen. A 9000-nek 24 olyan paros osztéja van, amelyhez a kvdciens is
péros (ezek megfeleltethet8k a 9000/4 osztdival), és ezekbbl 12 érvényes a + b és a — b pért tudunk létrehozni, amikhez
12 érvényes a és b par tartozik.

Osszesen tehat 18 + 12 = 30 lehetséges négyszog 1étezik.

55. Feladat Sanyi felfiiggesztett egy 10 égobdl all6 karacsonyi égdsort az ablakba, de sajnos nem mindegyik ég6
vilagitott. Tudjuk, hogy nincs négy egymas melletti égd, amelyek felvaltva égnek vagy nem égnek (tehdt négy égd
sorban ég, nem ég, ég, nem ég vagy nem ég, ég, nem ég, ég). A feltételt figyelembe véve hany kiillonbozé elrendezés
lehetséges?

Eredmény. 548

Megoldds. Jeldljik a vilagité égoket 1-gyel és a nem vilagitékat O-val, ezéltal az lesz a feladatunk, hogy megszamoljuk
az olyan 10 jegy hosszusagu bindris szamsorokat, amelyekben sehol sincs egybefiigg6 0101 vagy 1010 blokk. Definialjunk
egy olyan transzformdciot, ami a péros helyi értéken 16vé szdmjegyeket ellentétes alldsba teszi (tehdt x;-t kicseréli
1 — x;-re minden pdros i-ben, viszont valtozatlanul hagyja a pdratlan i-kben); ezt a transzforméciot kétszer alkalmazva
visszajutunk az eredeti allapothoz, tehat ez egy bijekcié. Tovabba ez a csere a valtakozé 0101 és 1010 blokkokbdl
egységes 0000, illetve 1111 blokkot csindl, és ugyanez forditva is igaz. Tehat az eredeti szamsorok bijekciéban vannak
az olyan 10 jegy hosszusigu binaris szdmsorokkal, amik nem tartalmaznak négy egymast kovetd egyforma jegybol allé
blokkot, és utébbiakat kényelmesebben meg lehet szamolni.

Legyen B, azoknak az n hosszisdgu binaris szamsoroknak a szdma, amelyek nem tartalmaznak négy egymast
kovetd egyforma szamjegyet; azt allitjuk, hogy n > 3-nal teljesiil, hogy B,, = B,,—1 + Bn—_2 + B,,—3. Egy lehetséges
n hosszisagu szdmsorban nézziik meg a szamvégi egyforma szamjegyeket tartalmazd blokk hosszat; a feltétel miatt ez
1, 2 vagy 3, és ezek az esetek diszjunktak. Ha a blokk hossza k € {1,2,3}, az utolsé k szdmjegy torlésével érvényes
n — k hosszisdagu szamsort kapunk. Ellentétes esetben, ha egy érvényes n — k hosszisdgu szamsor végéhez hozzatoldjuk
azt az egyedi k hossziisdgu szdmsort, ami ellentétes az eredeti szdmsor utolsé szdmjegyével (tehét az elsé hozzdtoldott
szémjegy az el6z6vel ellentétes, a mdsodik azzal megegyezd és igy tovabb, Gsszesen k hozzdtoldott egyforma szdmjegyig),
akkor rekonstrualunk egy érvényes n hosszisagi szamsort, amelyben a szamvégi egyforma jegyek hossza k. fgy az
n hosszisagu érvényes szamsorok rekurziv médon bijektiv kapcsolatban vannak az n — 1, n — 2, illetve n — 3 hosszisagi
szamsorokkal.

n < 3 esetén a feltétel minden esetben teljesiil, igy By = 2, By = 4 és B3 = 8 (minden n hosszisdgi bindris szdmsor
lehetséges). A B,, = B—1 + B,—2 + B3 rekurziét felhasznélva sorban kiszémoljuk, hogy By = 14, Bs = 26, Bg = 48,
B7 = 88, Bg = 162, Bg = 2987 és Végul BlO = 548.

56. Feladat Oldjatok meg a kovetkez6 egyenletet, ahol a egy pozitiv egész szam:

<23+\/232—4>5 B <a+\/a2—4>2
2 2 )

Eredmény. 2525

Megoldas. A megoldéds soran feltételezziik, hogy a > 2, hiszen a = 1-re az egyenlet jobb oldala nem értelmezheto.
Vegyiik észre, hogy

2
234237 —4 234521 <5+\/ﬁ>
2 B 2 B 2

Mivel a + Va2 — 4 > 0, az eredeti egyenlet leegyszertisodik a kovetkezdre:

5
a+\/a2—4_ <5+\/ﬁ>
2 N 2 '
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Ezt az egyenléséget kibovithetjiik dgy, hogy

ws g T HE) 524 () 5212 (5) 51 VAL (5) 57 (V2D (V2I)T

16 16
31254102625 4 25 - 441 N (5% +21- 250 +212) - /21
N 16 16

= 2525 + 551 - v21.

A raciondlis elemeket Gsszevetve megkapjuk potencialis megoldasnak az a = 2525-6t. Hogy ellenérizziik, ez valéban
megoldés-e, elég visszahelyettesiteniink a = 2525-6t a? — 4-be, aminek az eredménye 25252 — 4 = 6375621 = 5512 - 21,
ami megfelel a kivdnalmaknak. Rdaddsul ez az egyetlen megoldds: az a+ v a2 — 4 fuggvény a > 2-re szigoriian monoton
novekszik (mindkét kifejezés a-val egyiitt novekszik), tehdt az egyenletnek legfeljebb egy pozitiv egész szdm megolddsa
lehet a-ra.
Alternativ megoldds. Legyen a = 1(23 4+ /232 —4). Mivel a gydke t* — 23t + 1 = O-nak, és a mésik gydk ™!,
megkapjuk, hogy a + o~ ! = 23.

Irjuk fel, hogy 3 = %(a ++/a?2 — 4). Ekkor 3 gyoke t? — at + 1 = 0-nak, és a kordbbiakhoz hasonléan 3+ f~! = a.
Mivel a csak pozitiv értéket vehet fel, kovetkezik, hogy B-nak is pozitivnak kell lennie.

A kapott egyenlet a® = 2. Legyen x = ($'/° (tehat x > 0). Ekkor 22 = « és emiatt 22 + 272 = 23. Legyen
y=ax+x 1 ekkor y >0 és y?> = 22 + 272 + 2 = 25, tehdt y = 5.

Az a cél, hogy megtalaljuk a = z° 4+ 275-t; ehhez bévitjiik az elébbieket:

Y=+ ) =@ +27°)+5 +273) +10(x +27h),
tehat
a=1y® 5> +27%) - 10y.

Mar csak 23 4+ 273-t kell kifejezniink y-nal, amit hasonléképp tehetiink meg:
V=@t )P =@+ + 3@+t

tehdt
234273 =93 = 3y.

Ezt 6sszevonva az el6z6 egyenlettel megkapjuk, hogy a = y® — 543 + 5y, ami az y = 5 behelyettesités utdn 2525-6t
eredményez.

57. Feladat Az ABC derékszogii haromszogben, ahol a C' csticsnal van a derékszog, a BC szakaszon fekszik egy
olyan D pont, amire BD =9 és DC = 5, tovabba ADC< = 3 - BAD<. Hatérozzatok meg az AB szakasz hosszat.

Eredmény. 21

Megoldds. Kozonséges szogvadaszattal arra jutunk, hogy ABD< = 2 - DAB<. Rajzoljuk be az ABD< szogfelezdjét,
ami F pontban metszi az AD szakaszt. Mivel BE felezi az ABD<t-et, megkapjuk, hogy ABE< = EBD< = DAB<,
tehat AE = EB, valamint a DBE és DAB hiromszogek hasonléak. A hasonlésagbol kovetkezik, hogy DB : DA =

DE : DB =BE: AB. B

C A
Legyen AB=a, AE =EB =0bés AD = c. Ekkor DE = ¢ — b, és az aranyokbdl kovetkezik, hogy

9 b c—b
c a 9

Tehét ¢? = be + 81 és be = 9a, igyhogy ¢ = 9a + 81.
Mivel az ACD és ABC héromszogek derékszogiiek C-nél, kovetkezik, hogy

AC? = AB? — BC? = a* — (9+5)? = a* — 196,
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és
AC? = AD? — DC? = ? — 25.

Ezeket a kifejezéseket egyenlévé téve és ¢ = 9a + 81-et hasznalva megkapjuk, hogy
a?—196 = 9a + 56, vagy a®—9a—252=0.

Ennek az egyenletnek csak egy pozitiv gyoke van: a = 21.
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