Zadanie 1. Na jarmarku przygotowano gre w rzucanie do puszek, kazda z nich ma swéj numer. Gracz moze zrzuci¢
dowolng liczbe puszek, ale wygrywa wylacznie, gdy suma ich numeréw jest réwna 50. Znajdz wygrywajacy zbior puszek
sposrod pokazanych na ponizszym obrazku oraz podaj ich numery w rosnacej kolejnosci.
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Wynik. 6, 16, 28
Rozwigzanie. Jak mozna zauwazy¢, wigkszos¢ puszek ma numer podzielny przez 3. Suma zrzuconych puszek ma by¢
rowna 50, czyli dawaé reszte 2 z dzielenia przez 3, zatem przynajmniej jedna z nich nie moze mie¢ numeru podzielnego
przez 3. Jedyne takie numery to 16 i 28.

Zauwazmy, ze liczby 16 i 28 daja reszte 1 z dzielenia przez 3, zatem aby uzyskac reszte 2 gracz musi zrzuci¢ obie
z nich. Ich suma to 44, zatem pozostale zrzucone puszki musza mie¢ sume réwna 50 — 44 = 6, co jest mozliwe jedynie
zrzucajac puszke o numerze 6. Wynika stad, ze poszukiwany zestaw puszek to 6, 16 i 28.

Zadanie 2. Mateusz ma trzy standardowe szescienne kostki do gry: czerwong, niebieska i z6tta. Kazda z nich ma
napisane na swoich Scianach wszystkie liczby catkowite od 1 do 6. Mateusz rzuca kazda kostka raz, a nastepnie dodaje
liczby ktére wypadly. Na ile sposobdéw moze otrzymaé sume réwna 87

Wynik. 21

Rozwigzanie. Jest pie¢ mozliwosci, aby otrzymaé sume réwna 8 w rzucie trzema kosémi:
8=64+14+1=54+24+1=44+3+1=44+24+2=3+3+2.

W przypadku 6 + 1 + 1 liczba 6 moze wypas¢ na czerwonej, niebieskiej lub zo6ttej kosci, wiec mamy trzy mozliwosci.
Analogicznie mamy réwniez po trzy mozliwosci dla kazdej z sum: 4 +2 4213 + 3 4+ 2. W przypadku sumy 5+ 2+ 1
mamy 3 -2 -1 =6 mozliwosci rozmieszczenia liczb na trzech réznokolorowych kosciach. Tak samo jest dla przypadku
4+ 3+ 1. Zatem tacznie jest 3-3 + 2 -6 = 21 mozliwosci.

Zadanie 3. Adam ma czworo dzieci. Zauwazyl, ze jego wiek jest réwny sumie lat jego trzech najstarszych dzieci
oraz, ze za sze$¢ lat jego wiek bedzie réwny sumie lat jego trojki najmlodszych dzieci. Jaka jest roznica wieku miedzy
najstarszym a najmlodszym dzieckiem Adama?

Wynik. 12

Rozwigzanie. Oznaczmy przez a wiek Adama, a przez ¢; < c2 < ¢3 < ¢4 wiek jego dzieci. Zalozenia zadania implikuja
réwnania a = ¢y + ¢3 + ¢4 oraz a+ 6 = (¢; + 6) + (c2 + 6) + (c3 + 6). Z pierwszego réwnania otrzymujemy w drugim
rownaniu ¢y + ¢3 + ¢4 + 6 = ¢1 + ¢ + ¢3 + 18, co sie upraszcza do ¢4 = ¢1 + 12. Zatem réznica pomiedzy najstarszym
i najmtodszym dzieckiem Adama wynosi 12 lat.

Zadanie 4. 24-godzinny zegar elektroniczny pokazuje czas od 00:00 do 23:59. Ile razy w ciagu doby wysSwietlacz
pokazuje doktadnie cztery sposréd pieciu cyfr 1, 2, 3, 4, 5 (w dowolnej kolejnosci)?

Wynik. 36

Rozwigzanie. Godzina musi by¢ liczba dwucyfrowa nieprzekraczajaca 23 z réznymi cyframi z posréd 1,...,5; jedyne
mozliwosci to 12, 13, 14, 15, 21 oraz 23. Kazda taka godzina wykorzystuje dwie cyfry, pozostawiajac trzy, z ktérych
nalezy utozy¢ liczbe minut wykorzystujaca rézne cyfry. Mozna to zrobi¢ na 3 -2 = 6 sposobdéw i kazdy z nich daje
w rezultacie poprawng liczbe minut. Zatem kazda z godzin daje sze$¢ poprawnych minut, czyli mamy 6 - 6 = 36
szukanych wskazan zegara.

Zadanie 5. Niech ABCDEFGH bedzie osmiokatem foremnym. Ile wynosi miara kata ostrego migdzy przekatnymi
CF i EG (w stopniach)?
F E



Wynik. 67,5°

Rozwigzanie. Niech X bedzie punktem przecigcia tych przekatnych. Zamiast liczy¢ miare kata ZC X E, jak sugeruje
obrazek, policzymy miare kata /FXG, ktora jest taka sama. Zauwazmy, ze Z/GFX = ZGFC = 90°, poniewaz
BCFG jest prostokatem. Co wiecej trojkat EFG jest rownoramienny, z katem /GFE = % -6-180° = 135°, a wiec
/XGF = /ZEGF = 22,5°. 7 sumy miar w tréjkacie FGX otrzymujemy /FXG = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°.

Zadanie 6. Niech a, b, ¢, d, e beda piecioma réznymi dodatnimi liczbami catkowitymi spelniajacymi zaleznosci
a < b < c<d<eoraz majacymi Srednia arytmetyczng réowna 16. Znajdz najwieksza mozliwa wartos¢ liczby d.
Wynik. 36
Rozwigzanie. Skoro

a+b+c+d+e

5

toa+ b+ c+ d+ e =80. Aby zmaksymalizowaé¢ d wystarczy zminimalizowaé sume pozostalych liczb. Z warunkéw
zadania wynika, ze minimalne ich wartosci to kolejno a > 1, b > 2, ¢ > 3 oraz e > d + 1, zatem

= 16,

80=a+btc+d+e>1+2+3+d+(d+1)=7+2d.

Otrzymujemy 2d < 73, czyli d < 36, bo musi byé calkowite. Warunki te sa spelnione dla (a, b, ¢, d, e) = (1,2, 3, 36, 38),
wiec najwigksza mozliwa wartosé¢ d to 36.

Zadanie 7. Wedrowiec dotarl pod antyczna, kamienng brame na pustyni i spotkatl sfinksa zagradzajacego mu droge.
Sfinks powiedzial do niego: ,,Pozwole ci przejsé, jesli odgadniesz liczbe, o ktérej mysle. Jest to liczba trzycyfrowa i ma
nastepujace wlasnosci:

e jest nieparzysta,
e jej cyfry sg parami rézne i rosng od lewej do prawej,
e jest podzielna przez 9, ale usuniecie dowolnej jej cyfry sprawi, ze nie bedzie podzielna przez 9,
e jedna z jej cyfr jest 6.”
Jaka liczbe powinien powiedzie¢ wedrowiec, aby przejsé?

Wynik. 567

Rozwigzanie. Cyfra jednosci musi by¢ nieparzysta i réwna co najmniej 6, wiec jest to 7 lub 9. Trzeci warunek oznacza,
ze suma wszystkich cyfr jest podzielna przez 9, ale pierwszych dwoéch juz nie jest, wiec 9 nie moze by¢ cyfra jednosci.
Zatem cyfra jednosci jest réwna 7, a to oznacza, ze 6 jest cyfra dziesiatek. Aby suma cyfr byta podzielna przez 9, cyfra
setek musi by¢ 5. Zatem liczba sfinksa to 567.

Zadanie 8. Dwa trojkaty rownoboczne sg ustawione tak, jak pokazano na rysunku. Ich odpowiednie boki sa parami
rownolegle oraz oba tréjkaty maja wspélny srodek okregu opisanego. Wigkszy trojkat ma bok dlugosci 17 cm, a mniejszy
11 em. Obszar wspdlny obu tréjkatéw to szesciokat zacieniowany na rysunku. Wyznacz obwdd tego szesciokata w cm.

Wynik. 28

Rozwigzanie. Poza zacieniowanym obszarem znajduja sie trzy przystajace male tréjkaty réwnoboczne oraz trzy
przystajace duze tréjkaty rownoboczne. Niech AB = x i BC' = y. Wtedy dlugosé boku wigkszego tréjkata wynosi
2z +y = 17, a dlugos¢ boku mniejszego wynosi x + 2y = 11. Dodajac oba réwnania stronami dostajemy 3z + 3y = 28,
co jest wzorem na szukany obwdd szesSciokata.



Alternatywne rozwigzanie. Mozemy przenie$é¢ boki szesciokata jak na rysunku ponizej, aby otrzymaé¢ dwa odcinki,
ktére sa bokiem mniejszego i wiekszego trojkata. Zatem obwdd szesciokata jest réwny sumie diugosci tych dwoch bokow
tréjkatéw, czyli wynosi 17 + 11 = 28.

Zadanie 9. Martynka chce ubraé si¢ na zajecia sportowe. Musi mie¢ na sobie dokladnie jedna koszulke, jedne
spodenki, jedna pare skarpetek, jedng pare tenisowek oraz moze potencjalnie mie¢ wstazke we wlosach. Zaréwno
para skarpetek, jak i para teniséwek musi by¢ pasujaca (oba elementy w parze musza mieé ten sam kolor). Martynka
posiada koszulki biate, zotte, zielone, niebieskie i czerwone; spodenki oraz wstazki biale, czarne i szare; skarpetki biate,
czerwone i pomaranczowe; tenisowki biate i czarne. Ubiera biale skarpetki tylko wtedy, gdy cala jest ubrana na bialo
(uwzgledniajac wstazke, jesli ma ja na sobie). Na ile sposobéw Martynka moze sie ubraé¢ na zajecia?

Wynik. 242

Rozwigzanie. Zliczamy wszystkie ubiory zgodne z opisanymi zasadami. Zacznijmy od bialych skarpetek, wedlug zasad
moze je ubraé¢ wylacznie gdy wszystko inne jest biale, co daje 2 przypadki (w zaleznosci czy zalozy wstazke). Odrzucajac
biale skarpetki pozostaja 2 mozliwosci skarpetek, 5 mozliwosci koszulki, 3 mozliwosci spodenek, 2 mozliwosci teniséwek
oraz 4 mozliwosci wstazki (3 kolory i jej brak). Lacznie daje to

5-3-2-4-2=240
mozliwych ubioréw. Ponadto dwa ubiory z bialymi skarpetkami, wiec tacznie 242 mozliwosci.

Zadanie 10. Znajdz liczbe czterocyfrows spelniajaca nastepujace warunki:
e cyfra setek jest dwa razy wieksza od cyfry tysiecy,
e cyfra jedno$ci jest trzy razy wieksza od cyfry dziesiatek,

e suma kwadratoéw wszystkich jej cyfr wynosi 95.

Wynik. 1239

Rozwigzanie. Niech ABCD oznacza szukang liczbe, gdzie A, B, C, D sg jej kolejnymi cyframi. Z warunkéw zadania
wiemy, ze B =2A1 D = 3C. Wowczas

A? 4+ B>+ C? + D* = A% + (24)? + C? + (3C)? = 5A? +10C? = 95,
co sprowadza sie do A? + 202 = 19. Skoro prawa strona jest nieparzysta, to A musi by¢ nieparzysta. Ponadto A jest

cyfra i A% <19, wiec A € {1,3}. Jedli A = 3, to 202 = 10, czyli C nie jest liczba calkowita. Natomiast jedli A = 1, to
202 = 18, czyli C = 3. Ostatecznie otrzymujemy, ze B = 2, D = 9, a szukana liczba wynosi 1239.



Zadanie 11. Zuzanna jest pozytywna osoba, wiec chce wypelnié¢ puste miejsca w wyrazeniu

L2l s e[ 5
za pomocg znakéw plus i minus, w taki sposob, aby uzyska¢ dodatni wynik. Na ile sposobéw moze to zrobié?
Wynik. 16

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze wyrazenie £1+2+3+445 nigdy nie moze by¢ réwne 0, gdyz 1+2+3+4+5 = 15, a zmiana
znaku na przeciwny nie zmienia parzystosci wyniku. Teraz zauwazmy, ze jesli wszystkie znaki w wyrazeniu zmienimy na
przeciwne, czyli plusy na minusy, a minusy na plusy, to wynik réwniez zmieni znak na przeciwny. OtrzymaliS$my zatem
mozliwosé polaczenia wszystkich ustawien w pary, w ktorych jeden wynik jest dodatni, a drugi jest ujemny. Wiemy, ze
wszystkich ustawien znakéw jest 2° = 32, poniewaz w kazdym z pieciu miejsc moze pojawié sie jeden z dwéch znakéw.
Zatem Zuzanna ma dokladnie potowe mozliwosci, aby uzyskaé¢ wynik dodatni, stad odpowiedz to 16.

Zadanie 12. W dodawaniu pisemnym ponizej kazda litera zastepuje jedna cyfre (w zapisie dziesietnym). Te same
litery odpowiadaja tym samym cyfrom, a rézne litery odpowiadajag réznym cyfrom.
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Wyznacz liczbe trzycyfrowa ABC.

Wynik. 619

Rozwigzanie. Poniewaz pierwsza liczba kazdego z trzech skladnikéw jest taka sama, to A musi spelniaé¢ nieréwnosé
3A < 20, a takze 3A > 18, bo nie mozemy przenie$¢ wiecej niz 2 do kolejnej kolumny przy dodawaniu trzech cyfr.
Zatem A = 6. Wynika z tego, ze w kolumnie jednosci cyfry B i C sumuja sie do 10. Zatem 1 z kolumny jednosci
przeniesie do kolumny dziesiatek, stad dostajemy C = 9, a nastepnie B = 1. Szukana liczba ABC' wynosi wiec 619.

Zadanie 13. Rysunek ponizej przedstawia kwadrat o boku dlugoéci 2, ktéry podzielono na cztery prostokaty.
Wiszystkie cztery prostokaty maja takie samo pole. Oblicz sume obwodéw tych prostokatéw.

Uwaga: Odcinki wspélne dla dwéch prostokatow liczymy w obwodzie obu z nich.

; 53 _ 172
Wynik. % =175

3
Rozwigzanie. Skoro pole kwadratu wynosi 4, to pole kazdego z prostokatéw jest réwne 1. Z tego wynika, ze szerokosé
prostokata po prawej wynosi %, wiec szeroko$é¢ prostokata w lewym dolnym rogu jest réwna 2 — % = 2 astad jego
wysokosé¢ wynosi % Z tego wynika, Ze wspolna wysokos¢ dwoch pozostalych prostokatoéw jest réwna 2 — 5 = %. W celu

obliczenia sumy obwodéw prostokatéw, liczmy obwdd kwadratu, ktéry wynosi 4 - 2 = 8, i dodajemy dwukrotnosé

odcinkéw wewnatrz kwadratu, poniewaz kazdy z nich nalezy do dwdch obwoddéw. Dtugosci tych odcinkéow wynosza 2, %

i %, wiec dwukrotnos¢ ich sumy jest réwna 2 - (2 + % + %) = %. Zatem szukana suma obwodéw prostokatéw wynosi
8+2 =232
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Zadanie 14. Dominik tworzy dtugi ciag cyfr w 2026 krokach, stosujac nastepujace reguty. W pierwszym kroku pisze
2026, w drugim 6202, czyli odwrécone 2026, ale nie powtarza ostatniej napisanej cyfry 6. W kazdym nastepnym kroku
powtarza te czynnosé, uzywajac naprzemiennie 2026 w zwyklej i odwréconej kolejnoéci, za kazdym razem uzywajac
ostatniej cyfry poprzedniego bloku jako pierwszej cyfry nastepnego, tak, ze kolejne bloki maja doktadnie jedng wspolng
cyfre, jak na ilustracji ponizej obrazujacej pierwszych 6 sposréd 2026 blokéw.

2 4 6

—~ — —
2026202026202026202 ...

Wyznacz sume cyfr powstalej w tej sposéb liczby.
Wynik. 12158

Rozwigzanie. Suma cyfr po napisaniu 2026 pierwszy raz wynosi 10. Kazde nastepne napisanie bloku o parzystym
numerze dodaje cyfry 202, czyli zwieksza sume cyfr o 4, a kazde napisanie bloku o nieparzystym numerze dodaje cyfry
026, czyli zwieksza sume cyfr o 8. W ten sposob, za kazdym razem gdy napisane zostang dwa kolejne bloki, co stanie
sie 1012 razy (14 2- 1012 = 2025), suma cyfr wzro$nie o 12. Na koniec zostanie dopisany blok numer 2026, ktéry ma
parzysty numer, wigc suma cyfr wzrosnie o 4. Sumarycznie dostajemy 10 4+ 1012 - 12 + 4 = 12158.

Zadanie 15. Jest godzina 8:00 rano. Ktora godzina bedzie po uplywie 260 320261 998 godzin, zakladajac, ze w tym
czasie nie nastapi zadna zmiana czasu (np. na letni)? Odpowiedz podaj w formacie 24-godzinnym.

Wynik. 14
Rozwigzanie. Liczba 260 320261 992 jest podzielna przez 24, poniewaz:
e jest podzielna przez 3: suma jej cyfr wynosi 42 = 3 - 14;
e jest podzielna przez 8: 1000 jest wielokrotnoscia 8 (8-125), podobnie jak 992 (8-124), wiec 260 320 261 - 1000 + 992
jest réwniez wielokrotnoscia 8.
Zatem reszta z dzielenia 260 320 261 998 przez 24 wynosi 6, co oznacza, ze bedzie godzina 14.
Zadanie 16. Na rysunku ponizej pokazano kis¢ winogron. Jedno winogrono moze by¢ zjedzone jedynie wtedy, gdy

wszystkie winogrona bezposrednio pod nim (czyli jedno lub dwa, z ktérymi styka sie na dole) zostaly juz zjedzone. Na
przyklad winogrono D musi by¢ zjedzone wczeéniej niz winogrona A i B. Ile istnieje réznych kolejnosci zjedzenia calej

kisci?
(AXBYCO)
(0)E)
(&)
Wynik. 16

Rozwigzanie. Zjadanie musi byé rozpoczete od winogrona F', wiec zostaja winogrona A, B, C', D i E. Nastepnie
mozemy zjes¢ winogrona D lub E, sytuacja jest symetryczna, wiec zacznijmy od E. Pozostaly A, B, C' i D, wiec
mozemy zjes¢ C lub D.

e Jedli zjemy C, to musimy zjesé¢ D, a potem A i B na jeden z dwdch sposobow.

e Jesli zjemy D, to A, B i C' mozna zjes¢ w dowolnej z 3 - 2 = 6 kolejnosci.

Wiynika stad, ze zaczynamy od F', potem wybieramy D lub E, a nastepnie zjadamy reszte na 2 + 6 = 8 sposoboéw, czyli
tacznie otrzymujemy 1 -2 -8 = 16 sposobdéw zjedzenia calej kisci.

Zadanie 17. Niech x bedzie dodatnia liczba catkowita, dla ktérej
NWW(z,2°-3%.54.72) =26.33 .54 .72 oraz NWW(z,2%.3%.5%.7)=28.3%.5% .72,

Ile mozliwych wartosci moze przyjaé NWD(z, 2% - 3% . 52 . 73)?

Uwaga: NWD(a,b) i NWW (a, b) oznaczaja odpowiednio najwiekszy wspdlny dzielnik i najmniejsza wspdlna wielokrot-
nos¢ dodatnich liczb catkowitych a i b.

Wynik. 12

Rozwigzanie. Liczba x musi byé postaci 2% - 3% - 5¢- 7% (inne liczby pierwsze nie moga pojawié¢ sie w tym rozkladzie, bo
pojawilyby sie we wspélnej wielokrotnosci). Pierwszy warunek jest réwnowazny z a = 6, b < 3, c < 41d < 2, a drugi
mozna zapisaé jako a < 8, b < 4, ¢ < 31 d = 2. To implikuje, ze w rozkladzie na liczby pierwsze NWD(z, 22 - 3% . 52 . 73)
wyktadnik przy liczbie 2 jest réwny 2, wykladnik przy liczbie 3 moze by¢ dowolna liczbg catkowita pomiedzy 0 i 3,
wyktadnik przy liczbie 5 moze by¢ dowolna liczba catkowity pomiedzy 0 i 2, a wykltadnik przy liczbie 7 jest réwny 2.
Widzimy zatem, ze jest 4 - 3 = 12 takich liczb.



Zadanie 18. Pewien punkt znajduje sie wewnatrz prostokata, jak na rysunku ponizej. Znane sa miary trzech
zaznaczonych katéw. ZnajdZ miare kata oznaczonego znakiem zapytania (w stopniach).

19°
43°

? 470

Wynik. 71°

Rozwigzanie. Obliczajac miary katéw dopelniajacych do 90° przy dwoch wierzchotkach po prawej stronie prostokata,
dostajemy, ze dany punkt lezy na symetralnej prawego boku prostokata, czyli na osi symetrii prostokata. Zatem cala
konfiguracja jest symetryczna wzgledem tej prostej. Stad szukany kat wynosi 90° — 19° = 71°.

19° 47°
71° 7
43°
43°
71°
19° 47°

Zadanie 19. Karolina chce stworzy¢ naszyjnik uzywajac dwéch rodzajow koralikow. Kupilta w tym celu 100 koralikow,
przy czym koralikéw tanszych bylo wiecej niz drozszych. Lacznie wydata 459 florendéw na tansze koraliki. Wiemy
ponadto, ze drozszy koralik kosztuje o 13 florenéw wiecej niz tanszy koralik. Wszystkie ceny wyrazone we florenach sg
catkowite i dodatnie. Ile florenéw Karolina wydala na drozsze koraliki?

Wynik. 1078

Rozwigzanie. Niech ¢ bedzie liczba tanszych koralikow, zas p ich cena we florenach. Wtedy cp = 459, a skoro tacznie
koralikow jest 100 i tanszych jest wigcej niz drozszych, to zachodzi 50 < ¢ < 100. Cena tanszych koralikoéw jest liczba
calkowita, wiec ¢ musi byé dzielnikiem liczby 459 = 32 - 17, ktéry jest éciéle miedzy 50 a 100. Jedyng mozliwoscia jest
¢ = 51. W takim razie p = 459/51 = 9, a wiec drozsze koraliki kosztuja po p + 13 = 22 floreny. Liczba drozszych
koralikéw to 100 — 51 = 49, zatem Karolina zaptacila za nie 49 - 22 = 1078 florenéw.

Zadanie 20. W wyrazeniu
M-A-T-H

N-A-B-O-J
kazda z liter odpowiada innej cyfrze w zapisie dziesigtnym, a symbol - oznacza mnozenie. Ile roznych wartosci moze
mie¢ wyrazenie M - A- N -G -O?

Wynik. 1

Rozwigzanie. Mamy 10 roznych liter (M, A, T, H, N, B, O, J, G, E), wiec kazda z cyfr jest uzyta dokladnie raz.
Co wiecej jedna z liter ma warto$é¢ 0. To oznacza, ze 0 musi wystepowaé po obu stronach réwnania i nie moze sie
znajdowaé¢ w mianowniku. Jedyna litera spelniajaca te warunki jest M, czyli M = 0. Niezaleznie od tego jakie wartosci
przyjma pozostale litery wyrazenie M - A- N - G - O moze mieé tylko jedna wartosé.

—G-A-M-E

Zadanie 21. Trzy latarnie morskie zbudowano na wybrzezu bedacym linia prosta. Odleglo$¢ kazdych dwdch sasiednich
latarni to 13 km. Statek znajduje sie 10 km od jednej ze skrajnych latarni oraz 13 km od $rodkowej. Jak daleko (w km)
znajduje sie on od trzeciej latarni? Pomin krzywizne kuli ziemskie;j.

Wynik. 24

Rozwigzanie. Niech S oznacza pozycje statku, A 1 B oznaczaja dwie skrajne latarnie, a M oznacza $rodkowa z nich.
Poniewaz z zalozen zadania zachodzi MS = MA = MB =13, wiec A, B i S leza na okregu o $rodku w M. Odcinek

AB jest $rednicag tego okregu, zatem trojkat ABS jest prostokatny z katem 90° przy wierzchotku S. Z twierdzenia
Pitagorasa dla tego tréjkata dostajemy

BS = \/AB2 — AS? = /262 — 102 = /576 = 24.

Zatem szukana odlegto$¢é wynosi 24 km.



Zadanie 22. Na ile sposobéw mozna pomalowaé¢ wszystkie 10 klockéw w piramidzie o wysokosci 4 na jeden z trzech
koloréw tak, aby kazda zawarta w niej piramida o wysokosci 2 (z czubkiem do géry) byta pokolorowana albo wszystkimi
trzema kolorami, albo tylko jednym. Na rysunku pokazany jest przyklad takiego kolorowania.

Wynik. 81

Rozungzanie. Przy takich warunkach kolorowanie catej piramidy jest catkowicie wyznaczone przez kolorowanie jej
dolnego rzedu, poniewaz dowolne kolorowanie dolnego rzedu mozna uzupeini¢ w doktadnie jeden sposéb do kolorowania
calej piramidy. Poniewaz kolor kazdego klocka mozna wybraé na 3 sposoby, to istnieje lacznie 3* = 81 kolorowan.

Zadanie 23. Wierzchotkom 100-kata foremnego przypisano parami rézne liczby 1,2,...,100 w taki sposéb, ze wartosé
bezwzgledna réznicy liczb umieszczonych na koncach kazdej najdtuzszej przekatnej jest taka sama i réwna pewnej
stalej n. Znajdz sume wszystkich mozliwych réznych wartosci liczby n.

Wynik. 93

Rozwigzanie. Niech n bedzie dodatnia liczba caltkowita, dla ktorej takie rozmieszczenie istnieje. Wtedy liczba 1 musi
byé¢ dobrana w pare z n + 1 (rozumiejac pare jako dwie liczby bedace naprzeciw siebie; bedziemy nazywaé takie pary
po prostu params w dalszej czedci rozwiazania). Analogicznie, 2 musi byé dobrane w pare z n + 2, i kontynuujac ten

proces dostajemy, ze k musi by¢ dobrane w pare z n + k, dla kazdego k = 1,2,...,n. W szczegblnoéci, n musi by¢
dobrane w parg z 2n.
Zatem kazda liczba ze zbioru {1,2,...,2n} jest dobrana w pare z inna liczba z tego zbioru, wiec ten zbiér moze byé

oddzielony od innych liczb: {2n + 1,...,100}. Jesli 2n = 100, to dobraliSmy w pary wszystkie liczby. Jesli nie, mozemy
powtorzy¢ proces zaczynajac od liczby 2n + 1, ktéra musi by¢ dobrana w pare z 3n + 1, i mozemy tak kontynuowac.
Ostatecznie, zbiér {1,2,...,100} dzieli sie na roztaczne podzbiory mocy 2n. To jest mozliwe wtedy i tylko wtedy,
gdy 100 jest podzielne przez 2n, to znaczy wtedy i tylko wtedy, gdy n jest dodatnim dzielnikiem 50.
Latwo zauwazy¢, ze ta konstrukcja daje poprawny podzial dla kazdego takiego dzielnika (poprzez podzial na

190 hodzbioréw jak pokazano wyzej). Zatem odpowiedZ jest réwna sumie dodatnich dzielnikéw 50, czyli wynosi

2n

14245410+ 254 50 = 93.

Zadanie 24. Dwa tréojkaty prostokatne o bokach dlugosci 5, 12 i 13 umieszczamy na sobie w taki sposéb, by ich
najmniejsze katy pokrywaly sie, jak na rysunku. Jakie pole ma jeden z tréjkatow nienalezacych do wspoélnej czesci tych
tréjkatéw prostokatnych?

Wynik. % =1,2

Rozwigzanie. Szary tréjkat jest podobny do duzego tréjkata, gdyz oba sa prostokatne i maja wspolny kat, a jego
najkrétszy bok ma dhugosé 13 — 12 = 1. W takim razie skala tego podobienstwa to 1 : 5, wiec druga z podstaw szarego
tréjkata ma dlugosé 1—52 Oznacza to, ze szukane pole wynosi



Zadanie 25. Kazdy z siedmiu krasnoludkéw wybrat dodatnia liczbe catkowita. Wszyscy znaja liczby wybrane przez
pozostalych. Krolewna Sniezka zapytala kazdego z krasnoludkéw o liczbe, ktérg wybral.

e Pierwszy krasnoludek milczat.
e Drugi krasnoludek powiedzial: ,,Moja liczba jest taka sama, jak liczba pierwszego krasnoludka.”

e Trzeci krasnoludek powiedzial: ,Moja liczba jest suma liczb pierwszego i drugiego krasnoludka.”

Czwarty krasnoludek powiedzial: ,Moja liczba jest réwna sumie liczb poprzednich trzech krasnoludkéw.”

L
e Siodmy krasnoludek powiedzial: ,Moja liczba jest réwna sumie liczb poprzednich szeéciu krasnoludkéw.”

Wiemy, ze suma wszystkich wybranych liczb wynosi 46. Wiemy takze, ze dokladnie jeden z krasnoludkéw ktamat.
Krasnoludki nie styszaly sie wzajemnie, dlatego odnosily sie do liczb wybranych na poczatku. Podaj wszystkie liczby,
jakie mégt wybraé klamiacy krasnoludek.

Wynik. 7,14
Rozwigzanie. Oznaczmy liczby wybrane przez krasnoludki jako aq,as,...,ar.
Jedli siddmy krasnoludek méwil prawde, to wybrana przez niego liczba jest réwna polowie sumy wszystkich liczb

_ 46 _

a7 = 9 23.

Ale wtedy szosty krasnoludek ktamal, bo inaczej wartosé jego liczby musiatby wynosié 22—3 i nie bylaby liczba catkowita.

Zatem z pewnoécia jeden z dwoch ostatnich krasnoludkéw ktamal, a pierwszych pieé¢ krasnoludkéw mowito prawde.
Jezeli aq > 2, to suma liczb wybranych przez pierwszych pieciu krasnoludkéw wynosi co najmniej 2+2+4+8+16 = 32.

Suma ta musiata by¢ podwojona przez jednego z ostatnich dwoch krasnoludkéw, ktéry powiedzial prawde. Sumarycznie

daje to wiecej niz 46, co oznacza, ze a; = 1. Stad otrzymujemy pozostate liczby pierwszych pieciu krasnoludkow:

Jezeli szosty krasnoludek powiedzial prawde, to ag = 16 1 wtedy a7 = 14, aby suma wszystkich liczb wynosita 46.
W przeciwnym razie, jesli szosty krasnoludek sktamal, to si6dmy méwit prawde i a7y = 23 oraz a; = 16 + ag, wiec
ae¢ = 7. Zatem klamiacy krasnoludek wybral liczbe 14 albo 7.

Zadanie 26. W celu komunikacji z satelita nalezy wybraé sze$é réznych kanaléw o numerach ze zbioru {1,2,...,13},
przy czym dwa wybory sa identyczne, jesli uzywaja tych samych liczb, niezaleznie od ich kolejnosci. Aby uzyskaé
optymalng jakosé¢ polaczenia, wsrod numeréw wybranych kanaléw musza by¢ przynajmniej dwa o nieparzystej roznicy.
Na ile sposobéw mozna optymalnie wybraé¢ kanaly do komunikacji?

Wynik. 1708

Rozuwigzanie. Dwa kanaly maja numery o nieparzystej réznicy wtedy i tylko wtedy, gdy sa one réznej parzystosci.
Zatem zamiast zlicza¢ optymalne wybory, tatwiej zliczy¢ te nieoptymalne, czyli majace jedynie réznice parzyste.

Wynika stad, ze nieoptymalny wybor kanaléow zawiera 6 liczb parzystych lub 6 liczb nieparzystych, wybranych ze
zbioru {1,2,...,13}. W zbiorze tym jest 6 liczb parzystych i 7 nieparzystych, zatem mozemy wybraé¢ nieoptymalny
zbiér na (g) + (g) =74 1 = 8 sposobdw.

Skoro wszystkich mozliwych wyboréw jest (163) = 1716, to optymalnych wyboréw jest 1716 — 8 = 1708.

Zadanie 27. Niech N bedzie 7-cyfrowg liczba, ktéra jest podzielna przez kazda ze swoich cyfr. Wiedzac, ze cyfry
liczby N sa parami rézne i niezerowe, wyznacz ich sume.

Wynik. 36

Rozwigzanie. Poniewaz liczba N ma siedem parami réznych niezerowych cyfr, to co najmniej jedna z nich jest parzysta,
zatem liczba N tez jest parzysta. Gdyby 5 byto jedna z cyfr liczby NV, to podzielnos¢ przez 5 wymusilaby, ze liczba
N konczy sie cyfra 0, co jest sprzeczne z zalozeniami. Zatem cyfra 5 nie wystepuje w tej liczbie. Skoro N w zapisie
wykorzystuje siedem cyfr ze zbioru {1,2,3,4,6,7,8,9}, to nie wykorzystuje dokladnie jednej z tych cyfr. Gdyby nie
wykorzystywata cyfry 9, to suma jej cyfr wynosilaby 31, czyli liczba N nie bytaby podzielna przez 3, a zawieralaby
cyfre 3, co oznacza sprzecznosé. Zatem cyfra 9 musi by¢ jedna z cyfr liczby N, wiec liczba N (i takze suma jej cyfr) jest
podzielna przez 9. Skoro 1 +2+3+4+ 6+ 7+ 8 + 9 = 40, to musimy pominaé cyfre 4, aby pozosta¢ z suma cyfr
rowna 36, jedyna osiagalng wielokrotnoscig 9. Przykladem takiej liczby jest N = 9867 312.



Zadanie 28. Os$mioscian Sciety to bryta stworzona przez odciecie wierzchotkéw osmioscianu foremnego w taki sposob,
ze powstale Sciany to osiem szeSciokatéw foremnych i sze$é kwadratéw. Jaki utamek objetosci wyjsciowego oSmioscianu
stanowi utworzony o$mioécian Sciety?

Uwaga: O$mioscian foremny to bryla o o$miu Scianach bedacych tréjkatami réwnobocznymi.

2>

4>

N
a

<

Wynik. %

Rozwigzanie. O$mioscian foremny o boku dtugoéci @ ma objetosé ka® dla pewnej stalej k (mozna nietrudno pokazaé,
7e k = +/2/3, ale nie jest to wymagane, aby rozwiazaé¢ to zadanie). Aby stworzy¢ oémioécian ciety odcinamy potowe
malego o$mioscianu foremnego (ostrostup o podstawie kwadratu) o boku diugosci a/3 z kazdego z 6 wierzchotkéw
wyjsciowej bryly. Usunieta objeto$¢ jest taka sama jak trzech o$mioscianéw, kazdy o boku dlugosci a/3. Zatem catkowita

objetos¢ odcietych bryt to 3 - k (%)3 = ka®/9. Zatem szukany utamek to
1 1 8

— (ka® = —ka® ) = ~.

ka3 ( @ T ) 9
Zadanie 29. Wyznacz wszystkie rzeczywiste rozwigzania réwnania

8(4° +477) =54 (2" +27%) + 101 = 0.

Wynik. -2, —1,1, 2
Rozwigzanie. Niech a = 2% + 277 wtedy 4* + 4~ = a? — 2. Podstawiajac do wyjéciowego réwnania otrzymujemy

8(a* —2) — 54a + 101 = 0,

czyli
8a? — 54a + 85 = 0.

Rozwiazania tego réwnania kwadratowego sa postaci

54 £+/542 —4-8-85 54 £+/196 54414

2.8 16 16’
a wiec sg réwne 14—7 oraz g
W pierwszym przypadku mamy
1 17
2P 4 — = —
+ 2 4’
czyli 27 =4 lub 27 = %, zatem x = 2 lub z = —2. W drugim przypadku
1 5
24— ==
* 2= 2’
co daje 2* =2 lub 2* = %, czyli z = 1 lub # = —1. Podsumowujac, jedynymi rozwiazaniami sa x = +1,+2.

Zadanie 30. Na szeSciennej planecie Kostkotorce znajduje sie osiem miast, po jednym w kazdym narozniku. Wzdhuz
kazdej krawedzi sze$cianu biegna linie kolejowe laczace miasta na koncach tej krawedzi. Dodatkowo istnieja cztery
linie kolejowe biegnace tunelami, ktére tacza pary miast w przeciwleglych naroznikach szesScianu. Kolejarz Kostek
rozpoczyna podréz w miescie znajdujacym sie w narozniku A i chece dotrzeé do sasiedniego miasta w narozniku B
(oddalonego o jedna krawedz), pokonujac dokladnie pieé linii kolejowych i nigdy nie odwiedzajac zadnego miasta wiecej
niz raz. Kostek chce skorzysta¢ z co najmniej jednego tunelu w trakcie podrézy. Ile jest mozliwych tras? Przyktadowa
trasa jest przedstawiona na rysunku ponizej.




Wynik. 28

Rozwigzanie. Pokolorujmy narozniki szeécianu dwoma kolorami, aby kazda trasa kolejowa (w tym réwniez tunele)
miala konce w dwéch roznych kolorach. Podréznik zaczynajac podroz w miescie o danym kolorze, w kazdej kolejnej
podroézy bedzie przemieszczal sie do miasta o innym kolorze. Do pokonania mamy pie¢ odcinkéw, a trasa musi mieé
naprzemienne kolory, bedzie zatem obejmowac¢ dokladnie dwa miasta posrednie kazdego koloru. Kazde z odwiedzanych
miast musi by¢ rézne, a majac do dyspozycji tunele kazde dwa miasta roznych koloréw maja potaczenie kolejowe.
Policzmy ile jest tras dlugosci 5 (ignorujac chwilowo warunek skorzystania z tunelu). Kazda trasa ma postaé

1401(22026337

gdzie o1, 02 to rézne miasta koloru B, a es, e3 to rézne miasta koloru A. Istnieje 3 - 2 = 6 sposobéw na wybdr pary
uporzadkowanej (01, 02) sposrdd trzech miast koloru B innych niz B oraz istnieje 3 - 2 = 6 sposobéw na wybér pary
uporzadkowanej (eg, e3) sposrdd trzech miast koloru A innych niz A. Zatem w sumie istnieje 6 - 6 = 36 tras o dtugosci 5
z A do B.

Teraz policzmy ile jest tras, ktére nie wykorzystuja tunelu. W pierwszym ruchu nie mozemy trafi¢ od razu do B,
wiec mamy do wyboru dwa miasta. Po wykonaniu ktéregokolwiek z tych ruchéw istnieja doktadnie 4 sposoby na
ukonczenie trasy o dtugosci 5 do B, wykorzystujac wytacznie krawedzie, co daje 2 - 4 = 8 tras niewykorzystujacych
tuneli.

Ostatecznie otrzymujemy 36 — 8 = 28 szukanych tras dtugosci 5 wykorzystujacych tunele.

Zadanie 31. W wyborach na soltysa uczestniczyto 2026 wyborcow oraz czterech kandydatéw: Arek, Barek, Czarek
i Darek. Arek wypadl najgorzej, otrzymujac jedng szosta glosow, ktore uzyskal Barek. Czarek otrzymal o dokltadnie
446 glosow mniej niz wszyscy trzej pozostali kandydaci tacznie. Darek wygral wybory uzyskujac mniej niz 800 glosow.
Kazdy z wyborcow oddal doktadnie jeden glos na jednego z kandydatéw. Ile gloséw otrzymal Arek?

Wynik. 63

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze kandydaci zebrali kolejno a, b, ¢ oraz d gloséw. Wiemy, ze a + b+ c+ d = 2026 i zachodza
zaleznosci:
b = 6a, c=(a+b+d)— 446, d < 800 oraz d>a,b,c.

Wynika stad, ze
a+b+c+d=a+b+ (a+b+d—446) +d = 2026,

a+b+d=1236,

czyli
c = 1236 — 446 = 790.

Skoro b = 6a, to
a+ 6a+d= 1236, czyli d = 1236 — 7a.

Skoro D wygral, to d > ¢ = 790, ale jednoczeénie d < 800, wiec 791 < d < 799, co daje
791 < 1236 — 7a < 799, czyli 437 < Ta < 445.
Wynika stad, ze a = 63, a wiec b = 378, ¢ = 790 oraz d = 795, co spelnia wszystkie zalozenia zadania.

Zadanie 32. Trzy kwadraty ABCD, EFGH i KGIJ sa ulozone jak na rysunku ponizej: punkty E i F' leza na
odcinku AB, punkty I i J leza na odcinku C'D, a punkt K lezy na odcinku GH. Ponadto, $rodki tych trzech kwadratéw
leza na jednej prostej. Wiedzac, ze AD =71 HK = 1, wyznacz dlugosé odcinka FB.

D J I C

H 1 ' g
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Rozwigzanie. Niech a i b beda dtugoéciami bokéw kwadratow EFGH i KGIJ. Z tresci zadania dostajemy réownosci
7T=AD=JK+HE=a+boraz1=HK = HG — KG = a — b. Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest a =41 b = 3.

Prosta przechodzaca przez $rodki wszystkich trzech kwadratow dzieli pole kazdego z nich na dwie polowy. Zatem
pole prostokata F'BCI mozna obliczy¢ z réwnania

1 1 1
5(& + b)2 — 5(12 — 5[)2 = ab.
Pole prostokata FFBCT jest réwniez dane przez F'B - (a +b). Z tych dwéch réwnosci otrzymujemy F'B = a“—fb = %

Zadanie 33. Na tablicy napisano kilka liczb, w tym 2026. Gdy zmazemy liczbe 2026, to Srednia arytmetyczna liczb
na tablicy zmniejszy sie o 6. Jedli jednak kolejna liczba 2026 zostanie dopisana, to Srednia arytmetyczna liczb na tablicy
zwiekszy sie o 4. Znajdz sume liczb, ktére napisano na poczatku na tablicy.

Wynik. 10010

Rozwigzanie. Niech suma wyjsciowych n liczb na tablicy wynosi S. Wtedy

5—2026_5_
n—1 n ’
S + 2026 S
;:f_i_zl,
n—+1 n

Te réwnania mozemy uprosci¢ do

S = 2032n — 612,
S = 2022n — 4n?.

Odejmujac je stronami otrzymujemy 2n? = 10n, czyli n = 5. Zatem S = 2032n — 6n2 = 10010.

Zadanie 34. Pchla Ela skacze po okregu. W pierwszym skoku przemieszcza sie o 1° (to znaczy: kat miedzy promieniami
okregu o koncach w punktach poczatku i konica skoku ma miare 1°). Wszystkie nastepne skoki sa w tym samym
kierunku, a w kolejnych krokach pchla przemieszcza sie o 2°, potem 3°, i tak dalej. Po ktérym skoku pchla wyladuje po
raz pierwszy dokladnie w punkcie, z ktérego zaczynalta?

Wynik. 80

Rozwigzanie. Po n skokach pchla przebedzie dystans rowny lukowi opartemu na kacie wewnetrznym o mierze

1
1+2+...+n:§n(n+1)

stopni. Szukamy zatem najmniejszej liczby caltkowitej dodatniej n, dla ktorej powyzsze wyrazenie jest wielokrotnoscia
liczby 360. Réwnowaznie oznacza to, ze n(n+1) jest wielokrotnoscia liczby 720 = 16-9-5. Kazdy z tych trzech czynnikéw
musi dzieli¢ albo n albo n 4 1, bo kazde dwie kolejne liczby sa wzglednie pierwsze. Przyjrzyjmy sie wielokrotnosciom
najwiekszego czynnika, 16 — to daje nam nastepujace poczatkowe mozliwe wartodci n: 15, 16, 31, 32, 47, 48, 63, 64, 79
i 80. Sposréd nich tylko 15, 64, 79 i 80 sa takie, ze n lub n + 1 jest podzielne przez 5, a z nich jedynie dla n = 80 mamy
n + 1 = 81 podzielne przez 9. Zatem wnioskujemy, ze 80 jest szukana najmniejsza liczba skokéw.

Zadanie 35. W krolestwie Nabojlandii sa trzy gildie magiczne: Gildia Ognia, Gildia Wody i Gildia Ziemi. Kazda
gildia sktada si¢ z dwoch poteznych czarodziejow i dwdch chowancéw. Aby obronié¢ krélestwo cztery duety, kazdy zlozony
z jednego czarodzieja i jednego chowarica, muszg stanaé¢ do obrony. Zaden duet nie moze skladaé sie z czarodzieja
i chowanca z tej samej gildii, kazda gildia musi postaé co najmniej jednego czarodzieja i co najmniej jednego chowanca
do jakiego$ duetu. Na ile sposobow mozna wybrac te cztery duety?

Uwaga: Czarodzieje i chowancy sa rozréznialni, zatem uktady z réznymi czarodziejami lub chowancami z tych samych
gildii sg rézne, ale kolejnoéé duetéw nie ma znaczenia.

Wynik. 768

Rozwigzanie. Poniewaz musi zosta¢ wybranych czterech chowancéw i kazda gildia musi wystawié¢ co najmniej jednego
chowanica, to liczby chowancéw wystawionych przez poszczegdlne gildie to (2,1,1) w pewnej kolejnosci. Rozumujac
analogicznie dla czarodziejéw ich rozklad to takze (2,1,1) w pewnej kolejnosci.

Rozwazmy dwa przypadki. W pierwszym przypadku jedna z gildii, powiedzmy X, posyla obu czarodziei oraz obu
chowancow. Mamy 3 mozliwoéci wyboru tej gildii. Z pozostalych dwoch gildii chowancy moga zosta¢ wybrani na
2 -2 = 4 sposoby, jak i czarodzieje moga by¢ wybrani na 2 - 4 sposoby. Dla kazdego z tych wyboréw chowancy z gildii
X musza zostaé sparowani z czarodziejami z pozostatych gildii, czego mozna dokonaé¢ na 2 sposoby. Gdy te duety sa
ustalone, to chowancy z pozostalych gildii musza zosta¢ sparowani z czarodziejami z gildii X, co ponownie mozna
zrobi¢ na 2 sposoby. Zatem sumarycznie mamy 3 -4 -4 -2 -2 = 192 uklady w tym przypadku.
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W drugim przypadku jedna z gildii (X) posyla dwéch chowancéw, a inna gildia (Y) posyla dwéch czarodziejéw. Sa
3 mozliwosci wyboru gildii X oraz, po jej ustaleniu, 2 mozliwosci wyboru gildii Y. Pozostali chowancy moga by¢ wybrani
z pozostatych dwoch gildii na 2 -2 = 4 sposoby, podobnie pozostali czarodzieje moga zosta¢ wybrani na 2 -2 = 4 sposoby.
Dla kazdego z tych wyboréw mamy 3 - 2 = 6 dopuszczalnych sposobéw aby sparowaé czarodziejéw z chowancami: dwaj
chowancy z gildii X moga by¢ przypisani do dowolnej dwdjki z trzech dopuszczalnych czarodziejow i gdy taki wybor
zostanie dokonany pozostali chowancy i pozostali czarodzieje sg zmuszeni do sparowania sie w dokladnie jeden sposéb.
Zatem ten przypadek daje nam 3-2-4-4-6 = 576 uktadéw.

Sumujac mozliwosci w obu przypadkach dostajemy 192 + 576 = 768 szukanych sposobow.

Zadanie 36. Niech x, y beda takimi niezerowymi liczbami rzeczywistymi, ze = + i = V2 oraz y + 1 = 3V/4. Znajdz
wartoéé wyrazenia 2y + I—;Q
Wynik. 3/2

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

Ponadto

Zatem

1

Zadanie 37. Niech ABCD bedzie czworokatem wpisanym w okrag, w ktérym ZADB = 48° 1 Z/ZBDC = 56°. Punkt X
zostal wybrany wewnatrz tréjkata ABC w taki sposéb, aby ZXCB = 24° i prosta AX byla dwusieczng kata BAC.
Podaj miare kata C BX w stopniach.

Wynik. 38°
Rozwigzanie. Katy LZADB i ZACB maja réwne miary, poniewaz sa oparte na tym samym luku. Zatem

LACX = LZACB — /XCB =/ADB — ZXCB =48° —24° = 24° = /X(CB.

Wynika z tego, ze prosta CX jest dwusieczng kata ZACB, czyli punkt X jest punktem przeciecia wszystkich trzech
dwusiecznych tréjkata ABC (a wiec jest rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC).

Korzystajac z réwnosci ZBAC = ZBDC, ktora wynika z faktu, ze oba te katy oparte sa na tym samym tuku okregu,
mozemy obliczy¢ szukang miare kata:

ZCBA  180° — /BAC — ZACB  180° — 56° — 48°

> > = 38°.

ZCBX =

Zadanie 38. Nabionicula simplex ma bardzo prymitywny mézg podzielony na lewa i prawa potkule, z ktoérych kazda
sklada sie z dwéch rodzajéw komoérek: neuronéw i astrocytéw. Zadna komérka nie ma polgczenia z inna komérka z tej
samej po6tkuli. Natomiast pomiedzy kazda parag komorek z réznych pétkul istnieje doktadnie jedno potaczenie. W mézgu
pewnej nabioniculi simpler jest 168 polaczen miedzy parami neuronéw, 48 potaczen miedzy parami astrocytow oraz
191 polaczen miedzy neuronami a astrocytami. Ile jest neuronéw w mozgu tego organizmu?

Wynik. 29
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Rozwigzanie. Niech ny i a; oznaczaja odpowiednio liczbe neuronéw i astrocytéow w jednej pétkuli, a ng i ag liczbe
neurondéw i astrocytéw w drugiej potkuli. Wiemy, ze ning = 168, ajas = 48 oraz nias + nsa; = 191. Zatem

(n1 + a1)(ng + az) = 168 + 48 + 191 = 407 = 11 - 37,

wiec skoro w kazdej pétkuli musi byé co najmniej jedna komodrka kazdego typu, bez straty ogdlnoéci mozemy zapisac
n1 + a; = 11. Podobnie
(n1 — al)(ng — ag) = 168 + 48 — 191 = 25.

Ro6znica ny — a; jest mniejsza niz 11, dodatnia, bo niny > ajas oraz nie moze byé réwna 1, gdyz wtedy a; = 5 nie
jest dzielnikiem ajag = 48. Zatem ny — a1 = 5, czyli n; = 8 oraz a; = 3, co implikuje, ze ng = 168/8 = 21 oraz
as = 48/3 = 16. Laczna liczba neuronéw wynosi wiec ny + ng = 29.

Alternatywne rozwigzanie. Zachowajmy oznaczenia z poprzedniego rozwiazania. Liczba njas + nsaq jest nieparzysta,
zatem jeden ze skladnikéw jest nieparzysty. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze to njas. To oznacza, ze obie liczby ni i ag
sq nieparzyste. Z drugiej strony, poniewaz 168 = 23 -21 i 48 = 24- 3, to liczba ny musi by¢ podzielna przez 23 oraz liczba
a; przez 2*. Zatem liczba nya; jest wielokrotnoécig 2% - 24 = 27 = 128, a poniewaz jest mniejsza od 191, to musi by¢
réwna 128, czyli ny = 23 = 8. Z tego wynika, ze n; = 168/8 = 21, co implikuje szukana liczbe neuronéw ng + ng = 29.

Zadanie 39. Andrzej ma pieé¢ identycznych prostych plytek trimino (w ksztalcie litery ,,I7), ktére chee tak ulozyé
w ciagla $ciezke na prostokatnej planszy 7 x 9, by potaczy¢ lewy dolny rog planszy z jej prawym gérnym rogiem. Kazde
trimino sklada sie z jednego pola $rodkowego i dwéch pél konicowych, a kazda para sasiednich trimino na Sciezce styka
sie wzdluz dokladnie jednej krawedzi pola, bedacej bokiem koncowego pola w kazdym trimino. Jedno z mozliwych
utozen opisanej $ciezki pokazano na rysunku ponizej. Na ile réznych sposobéw Andrzej moze utozyé opisana Sciezke?

[ 1

[]
[

Wynik. 75
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze Andrzej ma do dyspozycji ptytki o tacznie 15 polach, zatem $ciezka nigdy nie moze pdjsé
w dol, ani w lewo — inaczej zmarnowalaby niezbedne pola plytek na nadrobienie drogi. Wynika stad, ze zaczynajac
uktadaé od lewego dolnego rogu koniec kazdej nowej plytki jest zawsze bardziej do gory lub bardziej na prawo od
poprzedniej. Wypelniamy teraz wszystkie pola tej tablicy wpisujac w kazde pole liczbe mozliwych $ciezek o koncu
jednej z ptytek w tym polu.

Pierwsze trimino moze mieé¢ koniec albo doktadnie 2 pola nad polem startowym, albo dokladnie 2 pola na prawo od
niego, zatem w pola o wspélrzednych (0,2) i (2,0) wpisujemy liczby 1, a w pola (0,0), (1,0), (0,1) i (1,1) wpisujemy 0.

Teraz wypelniamy indukcyjnie pozostale pola, przy czym jesli pole (z,y) ma warto$¢ N, to dodajemy N do pdl
(z+3,y), (x+2,y+1), (x+1,y+2)i(x,y + 3), oczywiscie pod warunkiem, ze wspélrzedne te wystepuja wewnatrz
naszej planszy. Zauwazmy, ze po wypelnieniu przekatnej {(x,y) : = + y = ¢} wypelniamy za jej pomoca przekatna
{(z,y) : «+y=c+ 3}, wiec startujac z przekatnej {(z,y) : « + y = 2} po czterech krokach wypelnimy pole (8,6)
jako jedyne pole przekatnej {(x,y) : = +y = 14} zawarte w naszej planszy. Dokladne liczby otrzymane w tym procesie
zostaly wypisane na rysunku ponizej. Mozemy odczytaé, ze liczba poszukiwanych Sciezek to 75.

0/0[4]0]{0(22/0|0]|75
110(0(60|0(22|0
0[{1{0]0|6]0|0]18
0/{0[2|0{0]|6]|0]0]13
110(0(210(0(4|0
0/{0{0]|0|1]|0]|0]2
0/{0|1]0]|0]|1|0]0]|1

Alternatywne rozwigzanie. Uldzmy pieé¢ plytek trimino zaczynajac w polu (0,0) w taki sposdb, ze kazde dwa sasiednie
stykaja si¢ jedynie naroznikiem (a nie krawedzia, jak w zadaniu). W ten sposob kazde nowe trimino przesuwa koniec
naszej $ciezki o wektor [+1,+43] lub [+3, +1] (w zaleznosci od sposobu jego ulozenia). Po pieciu trimino koniec $ciezki
jest na polu o wspélrzednych (z,y), przy czym z + y = 20. Jedli G to liczba plytek ustawionych w gore, a P to liczba
plytek ustawionych w prawo, to G + P =5 oraz (z,y) = (G 4+ 3P,3G + P).

W celu uzyskania dobrej Sciezki, opisanej w tresci zadania, musimy ,naprawi¢” wszystkie 4 laczenia plytek, aby
stykaly si¢ krawedziami. Kazde polaczenie moze by¢ naprawione na dwa sposoby — przesuwajac trimino (oraz wszystkie
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nastepne po nim) o jedno pole w dél, lub o jedno pole w lewo. Niech d oznacza liczbe przesunieé¢ w dol, a £ liczbe
przesunie¢ w lewo, oczywidcie d 4+ £ = 4 oraz koficowe pole $ciezki ma wspélrzedne (z — £,y — d). Dobra $ciezka musi
spelnia¢ warunek x — ¢ =9iy—d=1T1.

Rozpatrzmy wszystkie przypadki par liczb (G, P):

(5,0): (x,y) = (5,15) nie moze osiagnaé (9,7) w czterech zmianach polaczen.

(4,1): (z,y) = (7,13) réwniez nie jest mozliwe naprawienie tej Sciezki.

(3,2): (z,y) = (9,11) wymaga ¢ = 0, d = 4 (wszystkie zmiany sa w dot). Istnieje (g) = 10 takich $ciezek, kazda
naprawiona na jeden sposob, wiec tacznie 10 mozliwosci.

4
2

(2,3): (z,y) = (11,9) wymaga ¢ = 2, d = 2. Istnieje (g) = 10 poczatkowych ulozen oraz (

naprawi¢, zatem mamy lacznie 10 - 6 = 60 mozliwych Sciezek.

) = 6 mozliwosci jak je

(1,4): (z,y) = (13,7) wymaga ¢ = 4, d = 0 (wszystkie zmiany sa w lewo). Istnieje (?) = 5 poczatkowych ustawien,
kazde naprawione na jeden sposob, czyli tacznie 5 mozliwosci.

e (0,5): (z,y) = (15,5) niemozliwe do naprawy w czterech zmianach polaczen.

Podsumowujac, otrzymalidémy 10 4+ 60 + 5 = 75 dobrych $ciezek.

Zadanie 40. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

a? b2 2 d2

b d=2
a+b+c+ oraz a+2b+b—|—20+c+2d+d+2a

= 2026.

Podaj warto$¢ wyrazenia
b? c? d? a?
a+2bjL b+2cJr C+2d+ d+2a

Wynik. 507

. i . 2 2 2 2 2 2 2 2 L.
Rozwigzanie. Niech X = S5 + ﬁ +oEat diﬁ = 2026 oraz Y = ﬁ + 53t ciﬁ + Z434 - Skoro wyrazenie a+2b
pojawia si¢ mianowniku, to mogliby$my je skrécié gdyby w liczniku pojawito si¢ wyrazenie (a + 2b)(a — 2b) = a? — 4b?,
podobnie z pozostalymi mianownikami. Zatem

a® —4b® b —4c® 2 —4d®  d% —4a’

X —4Y = =(a—2 -2 -2 —2a) = —2.
a+2b + b+ 2¢ + c+ 2d + d+2a (a b)+(b C)+(C d)+(d a)

Stad dostajemy X —4Y = —2, czyli Y = 1(X +2) = 202642 — 507.

Zadanie 41. Do pudetka w ksztalcie prostopadloscianu o wysokosci a i podstawie bedacej kwadratem o boku
dtugosci 3 wsadzono dwie piteczki do ping-ponga bedace kulami o promieniu 1. Pierwsza piteczka jest tak umieszczona,
ze dotyka dwodch sasiadujacych pionowych $cian pudetka, dolna $ciane pudetka i druga piteczke. Natomiast druga
piteczka jest tak umieszczona, ze dotyka dwoch pozostalych pionowych écian pudetka, gérng $ciane pudetka i pierwsza
piteczke. Wyznacz wysoko$é a tego pudetka.

Wynik. 2+ V2
Rozwigzanie. Oznaczmy przez C; oraz Cs $rodki pileczek, a przez d pozioma odlegtosé pomiedzy ich srodkami, czyli
dtugos¢ odcinka C7Cy zrzutowanego na podstawe pudetka. Patrzac na zadang konfiguracje z géry, widzimy kwadrat

o boku 3, rzut punktu C; znajdujacy sie w odlegtoséci 1 od dwdch sasiednich $cian i rzut punktu Cs bedacy w odlegtosci 1
od dwoch innych sasiednich $écian.

W tym widoku, rzuty punktéw C; i Cy leza na przeciwleglych rogach kwadratu o boku dtugosci 1, a zatem d = /2.
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Nastepnie rozwazmy pionows plaszczyzne prostopadla do podstawy, ktéra przechodzi przez punkty C; i Cy. Czesé
wspélna tej plaszczyzny z pudetkiem jest prostokatem o szukanej wysokoéci a. Niech x oznacza pionowa odlegtosé
miedzy punktami Cy oraz Cj.

Skoro pitki sie dotykajg i maja promien 1, to odlegloé¢ miedzy ich srodkami wynosi C7;Cy = 2. W tréjkacie prostokatnym
z pozioma przyprostokatna d i pionowa x zachodzi C1C = d? + z2, wiec = /22 — d? = /2. Pierwsza pilka dotyka
dolnej podstawy pudetka, a druga gérnej, wiec wysokos$¢ pudetka jest sumg promienia pierwszej pitki, pionowej odlegtosci
miedzy $rodkami pitek oraz promienia drugiej pitki: a =1+2+1 =2+ /2.

Zadanie 42. Na ile sposobow mozna wypelnic¢ tabele 3 x 3 cyframi 0,1,...,9 w taki sposéb, aby w kazdym polu
znalazla sie dokladnie jedna cyfra, zadna cyfra nie zostala wykorzystana wiecej niz raz oraz by wszystkie szes¢ sum cyfr
w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie byto tej samej parzystosci? Przyklad tabeli spelniajacej te warunki, w ktorej
wszystkie wiersze i kolumny maja parzyste sumy cyfr, jest pokazany ponizej:

S Ut =
O = N
o N W

Wynik. 259 200

Rozwigzanie. Skoro 0+14...+9 = 45 jest liczba nieparzysta, to pominiecie nieparzystej cyfry daje parzysta sume cyfr
w calej tabeli, zatem w takim przypadku wszystkie sze$¢ sum rzedéw i kolumn musi by¢ parzyste. Takie rozmieszczenie
mozna otrzymaé korzystajac z 4 cyfr nieparzystych i 5 cyfr parzystych tylko jesli jeden rzad i jedna kolumna (5 p6l)
zawieraja wszystkie cyfry parzyste. Zatem mozemy policzy¢ wszystkie takie tabele poprzez wybranie cyfry, ktora
pomijamy (5 sposob6w), nastepnie wybranie rzedu i kolumny, w ktérych beda tylko cyfry parzyste (3 -3 = 9 sposobdw),
rozmieszczenie cyfr nieparzystych w dowolny sposéb (4 -3 -2 -1 = 24 sposoby) i finalnie rozmieszczenie liczb parzystych
w dowolny sposéb (5-4-3-2-1 =120 sposobdéw).

Podobnie, jesli pominiemy parzysta cyfre, to suma wszystkich trzech rzedéw (pozostalych cyfr) bedzie nieparzysta,
wiec wszystkie rzedy i kolumny muszg daé¢ nieparzyste sumy. Jedyny sposéb rozmieszczenia pieciu nieparzystych liczb
w tabeli 3 x 3 tak, aby kazdy rzad i kolumna zawieraly jedna lub trzy takie cyfry to umiesci¢ je w jednym rzedzie
i jednej kolumnie. Liczbe tabel w tym przypadku mozemy policzy¢ tak samo jak w poprzednim przypadku, zmieniajac
role cyfr parzystych i nieparzystych. Zatem laczna liczba tabel to 2-5-9 24 - 120 = 259 200.

Zadanie 43. Suma czterech parami réznych dodatnich liczb calkowitych a, b, ¢ i d wynosi 20 000. ZnajdZ najmniejsza
mozliwa warto$é wyrazenia NWW (a, b, ¢, d), gdzie NWW oznacza najmniejsza wspdlna wielokrotnosé.

Wynik. 9600

Rozwigzanie. Oznaczmy L = NWW(a,b, ¢, d) 1 przyjmijmy, ze a > b > ¢ > d bez straty ogélnosci. Te liczby sa
dzielnikami L, wiec L = aa; = bb; = cc; = dd; dla pewnych liczb catkowitych dodatnich aq, by, ¢1, di. Nietrudno
zauwazy¢, ze a1 < by < c1 < dy. Zatem aq > 1, by > 2, ¢c; > 3, d1 > 4. To oznacza, ze

Lok act

a<L, b<§, C\ga 4

7 tych zaleznosci wynika, ze

1 1 1 25L
20000 = b d<L-[14+=+=+- —_—,
a+b+c+ <+2+3—|—4> 2
czyli L > 12-20000/25 = 9 600.
Aby udowodnié, ze rownos¢ L = 9600 jest mozliwa wystarczy przyja¢ a = 9600, b = @ = 4800, c= @ = 3200
oraz d = % = 2400. Suma tych czterech liczb wynosi 9600 + 4 800 + 3200 + 2400 = 20000. Zatem 9600 jest
rzeczywiscie szukang najmniejsza wartoscia liczby L.
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Zadanie 44. Ciag ai,as9,as,... zadany jest wzorem a, = . Znajdz wartos¢ n, dla ktérej ten ciag osiaga
warto$¢ najwigksza.
Wynik. 2001

. . . . _ (n+D? _ 1000(n+1)? . oy - .
Rozwigzanie. Zauwazmy, 7e Gpi1/an = 1001aZ = ~Tootnr - LNIerownost ap41 > an, czyli réwnowaznie an41/an > 1,

sprowadza sie wiec do 2000n + 1000 > n?, czyli n(n — 2000) < 1000. Latwo sprawdzié, ze ta zalezno$é zachodzi gdy
n < 2000, bo wtedy lewa strona jest niedodatnia i nie zachodzi dla n > 2001. Zatem ten ciag jest Sciéle rosnacy az do
wyrazu numer 2001 i z tego samego powodu, Scisle malejacy od tego wyrazu. Czyli a; < ag < ... < agogo < @001 Oraz
2001 > G2002 > . ... Zatem szukane m = 2001.

Zadanie 45. Pieciu przyjaciol wybiera sie do teatru. Wybieraja miejsca w jednym rzedzie, ktérego uktad wyglada

nastepujaco:
o 0ABABAR ARAAAA AAAAAA AAARAAEA

Czyli: Sciana, cztery bloki po sze$¢ miejsc oddzielone trzema przej$ciami i druga $ciana. Przyjaciele sa niesmiali, wiec
chca tak wybraé pie¢ miejsc, aby, nawet jesli wszystkie inne zostang zajete, mogli opusci¢ swoje miejsca bez koniecznosci
proszenia nieznajomych oséb o wstanie. Ile istnieje takich piecioelementowych zbioréw miejsc?

Wynik. 252

Rozwigzanie. Warunek by kazdy modgl bezproblemowo opusci¢ swoje miejsce oznacza, ze wybrane miejsca musza
tworzy¢ spdjne grupy miejsc przylegajacych do przejéé. Cheemy wiec podzielié¢ przyjaciél na trzy grupy (niektére moga
by¢ puste), kazda odpowiadajaca osobom siedzacym przy danym przejsciu. Aby to zrobié¢, wstawiamy 2-3 —1 =15
przegrodek:

e przegrodki na miejscach nieparzystych oznaczaja przejscia;
e przegrodki na miejscach parzystych oznaczaja pozostawione miejsca pomiedzy grupami przyjaciol.

Twierdzimy, ze te konfiguracje odpowiadaja wszystkim poprawnym wyborom miejsc. Wezmy jedna z takich konfiguracji,
np. sekwencje
_OP_OPP_PP,

gdzie kazde P oznacza jednego z przyjaciél, _ oznacza przejécie, a () oznacza grupe pustych miejsc. Patrzac od lewej,
interpretujemy to nastepujaco: z pierwszego bloku nie wybrano zadnego miejsca. W drugim bloku wybrano jedno
miejsce przylegajace do drugiego przejécia. W trzecim bloku wybrano dwa skrajne prawe miejsca, a w ostatnim bloku —
dwa skrajne lewe miejsca. Z drugiej strony, istnieje doktadnie jeden sposéb zakodowania kazdego poprawnego wyboru
miejsc, gdyz kazda grupa przyjaciélt musi siedzieé¢ przy jednym przejsciu, a pomiedzy przejéciami musi by¢ jedna grupa
pozostawionych miejsc.

Policzymy rozmieszczenia pieciu przyjaciét (zgodnie z trecia zadania, nie rozrézniamy kto siedzi na jakim miejscu)
oraz pieciu przegrédek (maja dwa rézne znaczenia, ale wynikaja one z kolejnosci, wiec nie potrzebujemy dodatkowego
rozréznienia podczas zliczania). Zatem musimy wybraé 5 pozycji spoéréd 10 mozliwosci, co daje

10
= 252
(5)=>

Zadanie 46. Rozwazmy trojkat réwnoboczny o boku dtugosci 4 i narysujmy trzy okregi o promieniu 1 i érodkach
w kazdym wierzchotku trojkata. Znajdz promien wiekszego okregu, stycznego wewnetrznie do dwoch z tych trzech
okregéw i zewnetrznie do trzeciego z nich.

szukanych wyboréw miejsc dla przyjaciot.
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Rozwigzanie. Niech ABC bedzie rozwazanym tréjkatem réwnobocznym i niech ,duzy” okrag ma $rodek w punkcie O
i promien réwny r. Zalézmy, ze jest on styczny wewnetrznie do okregdéw o $rodkach A i B oraz zewnetrznie do okregu
o $rodku w C. Wysokoéé tréjkata ABC to h = @ -4 = 2¢/3. Poniewaz OA = OB, to punkt O lezy na symetralnej
odcinka AB. Niech punkt M bedzie srodkiem odcinka AB; wtedy AM =2 i CM = h.

7 warunkow zapewniajacych stycznosé wynika, ze OA = OB =r — 1 oraz OC = r + 1. Skoro punkt O lezy na prostej
CM, to mamy
OM=0C—-CM=r+1-h.

(Tu zakladamy, ze punkt O lezy na zewnatrz tréjkata ABC. Gdyby punkt O lezal wewnatrz tego tréjkata, to
OM = CM — OC, czyli warto$¢ OM?, z ktérej dalej korzystamy, bytaby taka sama.)
7 twierdzenia Pitagorasa w trdjkacie prostokatnym OM A dostajemy

OA% = OM?* + AM?, czyli (r—1)>=(r+1—h)*+2%

Po wymnozeniu i uproszczeniu otrzymujemy

_ h*—2h+4
"T o2
Podstawiajac h = 2v/3 dostajemy szukany wynik r = il/’g‘_/?’ = %

Zadanie 47. W magicznej chatce sa dwa pokoje: w jednym z nich sg same krasnoludki, kazdy o wzroécie 1,2 m,
a w drugim same cyklopy, kazdy o wzroscie 4 m. Gdy 35 cyklopéw i 24 krasnoludki zamienity pokoje, sredni wzrost
stworzen w kazdym pokoju byl taki sam. Jaka jest najmniejsza taczna liczba krasnoludkow i cyklopow, dla ktoérych jest
to mozliwe?

Wynik. 117

Rozwigzanie. Niech d i c oznaczaja odpowiednio liczbe krasnoludkéw i cyklopéw. Po zamianie mamy d—24 krasnoludkéw
i 35 cyklopow w pierwszym pokoju oraz 24 krasnoludki i ¢ — 35 cyklopéw w drugim. Dla wygody przyjmijmy oznaczenia
dy=d—24, ¢; =35, dy =24 i ¢y = ¢ — 35 oraz oznaczmy wzrost krasnoludka przez hg, a cyklopa przez h.. Sredni
wzrost bedzie réwny
dihg +cihe  dahg + cahe
di + 1 N da + co

Po uproszczeniu tego réwnania otrzymujemy
(hc — hd)(CldQ — dlcg) =0.

Warto$é h. jest rézna od wartoéci hg, co implikuje, ze c1dy — dyco = 0, czyli < d— = d—"’ Intuicyjnie ten wynik ma sens;
aby $redni wzrost byl taki sam w kazdym pokoju to stosunek liczby krasnoludkow do l1czby cyklopéw w kazdym pokoju
rowniez musi by¢ taki sam. Faktyczny wzrost nie ma znaczenia. Korzystajac ze znanych wartoéci ¢; oraz do dostajemy

d102 = Cldz = 35 - 24 = 840.

Naszym celem jest zminimalizowanie tacznej liczby stworzen d+-c, co jest rownowazne ze zminimalizowaniem wartosci
dy1+ca, poniewaz d+c = di +co+24+35. Dla dwdch liczb dodatnich o ustalonym iloczynie ich suma jest zminimalizowana,
gdy te dwie liczby sa tak bliskie sobie jak to mozliwe; wynika to np. z tozsamosci (dy + ¢2)? = (dy — c2)? + 4d;co.
Poniewaz szukamy rozkladu liczby 840 na dwie liczby calkowite mozliwie bliskie sobie. Latwo znajdujemy optymalna
pare 840 = 28 - 30.

Zatem dj i cg to 28 i 30 (w dowolnej kolejnosei), a minimalna liczba stworzen wynosi d+ ¢ = 28 + 30+ 24+ 35 = 117.
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Zadanie 48. Szesciu piratéw wchodzi do tawerny i siada w losowej kolejnoéci przy okraglym stole. Kazdy z nich
ma przypisany numer od 1 do 6 (kazdy inny), ktéry okredla ich poziom umiejetnodci: wyzszy numer zawsze wygra
pojedynek z nizszym. Aby zdecydowaé, kto powinien by¢ przywddca bandy, przeprowadzaja nastepujacy rytual:
w kazdej rundzie losuja jednego z piratéw przy stole, ktéry musi wyzwaé do pojedynku pirata siedzacego po jego lewej
stronie; przegrany w pojedynku odchodzi od stotu. Po pigciu rundach przy stole pozostanie tylko jeden pirat. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze ostatni pojedynek zostanie rozegrany pomiedzy najmocniejszymi piratami, o numerach 5 i 67

Rozwigzanie. Przyjrzyjmy sie potozeniu dwdch najmocniejszych piratéw, czyli numerdw 5 i 6. Przyjmijmy, ze ustawienie
numerdw przy stole ma postaé (zgodnie z ruchem wskazéwek zegara): 5, Ay,..., Ay, 6, By, ..., By, gdzie a i b to liczba

piratéw siedzacych pomiedzy numerami 5 i 6. Niech f(a,b) oznacza prawdopodobiefistwo sukcesu (czyli ostatniego
pojedynku miedzy 5 i 6) przy takim ukladzie przy stole. Widzimy, ze istotnie zalezy ono jedynie od liczb a i b,
a nie zalezy od ustawienia pozostalych liczb przy stole, poniewaz 5 i 6 wygraja kazdy pojedynek z piratami A;, B;,
a pojedynek wewnatrz bloku A lub B jedynie redukuje jego dlugosé o 1.

Jesli a = 0 lub b = 0, to numery 5 i 6 sa sasiednie juz na poczatku. Zatem w kazdym losowaniu jedynie jeden wyboér
wymusza ich pojedynek, ktory chcemy uniknaé, czyli
n—1 n—2 2 2 2

f@0) =fO.h) === ——F-. 3= =

gdzie n = a + b+ 2 to liczba piratéw w grze.

Przyjmijmy, ze a,b > 1 oraz n = a + b + 2, jak poprzednio. Rozwazmy zbior sgsiednich piratéw 5, Ay, ..., A, czyli
zawierajacy a + 1 oséb. Jesli ktorykolwiek z tych piratéw zostanie wybrany, to nie wplynie to na pozostalych (poza
zbiorem), gdyz pojedynek rozegra sie¢ wewnatrz tego zbioru lub bedzie pojedynkiem A, — 6, co skonczy si¢ eliminacja
A,. Zatem wybor gracza z tego zbioru zmniejsza a o 1. Analogicznie, wyboér gracza spoza tego zbioru zmniejsza b o 1.
Wynika stad, ze
a+1 a b+1

f(avb) =

Na poczatku mamy a + b = 4. Mozemy teraz obliczy¢ kazda wartoéé¢ f(a,b) bazujac na przypadkach brzegowych:
f(0,4) =2 =1 f(0,3) =2, f(0,2) = 3, f(0,1) = 2 oraz symetrii f(a,b) = f(b,a). Poniewaz wybér miejsc przy
stole jest losowy, wiec warto$é a jest wybrana ze zbioru {0,1,2,3,4} z jednakowym prawdopodobienstwem, czyli
prawdopodobienstwo sukcesu w opisanej grze wynosi

1¢/1 8 3 8 7

1 1
g(f(0,4)+f(1,3)+f(2,2)+f(3,1)+f(4,0)) =z <3+15+5+15+3> =I5

Zadanie 49. Tetromino w ksztalcie litery ,.”, zlozone z czterech przystajacych kwadratéow zlaczonych bokami,
wpisane jest w réwnoramienny tréjkat prostokatny, jak na obrazku ponizej. Jaki jest stosunek pola tego tetromina do
Wynik. 3%

pola tréojkata?
169

Rozwigzanie. Oznaczmy punkty jak na rysunku ponizej. Jesli ustalimy dlugosé boku kazdego z kwadratow w te-
trominie jako 1, to aby poznaé¢ szukany stosunek wystarczy obliczy¢ dlugosé jednego z bokéw trojkata ABC, np.

przeciwprostokatnej AC.
B
E
' x
F G M A

Ly

S

Korzystajac z prostej pomocniczej EF otrzymujemy trojkat prostokatny FF K, w ktorym ZEKF = 90°, a boki maja
dlugosci FK =1, KF =21 EF = /5. Skoro GL = 2i LF = 1 oraz ZFLG = 90°, to tréjkaty EFK i FGL sa

C
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przystajace. Otrzymujemy stad, ze GF = EF = +/5. Niech a oznacza miare kata Z/LGF. Wtedy takie ZKFE = a
i mozemy wywnioskowaé, ze ZGFE = 90°, poniewaz kat « dopelnia kat Z/GFL do 90°. To jednakze oznacza, ze
trojkat FEC jest réwnoramiennym tréjkatem prostokatnym o boku dtugosci FC' = /5. Teraz wprowadzimy kolejna
prosta pomocniczg rzutujac prostopadle punkt D na prostag AC tworzgc punkt M. Z réwnosci Z/LGF + ZMGD = 90°
dostajemy ZGDM = «, wiec tréjkat M DG jest podobny do tréjkata FGL w skali v/5. Zatem dlugoéci bokéw
trojkata M DG to MG = %, MD = % oraz DG = 1. Skoro tréjkat M AD jest réwniez rownoramiennym tréjkatem

prostokatnym, to finalnie dostajemy AM = % Zatem

2 1 34+42.5 13
AC =AM +MG+GF+FC=——+—=+V5+V5="A2""= ",
NGRS V5

(CORCIE

S

Wynika z tego, ze pole trojkata ABC wynosi

1
ZAB? =
2

DN =

80

a szukany stosunek oy = 165"
=0

Zadanie 50. Ciag a,, zdefiniowany jest nastepujaco: a3 = as = az = 1 oraz a, 3 = 3%"+2 4 3%+1 4 3% dlan > 1. lle
wynosi reszta z dzielenia ago przez 497

Wynik. 11

Rozwigzanie. Wyraz aso jest suma poteg liczby 3, ktérych wartos¢ modulo 49 mozna wyznaczy¢ korzystajac z twier-
dzenia Eulera. Skoro NWD(3,49) = 1 i ¢(49) = 42, to

30n = gen med 2 (mod 49).

Aby obliczy¢ ags = 321 43920 4+ 319 (mod 49) wystarczy znaé¢ wartosci agy, aso, a19 (mod 42). Korzystajac z chinskiego
twierdzenia o resztach, jest to réwnowazne wyznaczeniu tych wartosci modulo 6 i 7. Najpierw zauwazmy, ze dla
n > 4 kazdy wyraz a, jest suma trzech poteg liczby 3, a wiec jest liczbg nieparzysta i podzielng przez 3, czyli a, = 3
(mod 6). Skoro 3° = 1 (mod 7) (ponownie z twierdzenia Eulera), to 3%» = 33 (mod 7) dlan > 4. Dla n > 7 (wiec
n—1,n—2n—3>4) mamy

Qp = 3% 4392 p 39n—3 =33 1 33 1 33 =4 (mod 7).

Laczac udowodnione kongruencje za pomoca chinskiego twierdzenia o resztach otrzymujemy a,, = 39 = —3 (mod 42)
dla n > 7. Uzywajac po raz kolejny twierdzenia Eulera dostajemy 3% = 373 (mod 49) dla n > 7, gdzie ujemny
wykladnik oznacza odwrotno$é modulo. Ostatecznie otrzymujemy

Qg = 3920 3920 4399 =373 1. 373 1 373 — 372 — 971 =11 (mod 49),
bo 9-11 =99 =1 (mod 49). Stad szukana reszta wynosi 11.

Zadanie 51. Na poczatku nieskonczenie dlugiej drogi Grzes siedzi w swojej Ducii Daster z pustym bakiem. Dla
kazdej liczby catkowitej n > 0, dokladnie n? kilometréw od startu stoi handlarz z paliwem. Grze$ moze od kazdego
z nich kupi¢ catkowity liczbe litrow paliwa. Handlarze nie lubia sprzedawaé¢ duzych iloéci paliwa, dlatego koszt za litr
u danego handlarza roénie z kazdym kolejnym kupionym u niego litrem: pierwszy kosztuje 1 zt, drugi kosztuje 2 zt,
trzeci kosztuje 3 zl i tak dalej. Kazdy litr paliwa pozwala Grzesiowi przejecha¢ dokladnie 1 km. Zaréwno zapas paliwa
u kazdego z handlarzy, jak i pojemno$é¢ baku samochodu Grzesia sa nieograniczone. Ile najwiecej kilometréw Grzes
moze przejechaé za 730 zt?

Wynik. 123

Rozwigzanie. Aby dotrzeé¢ do handlarza stojacego n? kilometréw od startu, Grze$ moze kupié paliwo od kazdego
z poprzednich n handlarzy. Minimalny koszt mozemy osiagna¢ kupujac doktadnie n litréw paliwa od kazdego handlarza,
poniewaz kazdy ,nieréwnomierny” zakup jedynie zwieksza laczny koszt.

Mozemy pokazaé, ze istotnie strategia ,kup n litréw u kazdego handlarza” pozwoli osiagnaé n? kilometréw (czyli, ze
nie zabraknie paliwa nigdzie po drodze). Pokazujemy to przez prosta indukcje. Dla n = 0 teza jest oczywista. Zalézmy,
ze mozliwe jest osiggniecie k? kilometréw kupujac u kazdego k litréw. Wtedy jedli zmienimy strategie na kupno k + 1
litréw na pewno nie zabraknie tego paliwa do k2 kilometréw, a wtedy kupujemy kolejne k + 1 litréw lacznie kupujac
przez cala droge (k + 1)? litréw, czyli dokladnie tyle, by osiagnaé (k + 1)? kilometréw, stad teza indukcyjna zachodzi.

Zatem koszt, aby przejechaé¢ n? kilometréw wynosi co najmniej

1
Cn:n(1+2+...+n):n@.
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Skoro C; = 726 < 730 < C2, to Grzeé moze przejecha¢ 112 km za taka kwote, ale nie moze przejechaé¢ 122 km. Za
pozostate 4 zI moze kupié kolejne 2 litry 112 kilometréw od startu, co pozwoli mu przejechaé w sumie 123 kilometry.
Chcac przejechaé¢ 124 kilometry Grze$ musialby wydaé 2 zt wiecej. Taki sposéb tankowania jest optymalny pod
wzgledem wydanych pienigdzy: nie ma sensu kupowaé¢ wigcej paliwa od ostatniego handlarza, a zwigkszanie ilodci paliwa
zakupionego od wczesniejszych handlarzy kosztuje co najmniej 12 zt wiecej za litr.

Zadanie 52. Niech ABCDEF bedzie szesciokatem foremnym o polu réwnym 420. Niech punkty M, N i P beda
odpowiednio $rodkami bokéw DE, FA i BC. Odcinki AM, BM, CN, DN, EP i FP ograniczaja zacieniowana figure
zaznaczona na rysunku. Wyznacz pole tej figury.

Wynik. 36

Rozwigzanie. Zacieniowany obszar mozna roztozy¢ na szeé¢ przystajacych tréjkatéw; obliczymy pole jednego z nich.
Niech punkt O bedzie érodkiem sze$ciokata, X punktem przeciecia prostych BM i C'N, a Y punktem przeciecia prostych
BM i PE. Ponadto zdefiniujmy nastepujace punkty: @ jako srodek odcinka C'D, V jako punkt przeciecia prostych AD
i CN oraz W jako punkt przeciecia prostych PM i QN. Pokazemy, ze OX : OP =2:5 oraz OY : 0Q =2: 7.

F N A

Skoro trojkaty NAV i CDV sg podobne oraz NA = %C’D, to AV :VD=1:2, wiec OV = %OA. Trojkat OV X
jest podobny do tréjkata PCX oraz PC = %BO = %OA7 czyli OV : PC' =2 : 3, co jest rowne stosunkowi OX : PX.
Whioskujemy stad, ze OX : OP = 2: 5.

W celu pokazania, ze OY : OQ = 2 : 7, wykorzystamy podobienstwo tréjkatéw OBY i WMY. Wynika z niego
réwno$¢ WM = %OB7 co oznacza, ze OY : YW = 4 : 3. Laczac te réwnos¢ z rownoscia OW = WQ, dostajemy
oYy :0Q=2:T7.

Tréjkaty OXY i OPQ maja wspolny kat ZPOQ, wiec

Poxy _OX OY
Popqg oP Q

4

2.2
57 35

Ponadto, tréjkat OPQ jest réwnoboczny o boku diugosci @ boku tréjkata ABO, wiec Popg = %PABO. Zatem

Poxy 4 3 3

Papo 35 4 35
Zacieniowana figura sklada sie z szeSciu kopii trojkata OXY | a szeSciokat sklada sie z szesciu kopii trojkata ABO, wiec
stosunek pdl tych figur jest taki sam. Wynika z tego, ze pole zacieniowanej figury to % - 420 = 36.

Zadanie 53. Dorotka jest mistrzynia przeksztalcen algebraicznych, dlatego rozwazylta wszystkie wyrazenia postaci
+a + b=+ c+d (lacznie 16 wyrazen, po jednym dla kazdej kombinacji znakéw), pomnozyla je przez siebie i otrzymala
w ten sposéb wielomian czterech zmiennych a, b, ¢, d. Nastepnie odrzucita jednomiany, w ktorych nie bylo wszystkich
czterech zmiennych. Jaka jest suma wspétczynnikéw przy pozostalych jednomianach?

Wynik. —328
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Rozwigzanie. Niech P bedzie wielomianem z tredci zadania. Przypisujac kazdej zmiennej warto$é¢ 1 obliczony iloczyn
zawiera (14+1—1—1) = 0 jako jeden z czynnikéw, zatem suma wszystkich wspdlczynnikéw wielomianu P wynosi
0. Policzymy teraz sume wspélczynnikéow przy odrzuconych jednomianach korzystajac w tym celu z zasady wlaczen
i wytaczen.

Aby rozpoczaé obliczanie sumy wspolczynnikow przy jednomianach, w ktorych nie ma co najmniej jednej zmiennej,
rozwazymy sytuacje gdzie ustalona zmienna przyjmuje warto$¢ zero, a nastepnie zsumujemy otrzymane wartosci.
W ten sposob kazdy jednomian, w ktérym brakuje jakiej$ zmiennej policzymy co najmniej raz. Aby zsumowaé¢ sume
wspdlezynnikéw przy jednomianach niezawierajacych, na przyktad d, obliczamy wartos¢ P w punkciea =b=c=1
i d =0 otrzymujac, ze P(1,1,1,0) jest réwne

((1+1+1)(1+171)(1—1+1)(1—171)(—1+1+1)(71+1—1)(71—1+1)(—17171))2:92:81.

Sumujac te wartosci dla kazdej z czterech ,brakujacych” zmiennych dostajemy 4 - 81 = 324. W tej sumie dwukrotnie
liczymy kazde wyrazenie z tylko dwoma zmiennymi, zatem musimy odja¢ P(1,1,0,0) = 0 szeS$¢ razy, poniewaz
jest szed¢ par zmiennych. Finalnie, musimy doda¢ z powrotem wszystkie wyrazenia z tylko jedna zmienna, zatem
dodajemy P(1,0,0,0) = 1 cztery razy. Lacznie te wspélczynniki sumuja sie do 324 + 4 = 328, a skoro suma wszystkich
wspélezynnikéw wielomianu P jest réwna zero, to suma wspoOlczynnikéw przy pozostalych jednomianach (tych
zawierajacych wszystkie cztery zmienne) wynosi —328.

Zadanie 54. Kacper ma 9000 przystajacych trojkatéow réwnobocznych. Ile réznych czworokatéw, sktadajacych sie
ze wszystkich 9000 trojkatéw, da sie utozyé bez nakladania tréjkatow na siebie? Czworokaty przystajace do siebie
uznajemy za takie same.

Wynik. 30

Rozwigzanie. Kat przy wierzchotku czworokata utworzony przez ztaczenie dwoch przystajacych tréjkatéw réwno-
bocznych moze mie¢ miare jedynie 60° lub 120°. Poniewaz suma katow w czworokacie wynosi 360°, to miary katéw
utworzonego czworokata musza by¢ réwne 60°,60°,120° i 120°. Mozna zatem ulozy¢ tylko dwa rodzaje czworokatow:
réwnolegloboki lub trapezy rownoramienne, w zaleznosci od wzajemnego polozenia réwnych katow.

W przypadku réwnolegtobokdéw jesli oznaczymy dlugosci bokéw utworzonej figury jako a i b, to sktadaé sie ona
bedzie z 2ab tréjkatéw (mozemy pomysleé o ab réwnoleglobokach zlozonych tylko z dwéch tréjkatéw), zatem szukamy
takich par {a, b}, ze ab = 4500. Jest ich 18, bo liczba 4500 ma 36 dzielnikéw.

W przypadku trapezéw zauwazmy, ze mozemy rozwazac¢ taki trapez jako réznice dwoch tréjkatéw rownobocznych.
Tréjkat o boku n sktada sie z n? tréjkatéw (jesli podzielimy go na warstwy to otrzymamy sume n pierwszych liczb
nieparzystych), zatem chcemy aby a? — b% = (a + b)(a — b) = 9000, gdzie a to dtugosé dhuzszej podstawy, a b to dtugosé
krotszej podstawy tego trapezu. Ponownie szukamy par dzielnikow, ale teraz zaréwno a + b jak i a — b musza by¢
parzyste, aby powstaly uklad réwnan mial rozwigzanie catkowite. Liczba 9000 ma 24 dzielniki parzyste o tej wlasnosci,
ze iloraz 9000 przez ten dzielnik réwniez jest parzysty (odpowiadaja one dzielnikom 9000/4). Daja one 12 par a + b
i a — b spelniajacych wszystkie warunki, ktére wyznaczaja 12 spelniajacych warunki liczb a i b.

Lacznie zatem jest 18 4+ 12 = 30 szukanych czworokatow.

Zadanie 55. TLukasz powiesil w oknie lampki choinkowe sktadajace sie z 10 zaréwek ustawionych w linii. Niestety nie
wszystkie z nich si¢ Swieca. Wiadomo, ze nie ma czterech kolejnych zaréwek, ktére $wieca naprzemiennie (to znaczy nie
ma pod rzad $wiecacej, nieSwiecacej, $wiecacej, nieSwiecacej, ani nieSwiecacej, $wiecacej, nieSwiecacej, $wiecacej). Na ile
réznych sposobow moga Swiecié sie lampki Lukasza?

Wynik. 548

Rozwigzanie. Oznaczmy $wiecaca zaréwke przez 1, a nieSwiecaca przez 0, wtedy zadanie polega na zliczeniu ciagow
binarnych dtugoéci 10, ktére nie zawieraja blokdéw 0101 i 1010. Zdefiniujmy przeksztalcenie polegajace na odwrdceniu
wartosci na wszystkich pozycjach parzystych (czyli zastepujemy z; przez 1 — x; dla parzystych 4, a dla nieparzystych
pozostawiamy bez zmian). Zastosowanie tego przeksztalcenia dwa razy daje z powrotem poczatkowy ciag, wiec jest to
bijekcja. Ponadto, taka zamiana powoduje, ze naprzemienny blok 0101 lub 1010 zmienia si¢ odpowiednio w 0000 lub
1111. Wobec tego pierwotne ciagi sa w bijekcji z ciagami, ktore nie zawieraja bloku czterech kolejnych jednakowych
bitéw, co jest wygodniejsze do zliczania.

Niech B,, oznacza liczbe ciagéw binarnych dlugosci n, ktore nie zawieraja bloku czterech kolejnych jednakowych
bitéw. Pokazemy, ze dla n > 3 zachodzi B, = B,_1 + B,—2 + B,_3. Wezmy dowolny poprawny ciag dlugosci
n 1 spOjrzmy na ostatnie cyfry. Najdluzszy mozliwy blok jednakowych cyfr moze skladaé sie z jednej, dwéch lub trzech
cyfr, a przypadki te sa rozlaczne. Jesli nasz blok jednakowych cyfr jest dtugosci k € {1, 2, 3}, usuniecie ostatnich & cyfr
daje poprawny ciag dlugoéci n — k. Odwracajac sytuacje, z dowolnego poprawnego ciagu dlugosci n — k, mozemy
stworzy¢ poprawny ciag dlugosci n dopisujac jednoznacznie wyznaczony blok dlugosci k (najpierw dopisujac cyfre
przeciwna do ostatniej, a nastepnie powtarzajac ja tak, aby lacznie dopisaé k cyfr). Zatem poprawne ciagi dlugosci
n sa w bijekcji z poprawnymi ciggami dtugosci n — 1, n — 2 i n — 3, co prowadzi do powyzszej zaleznosci rekurencyjnej.
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Dla n < 3 mozna w latwy sposob policzyé¢, ze By = 2, Bo = 4 1 B3 = 8 bo wszystkie ciagi spelniaja warunek.
Korzystajac z udowodnionej rekurencji otrzymujemy By = 14, B; = 26, Bg = 48, B7y = 88, Bs = 162, Bg = 298
1 ostatecznie Big = 548.

Zadanie 56. Znajdz dodatnia liczbe calkowita a spelniajaca réwnanie

(23+\/232 —4)5 _ <a+\/a2 —4)2

2 2

Wynik. 2525

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

2
234237 —4 234521 <5+\/ﬁ>
2 B 2 B 2 '

W takim razie zadanie sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania

a—l—\/a2—4: <5+\/ﬁ>5

2 2

Przeksztalcajac dalej otrzymujemy

4 (5) 5 24 () 502 ()5 VeI () 52V 4 V2T
16 16
3125 + 10 - 2625 + 25 - 441 (5° +21-250 + 212) - /21
= +
16 16
= 2525+ 551 - V21.

a++Va?2—4=

Poréwnujac czesci wymierne i niewymierne otrzymujemy a = 2525. Aby sprawdzié¢ czy rzeczywiscie jest to rozwiazanie,
wystarczy podstawi¢ a = 2525 do wyrazenia a? — 4, co daje dokladnie 25252 — 4 = 6375621 = 5512 - 21. Rozwigzanie
jest unikalne: dla a > 2 wyrazenie a + va? — 4 jest $cisle rosnace (oba skladniki rosna wraz z a), wiec réwnanie moze
mie¢ co najwyzej jedno dodatnie rozwiazanie catkowite.
Alternatywne rozwigzanie. Niech o = %(23+ V232 — 4). Skoro « jest pierwiastkiem réwnania t? —23t+1 = 0, a drugim
pierwiastkiem jest a~!, to zachodzi réwnos$é o+ a~! = 23. Niech 8 = 3(a + va? — 4). Jest to pierwiastek réwnania
t2 —at +1 =01 jak w poprzednim przypadku 3+ 37! = a. Z treéci wiemy, ze a jest ograniczone do liczb dodatnich,
wiec 8 réwniez musi by¢ liczba dodatnia.

Dane réwnanie to a® = 2. Niech z = /%, wiec x > 0. Wtedy 22 = i 2% + 22 = 23. Nastepnie niech y = z + 2~
(wigc y > 0) oraz y? = 2? + 72 + 2 = 25, czyli y = 5.

Naszym celem jest znalezienie wartoéci a = x° 4z ~°; wykorzystujac poprzednie réwnosci i podnoszac do odpowiedniej
potegi otrzymujemy

Y =(@+az)’ =@ +27°) +5@ +273) +10(x + 27,
wiec
a=1y"—5(*+27%) - 10y.

3

Pozostato nam wyrazié¢ x3 + 73 za pomoca ¥, co mozna uczynié w podobny sposéb

Y=+ ) =@+ 43+,

wiec
2+ =y3 - 3y.

Laczac to z poprzednim réwnaniem, otrzymujemy a = 3° — 5y> + 5y, co jest réwne 2525 po podstawieniu y = 5.
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Zadanie 57. W tréjkacie prostokatnym ABC o kacie prostym przy wierzchotku C' na boku BC znajduje sie taki
punkt D, ze BD =91 DC = 5. Wyznacz dlugo$¢ odcinka AB, zakladajac, ze ZADC = 3/BAD.

Wynik. 21

Rozwigzanie. 7 bezposredniej analizy katéw mamy LABD = 2/DAB. Narysujmy dwusieczng ZABC, ktéra przecina
AD w punkcie E. Skoro BE dzieli ZABD na dwa réwne katy, to ZABE = /EBD = /DAB oraz AE = EB. Stad
wynika, ze tréjkaty DBE i DAB sa podobne, wiec DB : DA=DE : DB = BE : AB.

N

AN
c A

Niech AB=a, AE=FEB=bi AD =c. Wtedy DE = ¢ — b i dostajemy
9 b c¢c—b

¢c a 9

Stad otrzymujemy ¢? = bc + 81 i bc = 9a, co w uproszczeniu daje ¢ = 9a + 81. Skoro tréjkaty ACD i ABC sa
prostokatne z katem prostym przy wierzchotku C, to

AC? = AB* - BC? = a®> — (9+5)* = a® — 196

oraz

AC? = AD* — DC? = ¢* — 25.
Przyréwnujac te wyrazenia i podstawiajac c? = 9a + 81 otrzymujemy
a® — 196 = 9a + 56,
a® —9a — 252 = 0.

Roéwnanie to ma tylko jedno dodatnie rozwiazanie a = 21.
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