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Uloha 1. Jarka na jarmoku nasla atrakciu, kde sa zhadzuju plechovky z polic. Kazda z tychto plechoviek je oznacena
nejakym éfslom. Stutaziaci mé moznost zhodit Tubovolné z plechoviek. Ked sa rozhodne skonéit, zist{ sa, ¢i stcet ¢isel
na nim zhodenych plechovkéch je 50 a ak ano, vyhral. V opa¢nom pripade mé smolu. Urcte, ktoré plechovky z obrazka
ma Jarka zhodit, a zapiSte ich &isla v rasticom poradi.
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Viysledok. 6, 16, 28

Riesenie. V&&sina z ¢isel na plechovkéch sii ndsobky troch. Cislo 50 déva zvysok 2 po delenf troma. Z toho vyplyva, Ze
aj na plechovkach, ktoré zhodi Jarka, musi sii¢et ddvat zvySok 2 po deleni troma. Jediné &isla, ktoré nie st nasobkami
troch, st 16 a 28. Z argumentu vyssie preto Jarka vie, Ze musi byt pouzité aspoii jedno z nich.

Ak by vsak Jarka zhodila iba jedno z nich, tak ked'ze 16 aj 28 davaji zvySok 1 po deleni troma, vysledok by stéle
ddval zvysok 1 po deleni troma. To znamend, Ze Jarka musi zhodit obe plechovky 16, 28. Tieto dokopy davaju stéet
44, ¢ize do 50 chyba 6. To vie Jarka dostat iba zhodenim plechovky 6 (pretoZe jedind mensia plechovka je 3). Preto
plechovky, ktoré Jarka chce zhodit, st 6,16, 28.

Uloha 2. Andrej ako zaryty programétor mé cervent, zelent a modri kocku. Kazdd z nich mé steny o¢islované
¢islami 1 az 6. Andrej hod{ vietkymi troma kockami naraz a zisti, aky stéet mu padol dokopy. Kolkymi moZznymi
sposobmi mohol dostat vysledok 87

Vysledok. 21

Riesenie. Ak by nezélezalo na poradi, existuje p#t moznosti, ako mohol Andrej ziskat sicet 8 pri hode troma kockami:
8=64+14+1=54+24+1=44+3+1=44+24+2=3+3+2.

V pripade 6 + 1 4 1 moze é&islo 6 padntit na éervenej, zelenej alebo modrej kocke. Preto méme v pripade 6 + 1 + 1
tri moznosti. Analogicky médme tri moznosti aj v pripadoch 4 +2+2 a 3+ 3 + 2.

V pripade 5+ 2+ 1 mame 3 - 2 - 1 = 6 moznosti, ako rozdelit tieto ¢isla medzi tri kocky. To isté plati aj v pripade
4+3+1.

Celkovo teda dostdvame 3 -3 + 2 -6 = 21 moznosti.

Uloha 3. Baska ako ucitelka m4 vela deti — konkrétne 4. Uvedomila si, ze jej aktudlny vek je rovnaky ako stcet
vekov jej troch najstarsich deti. Zaroven, o 6 rokov bude jej vek rovnaky ako stucet vekov jej troch najmladsich deti. O
kolko je Bagkino najstarsie dieta starsie ako Bagkino najmladsie dieta?

Vysledok. 12

Riesenie. Nech a je Baskin vek a ¢; < ¢ < ¢3 < ¢4 st veky jej deti. Zo zadania vyplyvaju rovnice
a=cy+cs+cs a a+6=(c1+6)+ (c2+6)+ (c3+6).

Dosadenim prvej rovnice do druhej dostaneme co + ¢3 + ¢4 + 6 = ¢1 + ¢2 + ¢3 + 18, ¢o po dprave dava ¢y = ¢1 + 12.
Najstarsie dieta je teda o 12 rokov starsie ako najmladsie dieta.

Uloha 4. Lukas nevie urcovat ¢as z rucickovych hodin, a tak si kupil digitdlne, ktoré zobrazuju ¢asy od 00: 00 do
23: 59 (Cize sa vzdy zobrazuji aj nuly na zaciatku). Kolkokréat za den nastane situdcia, Ze na displeji sa zobrazuji
prave Styri z piatich cifier 1,2,3,4,5 (no nezélezi na tom, v akom su porad{)?

Vysledok. 36

Riesenie. Pocet hodin musi byt dvojciferné ¢islo mensie alebo rovné 23, pricom obe cifry si rozne a vybrané z mnoziny
1,...,5. Jediné moznosti su 12, 13, 14, 15, 21 a 23. Pre kazdud z tychto hodin sme uz pouzili dve cifry, takze zostavaju
tri cifry, z ktorych musfme vytvorit mimity pomocou dvoch réznych cifier. To mozno urobit 3 -2 = 6 spdsobmi, a vietky
takto vzniknuté dvojciferné ¢isla predstavuji platné minuty. Ku kazdej zo Siestich pripustnych moznosti na pocet hodin
teda mame Sest moznosti na poéet minit, spolu teda 6 - 6 = 36 moZnosti.



Uloha 5. Uponéhlanému Marekovi povedali, Ze sa ma na chvilu zastavit, a vykonal tak na znacke STOP. Znacka
maé tvar pravidelného osemuholnika ABCDEFGH. Pomozte Marekovi zistit, akd je velkost ostrého uhla medzi
uhloprieckami CF a EG.

F E

Vysledok. 67,5°
Riesenie. Nech X je prieseénik danych uhloprie¢ok. Namiesto poéitania velkosti uhla <CX E budeme poéitat velkost
uhla <FXG, kedZe st rovnako velké. Najprv si vSimnime, Ze |[<GFX| = |<GFC| = 90°, pretoze Stvoruholnik BCFG
je obdiznik.

Dalej, ked'Ze trojuholnik EFG je rovnoramenny a |[<GFE| = 135°, plati, Ze |[<XGF| = |[<EGF| = M = 22,5°.
Z trojuholnika FGX potom dostdvame, ze |<FXG| = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°.

Uloha 6. Ked bol Danko uéif matematiku, napisal na tabulu pif réznych kladnych celych éisel a < b<c<d<e's
aritmetickym priemerom 16. Aké je najvicsie mozné d, ktoré mohlo byt na tabuli?

Vysledok. 36
Riesenie. Podmienka o aritmetickom priemere ndm vravi, ze

at+b+c+d+e
5

— 16,

¢o vieme upravit na a+b+c+d -+ e = 80. Aby sme nali ¢o najviicsie d, potrebujeme ¢o najviac znizif ostatné éisla tak,
aby sme nezmenili ich usporiadanie. Najmensie mozné hodnoty si a = 1, b = 2, ¢ = 3 a zdrovein musi platif e > d + 1.
Preto

80=a+b+c+d+e>1+24+3+d+(d+1)="T7+2d,

z €oho dostavame 2d < 73, teda d < 36 (kvoli tomu, Ze d je celé ¢islo). Uz len ostéva overit, ¢ 36 ako druhé najvéicsie
¢islo na tabuli naozaj vieme dosiahnut. Vdimnime si, Ze pre éisla (a, b, ¢, d,e) = (1,2,3,36,38) je ich sicet 80 a sii aj
spravne usporiadané. Najviacsia mozna hodnota d je teda 36.

Uloha 7. Cestovatel Skalo§ narazil na staroveki skalni branu v pusti, kde priechod blokovala sfinga. Povedala mu:
LAk vyriesis moju hadanku, pustim ta. Myslim si trojciferné &islo, ktoré
e je nepérne,
e m4 vietky cifry rozne a zlava doprava sa zvysuju,
e je delitelné 9, no po odstraneni ktorejkolvek cifry delitelné 9 uz nebude
e a obsahuje cifru 6.
Ktoré ¢islo si myslim?*
Vysledok. 567

Riesenie. 7 delitelnosti ¢islom 9 vyplyva, Ze stcet cifier je 9 alebo 18. Zaroveii ndm to hovori, ze ziadna z pouZitych
cifier nemoze byt cifra 9.

Ked'ze ¢&islo je nepéarne, cifra 6 nemoze byt na mieste jednotick, takze sa nachddza na mieste stoviek alebo desiatok.
Nemoze byt na mieste stoviek, pretoze potom by najmensi mozny stéet cifier bol 6 + 7 4+ 8 = 21 > 18. Preto je 6 na
mieste desiatok.

O cifre na mieste jednotiek uz teda vieme, Ze musi byt aspoii 7, no zaroveii to neméze byt deviatka (spomenuté
vysSie) ani osmi¢ka (¢fslo by nebolo nepdrne). Preto jednotkova cifra je 7, takZze stet cifier musi byt 18, z ¢oho uz
priamo vidime, ze cifra na mieste stoviek je 5.

Sfinga si teda myslela ¢islo 567.

Uloha 8. Nate si ako majster trojuholnikov vytvoril dva rovnostranné trojuholniky so stranami dizok 17 cm a 11cm
a ulozil ich ako na obrazku, kde

e prislichajtice si strany st rovnobezné,

e majui spoloény stred opisanej kruznice a

e ich prekryvom je Sesfuholnik (sivy na obrdzku).



Uréte v centimetroch obvod tohto Sestuholnika.

Vysledok. 28

Riesenie. Prekrytim vzniknd mimo vyznaceného Sesfuholnika tri mensie a tri vii¢sie zhodné rovnostranné trojuholniky.
Ozna¢me |AB| = z a |BC| = y. Potom dlzka strany véésieho trojuholnika je 2z + y = 17 a dlzka strany mensieho
trojuholnika je = 4 2y = 11. Séitanim oboch rovnic dostaneme 3z + 3y = 28, ¢o je prave obvod daného sestuholnika.

Iné riesenie. Strany Sestuholnika si premietnime na jednu stranu kazdého z danych rovnostrannych trojuholnikov.
Obvod gestuholnika je potom presne sti¢tom dlZzok stran oboch rovnostrannych trojuholnikov, teda 17 + 11 = 28.

Uloha 9. Dominik ide na frisbee a potrebuje si vybrat, ¢o si obleie. Vybera si presne jedno tricko, jedny kratasy,
jeden par ponoziek a jeden par tenisiek. Okrem toho sa méZe rozhodnuf, & si zoberie Siltovku. Pri ponozkach (a
rovnako aj pri teniskach) si Dominik vzdy vyberie jednofarebny pér.

Dominik m4 v skrini biele, zlté, zelené, modré a ¢ervené tricko; biele, ¢ierne a sivé kratasy aj siltovky; biele, éervené
a oranzové ponozky; a biele a ¢ierne tenisky.

Dominik mé vsak vkus, a biele ponozky si oblecie iba v pripade, ze cely zvy3Sok jeho outfitu je tiez biely (vratane
giltovky, ak ju m4). Kolkymi sposobmi vie Dominik zvolif svoj outfit na frisbee?
Vysledok. 242
Riesenie. Rozdelme si tilohu na dva pripady. Najprv uvazujme, Ze Dominik si vyberie biele ponozky. Podl'a podmienky
ich mo6ze mat len vtedy, ak je cely jeho outfit biely. Tricko, krafasy aj tenisky teda musia byt biele a siltovku si bud
nevezme, alebo bude tiez biela. To nam déva 2 moznosti.

Teraz uvazujme iné ako biele ponozky, teda 2 moznosti. V tomto pripade uz neplati ziadne d'alsie obmedzenie.
Méame 5 moznosti vyberu tricka, 3 moznosti pre kratasy, 2 moznosti pre tenisky a 4 moznosti pre siltovku (Ziadna,
biela, ¢ierna alebo sivd). Tento pripad teda dava

5:3-2-4-2=240

outfitov.
Scitanim dostaneme celkovy pocet 240 + 2 = 242.



Uloha 10. Filip opit zabudol svoj PIN. Pamit4 si viak, Ze je to stvorciferné éislo a:
e cifra na mieste stoviek je dvojnasobkom cifry na mieste tisicok,
e cifra na mieste jednotiek je trojnasobkom cifry na mieste desiatok,
e ked vSetky cifry umocnime na druht a séitame, dostaneme 95.
Aky je Filipov PIN?
Vysledok. 1239
Riesenie. Oznacme Filipov PIN ako ABCD, kde A, B, C, D su jeho cifry. Zo zadania plati B =2A, D = 3C a

95 =A% + B>+ C? + D* = A? + (24)* + C* + (3C)? = 5A% + 10C?,

¢o sa upravi na rovnicu A2 +2C? = 19. KedZe pravé strana je nepdrna, aj A musi byt neparne. Zaroven plati A2 < 19,
takze prichddzaji do tvahy len moznosti A € {1,3}.

Vysktiganim tychto hodnét zistime, Ze vyhovuje iba A = 1, ¢o ddva 202 = 18, teda C' = 3. Potom B=2a D =9,
takze hladany PIN je 1239.

Uloha 11. Bagka m4 pozitivnu osobnost, takze chce vyplnit kazdy obdlznik vo vyraze

28 e[ 5
bud’ znamienkom plus, alebo znamienkom minus, aby vysledok bol kladny. Kolkymi spésobmi to vie urobit?

Vysledok. 16

Riesenie. Kedze stcet 1424 3444+ 5 = 15 je neparne &islo a zmena ktoréhokolvek znamienka zmeni celkovy stcet
o parne &fslo, tak sticet £1 4 2 4+ 3 4+ 4 4 5 nikdy neméze byt 0.

Teraz, ak vezmeme Iubovolni volbu znamienok a zamenime kazdé plus za minus a kazdé minus za plus, hodnota sa
zmeni z kladnej na zdpornu alebo naopak. Kazdy vysledok vie mat teda priradeny préve jeden vysledok s opaénym
znamienkom.

Pre kazdé z piatich poliok si mézeme nezavisle zvolif bud’ plus, alebo minus. Teda 2 moZnosti volby znamienka pre
kazdu poziciu a spolu 2° = 32 moznosti. Ked'ze ziadna z nich nie je nulova, presne polovica musi byt kladnd, takze
Bagka moze ziskat kladny vysledok 16 sposobmi.

Uloha 12. V séitani pod seba na obrazku nizsie, kazdé pismeno reprezentuje ¢islicu v desiatkovej ststave. Rovnaké
pismend reprezentuju rovnaku ¢islicu, rézne pismena rozne ¢islice.

A A A
+ A A B
+ A C C
2 0 2 6

N4jdite trojciferné ¢islo ABC.
Poznamka: Ozna¢enim ABC myslime &islo, ktoré vznikne napisanim ¢islic A, B a C za seba.
Vysledok. 619

Riesenie. KedZe prva éislica vietkych troch éisel je rovnakd, musi platif 3A < 20 a 3A > 18, pretoze pri séitani troch

.....

10. Teda zo stfpca jednotiek sa do stipca desiatok prendsa 1. Preto musi byt C' =9, z ¢oho vyplyva, ze B = 1. Takze
ABC = 619.

Uloha 13. Na obrdzku je Stvorec so stranou diiky 2 rozdeleny na Styri obdfiniky. Ak majui vSetky obdiiniky rovnaky
obsah, najdite sucet ich obvodov.

Poznamka: Ijseékau7 ktord maju dva obdiiniky spolo¢ni, sa poc¢ita do oboch obvodov.

Vysledok. % = 17%



Riesenie. KedZe stvorec m4 obsah 4, kazdy obdlznik musf mat obsah 1. Z toho vyplyva, ze sirka pravého obdlznika

e % Nasledne sirka lavého dolného obdfinika je 2 — % = , a teda jeho vyska je 1/2 = % Potom spolo¢tna vyska
zvysnych dvoch obdlznikov je2— = . Na vypocet celkoveho suctu styroch obvodov vezmeme obvod vonkajsieho
Stvorca, 4-2 =38, a pr1poc1tame dVOJnasobok celkovej dlzky vnutornych tuseciek, pretoze kazda sa zapocCitava v dvoch
obdlznikoch. Vnutorne dlzky sd postupne 2, % a 7, takze dvojnasobok ich suctu je 2 - (2 + + ) = 29 . Preto hladany
sticet obvodov je 8 + 2 3 = 533.
1
2
4
3
2
2
3
3
2

Uloha 14. Marek tvori dlhy refazec &islic tym, Ze piSe blok Styroch éfslic 2026 za seba presne 2026-krat podla
nasledovnych pravidiel. Najprv napise 2026. Potom pokracuje s ¢islom 2026 napisanym odzadu, teda ¢islom 6202,
pricom vyneché opakovant cifru 6 v mieste napojenia. Dalej pokracuje striedajic ¢isla napisané odpredu (2026) a
odzadu (6202), pricom zakazdym pouzije poslednt ¢islicu predoslého bloku ako prvi éislicu nasledujiceho bloku, takze
susedné bloky majii spoloénii prave jednu cifru. Na obrazku nizsie je ukdzanych prvych Sest z 2026 blokov.

2 4 6

A~ —~N —~
2026202026202026202 ...
—— —— ——

1 3 5

Urcite ciferny stucet vysledného éisla.
Vysledok. 12158
Riesenie. Ciferny stucet po jednom napisani 2026 je 10. Po prvom bloku kazdy parny blok prida cifry 202, ¢im sa
ciferny sucet zvysi o 4, a kazdy neparny blok prida 026, ¢im sa sucet zvysi o 8.

Tymto sposobom sa zakazdym, ked sa po prvom bloku pridajii dva bloky, ¢o nastane 1012-krat (1 +2-1012 = 2025),
zvysi sucet o 12. Na konci ndm zostane 2026-ty blok, ktory je parny, takze zvysi sticet o 4. Celkovo teda dostaneme
10+ 1012-12+4 = 12158.

Uloha 15. Je 8:00 hodin. Kolko bude hodin (aky bude ¢as) po ubehnuti 260320261998 hodin za predpokladu, ze
pocas tohto intervalu nenastani ziadne posuny ¢asu (ako letny ¢as a pod.).
Vysledok. 14:00
Riesenie. Pouzitim kritérif delitelnosti ¢islom 24 ndjdeme &fslo 260320261992, ktoré je delitelné 24, pretoze:

e je delitelné 3: stcet jeho &islic je 42 = 3 - 14;

e je delitelné 8: 1000 je ndsobkom 8 (8 - 125) a rovnako aj 992 (8 - 124), teda aj 260320261 - 1000 + 992 je nasobkom

8.

Tymto sposobom je zvysok po deleni &isla 260320261998 &islom 24 rovny 6, kedze 260320261998 — 260320261992 = 6,

¢o znamend, ze ¢as bude 14:00.

Uloha 16. Strapec hrozna je usporiadany ako na obrazku. Bobula hrozna sa d4 zjest, iba ak vsetky bobule priamo
pod fiou (jedna alebo dve bobule, ktorych sa dotyka dole) uz boli zjedené. Napriklad bobula D musf byt zjedend pred

A a B. Kolkymi sposobmi sa d4 zjest cely strapec?
(AxB(0)
(0XE)
(®)

Vysledok. 16



Riesenie. 'V pociatoénej situdcii je jedinou bobulou, ktort mozno zjest, bobula F, pricom zostand bobule A, B, C, D,
a E. V tomto momente mézeme zjest bud bobulu D, alebo E. Situdcia je zjavne symetrickd, preto za¢nime s E, pricom
zostant bobule A, B, C, a D. Potom mézeme zjest bobulu C alebo D:

e Ak si vyberieme C, potom musime zjest D, a nasledne A a B v dvoch réznych poradiach.

e Ak si vyberieme D, potom mozeme ako dalsie zjest A, B alebo C, a nésledne zvysné dve v lubovolnom poradi

(3 - 2 moznosti).

Teda vzdy zac¢iname s F', potom si vyberieme medzi D alebo E a néasledne méme 2 + 6 = 8 roznych moznosti.

Celkovo je teda 1 -2 -8 = 16 moznych spdsobov, ako zjest strapec.

Uloha 17. Nech z je kladné celé cislo také, ze
nsn(x,2°-3%.5%.7%)=20.3%.5. 72 a nsn(x,2%-3%.5%.7)=2%.3%.5%. 72

Kolko r6znych hodnét méze nadobidat NSD(x, 22 - 3% - 52 . 73)?

.....

Pozndmka: NSD(a, b) a nsn(a, b) ozna¢uji postupne najvicsi spoloény delitel a najmensi spoloény nasobok &fsel a a b.
Vysledok. 12
Riesenie. Cislo x musi mat tvar 2% - 3% . 5¢ . 7¢ (iné prvoéisla sa nemézu vyskytnit, inak by sa objavili v nsn). Prva
podmienka je ekvivalentnd s

a=6, b<3, ¢c<4 a d<2,

zatial éo druh4 podmienka znamend
a<8 b<4, ¢c<3 a d=2.

Z toho vyplyva, Ze v prvoéiselnom rozklade éfsla NSD(z,22 - 31 - 52 - 73) je exponent pri 2 rovny 2, exponent pri 3 moze
byt Tubovolné &slo od 0 do 3, exponent pri 5 méze byt Tubovolné &slo od 0 do 2 a exponent pri 7 je rovny 2. Takychto
cisel je 4 -3 = 12.

Uloha 18. Mime obdfinik, viutri ktorého sa nachddza bod. Ak pozndme velkosti troch vyznacéenych uhlov, ndjdite
velkost uhla oznac¢eného otdznikom (v stupnoch).

19°
43°

47°

Vysledok. T1°

Riesenie. Dopocitanim doplnkov do 90° pri dvoch vrcholoch na pravej strane zistime, ze dany vnitorny bod lezi na
spoloénej osi dvoch zvislych stran obdlznika. Preto je celd konfigurdcia simernd podla tejto osi. Z toho vyplyva, Ze
hladany uhol je rovny 90° — 19° = 71°.

19° °
7 47
43°
43°
71°
19° 47°

Uloha 19. Matka chee zlozit nahrdelnik z dvoch typov koralok. Kipila si celkovo 100 koralok, pricom lacnych bolo
viac ako drahych. Celkova cena lacnych koralok bola 459 chechtakov. Kazda draha koralka stéla o 13 chechtédkov viac
ako lacna. Vsetky ceny v chechtdkoch st kladné celé &isla. Kolko chechtdkov Matka zaplatila za drahé kordlky?

Vysledok. 1078

Riegenie. Nech c je potet lacnych kordlok a p ich (celociselnd) cena v chechtédkoch. Potom cp = 459, a ked'Ze spolu
je 100 korélok a lacnych je viac nez drahych, plati 50 < ¢ < 100. Ked'ze cena je celé &islo, ¢ musi byt delitel &isla
459 = 33 - 17, ktory lez{ ostro medzi 50 a 100. Jediny taky delitel je ¢ = 51. Teda p = 459/51 = 9 a kazd4a draha
koralka stoji p + 13 = 22 chechtdkov. Poéet drahych koralok je 100 — 51 = 49, takze Matka zaplatila za drahé kordlky
49 - 22 = 1078 chechtakov.



Uloha 20. V rovnici
M-A-T-H

N-A-B-O-J
kazdé pismeno reprezentuje ¢islicu, rézne pismena reprezentuji rdzne &fslice a symbol - znaéf ndsobenie. Kolko moznych
hodnot moze nadobudat stcin M - A-N -G - O?

Vysledok. 1

Rie3enie. 'V rovnici sa vyskytuje 10 roznych pismen (M, A, T, H, N, B, O, J, G, E), takze kazd4 z ¢islic 0-9 sa
pouzije prave raz, ¢o znamenad, ze niektoré pismeno sa rovnd 0. Z toho vyplyva, Ze obe strany rovnosti sa nevyhnutne
rovnaju 0. Konkrétne sa 0 nachadza na oboch stranédch, pricom sa nevyskytuje v menovateli zlomku. Jediné také
pismeno je M, teda M = 0. Preto M - A- N -G - O = 0 bez ohladu na hodnoty priradené zvy$nym pismendm, takze
suéin moze nadobudat presne jednu hodnotu.

—~G-A-M-E,

Uloha 21. Tri majaky lezia na pobrezi, ktoré tvori rovni priamku. Vzdialenost kaZzdej susednej dvojice majékov je
13 km. Lod na mori sa nachadza 10 km od jedného z dvoch krajnych majikov a 13 km od prostredného majiku. Ako
daleko (v km) je lod’ od druhého krajného majaku? Pre tcely tejto tilohy predpokladajte, Ze Zem je ploch4.
Vysledok. 24

Riesenie. Oznac¢me S polohu lode, A a B dva krajné majéky a M prostredny majdk. Ked'ze |MS| = |M A| = |[M B| = 13,
body A, B a S lezia na tej istej kruznici so stredom M. NavySe, tsecka AB je jej priemerom. Z Télesovej vety je
teda trojuholnik ABS pravouhly s pravym uhlom pri vrchole S. Kedze |AB| = |MA| + |MB| = 26 a |AS| = 10, z
Pytagorovej vety mame

|BS| = \/|AB|? — [AS]2 = \/26% — 102 = /576 = 24.

Vzdialenost lode k druhému krajnému majiku je 24 km.

Uloha 22. Kolkymi sposobmi je mozné ofarbif 10 tehliciek pyramidy vysky 4 jednou z troch farieb tak, aby kazda
podpyramida vysky 2 (orientovand nahor) bola zafarbend bud’ vSetkymi tromi farbami, alebo iba jednou farbou?
Priklad takého zafarbenia moZete vidiet na obrazku.

Vysledok. 81

Riesenie. Za danych podmienok je ofarbenie pyramidy jednoznacne uréené zafarbenim spodného riadku, pretoze kazdé
zafarbenie spodného riadku sa d4 jednozna¢ne doplnit na zafarbenie celej pyramidy. Ked'ze pre kazdé policko mdzeme
zvolit jednu z troch farieb, existuje celkovo 3* = 81 moznych zafarbeni.

Uloha 23. Vrcholy pravidelného 100-uholnika su oé¢islované roznymi ¢islami spomedzi 1,2,...,100 tak, ze absolutna
hodnota rozdielu medzi Tubovolnou dvojicou protilahlych vrcholov je to isté &islo n. Ndjdite sicet vietkych moznych
hodnét n.

Vysledok. 93

Riesenie. Nech n je kladné celé &islo, pre ktoré také rozostavenie existuje. Potom &slo 1 musi byt sparované s éislom
n+ 1 (v zmysle priradenia s protilahlym vrcholom, pdrom nazveme taku dvojicu protilahlych vrcholov). Dalej 2 musf
byt sparované s n + 2 a tak dalej, az k sa sparuje s n + k, pre kazdé k = 1,2, ..., n. Teda nakoniec n je sparované s 2n.

Teda kazdé éfslo z bloku {1,2,...2n} je sparované s nejakym &islom z toho istého bloku. Tento blok moze byt
oddeleny od ostatnych &isel {2n + 1,...100}. Ak 2n = 100, tak n = 50. V opatnom pripade modZzeme pokracovat s
2n + 1, ktoré musi byt sparované s 3n + 1 atd.

Nakoniec mdme mnozinu {1,2,...,100} rozdelend na sivislé neprekryvajiice sa bloky dizky 2n. To je mozné iba
vtedy, ked 100 je delitelné 2n, a to je mozné iba vtedy, ked’ n je delitelom 50.

Takato konstrukcia vedie na vhodné péarovanie pre kazdého delitela. Preto je rieSenim stéet vietkych kladnych
delitelov 50, a teda

1+2+5+10+25+ 50 = 93.



Uloha 24. Dva zhodné pravouhlé trojuholniky s dizkami stréan 5, 12, a 13 st umiestnené tak, Ze zdielajd vrchol
s najmen$im uhlom a ¢iastocne sa prekryvaju na stranach tak, ako je zobrazené na obrazku. Aky je obsah jedného
trojuholniku z neprekryvajicej sa oblasti?

Vysledok. g =12

Riesenie. Kedze Sedy trojuholnik je pravouhly a zdiela d'alsf uhol s velkym trojuholnikom, tak je podobny velkému
trojuholniku. Najmensiu stranu ma dlhu 13 — 12 = 1.
Pomer podobnosti medzi trojuholnikmi je potom 1 : 5, a teda druhé odvesna Sedého trojuholnika ma dizku %
Hladany obsah je teda
1, 2_6¢
2 5 5

Uloha 25. Kazdy zo siedmich trpaslikov si vybral kladné celé ¢islo. Kazdy vie ¢isla vSetkych ostatnych trpaslikov.
Snehulienka sa spytala kazdého trpaslika, aké ¢islo si vybral.
e Prvy trpaslik zostal mléky sediet.
Druhy trpaslik odpovedal: ,,Ja mam rovnaké ¢islo, ako mé prvy trpaslik.“
e Treti trpaslik povedal: ,Ja mam ¢&islo rovné suctu ¢isel prvého a druhého trpaslika.
e Stvrty trpaslik povedal: ,,Ja mam ¢islo rovné siétu éisel prvého, druhého a tretieho trpaslika.“
[ ]

e Siedmy trpaslik povedal: ,,Ja mam ¢islo rovné suctu ¢isel prvého az Siesteho trpaslika.
Snehulienka sa taktiez dozvedela, ze sucet vSetkych &isel je 46. Je tiez zndme, Ze presne jeden trpaslik klamal; vsetci
ostatni trpaslici robili vyroky vzfahujice sa na skutoéne zvolené éisla, nie na ozndmené é&isla. Uréte vietky ¢isla, ktoré
si mohol zvolit klamajtci trpaslik.

Vysledok. 7,14
Riesenie. Nech maju trpaslici ¢isla aq,as, ..., ar.
Predpokladajme, Ze siedmy trpaslik povedal pravdu. To znamend, ze jeho ¢islo je presne polovica celkového sictu,

takze
_ 46 _

23.
5 3

ar

; . .o ) - L 23
Podla podobnej tivahy musi Siesty trpaslik klamat, inak by jeho ¢islo bolo 5

Preto je jasné, Ze prvych pé#t trpaslikov hovorilo pravdu. Ak a; > 2, tak siéet prvych piatich &isel je aspoii
2424448+ 16 = 32. Ak uz ktorykolvek z poslednych dvoch trpaslikov hovori pravdu, tak musi mat aspoi takéto
¢islo, a teda celkovy sucet bude aspon dvojnasobok, ¢o je spor. Preto musi a; = 1. To znamena, ze

a2:1, CL3=27 a4:4, CL5=8.

Ak &iesty trpaslik povedal pravdu, tak ag = 16 a aby celkovy stcet sedel, musi siedmy trpaslik mat a; = 14.
V opa¢nom pripade ak siesty trpaslik klamal, vieme, ze a7 = 16 + ag = 23. Z ¢oho dostdvame, ze ag = 7.

Uloha 26. Predmet na Matfyze ma 13 prednasok oéislovanych {1,2,...13}. Krtko vie, ze bude moct absolvovat
prave 6 predndsok, ale prednasajici dal podmienku, Ze predmet moze absolvovat iba vtedy, ked absolvuje aspoii jednu
dvojicu prednésok, ktorych poradové &isla sa lisia o neparne éislo. Kolko moznosti ma Krtko, aby si vybral Sesticu
prednésok, ktoré absolvuje?
Vysledok. 1708
Riesenie. Dve zvolené prednasky sa liSia o nepéarne &islo prave vtedy, ked maji ich poradové &isla roznu paritu.
Namiesto priameho pocitania spoc¢itame doplnok, teda pocet takych vyberov, ktoré neobsahuji neparny rozdiel.
Medzi ¢islami {1,2,...,13} je sedem nepdrnych a Sest parnych &isel. Takze potet moznosti pre iba neparne alebo
iba parne prednésky je (Z) + (2) =38.
Ked'ze celkovo je (163) = 1716 moZnych vyberov ako si vybrat 6 prednisok, tak po¢et moznosti s aspon jednym
neparnym rozdielom je 1716 — 8 = 1708.



Uloha 27. Nech N je sedemciferné ¢islo také, ze je delitelné kazdou z jeho cifier. Ak su vetky cifry N rozne a
nenulové, ngjdite sucet cifier N.

Vysledok. 36

Riesenie. Kedze N mé sedem roéznych nenulovych cifier, aspoii jedna je parna, a teda N je parne. Ak by 5 bola jedna
z cifier, tak N by kon¢ilo 0, ¢o nie je mozné. Preto 5 sa nenachiadza medzi ciframi ¢isla N.

Teraz N obsahuje 7 cifier z mnoziny {1,2,3,4,6,7,8,9}, takze vynechdva préve jednu cifru z tejto mnoziny. Ak
by bola vynechand cifra 9, tak by N malo ciferny stéet 31, ¢o je v spore s delitelnostou 3. Preto cifra 9 je v &isle, a
preto ciferny stiéet musi byt delitelny 9. A kedZze 1 +2 + 3 + 4+ 6 + 7 + 8 + 9 = 40, musime vynechat cifru 4, ¢im
dosiahneme ciferny sicet 36. Jeden priklad takéhoto ¢isla je N = 9867312.

Uloha 28. Zrezany osemsten je vyrobeny odrezanim vrcholov pravidelného osemstenu tak, ze zostane mnohosten

s Osmimi stenami tvaru pravidelného Sestuholnika a Siestimi stenami tvaru stvorca. Uréte pomer objemu nového
mnohostena a povodného osemstena.

N
‘U

<

Poznamka: Pravidelny osemsten je teleso s 6smimi zhodnymi stenami tvaru rovnostranného trojuholnika.

. 8
Visledok. 5

Riesenie. Pravidelny osemsten so stranou dfzky a, mé objem ka3, pre nejaki konstantu k (v skutocnosti k = v/2/3 ale
to nebude potrebné vo zvysku riesenia). Pre vyrobu zrezaného osemstena odrezeme z kazdého zo 6 vrcholov osemstena
ihlan (so §tvorcovou podstavou) s dizkou hrany a/3. Tieto ihlany vieme zlepif a vyrobit 3 mensie osemsteny s dlzkou
hrany £, objemom kg—; a celkovym objemom 3]{‘21—; = k“g—s. Teda objem zrezaného osemstena je k%. Preto je pomer

objemov tychto telies
1 1 8
— (ka® — —ka® ) = -
ka3 ( @ T > 9

Uloha 29. N3gjdite vSetky redlne rieSenia rovnice
8 (4" +47") =54 (2" +27") + 101 =0.
Vysledok. +1, £2
Riesenie. Nech a = 2% + 2%, potom 4% + 4% = a2 — 2. Dosadenim dostaneme
8(a* —2) — 54a + 101 = 0,

¢o sa zjednodusi na
8a® — 54a + 85 = 0.

Vyriesenim tejto kvadratickej rovnice dostaneme

_ 54+/542—4-8-85 5442916 — 2720 54+ 196 54+ 14

2 2.8 16 16 16
s rieSeniami
17 a 5
a1 =—aas = -
T T
V prvom pripade méame
goy L 1T
2 4’
¢o vedie na 2* = 4 alebo 2% = i s rieSeniami x = 2 alebo z = —2. V druhom pripade mame
1 5
2" 4+ — ==
+ 2¢ 2’
¢o vedie na 27 = 2 alebo 27 = % s rieSeniami x = 1 alebo x = —1. Preto riesenia pévodnej rovnice st x = +1, +2.



Uloha 30. Na planéte Railbox Prime, ktord ma tvar kocky, sa nachddza osem miest, v kazdom vrchole jedno. Mesta
si poprepajané Zelezniénymi tsekmi: kazdd dvojica miest zdielajticich hranu je spojens povrchovou Zeleznicou, kazdd
dvojica miest v protilahlych vrcholoch planéty je spojend tunelom podzemnej Zeleznice. MiSo by sa rad dostal z mesta A
do mesta B (ktoré zdielaji hranu, vid obrdzok) tak, aby vyuZil prave 5 Zelezni¢nych tisekov a Ziadne mesto nenavstivil
viac ako raz (vratane A a B). Kolkymi spésobmi to moze spravit, pokial chce cestovat aspoii jednym tunelom? Na
obrazku je vyznacena jedna moznd cesta.

Vysledok. 28

Riesenie. Ofarbime si mestd vo vrcholoch dvoma farbami (ako 3D Sachovnicu) tak, ze kazdy tsek Zeleznice (povrchovy
aj tunel) spaja vzdy mestd roznych farieb. Miso za¢ina v meste jednej farby a konéi v susednom meste (druhej farby)
po presne 5 presunoch. Ked'Ze na svojej ceste musi striedat farby miest, tak cestou navstivi po dve rézne mestd z kazdej
farby. Navyse plati, ze kazda dvojica miest roznej farby je prepojend zeleznicou.

Najprv spocitame vsetky cesty dfzky 5 bez ohladu na podmienku s tunelom. Takéto cesta m4 tvar

A—= by —ay — by = a3z — B,

kde b1, by st rozne mesta rovnakej farby ako B a as,as si rozne mestd rovnakej farby ako A. Mame 3 - 2 = 6 sposobov
ako zvolit usporiadani dvojicu (b1, b2) neobsahujiicu B a tiez 3 - 2 = 6 moznosti ako zvolif usporiadani dvojicu (as, as)
neobsahujicu A. Dokopy tak je 6 - 6 = 36 ciest deky 5.

7 celkového poctu este odcitame cesty, ktoré neprechadzaju ziadnym tunelom, t. j. vyuzivaju ¢isto hrany kocky.
Prvy tsek nemdze viest priamo do B, takZe mame na zaéiatku prave dve moznosti. Lahko vyskisame, Ze v oboch
pripadoch st prave 4 moznosti ako cestu do B dokonéit, takze celkovo ide o 2 -4 = 8 ciest po hranach kocky.

To znamena, ze vysledny pocet ciest dfzky 5 prechadzajicich aspon jednym tunelom je 36 — 8 = 28.

Uloha 31. Hlasovania o farbe budicoroéného Néboj tricka sa zucastnilo 2026 organizatorov, ktori vyberali spomedzi
4 moznosti: Azurovd, Bézovd, Cykldmenovd a Ddka ind. Azirova ziskala zo vSetkych farieb najmenej hlasov, presne
Sestkrat menej ako Bézova. Cykldmenov4 ziskala o presne 446 hlasov menej ako ostatné farby dokopy. Hlasovanie
vyhrala Déka ind s menej nez 800 hlasmi. Kazdy organizator dal prave jeden hlas prave jednej z tychto Styroch farieb.
Kolko hlasov ziskala Azirova?

Vysledok. 63
Riesenie. Oznacme jednotlivé pocCty hlasov postupne a, b, ¢, d. Tieto nezaporné celé ¢isla spiﬁajﬁ:

a+b+c+d=2026,
b = 6a,
c=(a+b+d)— 446,
a,b,c < d < 800,
a<b,c,d.

Pripocitajme ¢ k obom stranam tretej rovnice. Dostaneme

2c=a+ b+ c+d— 446 = 2026 — 446 = 1580.
Odtial vidime, Ze ¢ = 790 a pre zvysné pocty plati

a+b+d=2026— 790 = 1236.
Do tejto rovnice dosadime za b jeho vyjadrenie z druhej rovnice. Dostaneme
a+6a+d=1236, resp. d= 1236 — Ta.

Kedze d < 800 a zdroveii d > ¢ = 790, musi platit 791 < d < 799. Takze

791 <1236 — 7a < 799, cize 437 < T7a < 445.

Jediné &islo v tomto rozpéiti, ktoré je delitelné 7, je 441 = 7 - 63. Odpovedou je teda a = 63. Vieme tiez dopoéitat
b =378, c=790 a d =795 a vidime, ze vSetky podmienky zo zadania si splnené.
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Uloha 32. Trojica stvorcov ABCD, EFGH a KGIJ je umiestnend tak, ako vidime na obrazku: Body E a F' lezia
na usecke AB, body I a J na tsecke CD, a bod K na tsecke GH. NavysSe plati, ze stredy tychto troch Stvorcov lezia
na priamke. Uréte dlzku tsecky F'B, ak |[AD| =7 a |HK| = 1.

D J I C

Vysledok. 1—72

Riesenie. Nech a a b st postupne dfiky stran stvorcov EFGH a KGIJ. Zo zadania dostdvame
7T=|AD|=|JK|+ |HE|=a+b,
1=|HK|=|HG|—- |KG|=a—-b.

Riesenim tejto ststavy dostaneme a =4 a b = 3.

Priamka prechadzajica stredmi vSetkych troch Stvorcov deli obsah kazdého z nich na dve polovice. Obsah obdlznika
FBCI tak mdzeme spocitat ako

1 1 1
5(04 —+ b)2 — 5@2 — 5[)2 = ab.
Ten isty obsah vieme spocitat aj ako |FB| - (a + b). Odtial dostaneme vyjadrenie
ab 12
FB|= = —.
5] a+b 7

Uloha 33. Na tabuli je napisanych niekolko ¢fsel, medzi nimi aj ¢islo 2026. Vieme, Ze ak ¢islo 2026 zmaZeme,
aritmeticky priemer ¢isel na tabuli sa znizi o 6. Ak by sme vSak naopak na tabulu pripisali d'alSie ¢fslo 2026, aritmeticky
priemer by sa zvysil o 4. Urcte sucet ¢isel, ktoré su na zaciatku napisané na tabuli.

Vysledok. 10010

Riesenie. Oznacme stucet povodnych n ¢isel ako S. Podmienky zo zadania hovoria

S—2026_§_
n—1 ’
S+2026:§+4.
n—+1 n

Tieto rovnice vieme roznasobit a upravit na
S =2032n — 6n?,
S = 2022n — 4n’.
Roézne vyjadrenia sictu S dame do rovnosti, ¢im dostaneme
2032n — 6n* = 2022n — 4n” = 10n = 2n>.
Kedze n # 0, tak vidime, ze n = 5, takze S = 2032 -5 — 6 - 5% = 5 (2032 — 30) = 10010.

Uloha 34. Blcha skace po obvode kruznice. Jej prvy skok ju posunie o stredovy uhol 1°; t. j. uhol medzi polomermi
do miesta, kde zacala, a miesta, kde skoncila, je 1°. Nasledujuce skoky si vzdy v tom istom smere, pricom sa posunie
postupne o stredovy uhol 2°, potom 3°, a tak d'alej. Po kolkom skoku sa blcha prvykrat dostane na miesto, kde za¢inala?

Vysledok. 80
Riesenie. Po n skokoch prekonala blcha

1
1+2+~~~+n:§n(n+1)

stupiiov. Hladdme najmengie n, pre ktoré je toto &fslo ndsobkom 360, alebo ekvivalentne, pre ktoré je n(n+ 1) ndsobkom
720 =16 -9-5. KedZe n a n + 1 s nestdelitelné, kazdy z troch ¢initelov musi delif bud n, alebo n + 1. Evidentne
n =719 spiﬁa podmienky, no nemusi byt najmensie. Preto najviac dva ¢initele budi delit jedno z dvojice n an +1. A
ked'Ze su tri ¢initele, tak podla Dirichletovho principu asponn dva budi delit jedno z dvojice n a n + 1. Teraz hladdme
najmensie nasobky 16-9,16-5 a 9 -5, aby &fslo o 1 menSie alebo viésie bolo delitelné tretfm z ¢fsel. Moznosti st teda
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1.n=16-9=144, n+1=>5-29 = 145,
2.n=16-5=80,n+1=9-9 =81,
3.n=16-14=224, n+1=5-5-9 = 225,

z ¢oho vidno, ze najmensie n je n = 80.

Uloha 35. V kralovstve Na’boi s tri magické sekty: Ohnivé sekta, Vodna sekta, a Veterna sekta. Kazd4 sekta
pozostéva z dvoch majstrov a dvoch uéiiov. Na obranu kralovstva treba vytvorit styri bojové péry, kazdy pozostévajici
z jedného majstra a jedného uéia, avsak Ziaden par nesmie obsahovat dvoch élenov tej istej sekty. Aby bola obrana
spravodlivé, musi kazd4 sekta prispief do bojovych parov aspoii jednym majstrom a aspoit jednym uéiiom. Kolkymi
sposobmi vieme vytvorit tieto §tyri bojové pary?

Pozndmka: Kazdy majster aj kazdy ucen je iny ¢lovek, takze zalezi na tom, ktorého majstra ¢i ucna vyberieme. Naopak
na poradi, v ktorom si pary napisané, nezalezi.

Vysledok. 768

Riesenie. Ked'ze vyberame Styroch uéiiov a kazd4 sekta musi prispiet aspoii jednym, ich rozdelenie medzi sekty bude
v nejakom poradi (2,1,1). To isté plati aj pre Styroch majstrov, takze aj ich rozdelenie medzi sekty bude (2,1,1).
Rozlisime dva pripady.

V prvom pripade existuje sekta, ktord zabezpeci aj dvoch majstrov, aj dvoch ucniov. Tito sektu oznacime X; mame
tri moznosti, ktora sekta bude X. Zo zvysnych dvoch siekt vyberieme uéinov 2 - 2 = 4 spésobmi a majstrov tiez 2-2 =4
spOsobmi.

V kazdom z tychto pripadov musime k uéiiom z X priradif majstrov zo zvy$nych siekt, éo vieme spravit dvoma
sposobmi. Akonshle zafixujeme tiito volbu, musime zvysnych dvoch uéiov pridelif majstrom z X, ¢o sa d4 opif dvoma
sposobmi. Dokopy tak mame 4 pripustné moznosti ako sparovat majstrov a uc¢iiov. V tomto pripade tak dostaneme
3-4-4-4 =192 moznosti.

V druhom pripade jedna sekta (X) zabezpeci dvoch uéniov a iné sekta (V') zabezpeéi dvoch majstrov. Existuji
3 moZnosti pre X a nasledne 2 moznosti pre odlisné Y. Zvysnych uéhov zo zvysnych siekt opif vyberieme 2 -2 = 4
sposobmi, a zvySnych majstrov analogicky 2 -2 = 4 spésobmi.

Pre kazdy takyto vyber uéiiov a majstrov existuje 3 - 2 = 6 moznosti ako vytvorif par majster+uceii: dvaja ucni z
X mozu dostat Tubovolnych dvoch z trojice cudzich majstrov, a ndsledne uZ je dané jednoznaéne, kto s kym moze
tvorit bojovii dvojicu. V tomto pripade tak méme 3-2-4 -4 -6 = 576 moznosti.

Dokopy tak mame v oboch pripadoch az 192 + 576 = 768 moznosti ako vytvorit bojové pary.

Uloha 36. Nech z a y su nenulové redlne ¢isla spfﬁajlice z+ % =2ay+ % = 34/4. Uréte hodnotu vyrazu z2y + ﬁ

Vijsledok. 3+/2
Riesenie. VS§imnime si, ze
9 1 1 1 1
Y+ —=\ry+ — r+—)—|(x+—-].
Yy Y Y Y
1 1 1
xy+ — = <x+> <y+> —-2=3-2-2=4.
xy y x

1

Navyse

Odtial dostavame

Uloha 37. Nech ABCD je tetivovy tvoruholnik, v ktorom plati |[<ADB| = 48° a |<BDC| = 56°. Vnitri trojuholnika
ABC zvolime bod X tak, aby |<XCB| = 24° a aby priamka AX bola osou uhla <BAC. Uréte velkost uhla <CBX v
stupnoch.

Poznamka: Tetivovy stvoruholnik je stvoruholnik, ktorého vrcholy lezia na kruznici.

Vysledok. 38°
Riesenie. Uhly <ADB a <ACB si zhodné, ked'Ze st obvodové k tej istej tetive. Vd'aka tomu plati

|[<ACX| = |<ACB| — |<XCB| = |<ADB| — |<XCB| = 48° — 24° = 24° = |<XCB|.

To znamend, ze CX je osou uhla <ACB, takze X je priesetnikom osi uhlov v trojuholniku ABC (t. j. stred vpisanej
kruznice trojuholnika ABC).
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Teraz mozeme spocitat hladany uhol. Plat{

|<CBA| _ 180° — |[<BAC| — |<ACB| _ 180° — 56° — 48°

= 38°.
2 2 2

|<CBX| =
Vyuzili sme fakt, ze |[<BAC| = |<BDC|, ktory vyplyva z toho, Ze ide o obvodové uhly nad tetivou BC.

Uloha 38. Naboicula simplez mé mimoriadne primitivny mozog rozdeleny na pravi a l'avi hemisféru, pricom kazds
je zlozend z dvoch typov buniek: neurénov a podpornych buniek. Ziadna bunka nie je prepojena s bunkou z rovnakej
hemisféry, avsak prepojend je kazda dvojica buniek patriacich réznym hemisféram.

Jeden jedinec Naboiculy simpler ma 168 spojeni medzi dvoma neurénmi, 48 spojeni medzi dvoma podpornymi
bunkami a 191 spojeni medzi neurénom a podpornou bunkou. Uréte celkovy pocet neurénov v mozgu takéhoto jedinca.

Vysledok. 29

Riesenie. Oznacme nq,p; postupne pocet neurénov a podpornych buniek v jednej a ny, po postupne pocet neurénov a
podpornych buniek v druhej hemisfére. Vieme, ze ning = 168, p1ps = 48 a nyps + nop; = 191. Dokopy tak méame

(n1 + p1)(ng + p2) = 168 + 48 + 191 = 407 = 11 - 37

spojeni, takZe aby v kazdej hemisfére bola bunka z oboch typov, moézeme bez ujmy na vieobecnosti predpokladat, ze
n1 4+ p1 = 11 a ng + pa = 37. Podobne vieme uréit, ze

(n1 — p1)(na — po) = 168 + 48 — 191 = 25.

Takze aby bolo n; delitelom 168 a p; delitelom 48, musi nutne platit n; = 8 a p; = 3. Ndsledne ny = 168/8 = 21 a
celkovy pocet neurénov je n; + no = 29.

Iné riesenie. Pouzijeme znacenie z predoslého riesenia. Cislo nips + naopy je neparne, takze prave jeden zo séitancov
je neparny. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je to nyps. To vSak znamend, ze aj ni, aj p2 si neparne. Na druhi stranu,
ked'ze 168 = 23 - 21 a 48 = 2% - 3, tak ny musi byt delitelné 23 a p; musi byt delitelné 2%. Sticin nop; je teda ndsobkom
23 . 2% = 27 = 128. Ked'ze je navyse nop; ¢islo mensie ako 191, musf platit nyp; = 128, pricom ny, = 23 = 8 (a
p1 = 2% = 16). Teraz uz lahko dopoéitame n; = 168/8 = 21 a vysledok n; + ny = 21 + 8 = 29.

Uloha 39. Nate sa hré s piatimi rovnymi kriedami rozmeru 1 x 3. Cheel by z nich vytvorif stvisli cestu z Tavého
dolného do pravého horného okraja mriezky 7 x 9. Kriedu si vieme predstavit ako zlozeni z dvoch okrajovych a jedného
stredového policka, pricom kazdé dve po sebe idice kriedy na ceste sa musia dotykat hranou svojich okrajovych policok.
Na obréazku nizsie mozete vidiet jednu takud cestu. Kolko réznych ciest Nate moze vytvorit?

[

Vysledok. 75

Riesenie. KedZe Nate ma iba pif kried, cesta sa nikdy nemoze pohybovat na juh ani na zédpad — kaZd4 krieda okrem
prvej vie suradnice koncového policka zvysif maximalne o 3 (a prva o 2), pricom my sa potrebujeme dostat z policka
(1,1) do policka (9, 7). Koniec cesty sa teda vzdy postiva iba na sever alebo na vychod.

Pocet ciest uréime postupnym vypfﬁanfm tabulky 7 x 9 nasledovnym sposobom: do kazdého policka zapiSeme pocet
ciest do tohto policka z kried, ktorych posledné okrajové policko lezi prave v tomto policku. Po polozeni prvej kriedy z
Tavého dolného rohu musi byt jej koniec presne o dve polika d’alej: bud’ dve doprava (vodorovn4 krieda), alebo dve
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hore (zvisla krieda). Preto do policok (1,3) a (3,1) zapiSeme &islo 1. Zvysok tabulky vyplnime postupne smerom k
pravému hornému rohu. Ak chceme uréit hodnotu v poli¢ku (z,y), uvazujeme, akymi spésobmi tam moéze krieda konéit.
Krieda konéiaca v (z,y) moze byt zvisld alebo vodorovna a v oboch pripadoch sa musi dotykat predchddzajiicej kriedy
okrajovym polickom. Dostdvame Styri mozné okrajové policka predchddzajicej kriedy — (x,y —3) a (z — 1,y — 2) v
pripade zvislej kriedy a (x — 3,y) a (x — 2,y — 1) v pripade vodorovnej kriedy.

Kazdé z tychto policok predstavuje korektny sposob, ako predfiit’ existujucu cestu o jednu kriedu. Preto do policka
(z,y) zapiseme stcet hodnot v polickach (z — 3,y), (x — 2,y — 1), (x — 1,y — 2), (z,y — 3), pricom policka mimo
mriezky prispievaji hodnotou 0.

0[{0[{4]0({0(22/0]0]|75
110(0(6|0|0(22|0
0[{1{0]0]|6]0|0]18
0/{0{2]0{0]|6]|0]0]13
110(0(210(0(4|0
0/{0{0]|0|1]|0]|0]2
0{0{1]0|0]|1]|0]O0

Po vyplneni celej tabulky dostaneme v pravom hornom rohu é&islo 75, €o je presne pocet vietkych platnych ciest z kried
z lavého dolného do pravého horného rohu.

Iné riesenie. Polozme pif kried za sebou od rohu (0, 0) tak, Ze sa navzdjom dotykaji iba v rohoch (roh koncového
policka jednej kriedy s rohom koncového policka nasledujicej). Kazda krieda posunie okrajové policko bud o (+1, +3)
(,,hore*), alebo o (+3, +1) (,,doprava®). Po piatich kriedach je okrajovym polickom poli¢ko (z,y) s vlastnostou z+y = 20.

Nech Z je pocet zvislych kried a V' pocet vodorovnych kried. Potom Z +V =5 a

(z,y) = (Z 43V, 3Z+V).

Aby sme z refaze dotykajiicej sa iba v rohoch dostali korektnii cestu, kde sa susedné kriedy dotykajii celou hranou,
musime ,,opravit® kazdy zo $tyroch spojov medzi po sebe idtcimi kriedami. Pri kazdom spoji si zvolime jednu z dvoch
moznosti: bud posunieme cely zvysok cesty (od nasledujiicej kriedy az po piatu) o jedno policko dolava, alebo o jedno
policko nadol. Tak zabezpeéime, Ze dve susedné kriedy budd mat spoloént hranu namiesto spoloéného rohu.

Nech ¢ je pocet spojov, pri ktorych zvolime posun dolava, a d poéet spojov s posunom nadol. Ked'ze si presne §tyri
spoje, plati £ + d = 4. Po vykonani vsetkych posunov sa okrajové policko (z,y) presunie na (x — £,y — d). Aby sme
dostali cestu z (0,0) do pravého horného rohu (9, 7), musi platit (z — ¢,y — d) = (9,7).

Preskimajme jednotlivé moznosti (Z,V):

(5,0): (z,y) = (5,15) — Kedze 5 < 9, ned4 sa opravit na (9, 7).

(4,1): (x,y) = (7,13) — Tiez sa ned4d opravit.

(3,2): (z,y) =(9,11) - Plati £ =9 -9 =0, d = 11 — 7 = 4 (v8etky posuny nadol). Existuje (g) = 10 spoOsobov,
ako zoradit kriedy roéznych orientdcii za seba, no potom pre kazdé zoradenie iba 1 sposob opravy, spolu 10 ciest.
(2,3): (z,y) = (11,9) - Plati £ =11 — 9 =2, d = 9 — 7 = 2. Existuje (g) = 10 sposobov, ako zoradit kriedy a pre
kazdé zoradenie (;l) = 6 sposobov, ako vybrat, kde budu posuny dolava, spolu 10 - 6 = 60 ciest.

(1,4): (z,y) = (13,7) —Plati £ =13 -9 =4,d =7 — 7 = 0 (vSetky posuny dolava). Existuje (?) = 5 zoradeni
kried a jediny sposob opravy, spolu 5 ciest.

(0,5): (z,y) = (15,5) — Ani toto sa ned4 opravit.

Celkovo teda dostaneme 10 + 60 + 5 = 75 ciest.

Uloha 40. Nech a, b, ¢, d st redlne ¢isla, pre ktoré plati a+b+c+d=2 a = 2026. Urcte

hodnotu vyrazu

a? b2 c? d?
a+2b + b+2c + c+2d + d+2a

b2 2 d? a?
a+2b+b+2c+c+2d+d+2a'

Vysledok. 507

. . . 2 b2 2 a2 B2 2 d2 2
Riesenie. Oznactme X = aror Tz T osa T agme = 2026 2 Y = S5 + 555t oea T ahea
Uvedomme si, Ze a + 2b z menovatela vystupuje aj v rozdieli §tvorcov (a + 2b)(a — 2b) = a® — 4b. Ak by sme teda
dosiahli, Ze toto bude ¢itatelom zlomku, vyraz sa vyrazne zjednodusi. Vimnime si, Ze na takito kombindciu ndm staci
spocitat X —4Y. Z toho dostaneme
2 2 2 2 2 2 2 2
a® —4b b* —4c ¢ —4d d* —4a
X —4Y = =(a—2b b—2 —2d d—2a)=
ax20 " hr2c T evzd | dtza @7 A G20 (em2d) +(d = 2a)

=—a-b—c—-d=—(a+b+c+d)=-2.

Nakoniec uz len vyjadrime Y = (X + 2) = 202042 — 507,
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Uloha 41. V krabici tvaru kvadra so Stvorcovou podstavou so stranou deky 3 a vyskou a sa nachidzaji dve
pingpongové lopticky, kazda s polomerom 1. Prva lopticka je umiestnend tak, ze sa dotyka dvoch susednych zvislych
stien krabice, spodnej steny krabice a druhej lopticky. Druhd lopticka sa dotyka zvysnych dvoch zvislych stien krabice,
hornej steny krabice a prvej lopticky. Urcite vysku a krabice.

Vijsledok. 2+ /2

Riesenie. Nech C7 a Cy st stredy dvoch lopti¢iek a nech d je vodorovnd vzdialenost medzi tymito stredmi, teda dizka
priemetu tsecky C7Cs na horni (alebo dolnt) stenu krabice. Pri pohlade zhora dostaneme $tvorec so stranou dlzky 3,
kde C je vo vzdialenosti 1 od dvoch susednych stran a Cs je vo vzdialenosti 1 od zvySnych dvoch susednych stran.

Z toho vyplyva, Ze v tomto pohlade zhora leZia priemety C; a Cy v protilahlych vrcholoch §tvorca so stranou 1. Preto
d=+/2.

Dalej uvazujme zvisli rovinu kolmt na zakladiiu krabice, ktord prechddza cez C; a Cs. Prienik tejto roviny s krabicou
je obdlznik hladanej vysky a a tsecka C,Cy lezi v tejto rovine. Nech x je zvisld vzdialenost medzi C; a Cs.

Ked'7ze sa lopticky dotykaji a kazdd mé polomer 1, vzdialenost medzi ich stredmi je |C;C2| = 2. V pravouhlom
trojuholniku s vodorovnou odvesnou d a zvislou odvesnou z plati |C1Cs|? = d? + 22, takze x = /22 — d2 = /2.

Nakoniec, prva lopticka sa dotyka spodnej steny a druha lopticka hornej steny, takze vyska krabice je sicet polomeru
prvej lopticky, zvislej vzdialenosti medzi stredmi a polomeru druhej lopticky: a =1+ 2z +1 =2+ /2.

Uloha 42. Kolkymi sposobmi sa d4 tabulka 3 x 3 vyplnit &slicami 0,1, ...,9 tak, Ze kazdé policko obsahuje prave
jednu &islicu, ziadna éfslica nie je pouzité viac ako raz a pre Sest stiétov tvorenych tromi riadkami a tromi stipcami
plati, Ze st bud vSetky parne, alebo vietky neparne? Priklad vyhovujicej tabulky, v ktorej st vietky suéty riadkov a
stfpcov parne, je uvedeny nizsie:

D Ol =
O =N
oo g W

Vysledok. 259200

Riesenie. Kedze 0+ 1+ ---+ 9 = 45 je neparne, vynechanie neparnej éislice dava stcet celej tabulky parny, a teda
vSetky sucty riadkov a stfpcov musia byt parne. To je mozné zariadif pouZitim 4 neparnych a 5 parnych éislic len vtedy,
ak jeden riadok a jeden stfpec dokopy (5 politok) obsahuji prave vietky parne ¢isla. Preto mozeme spo&itat vietky
takéto tabulky takto: najprv vyberieme vynechanti neparnu &fslicu (5 spésobov), potom vyberieme riadok a stipec
obsahujtice iba parne &islice (3 - 3 = 9 sposobov), potom rozmiestnime neparne éfslice lubovolnym sposobom (4! = 24
sposobov) a nakoniec rozmiestnime parne &islice lubovolnym sposobom (5! = 120 sposobov).

Podobne, ak vynechame parnu ¢islicu, siucet vsetkych troch riadkov bude neparny, a teda vsetky riadky a stfpce
musia mat neparny stcet. Jediny sposob, ako umiestnit pitf neparnych &islic do tabulky 3 x 3 tak, aby kazdy riadok
a stipec obsahoval jednu alebo tri z nich, je vlozit ich do jedného riadku a jedného stipca. Pocet takychto tabuliek
sa vypocita analogicky ako v predchadzajicom pripade, len s vymenenymi rolami parnych a neparnych ¢islic. Preto
celkovy pocet je rovny 2-5-9 .24 -120 = 259 200.
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Uloha 43. Stcet Styroch navzajom roznych kladnych celych ¢isel a, b, c a d je 20000. Najdite najmensiu moznu
hodnotu nsn(a, b, ¢, d), kde nsn ozna¢uje najmensi spoloény nésobok.

Vysledok. 9600

Riegenie. Nech L = nsn(a,b,c,d) anech BUNV a > b > ¢ > d. Tieto ¢isla s delitele L, ¢ize L = aay = bby = cc; = ddy
pre nejaké kladné celé ¢isla aq, by, c1, di. Je zrejmé, ze a3 < by < ¢; < d;. Pretoa; > 1,061 > 2, ¢ > 3,d; > 4. To
znamena, ze

L L L
<L < — < — < —.
a<L, b_2, 0_3, d_4
Z toho plynie
1 1 1 25L
20000 = b d<L-(l14+4=-4=-4+-]=—
at+b+etd< (+2+3+4) =
¢ize L > 12 -20000/25 = 9600.
Aby sme ukazali, ze L = 9600 sa dé dosiahnut, staéi polozit a = 9600, b = 2800 ¢ = 2000 5 ¢ = 2600 ¢o 51 vietko

celé ¢isla. Sucet tychto Styroch ¢isel je 9600 (1 + % + % + i) = 20000. Preto 9600 je hladand minimélna hodnota L.

2

Uloha 44. Postupnost ai,as, as, ... definovand ako a, = 1.(7)101”

Vysledok. 2001

nadobiida maximélnu hodnotu v a,,. Najdite m.

2 2
Riesenie. Vsimnime si, ze an11/a, = 1%‘511312 = 10?8(()7{:21) . Potom a1 > a, (¢iZe any1/an > 1) ddva 2000n + 1000 >

n?, a teda n(n — 2000) < 1000. Lahko overime, ze tato podmienka je splnen4, ked n < 2000, ked'ze Tava strana je
nekladnd, a nesplnens pre n > 2001. Preto je postupnost ostro rasttica do 2001 a, podobne, ostro klesajica d'alej, Gize
a1 < ag < -+ < asgoo < A2001 > A2002 > - - - . Takze maximum postupnosti nastava pre asgor.

Uloha 45. Pt kamardtov si ob jedndva miesta na predstavenie. Vietci chei sediet v jednom rade, ktory ma nasledujice
rozmiestnenie (stena, styri bloky Siestich sedadiel rozdelenych troma ulickami a stena).

IAAABAE_HAAAHAA_HHBBAA _HAAAAH

Kamarati st hanblivi, a preto si chetd vybrat miesta tak, aby vsetci mohli opustitf svoje miesto bez toho, aby obtazovali
cudzich divakov (a to aj v pripade, Ze bude zaplneny cudzimi divakmi cely zvySok radu). Kolko roznych moznosti na
objednanie miest maji kamarati? (Miesta nie si viazané na men4.)

Vysledok. 252

Riesenie. Podmienka, Ze vetci moézu opustit svoje miesto bez obfaZovania nezndmych divakov znamend, Ze rezervované
miesta musia tvorif najviac tri ostrovéeky okolo uli¢iek.

Na to potrebujeme aspoii 2 -3 — 1 = 5 oddelovacov:

e nepdrny oddelovaé reprezentuje ulicku samotnt,

e pdrny reprezentuje neprazdnu skupinu neobsadenych sedadiel v bloku, ktora nesusedi so stenou.
Tvrdime, ze takéto rozlozenia zodpovedaji vsetkym vyhovujicim moznostiam. Napriklad zoberme jedno také rozlozenie:

0K 0KK KK,

kde K je kamarét, _ je ulicka a @) je skupina kamaritmi neobsadenych sedadiel. Takéto oznacenie koresponduje s tym,
7e z lavého bloku nie je kamaratmi obsadené Ziadne miesto, v druhom bloku je obsadené iba jedno miesto dostupné
zo strednej ulicky a v trefom a stvrtom blokoch st dostupné z pravej ulicky dve a dve miesta. Na druhej strane, pre
kazdé mozné obsadenie miest existuje prave jedno takdto reprezentdcia. Cely blok neméze byt obsadeny iba kamaratmi,
ked'ze sedadiel je Sesf a kamardtov piit, a teda aspoii jedno miesto musi zostat volné.

Pocitame mozné usporiadania piatich kamardtov (nerozligitelnych pretoZe si este len tie listky objednivaji) a
piatich oddelovacov (majui rozliény charakter, ale ten je dany poradim, ako je spomenuté skor v rieSeni, teda nie je
potrebné ich rozlisovat pri poéftan{). Preto vyberdme 5 pozicii z 5 + 5 ¢o ddva

(7))

moznosti.
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Uloha 46. Uvazujme rovnostranny trojuholnik so stranou dfiky 4. V kazdom vrchole trojuholnika je stred kruznice s
polomerom 1. Uréte polomer vécsej kruznice, ktora sa dotyka vnutornym dotykom dvoch malych kruznic a poslednej
vonkajsim dotykom.

. 3v3+1 _ 4-3
Vysledok. 5 = i

Riesenie. Ozna¢me rovnostranny trojuholnik ABC' a nech je stred velkej kruznice O a polomer 7. Nech mé vnitorny
dotyk s kruznicami okolo A a B a vonkajsi dotyk s kruznicou okolo C'. Vyska trojuholnika je h = @ -4 = 2¢/3. Ked'ze
|OA| = |OB|, bod O lezi na osi tsecky AB. Nech M je stred usecky AB, teda |[AM| =2 a |CM| = h.

Z podmienok dotykov, |OA| = |OB|=r—1a OC =r + 1. Kedze O lezi na priamke C M, dostdvame
|OM| = |OC| = |CM|=7+1—h.

(Toto plati iba za predpokladu, Ze O lezl mimo trojuholnika ABC. Ak naopak O lezi vo vnitri, tak |OM| = |CM|—|OC/;
avéak v oboch pripadoch budeme pokracovat s pouzivanim |OM|?, ktoré nezévisi na konfigurdcif.)
V pravouhlom trojuholniku OM A vieme z Pytagorovej vety, ze

|OA|? = |OM|? + |AM|* alebo (r—1)>=(r+1—h)? 422

Roznésobenim a zjednodusenim dostaneme
h* —2h +4
2(h —2)

Dosadenim h = 2v/3 dostaneme vysledok r = il/_g\f? = 73@“.

Uloha 47. KMS miestnost je plna trpaslikov vysokych 1,2m, a FKS miestnost je plna obrov vysokych 4 m. Po tom
¢o sa 35 obrov a 24 trpaslikov presunulo zo svojej miestnosti do druhej, ukézalo sa, ze v oboch miestnostiach je rovnaka
priemernd vyska. Aky je najmensi mozny celkovy podet magickych bytosti, aby toto mohlo nastat?

Vysledok. 117

Riesenie. Nech t a o st postupne celkové pocty trpaslikov a obrov. Po vymene mame t — 24 trpaslikov a 35 obrov
v KMS miestnosti a 24 trpaslikov a o — 35 obrov v FKS miestnosti. Pre jednoduchost oznaéme t; =t — 24, t, = 35,
01 = 24 a 02 = 0 — 35, a oznacme vysky trpaslikov a obrov postupne ako v; a v,. Zhodujica sa priemernd vyska je

t1vs + 010, tovy + 020,

t1+01 t2+02

ZjednodusSenim rovnice dostaneme
(1}0 - ’Ut)(Oth — t102) =0.
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KedZe v, je rozne od vg, tak to znamend, Ze o1ta — t102 = 0 alebo ‘;—11 = :—; Teda, aby bola priemerné vyska v oboch
miestnostiach rovnaka, musi byt pomer trpaslikov a obrov rovnaky a na presnych vyskach to nezavisi. Pouzijic zndme

hodnoty 07 a to dostaneme

t102 = 01t2 =35 24 = 840.

Nasim cielom je vsak minimalizovat mnoZstvo ¢arovnych bytosti t + o, takze je to ekvivalentné s minimalizovanim
t1 + 02, kedze t + 0 = t1 + 0y + 24 + 35. Pre dve kladné &isla s danym stéinom, je ich siéet najmensi prave vtedy, ked
je ich rozdiel najmensi. To vyplyva z (t; 4+ 02)? = (t; — 02)? + 4t105. Preto hladdme rozklad éisla 840 na dve kladné celé
¢isla, ktoré su blizko pri sebe. Optimalnym riesenim je teda 840 = 28 - 30.

Preto t1 a 0y st 28 a 30 (v Tubovolnom poradi) a najmensi celkovy pocet magickych bytosti je ¢ + o0 = 28 + 30 +
24435+ 117.

Uloha 48. Sest vediticich sa stretne pri stole a ndhodne sa okolo neho pousadzaji. Vedici maji postupne jedno,
dve, tri, §tyri, paf a Sest es v rukdve. Je zrejmé, Ze kde sa dvaja hddaju, vyhra ten, kto ma viac es v rukdve. Proces
vyberania hlavného vediceho by zrejme vedel byt jednoduchsi, no oni to robia takto — kym je pri stole stale viac ako
jeden vediici, vyberie sa ndhodny vedici. Ten sa pohdda s vedicim vedla neho po smere hodinovych ruéidiek, pricom
porazeny aj so stolickou odide od stola. Aké je pravdepodobnost, Ze v poslednom kole o poziciu hlavného vediceho
bojuji veduci, ktorf maji 5 a 6 es v rukave?

Vysledok. 7/15

Riesenie. Usad'me Siestich vedticich ndhodne okolo stola a stistredme sa len na to, ¢ sa vediici s 5 a 6 esami stretni
skor ako v poslednom kole (ked'Ze inak ani jeden z nich nemdze prehrat). V Iubovolnom okamihu moZeme zostévajiicich
vedtcich zapisat v smere hodinovych ruéiciek ako 5, A1, ..., Aq,6,B1,..., By, kde a je pocet zostévajucich vedicich
medzi 5 a 6 (v smere hodinovych ruci¢iek od 5 k 6) a b je pocet vedicich na druhej strane.

Oznaéme f(a,b) pravdepodobnost, Ze posledny siiboj bude medzi 5 a 6 pri takejto konfigurdcii. Je zrejmé, Ze tdto
pravdepodobnost zavis{ iba od &isel a a b, nie od konkrétnych hodnot vedicich A; a B;. Kazdy z A; a B; m& totiz
najviac 4 esa, takze kazdy stiboj s 5 alebo 6 vzdy vyradi slabgieho, zatial ¢o siiboje medzi A; (resp. medzi B;) len
zmensuju prislusni skupinu o jedného.

Ak a = 0 alebo b = 0, potom su 5 a 6 susedia a zostava n = a + b + 2 veducich. V tejto situdcii v kazdom kroku
préave jeden vyber vyzyvatela (bud’ 5 alebo 6; podla toho, kto je napravo) vedie okamZite k ich vzdjomnému siboju, v
ktorom je 5 vyradeny; vietky ostatné volby vyradia niekoho iného. Pravdepodobnost, Ze 5 prezije az do posledného
kola, sa teda rovna
n—1 n—-2 2 2 2

f(a,O)—f(O,b)— n n—l. 3inia+b+2'

Pozrime sa teraz na situdciu, ked a,b > 1 a oznaéme n = a + b + 2 pocet zostavajicich vedticich. Uvazujme
tsek vedicich v smere hodinovych ruciciek od 5 po vediiceho tesne pred 6. Tento tisek mé a + 1 ¢lenov, konkrétne
5,A1,...,Aq. Ak ndhodne vybrany vyzyvatel patri do tohto tseku, nasledujiici stiboj sa odohrs v rdmci tohto tiseku
(vyzvany je vzdy najblizsi vediici po smere hodinovych ruciciek, stdle v tiseku, okrem A,, ktory vyzve 6), a v kazdom
pripade je vyradeny niektory z A1, ..., A,. Vyber vyzyvatela z tohto tiseku preto znizi a o 1.

Rovnakou tivahou tisek od 6 po vediceho tesne pred 5 md b+ 1 ¢lenov a vyber vyzyvatela z tohto dseku zniZ b o 1.
Ked'Ze vyzyvatel sa vybers rovnhomerne ndhodne spomedzi n zostdvajicich vedicich, pre a, b > 1 plati rekurentny vztah

fla,b) = azlf(a—1,b)+HTlf(a,b—1).

Na zaciatku je a + b = 4. Pouzitim okrajovych hodnot

fO)=2=5 JO3=2 [0.2=5 fON=3
a symetrie f(a,b) = f(b,a) dostaneme
JAN=3 f0=3 f03 =1, fe2=".

Ked'ze potiatoéné rozsadenie je ndhodné, medzera a medzi 5 a 6 (v smere hodinovych ruciciek) je s rovnakymi
pravdepodobnostami {0, 1,2,3,4}. Hladand pravdepodobnost je teda priemerom prislusnych pravdepodobnosti, a to

1/1 8 3 8 7

1
(f(0a4)+f(173)+f(272)+f(371)+f(4a0)):5<3+15+5+15+3> =15

| =
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Uloha 49. LukéSov privesok v tvare pismena L pozostava zo Styroch zhodnych Stvorcov, ktoré st pospdjané hranami.
Teri mu naii kipila katulku v tvare pravouhlého rovnoramenného trojuholnika, do ktorej si ho moze ulozit tak, Ze sa
krabicky dotyka v §tyroch bodoch ako na obrazku. Aky je pomer obsahov privesku a gkatulky?

Visledok. 80/169

Riesenie. Oznac¢me body ako na obrazku nizsie. Ak zvolime dizku strany malych §tvorcov rovnu 1, staci vypoéitat
dlzku jednej strany trojuholnika ABC|, napriklad prepony AC.

2acy

Pomocou pomocnej tisecky EF dostaneme pravouhly trojuholnik EFK s |[<EKF| = 90° a dizkami |EK| = 1, |KF| = 2
a |EF| = V5. Kedze |GL| = 2, |[LF| = 1 a zaroven |[<FLG| = 90°, trojuholniky EFK a FGL st zhodné. Odtial
dostdvame |GF| = |EF| = /5. Nech a = |[<LGF|. Potom |<KFE| = a a z toho vyplyva, ze |<GFE| = 90°, pretoze
uhol « dopfﬁa <GFL do 90°. V kombindcii s tym, ze |[<ECF| = 45° to znamend, Ze trojuholnik FEC je rovnoramenny
pravouhly trojuholnik s dizkou strany |FC| = v/5.

Teraz zostrojime druht pomocnu usecku tak, ze z bodu D spustime kolmicu na priamku AC' a oznacime péatu
kolmice ako M. Kedze |<LGF|+ |<MGD| = 90°, dostaneme |<GDM| = «, a teda trojuholnik M DG je podobny
trojuholniku FGL, pricom jeho strany si v/5-krat mensie. Preto maji strany trojuholnika M DG dizky |MG| =
|[MD| = % a |[DG| = 1. Este si vSimnime, ze aj EF || DM, z ¢oho uz lahko vidime, ze aj trojuholnik M AD je

C

rovnoramenny pravouhly. Preto |[AM| = %

Teraz uz vieme spocitat

2 1 5 13
NG \/S+W+W—T: :

- () 1R - 5

|AC| = |AM| + |[MG| + |GF| + |FC| =

E

Obsah trojuholnika ABC je teda

a hladany pomer obsahov zas

480
169 T 169"
169 ™ 169

Uloha 50. Joztek ma rad &islo dévit. A ked uz nemdze mat divit, tak aspon Styridsatdévit. Majme postupnost
(an)2 1, ktorej prvé €leny si a; = az = az = 1 a pre n > 1 spocitame d'alsi ¢len ako a, 3 = 3%n+2 4 3%n+1 4 3%n Aky
je zvySok aso po deleni 497

Vysledok. 11

Riesenie. Clen ago je si¢tom mocenin &sla 3, pricom jeho zvysok po deleni 49 mézeme uréif pomocou Eulerovej vety.
Ked'7e st 3,49 nesidelitelné a ¢(49) = 42, podla Eulerovej vety plati

3% = 3anmod 42 (164 49).

Na vypocet agse = 3921 + 3920 4 3919 (mod 49) teda staci poznaf as;, asg, a9 (mod 42). Podla ¢inskej zvyskovej vety to
znamend uréit zvysky po deleni 6 a 7.
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Najprv si véimnime, Ze pre n > 4 je kazdy ¢len a,, sti¢tom troch mocnin &isla 3, teda je neparny a delitelny tromi.
Preto a,, = 3 (mod 6). Kedze 3¢ =1 (mod 7) (opif z Eulerovej vety), mozeme sa opif v exponente pozerat iba na
zvysok po deleni 6. Pre n > 4 dostaneme teda 3% = 3%» m°d6 = 33 (mod 7).

Pre n > 7 (aby n — 3 > 4) potom plat{

Qp = 301 4 302 p 30n-3 =33 4 33 1 33 — 4 (mod 7).

Spojenim kongruencii a,, = 3 (mod 6) a a,, = 4 (mod 7) dostaneme pre n > 7 pomocou ¢inskej zvyskovej vety
a, =39 = —3 (mod 42). Z Eulerovej vety teda este raz vyplyva 3% = 373 (mod 49), kde zdporny exponent vyjadruje
mocninu inverzného prvku modulo 49. Nakoniec

gy = 3% +3%0 4390 =373 4370 +378 =372 =971 =11 (mod 49),
kedZe 9-11 =99 = 1 (mod 49). Hladany zvysok je teda 11.

Uloha 51. Danko zaéina s prézdnou palivovou nadrzou na zaciatku nekonecnej cesty. Pre kazdé celé ¢islo n > 0
existuje obchodnik nachadzajici sa n? kilometrov od §tartu. Danko si od kazdého obchodnika moéze kipit Tubovolné
celoéiselné mnozstvo litrov paliva. Obchodnici v8ak neradi predavaji velké mnozstvo paliva, takZe cena za liter sa
zvysuje s kazdym d'aldim zakipenym litrom: u kazdého obchodnika prvy liter stoji 1 euro, druhy liter 2 eura, tret{ 3
eurd a tak d'alej. Kazdy liter umozni Dankovi prejst 1 km. Zdsoba obchodnikov aj Dankova nddr# si neobmedzené. Ak
mé Danko 730 eur, akd je maximélna vzdialenost, ktori méZe po ceste precestovat?

Vysledok. 123

Riesenie. Na dosiahnutie obchodnika vo vzdialenosti n? km vieme kipit palivo od n predchadzajiicich obchodnikov.
Uréite nevieme dosiahnut nizsie naklady, ako ked’ kdpime presne n litrov od kazdého obchodnika, pretoze za cenu 4
nevieme kiipit viac ako n litrov, a zdrovenn v nagej konstrukeii kiipime n litrov za n najlacnejsich cien.

Musime si vSak overit, Ze plédn ,pri kazdom obchodnikovi, ktorého stretnem, kiipim n litrov paliva“ skuto¢ne funguje
(t. j. umoziiuje Dankovi tspesne dosiahnut kilometer n?); nesmie sa stat, ze mu dojde palivo predtym, nez dorazi k
niektorému z predchadzajucich obchodnikov. Dokéazeme jednoduchou indukciou, ze tento plan nezlyha. Pripad n =0 je
jasny: na dosiahnutie 0 km nie je potrebné kupovat Ziadne palivo. Teraz predpokladajme, Ze uz vieme, Ze je mozné
dosiahnut n? km kipou n litrov u kazdého z n obchodnikov. Potom, ak namiesto toho kipime n + 1 litrov, uré¢ite ndm
palivo neddjde pred kilometrom n2. Z toho vyplyva, ze dokdzeme kipit n + 1 litrov aj u obchodnika na n? km a po
tychto n + 1 nakupoch po n + 1 litrov Danko tispesne dosiahne (n + 1)? km.

Tento argument ukazuje, ze naklady na dosiahnutie n? km st aspoii

n(n—l—l)_

Ch=n(l4+24+---+n)=n 5

7Z toho, ze C11 = 726 < 730 < 936 = C19, vyplyva, ze 112 km je mozné dosiahnut, ale 122 km uz nie. Pouzitie zvysnych
4 eur na kipu 2 d'alsich litrov pri poslednom obchodnikovi umozni dosiahnut 123 km; dosiahnuf 124 km rovnakym
sposobom by v§ak znamenalo prekro¢if rozpocet o 2 eurd.

Uloha 52. ~Nech ABCDEF je pravidelny $estuholnik s obsahom 420. Nech M, N, a P st postupne stredy stran DE,
FA a BC. Usecky AM, BM, CN, DN, EP a F P ohrani¢uju sivii oblast (na obrdzku). Uréte obsah tejto oblasti.

D C
M P

Vysledok. 36

Riesenie. Zafarbeni oblast mozno rozlozif na Sest zhodnych trojuholnikov, ¢o znamensd, Ze staéi vypocitat obsah
jedného takého trojuholnika. Nech O je stred Sestuholnika, X prieseénik BM a CN, a Y prieseénik BM a PE. Okrem
toho zavedieme niekolko pomocnych bodov: @ je stred tsecky CD, V prieseénik AD a CN a W prieseénik PM a QN.
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Ukéazeme, ze |OX|:|OP|=2:5a|0Y|:]|0Q|=2:7.

F N A

Kedze trojuholniky NAV a CDV st podobné a |[NA| = 1|CD|, mame |[AV|: |[VD|=1:2, z &oho |OV| = 1|OA|.
Dalej trojuholnik OV X je podobny s PCX, a kedze |[PC| = 1|BC| = 3|OA|, méme |OV|: |[PC| = 2: 3, ¢o je tiez
rovné |OX|: |PX|. Teda |OX|: |OP|=2:5.

Na dokédzanie |OY| : |0Q| = 2 : 7 vyuzijeme podobnost trojuholnikov OBY a WMY s |[WM| = 2|OB|, z ¢oho
plynie |OY| : [YW| =4 : 3. Spojenim tohto s |[OW| = |W Q| lahko dostaneme |OY|:|0Q|=2:1T.

Ozna¢me hranatymi zdtvorkami obsah trojuholnika. Trojuholniky OXY a OP(@ maju spolo¢ny uhol POQ, takze

[OXY] _|0X] |0Y| 2 2 _ 4
[OPQ] |OP|] |0Q| 5 7 35

Dalej trojuholnik OPQ je rovnostranny so stranou, ktorej dizka je @—nésobkom diiky strany ABO, takze [OPQ] =
3[ABO]. Preto
[OXY] 4 3 3

[ABO] 35 4 35

Ked'ze zafarbend oblast pozostéva zo Siestich képii OXY a Sestuholnik pozostéva zo Siestich képif ABO, plati ronvnaky
pomer. Preto obsah vyznacenej casti je % - 420 = 36.

Uloha 53. Marek je majstrom algebraickych uprav, takze vzal vSetky vyrazy +a £+ b+ ¢ + d (dokopy 16 vyrazov pre
vSetky mozné kombindcie znamienok) a navzajom ich vynasobil, éim ziskal polyném v premennych a, b, ¢, d. Potom
zahodil vsetky c¢leny, v ktorych aspon jedna premennd chybala. Aky bol sucet koeficientov vsetkych zostavajicich
¢lenov?

Vysledok. —328

Riesenie. Nech P je polyném zo zadania. Ak vSetkym Styrom premennym priradime hodnotu 1, sii¢in obsahuje
¢initel' (1+ 1 —1 —1) = 0, takze sicet vietkych koeficientov polynému P sa rovné 0. Vypocitajme sticet koeficientov
zahodenych ¢lenov. Urobime to pomocou principu inklizie a exkluzie.

Chceme uréit sicet koeficientov élenov, ktorym chyba aspoil jedna premenns. Na zaéiatok uvazujme pripad,
ked jedna pevne zvolend premennd je nulova. Toto séitame cez vietky Styri moznosti, ktord premenna to je, &im
kazdy mnohoclen, ktory nemé premenni, zapocCitame aspoii raz. Aby sme séitali koeficienty ¢lenov, ktoré neobsahuji
(napriklad) d, vypocitame hodnotu P pre a =b=c¢ =1 a d =0, ¢im ziskame

P(1,1,1,0) = ((1+1+1)(1—|—1—1)(1—1—|—1)(1—1—1)(—1+1+1)(—1+1—1)(—1—1—|—1)(—1—1—1))2:92:81.

Suctom cez Styri moznosti chybajicej premennej dostaneme 4 - 81 = 324, ale v tomto sicte sme kazdy ¢len s iba dvoma
premennymi zapocitali dvakrdt, takze musime odéitat P(1,1,0,0) = 0 Sestkrdt, pretoze existuje Sest dvojic premennych.
Nakoniec musime pripo¢itat ¢leny s iba jednou premennou, takze pripo¢itame P(1,0,0,0) = 1 styrikrdt. Celkovo tieto
koeficienty davaju stcet 324 + 4 = 328. KedZe celkovy stéet vietkych koeficientov P je 0, stiéet koeficientov zvysnych
jednoclenov (tych, ktoré obsahuji vsetky Styri premenné) je —328.

Uloha 54. Kubko mé4 9000 zhodnych rovnostrannych trojuholnikov. Kolko réznych §tvoruholnfkov z nich vie poskladat
rozmiestnenim vsetkych 9000 trojuholnikov bez prekryvania sa? Zhodné stvoruholniky pokladdme za rovnaké.

Vysledok. 30

Riesenie. Vrchol stvoruholnika vytvoreny spojenim rovnostrannych trojuholnikov méze mat iba uhol velkosti 60°
alebo 120°. Ked'ze siéet vniitornych uhlov stvoruholnika musi byt 360°, styri uhly musia byt 60°,60°,120° a 120°.
Existuju dva typy stvoruholnikov, ktoré sa daju zlozit, v zavislosti od toho, &i st rovnaké uhly oproti sebe alebo susedia
— rovnobezniky a rovnoramenné lichobezniky.
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Co sa tyka rovnobeznikov, ak maji strany a a b, potom sa skladaji z 2ab trojuholnikov (mozno ich chdpat ako ab
rovnobeznikov zlozenych iba z 2 trojuholnikov), takZe hladame dvojice a,b také, ze ab = 4500. Existuje 18 takychto
dvojic (pretoze existuje 3 -3 -4 = 36 delitelov &fsla 4500 = 22 - 32 . 53).

Pri lichobeZnikoch si viimnime, Ze ich moZno povazovat za rozdiel dvoch velkych rovnostrannych trojuholnikov.
Trojuholnik so stranou n sa skladd z n? trojuholnikov (ak by sme si ho rozdelili na riadky, je to sicet prvych n
nepéarnych é&fsel), takze cheeme, aby platilo a? — b? = (a + b)(a — b) = 9000, kde a je dlhsia zdkladia lichobeznika a b
kratsia. Opé#t hladdme dvojice delitelov, ale v tomto pripade musia byt obe hodnoty a + b a a — b parne, aby ststava
rovnic mala celoéiselné riesenie. Cislo 9000 mé 2 - 3 - 4 = 24 péarnych delitelov, pri ktorych je aj podiel parny (tieto
zodpovedajui delitelom é&fsla 9000/4 = 2 - 32 - 53) a tie vedi k 12 vyhovujicim dvojiciam a + b a a — b, ¢o zodpovedd 12
vyhovujicim dvojiciam a a b.

Celkovo teda existuje 18 4+ 12 = 30 moznych Stvoruholnikov.

Uloha 55. Denys na okno zavesil retaz vianoénych svetielok s 10 Ziarovkami, ale, nanestastie, nie vietky ziarovky
svietili. Vieme, Ze neexistuju Styri po sebe idice ziarovky, ktoré striedavo svietia a nesvietia (Cize svieti, nesvieti, svieti,
nesvieti ani nesvieti, svieti, nesvieti, svieti). Kolko réznych konfiguracif svietenia Ziaroviek moze existovat?

Vysledok. 548

Riesenie. Oznaéme svietiacu Ziarovku 1 a nesvietiacu 0. Potom tlohou je spoéitat bindrne postupnosti dfiky 10,
ktoré neobsahuji 0101 ani 1010 ako suvisly blok. Na zaciatok zmenime hodnoty na vsetkych parnych poziciach na
opacéné (nahradme z; hodnotou 1 — z; pre pdrne i a ponechajme z; pre neparne 4 nezmenené); tato zmena aplikovand
dvakrat vrati postupnost do povodného stavu, takze ide o bijekciu. Navyse, toto preklopenie zmeni striedavy blok
0101 alebo 1010 na konstantny blok 0000 alebo 1111, a naopak. Preto pdvodné postupnosti st v bijekcii s bindrnymi
postupnostami dfzky 10, ktoré neobsahuju blok styroch po sebe iducich rovnakych ¢islic, €o sa Iahsie pocita.

Nech B), oznacuje pocet bindrnych postupnosti dlzky n, ktoré neobsahuju blok styroch po sebe idicich rovnakych
¢islic; tvrdime, ze pre n > 3 tieto cisla splnaju vzorec By, = By_1 + Bp—2 + Bj—3. Vezmime si vyhovujicu postupnost
dlzky n a pozrime sa na maximdalny koncovy blok rovnakych éfslic; podla obmedzenia mé tento blok dizku 1, 2 alebo 3 a
tieto tri pripady su disjunktné. Ak m& koncovy blok dizku k € {1,2,3}, vymazanie poslednych k ¢islic ddva vyhovujiicu
postupnost dizky n — k. Naopak, z kazdej vyhovujicej postupnosti dfzky n — k mozeme pridanim bloku deky k, ktory
pozostava z opacnej Cislice, nez je aktudlne posledné (t.j. priddme k-krat ¢islicu opa¢ni k prave poslednej), ziskat
vyhovujtcu postupnost dlzky n s koncovym blokom dlzky k. Tymto sposobom vieme pocet vyhovujucich postupnosti
dlzky n vyjadrit z poétov vyhovujtcich postupnosti dizok n — I,n—2an-—3.

Pre n < 3 nemdme z1é postupnosti, takze B; = 2, B, = 4 a B3 = 8, ked'ze vietky bindrne postupnosti deky n
vyhovuji. Pouzitim rekurentného vztahu B,, = B, _1 + B,,_s + B,_3 postupne vypoé¢itame B, = 14, Bs = 26, Bg = 48,
B7; =88, Bg = 162, By = 298 a nakoniec By = 548.

Uloha 56. N3gjdite kladné celé ¢islo a, ktoré je rieSenim rovnice

(23+\/232 4)5 B <a+\/a2 4)2
2 B 2

Vysledok. 2525

Riesenie. Kedze

2
234237 —4 234521 <5+\/ﬁ>
2 B 2 B 2 ’

zadanie sa redukuje na

5
at+vVa®—4 <5+\/ﬁ>
2 B 2

Této rovnost sa da d’alej rozpisat ako

5+ (3) 50204 ()50 212 ()5 VAL (3) 57 VAL 4 VAT
16 16

_ 3125+ 102625 + 25 - 441 (55+21-250+212)-\/ﬁ
16 16

= 2525 + 551 - V21.

a++va:—4=

Porovnanie raciondlnych a iracionalnych zloziek ddva a = 2525 a v/a? — 4 = 551 - v/21. Ked'Ze a je celé &islo, musi byt
2525. Aby sme si overili toto rieSenie, staci dosadit a = 2525 do a® — 4, z ¢oho vyjde 25252 — 4 = (2525 — 2)(2525 +2) =
2523 - 2527 = 3-293 - 7-19% = 5512 - 21.
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Iné riesenie. Nech a = %(23 +4/232 — 4). Ked'Ze a je korefiom polynému t? — 23t + 1 = 0 a druhy koreii je a1,
méame o + o~ ! = 23.

Oznaéme (3 = %(a—&— Va2 — 4). Potom f3 je korefiom polynému 2 —at + 1 = 0, takze podobne ako v predchadzajicom
pripade, 8+ 87! = a. Ked'ze a je kladné, 3 musi byt kladnd tiez.

V tomto znageni je zadand rovnica o® = 2. Nech z = £/ (takze = > 0). Potom 2 = a, a teda 22 + 22 = 23.
Polozme y =z + 2~ !; potom y > 0 a %2 = 22 + 272 + 2 = 25, takze y = 5.

Nasfm cielom je néjst a = 2° + 27°; preto rozpiseme

v=(+z)>’ =@ +27°) +5@ +273) +10(x + 27,
takze
a=1y"—5(*+27?) — 10y.
Ostava vyjadrit 22 + 273 pomocou ¥, ¢o sa da urobif podobnym spésobom:
v=(@+z )P =@ +27?) + 3@+t
teda
2+ a3 =y3 - 3y.

Spojenim s predoslou rovnicou dostaneme a = 3® — 5y + 5y, ¢o sa po dosadeni y = 5 rovna 2525.

Uloha 57. V pravouhlom trojuholniku ABC' s pravjm uhlom pri vrchole C lezi bod D na tisecke BC tak, ze |[BD| =9
a |DC| = 5. Ak navyse |<ADC| = 3|<BAD|, urcte dlzku |AB|.

Vysledok. 21

Riesenie. Zo su¢tu uhlov v trojuholniku ABD dostaneme, ze |[<ABD| = 2|<<DAB|. Nech os uhla ABD pretne

AD v bode E. Kedze BE rozpoluje uhol ABD, méme |<ABE| = |[<EBD| = |[<DAB]|. Preto |AE| = |EB|, a teda
trojuholniky DBE a DAB st podobné. Z podobnosti mame |DB|: |DA| = |DE|: |DB|= |BE|: |AB]|.

N

2\
C A

Nech |AB| = a, |AE| = |EB| =b a |AD| = c. Potom |DE| = ¢ — b a pomery dédvaji

9 ¢—b é
c 9 a

Preto ¢? = bc + 81 a bc = 9a, z ¢oho plynie c? = 9a + 81.
Ked'ze trojuholniky ACD a ABC st pravouhlé s pravym uhlom pri C, mame
|AC|? = |AB|? — |BC]* = a* — (9 +5)? = a® — 196,

a tiez

|AC|? = |ADJ? — |DCJ? = ¢ — 25.

Porovnanim tychto vyrazom a vyuzitim ¢? = 9a + 81 dostaneme
a® —196 =9a+ 56 alebo a® —9a — 252 = 0.

Této rovnica mé iba jedno kladné riesenie, a to a = 21.
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