Ulesanne 1. Kui nelja erineva positiivse tédisarvu aritmeetiline keskmine on 10, siis mis on neist suurima arvu suurim
voimalik vadrtus?
Vastus. 34

Lahendus. Et iiks arv oleks suurim, peavad teised olema voimalikult viikesed. Kuna arvud on erinevad, saavad kolm
vahimat arvu olla 1, 2 ja 3. Et arvude keskmine oleks 10, peab arvude summa olema 4 - 10 = 40, jarelikult peab viimane
arv olema 40 — (1 + 2+ 3) = 34.

Ulesanne 2. Kui z = 4 on ruutvorrandi 22 + ma + 2020 = 0 lahend, kus m on téisarv, siis mis on selle ruutvorrandi
teine lahend?

Vastus. 505

Lahendus. Kuna 4 on lahend, siis 42 4+ 4m + 2020 = 0 ehk m = —509. Meie vérrand on niiiid 2% — 509z + 2020 = 0,
mille lahenditeks on 4 ja 505.
Alternatiivselt, kui s on vorrandi teine lahend, siis

2 4 mx + 2020 = (z — 4)(x — 5) = 22 — 4o — sz + 4s
ning vabaliikmete vordlus annab 4s = 2020, kust s = 505.

Ulesanne 3. Arvu 95 jagamisel positiivse tdisarvuga N tekib jidk 4. Mis on N vihim voimalik visirtus?
Vastus. 7
Lahendus. Kuna N on suurem kui 1 ning jagab arvu 95 — 4 = 91 = 7 - 13, siis vdhim voimalik N va#rtus on 7.

Ulesanne 4. Ruut ning korrapiirane viisnurk asetsevad nagu alljirgneval pildil. Leia nurga o suurus kraadides.

Vastus. 54°
Lahendus. Téahistame punktid nagu joonisel.

A B
Korrapiirase viisnurga sisenurga suurus on 108°. Kolmnurk ABC' on vérdhaarne ning ZABC = 108°, seega

/BAH = /BAC = 1(180° — 108°) = 36°.

1
2
Kuna ABH on tdisnurkne kolmnurk taisnurgaga tipu B juures, siis

a=/AHB =180° — 90° — 36° = 54°.

Ulesanne 5. Bussipeatuses peatuvad kolm eri bussiliini A, B ja C ning bussid saabuvad peatusesse vastavalt iga 12,
10 ja 8 minuti tagant. Lotte kondis peatusest modda ning mérkas, et koik kolm bussiliini lahkusid peatusest samaaegselt.
Mitme minuti pérast juhtub see esimest korda uuesti?

Vastus. 120

Lahendus. Otsitud minutite arv peab olema iga kolme arvu kordne, ning kuna me otsime vdhimat sellist arvu, on see
arvude 12, 10 ja 8 vdhim iithiskordne, milleks on arv 120.



Ulesanne 6. Romblill kasvab jargmiste reeglite jirgi: lille keskel on ruudukujuline 6is, mille diagonaalide pikkus on 1.
Esimesel sammul kahekordistame me horisontaalse diagonaali pikkuse ning saame uue 6ie. Teisel sammul kahekordistame
me vertikaalse diagonaali pikkuse ning saame taas uue die. Me jiatkame samamoodi, kuni meie lillel on viis 6it. Leia
vélimise (ehk viienda) die iimbermaot.
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Vastus. 8v/2
Lahendus. Viies 6is on ruut, mille diagonaalid on pikkusega 4, seega ruudu kiiljepikkus on 21/2 ning iimbermaét on

8v/2.

Ulesanne 7. Botaanik istutas kaks taime P; ja P, ning mirkis #ra nende korgused. Nidal aega hiljem, kui taimed
olid kasvanud sama protsendi vorra, mootis ta neid uuesti ning mérkas, et P; oli sama suur kui P» oli eelmine nédal
olnud ning P» oli 44% suurem kui P; oli eelmine nédal olnud. Mitme protsendi vorra kasvasid taimed selle nidala
jooksul?

Vastus. 20%

Lahendus. Olgu P; ja P, taimede algsed korgused. Kuna molemad taimed kasvasid sama protsendi vorra, siis
nende uued korgused on vastavalt kP; ja kP, mingi reaalarvu k& > 1 jaoks ning (k — 1) - 100% on otsitav suurus.
Mbootmistulemustest jareldub

kP, = Ps,
kPs

— =1.44.
Py

Asendades esimese vorrandi teise ning taandades P; saame me k? = 1.44, kust k = 1.2. Jarelikult kasvasid taimed 20
protsenti.

Ulesanne 8. Mitu rospkiilikut on jiargneval pildil?

Vastus. 15

Lahendus.
Iga suure kolmnurga tipu jaoks on kolm rombi suunatud selle tipu suunas ning kaks 1 x 2 roopkiilikut, mille iiks
tipp kattub selle kolmnurga tipuga. Jargnev pilt nditab neid roopkiilikuid iilemise tipu jaoks.

Teisi roopkiilikuid pildil ei esine, jirelikult on kokku 3 - (2 4+ 3) = 15 roopkiilikut.

Ulesanne 9. Bussifirma pakub reisibusse 27 voi 36 istekohaga. Turistigrupp, kus on 505 liiget, tahab selle firma
bussidega reisida. Firma valib bussid niimoodi, et tiihjade istekohtade arv N kéikide busside peale kokku on véimalikult
viike. Leia N.

Vastus. 8

Lahendus. Me otsime viahimat arvu s > 505 kujul s = 27z 4 36y, kus x ja y on vastavalt esimese ja teise tiiiibi busside
arv. Kuna arvude 27 ja 36 suurim {ihistegur on 9, peab s olema arvu 9 kordne. Vdhim arvu 9 kordne, mis on suurem
voi vérdne arvuga 505 on 513 ja kuna 513 = 27 -3 + 36 - 12, on otsitav vastus 513 — 505 = 8.



Ulesanne 10. Bruno ostis kaks ithesugust hundipilti ning neli ithesugust rebasepilti. Ta soovib need pildid riputada
iiksteise korvale oma elutoa seinale kuue naela otsa. Lisaks tahab Bruno iga pdev pilte {imber paigutada nii, et saadud
jirjestust ei ole tihelgi varasemal péeval esinenud. Viimaks ei taha Bruno, et kaks hundipilti kunagi iiksteise korval
ripuksid. Maksimaalselt mitu pdeva saab Bruno soov tdituda?

Vastus. 10

Lahendus. Me otsime erinevate piltide jarjestuste arvu, kus hundipildid ei asu iiksteise kérval. Vasakpoolse hundipildi
saab riputada esimese, teise, kolmanda ning neljanda naela otsa, ning parempoolse pildi saab vastavalt riputada
jargnevate naelte otsa:

:3,4,5,6
:4,5,6
15,6

: 6,

I N

seega on kokku 10 erinevat sobivat jirjestust.

Ulesanne 11. Silindri kérgus on 18 cm ning iimbermaot 8 cm. Silindri iimber on kolm korda keeratud niidijupp, mis
algab silindri pohjast ning 16peb silindri iilemisel d4rel tépselt alguspunkti kohal. Mis on niidi pikkus sentimeetrites?

»

Vastus. 30

Lahendus. Kui me voldime silindri lahti, siis me n#eme, et niit touseb iga tiir 6 cm vorra ning liigub samal ajal
horisontaalselt 8 cm. Pythagorase teoreemi kohaselt on iihe tiiru pikkus

V62 + 82 =10 cm.
Kuna niit teeb iimber silindri kolm tiiru, siis niidi kogupikkus on 30 cm.

Ulesanne 12. Korrektselt funktsioneeriv kalkulaator niiitab numbreid jirgnevalt:

2d

Alberti kalkulaator kukkus maha ning néitab niiiid ainult numbrite horisontaalseid osasid. Veendumaks, et kalkulaator
arvutab jiatkuvalt Gigesti, tegi Albert jirgmise tehte:

== i ] i ] i ] ]
o R AR R
p— — Po o p— oot
oo oo ool

Mis on koigi selles avaldises esinevate numbrite summa?
Vastus. 33

Lahendus. Viimased kaks numbrit peavad olema nullid. Esimese teguri esimene number peab olema 4 ning teise teguri
esimene number peab olema 7. Kuna korrutis jagub sajaga ning jéarelikult 25ga, peab {iks teguritest jaguma arvuga 25
voi peavad moélemad tegurid jaguma arvuga 5. Kuna iikski kahekohaline arv, mille esimene number on 4, ei jagu 25ga,
siis peab teine tegur jaguma viiega ning kuna see ei 16pe nulliga, siis peab see tegur olema 75. Kuna korrutis jagub
neljaga, peab esimene tegur jaguma neljaga, seega peab see olema 48. Jirelikult tegi Albert tehte 48 x 75 = 3600, mille
numbrite summa on 33.



Ulesanne 13. Adalbert pidi kaks arvu kokku liitma, kuid ta kirjutas kogemata iihe arvu 16ppu lisanumbri. Selle
tulemusena sai ta summaks arvu 12345 asemel arvu 44444. Mis oli viiksem arv, mida Adalbert algselt liita tahtis?

Vastus. 3566

Lahendus. Olgu Adalberti kaks arvu z ja y ning olgu ¢ number, mille Adalbert arvu = 16ppu kirjutas. Siis
x4y =12345 ning (10x+ c) +y = 44444,

jarelikult
9z + ¢ = 32099.

Seega peab c olema 5, kuna 32099 — ¢ peab jaguma iiheksaga. Jarelikult x = 3566 ja y = 8779.

Ulesanne 14. Susumul on 27 harilikku téringut. Ta liimib téringud kokku ning saab suurema 3 x 3 x 3 kuubiku.
Susumu liimib téringud kokku nii, et igal kahel kiiljel, mis kokku liimitakse, on sama arv silmi. Mis on maksimaalne
silmade arv, mis suure 3 X 3 x 3 kuubi kuuel viiliskiiljel saab ndhtav olla?

Mérkus: Jargneval kahel pildil on niha hariliku téaringu silmade asetust - hariliku taringu vastastahkude summa on
alati 7.

Vastus. 189

Lahendus. Paneme téihele, et suure kuubi vastastahkude summa on alati 7, nagu ndha vasakpoolsel pildil. Suurel

kuubil on 27 paari vastastahke, seega olenemata Susumu liimimisest on silmade koguarv 27 - 7 = 189. Uks voimalik
liimimine on néidatud parempoolsel pildil.

T
77~

Ulesanne 15. Klaus joonistas viiikese X-kujulise viiest samasugusest ruudust koosneva kujundi. Seejirel lisas ta
joonisele katkendjoonega selle kujundi kaks ristuvat diagonaali, ning konstrueeris suurema X-kujulise kujundi, mille
moned kiiljed asuvad osaliselt algse kujundi diagonaalidel, nagu niha alljargneval pildil. Leia suure ja véikese kujundi
pindalade suhe.

Vastus. 5:2.

Lahendus. Diagonaalid jagavad viikese X-kujulise kujundi neljaks vordseks osaks. Kaks sellist osa saab kokku liimida,
et saada iiks ruut suuremas kujundis, nagu ndha alljargneval pildil. Seega suur kujund koosneb kiimnest sellisest osast
ning soovitud pindalade suhe on 10:4 =5: 2.




Ulesanne 16. Mitmel palindroomil vahemikus 10% kuni 107 on numbrite summa paarisarv?
Mérkus: Palindroom on arv, mis jadb samaks, kui ta numbrite jarjekord tagurpidi poorata, nditeks 12321.
Vastus. 5940

Lahendus. Koik palindroomid vahemikus 10® kuni 10* koosnevad paarisarvust (neljast) numbrist, seega iga sellise
palindroomi numbrite summa on paarisarv. Kéik palindroomid selles vahemikus esituvad kujul abba, kus a ja b on
iikskoik millised numbrid ning a ei ole null. Jarelikult on selles vahemikus 90 palindroomi. Samamoodi leiame me, et
vahemikus 10° kuni 10% on 900 palindroomi ning nende k&igi numbrite summa on paaris.

Palindroomid vahemikus 10* kuni 10° esituvad kujul abcba, kus a, b ja ¢ on numbrid ning a on nullist erinev. On
lihtne néha, et sellise arvu numbrite summa on paaris parajasti siis, kui ¢ on paaris. Seega leidub arvu a valikuks 9
varianti, arvu b valikuks 10 varianti ning arvu c valikuks 5 varianti ehk kokku on antud vahemikus 910 -5 = 450
palindroomi. Samamoodi leiame me, et vahemikus 10® kuni 107 leidub 4500 palindroomi, mille numbrite summa on
paarisarv.

Kokkuvéttes saame me, et vahemikus 10 kuni 107 leidub 90 + 900 + 450 4 4500 = 5940 palindroomi, mille numbrite
summa on paaris.

Ulesanne 17. Naiskooris on kuuskiimmend lauljat: 20 sopranit, 20 metsosopranit ning 20 alti. Igas kolmest héilest
on kuus lauljat viga osavad ning suudavad vajadusel laulda iikskoik mis hééles, teised lauljad suudavad laulda vaid
enda hé#iles. Mis on suurim tédisarv S, mille korral saavad S laulja haigeks jadmise korral iilejdanud lauljad ennast
tiimber jagada nii, et igas hédles oleks vahemalt kiimme lauljat?

Vastus. 22

Lahendus. Kui néiteks koik aldid ning veel kolm osavat lauljat haigeks jddvad, siis jadb iile vaid 9 osavat lauljat, seega
ei ole voimalik kiimmet aldih&ilt kokku saada. Jarelikult S < 23.

Kui mingid lauljad haigeks jadvad, siis paneme téhele, et olukorda saab muuta ainult hullemaks see, kui tavaliste
lauljate asemel jaddvad haigeks osavad lauljad. Jarelikult, kui 22 lauljat jaédvad haigeks, voime me eeldada, et 18 neist
on osavad lauljad, mistottu jdid haigeks vaid 4 tavalist lauljat ning me nideme, et igast hédlest on vdhemalt 10 lauljat
jarel. Jarelikult S > 22 ning kokkuvottes S = 22.

Ulesanne 18. Ristkiiliku, mille kiiljepikkused on 3 ja 4, iimber tdmmatakse ringjoon ning selle ristkiiliku igale kiiljele
joonestatakse poolring nagu né&ha alljargneval joonisel. Joonisel on halliks vérvitud ala, mis koosneb poolringide nendest
osadest, mis suure ringi sisse ei jaia. Mis on selle halli ala pindala?

Vastus. 12

Lahendus. Kasutades Pythagorase teoreemi leiame me, et ristkiiliku diagonaali pikkus on

V3% +42 =5.

See diagonaal on iimberringjoone diameeter, seega ringi pindala on 7(5/2)2. Poolringjoonte raadiused on vastavalt 4/2
ja 3/2, seega poolringide kogupindala on

2 2 2
257 (3) +2-37m(3) =7(3)"
Ristkiiliku ning poolringide poolt moodustatud ala pindala on
1247 (3)°.

Halli ala pindala saame, kui lahutame sellest suure ringjoone pindala, seega halli ala pindala on 12.

Alternatiivselt véime me iilesandele ldheneda jargmiselt: Pythagorase teoreem annab meile suhte tédisnurkse
kolmnurga kiiljepikkuste ruutude kohta. Sama suhe kehtib ka poolringide kohta, ning me voime suurele ringjoonele
tommata diameetri, et jagada see kaheks poolringiks. On lihtne jéreldada, et iga kahe korvutiasuva halli ala pindala on
pool suure ringi pindalast, seega halli ala kogupindala on ruudu pindala, milleks on 3 -4 = 12.



Ulesanne 19. Leia suurim selline kolmekohaline algarv p;, mille numbrite summa on kahekohaline algarv p, ning
arvu pe numbrite summa on iihekohaline algarv ps.

Vastus. 977

Lahendus. Kolmekohalise arvu numbrite summa on maksimaalselt 9 +9 4+ 9 = 27. Leidub viis kahekohalist algarvu,
mis on maksimaalselt 27 - need on 11, 13, 17, 19 ja 23. Nende algarvude numbrite summad on vastavalt 2, 4, 8, 10 ja 5,
jérelikult jidvad ainsate voimalustena alles po = 11 v6i po = 23. Suurim kolmekohaline algarv, mille numbrite summa
on 23, on 977. Suurim kolmekohaline algarv, mille numbrite summa on 11, on 911. Kuna 977 > 911, siis otsitud vastus
on 977.

Ulesanne 20. Kolmnurgas ABC, kus AB = AC, ldikuvad iiks keskristsirge ja itks kolmnurga korgus ithesainsas
punktis, mis asub {iihel kolmnurga ABC kiilgedest. Leidke nurga AC'B ko6ik voimalikud suurused kraadides.

Vastus. 45°, 67.5°

Lahendus. Olgu X keskristsirge ja korguse 16ikepunkt ning F' kiilje AC' keskpunkt. Me vaatleme niitid kéikvoimalikke
X asukohti.

Kui X asub kiiljel BC, siis peab see olema tipust A tdmmatud korguse ja iihe keskristsirge 16ikepunkt. Kolmnurga
ABC siimmeetria tdttu on see korgus iihtlasti BC' keskristsirge, seega 16ikumine iihesainsas punktis saab toimuda
ainult haarale tommatud keskristsirgega. Siimmeetria tottu ldbivad nii AB kui AC' keskristsirged punkti X.

A

B X C

Kuna FX on AC keskristsirge, siis on kolmnurk AXC' vordhaarne. Samuti ZAXC = 90° ja seega LACB = LZACX =
45°.
Kui X asub kiiljel AB, siis see peab olema tipust C' tommatud korguse ja AC' keskristsirge 16ikepunkt.

A

B C

Nagu ka eelmises juhus, on kolmnurk AXC' vordhaarne ja tdisnurkne taisnurgaga tipu X juures, jarelikult /BAC =
/X AC = 45°. Seega
ZACB = 1(180° — ZBAC) = 67.5°.

Juht, kus X asub kiiljel AC', on analoogne.

Ulesanne 21. Leia arvu 3599 kaikide positiivsete jagajate summa.
Markus: Arvud 1 ja 3599 kuuluvad jagajate hulka.
Vastus. 3720
Lahendus. Arvutame
3599 = 3600 — 1 = 60> — 1 = (60 + 1)(60 — 1) = 59 - 61.

Kuna 59 ja 61 on mélemad algarvud, siis vastus on 1 4+ 59 4 61 4 3599 = 3720.



Ulesanne 22. Kuujinesed Tik, Sik ja Mik tegid 16kke ja kiipsetasid vorste. Tik ostis 17 vorsti, Sik ostis 11 vorsti, ja
Mik ei ostnud iihtegi vorsti. Kui nad olid kéik vorstid dra séonud, otsustasid nad kulud vordselt dra jagada. Mitu eurot
peaks Tik saama, kui Mik maksis jénestele volgade katteks kokku 28 eurot?

Vastus. 23

Lahendus. Mik maksis tédpselt kolmandiku vorstide hinnast, jéarelikult maksid kéik vorstid kokku 28 - 3 = 84 eurot. Tik
maksis 28st vorstist 17 eest ehk ta maksis 84 - 17/28 = 51 eurot. Kuna jinesed jagasid kulutused vordselt, oleks ta
pidanud maksma 28 eurot. Jarelikult peaks Tik saama 51 — 28 = 23 eurot.

Ulesanne 23. Tiisnurkse kolmnurga kaatetite pikkused on 11 ja 23. Ruut kiiljepikkusega ¢ on selline, et kaks ta
kiilge asuvad kolmnurga kaatetitel ning iiks tipp hiipotenuusil, nagu kujutatud juuresoleval pildil. Leia ¢ vé&rtus.

23

11

253

34

Lahendus. Pildil kujutatud hall kolmnurk on tdisnurkne ning iiks ta nurkadest kattub suure kolmnurgaga, jarelikult
need kaks kolmnurka on sarnased.

Vastus.

23—t

Kuna moélemas kolmnurgas peab kaatetite suhe olema sama, saame me vorrandi
23—t 23
t 1

ning siit me leiame ¢t = 253/34.

Ulesanne 24. Leia vihim positiivne tiisarv n, mille korral 11-19-n on vordne kolme jérjestikuse tiisarvu korrutisega.
Vastus. 840

Lahendus. Kuna 11 ja 19 on algarvud, peab iiks nendest kolmest jirjestikusest arvust jaguma 1lga ning iiks (mitte
tingimata erinev arv) jaguma 19ga. Veelgi enam, kuna korrutis on positiivne, peavad kdik kolm arvu samuti positiivsed
olema. Jarelikult otsime me arvude 11 ja 19 véikeseid kordseid, mille vahe on maksimaalselt 2. Vahim selline paar on
3-19=57ja 511 = 55, seega peame me lisama korrutisele arvu 56, et saada 55 - 56 - 57 = 11 - 19 - 840. Jarelikult on
otsitud arv 840.

Ulesanne 25. Antud on poolring keskpunktiga C' ja diameetriga AB. Punkt P kiiljel AB rahuldab jargnevaid
tingimusi: laserkiir véljub punktist P kiilje AB suhtes ristisuunas, porkub poolringilt punktides D ja E vastavalt
peegeldumisseadusele ehk Z/PDC = ZEDC ja ZDEC = ZBEC), ning viimaks jouab punkti B. Leia ZDCP kraadides.

FE



Vastus. 36°

Lahendus. Olgu nurga ZDCP suurus z. Kuna D ja E asuvad molemad ringjoonel keskpunktiga C, siis on kolmnurk
ADCE vordhaarne alusega DE. Esimesest vordusest ZPDC = ZEDC jareldub, et ACDP on kongruentne poolega
kolmnurgast ACDE (tépsemalt kolmnurgaga ACDM, kus M on DE keskpunkt). Teisest vordusest jareldub, et
/BCE = ZECD = 2/DCP(= 2x) ning kuna need kolm nurka annavad kokku sirgnurga, siis « + 2z + 2z = 180° =
x=/DCP = 36°.

Ulesanne 26. Riigis on 2020 linna, mis on nummerdatud arvudega 1,2,3,...,2020. Riigi president tahtis ehitada
linnade vahele raudteevorgu. Et raha kokku hoida, ehitas ta raudteeliinid vaid linnade a ja b vahele, a < b, mis
rahuldasid jargnevat tingimust: arv b on arvu a kordne ning ei leidu sellist arvu ¢, et a < ¢ < b, ¢ on arvu a kordne
ning b on arvu ¢ kordne. Mitme teise linnaga on linnal 42 raudteeithendus?

Vastus. 18

Lahendus. Vaatleme kahte omavahel ithendatud linna. Vaidame, et iihel neist peab olema oma kanoonilises kujus
téapselt iiks algarv rohkem. Toepoolest, neil ei saa olla samad algarvud samadel astmetel, kuna siis oleks tegu sama
linnaga. Teisest kiiljest, kui iithel neist oleks kaks algarvu rohkem, siis olgu p ja ¢ (mitte tingimata erinevad) algarvud
ning olgu linnad a ja b =a - p - ¢ iihendatud. Siis a - p jagab arvu b, mis on vastuolus teise tingimusega.

Linnal 42 on kanooniline kuju 2 - 3 - 7. Jarelikult on linnu viiksema numbriga kui 42, mis on selle linnaga tihendatud,
kolm tiikki: nad esituvad kujudel 2-3,2-7ja 3-7.

Linnad, mis on suurema arvuga kui 42, saame kirjutada kujul 42 - p, kus p on mingi algarv. Suurim tingimust
42 - p < 2020 rahuldav algarv on 47, jarelikult p € {2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47}. Siit saame me veel
15 linnaga 42 iihendatud linna, seega kokku on 18 otsitud linna.

Ulesanne 27. Anna leiutas uue maleviguri, mida ta kutsub wvdilguks. Vilk saab liikkuda suunaga ettepoole nagu
malevanker ning suunaga tahapoole nagu maleratsu, nagu niidatud alljargneval pildil. Anna asetas vélgu 3 x 3
moodtmetega malelaua keskmisele ruudule ning liigutas seda 2020 korda. Maksimaalselt mitu korda sai vélk iihte ja
sama ruutu kiilastada? Vilgu esialgne asukoht ei loe selle ruudu kiilastamisena.

X|X|[X|X

Vastus. 673

Lahendus. On kerge niha, et kui vélk liigub monelt ruudult monele teisele ruudule, siis ei saa ta jirgmise kdiguga
esialgsele ruudule tagasi liikkuda. Kuid vilk saab esialgsele ruudule tagasi liikuda kahe kiiguga ja seda isegi 3 x 3
malelaual, nagu me ndeme jargnevalt pildilt:

AN
2 \
/

1 y'd
A B C

Jarelikult, kui vélk jouab iihele ruutudest Al, A3, voi C2, saab ta hakata neid ruute kordama ning saab neid kiilastada
igal kolmandal kéigul.

Kui vélk alustab ruudult B2, siis ta ainuke esimene kéik on vankrikdik ruudule B3 ning seejérel ratsukiik ruudule
A1 véi C1. Seega ruudule Al saab jouda ruudult B2 kahe kiiguga, kuid vilk ei saa liikuda ruudule B2 ruutudelt A1 voi
C1 iiheainsa kiiguga, mistottu kulub meil vihemalt kaks kdiku, et oma tsiikliga alustada. Seega jéab iile 2018 kiiku
ning kuna 2018 = 672 - 3 + 2, saab vilk teha 672 tiiru. Jarelikult kiilastab vilk ruutu A1 673 korda.



Ulesanne 28. Mati ja tigu jooksid staadionil voidu. Nad alustasid voidujooksu samal ajal, jooksid samas suunas,
ning said finisis kokku. Kuna tigu oli kiirem, lébis ta Matist rohkem ringe ning Mati labis vaid kolm ringi. Mati ja
tigu kohtusid 2020 korral (alguses ning finisis kohtutud korrad kaasa arvatud). Jiargmisel pdeval jooksid nad sama
voidujooksu uuesti, kuid seekord vahetas Mati oma jooksusuunda, sealjuures kiirust muutmata. Mitu korda kohtusid
Mati ja tigu teises voidujooksus?

Vastus. 2026

Lahendus. Oletame, et tigu ldbis jooksu ajal n ringi. Teisisonu, iithikutes ringi voidujooksu kohta oli Mati kiirus 3
ja teo kiirus n. Seega Mati taustsiisteemis oli teo kiirus n — 3. Kuna nad kohtusid tépselt siis, kui nende vahe oli
positiivne téisarv, kohtusid nad n — 3 korda (stardis kohtumist arvestamata). Jirelikult n = 2022. Kui nad jooksid
eri suundades, siis oli nende kiiruste vahe Mati taustsiisteemis n + 3 = 2025, seega kohtusid nad 2025 korda stardis
kohtumist arvestamata ehk kokkuvottes kohtusid nad 2026 korral.

Ulesanne 29. Giovanni méngib méngu, kus ta tegelane kogub kolme tiiiipi méngunuppe: abinupud, riindenupud,
ning kaitsenupud. Iga nupp saab olla mingil tasemel {ihest kiimneni. Méngus on voimalik kombineerida kaks erinevat
tiiiipi sama taseme nuppu, et saada kolmanda tiiiibi ithe taseme vorra kérgem nupp. Naiteks voib kombineerida
kolmanda taseme abinupu ning kolmanda taseme kaitsenupu, et saada neljanda taseme riindenupp. Mitu esimese
taseme riindenuppu on Giovannil vaja koguda, et saada kiimnenda taseme riindenupp, kui tal on piiramatu arv esimese
taseme kaitse- ning abinuppe?

Vastus. 170

Lahendus. Olgu a;, r;, k; vastavalt abi-, kaitse- ja riindenuppude arv tasemel 7, mida ldheb vaja, et saada iiks kiimnenda
taseme riindenupp. Me teame, et a19 = k19 = 0, 7190 = 1 ning reeglitest saame me,

ai—1 = ki + 1,
ki—x =1+ ai,
Tie1=a; +k;
iga i € {2,...,10} jaoks. Nende reeglite alusel saame me téita 10 x 3 tabeli, mille esimene rida on (0,0, 1) ning igas

jirgnevas reas on iga arv kahe eelmises reas ja mitte samas tulbas asuva arvu summa:

0 0 1
1 1 0
1 1 2
3 3 2
) S 6
11 11 10
21 21 22
43 43 42
8 8 86
171 171 170

Jarelikult on vastus 170.
Alternatiivselt voime me tihele panna, et kuna abi- ja kaitsenupud on méngu seisukohast siimmeetrilised, siis
a; = k;. Samuti on lihtne ndidata induktsiooni abil, et |r; — a;| = 1; see kehtib ¢ = 10 jaoks ning

ric1 — ai—1| = [(a; + ki) — (ri + ki)| = [a; —ri| = 1.
Viimaks leiame me
ai—1+ ki1 +rice = (ki + 1) + (ri + a;) + (a; + ki) = 2(a; + ki +14),
seega a1 + k1 + 171 = 2° = 512. Kokkuvétte seega a; = k1 = 171 ja r; = 170.
Ulesanne 30. Doktor Ave ostis endale jiitise. Jéitisepall on kera raadiusega 4 cm, mis asub koonusekujulises
vahvlituutus. Ave mérkas, et jadtisepall mahtus vahvlikoonusesse jargneval viisil: Jastisepalli keskpunkt oli tépselt 2 cm

koonuse pohjast korgemal ning koonuse pind 16ppes tédpselt seal, kus see kohtus keraga igas punktis puutujana. Mis oli
koonuse ruumala?



Vastus. 24w
Lahendus. Olgu AC = 4 kera raadius, BC koonuse pohja raadius ning BD koonuse korgus, nagu méargitud alljargneval
joonisel. Pythagorase teoreemist kolmnurgas ABC leiame me BC? = AC? — AB? = 16 — 4 = 12. Kolmnurkade ABC
ja CBD sarnasusest jareldame me, et % = %. Jarelikult on otsitud ruumala

BC?  r-122

1 1
= -7BC?.BD = 7 BC? = = 24r.
1% 37TC SWCAB ) T

Ulesanne 31. Helmut moodustab kaks neljakohalist arvu, kasutades selleks igat numbritest 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, ja 9
tépselt ithe korra. Seejérel liidab Helmut kaks saadud arvu kokku. Leia saadud arvu suurim véimalik numbrite summa.

Vastus. 31

Lahendus. Tuletame esmalt meelde, kuidas kahte arvu liidetakse: me liidame numbreid koht koha haaval, ainsa
erandiga, et iilekanded tuleb liita jirgmisele summale. Teisisonu lildame me neli numbripaari koos iilekannetega. Kuna
me liidame iga kord vaid kahte numbrit, siis iilekanne on alati kas 1 v6i 0.

Olgu niiiid meie kaks arvu a ja b ja tdhistame arvu n numbrite summat kui S(n). Siis kehtib, et S(a + b) =
S(a)4+S(b)—9-¢, kus ¢ on nullist erinevate iilekannete arv. Me leiame niiiid S(a)+S(b) = 14+2+34+4+6+7+8+9 = 40,
seega voimalikud S(a + b) véédrtused on 40, 31, 22, 13 ja 4.

Miérkame, et on voimatu saada tulemuseks 40, kuna liites 9 {iikskoik millisele nullist erinevale numbrile, saame me
tulemuseks vdahemalt 10. Kuid 31 on saavutatav: votame néiteks 9678 + 4321 = 13999; 14+ 3 +9+4+9+9 = 31. Seega on
vastuseks 31.

Ulesanne 32. Tenniseturniiril jaotatakse kaheksa méngijat suvaliselt pildil oleva tabeli kaheksa alumise kiire
otstesse. Seejirel méingitakse kolm raundi vastavalt tabelile - alati liigub edasi méngu voitja. Meie turniiril osaleb kaks
professionaalset méngijat ning kuus harrastajat, kellest iiks on Leo. Professionaalne méngija voidab alati harrastajat
ning iga kaks professionaali voi harrastajat on samal tasemel. Mis on toendosus, et Leo jouab finaali?

1
14
Lahendus. Vaatame seda tabeli poolt, kust Leo turniiri alustab. Leo jouab finaali parasjagu siis, kui molemad
professionaalsed méngijad on tabeli teises pooles ning Leo voidab oma esimesed kaks méngu.

Olles Leo kuskile tabelisse paigutanud, on tGendosus, et molemad professionaalid on tabeli teises pooles % . %. Kuna
kéﬂi h&;rralstaljad oln samal tasemel, voidab Leo oma esimesed kaks méngu tdendosusega % . % Seega otsitav toendosus

onz'§2°2~ 1

Vastus.
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Ulesanne 33. Tahvlile on kirjutatud arvud
1

11
27377777100
u a ja b, kustutame need ning kirjutame nende asemele arvu

L,
Igal sammul me valime kaks tahvlil kirjas olevat arv

ab
a+2ab+b
Me kordame seda protsessi seni, kuni tahvlile on jddnud vaid iiks arv. Leia selle arvu koikvoimalikud védrtused.
1
Vastus. =55
Lahendus. Paneme téhele, et kui arvud a ja b asendatakse arvuga n, siis

1 +2ab+b 1 1
1_a+2btd 1 1
n ab a b

Jarelikult tahvlile kirjutatud arvude poordvéadrtuste summa muutub igal sammul kahe vorra suuremaks. Kuna me
teeme kokku 99 sammu, siis rahuldab viimane tahvlile jddnud arv | vorrandit

1 101-1
7:2-99+1+2+-'-+100:198-&-%:5248.

1

Seega viimase arvu véirtus saab olla vaid 5.

Ulesanne 34. Antud on kolmnurk ABC pindalaga 1. Me pikendame selle kolmnurga vastavaid kiilgi BC, CA, AB
punktideni D, F, ja F nagu pildil, kusjuures BD = 2BC, CE = 3C A ja AF = 4AB. Leia kolmnurga DEF pindala.

E

AN

Vastus. 18
Lahendus. Olgu Ha ja Hp vastavalt punktidest A ja E sirgele BC tommatud korguste aluspunktid.

E

V/ANIAN

F

Taisnurksed kolmnurgad CAH 4 ja CEHEg on sarnased, seega tingimusest C'E = 3C' A jareldub EHg = 3AH 4. Kuna
CD = BD — BC' = BC, siis kolmnurga C'DF pindala on

5-CD-EHg=3-4-BC-AH, =3.

Samamoodi saame, et kolmnurkade AEF ja BF D pindalad on vastavalt 2 -4 = 8 ja 3 - 2 = 6, seega otsitud pindala on
1+3+8+6=18.
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Ulesanne 35. Kuningriigi maksukogujad on kokku kogunud kolm kotti kuldmiinte. Iga miint vastavalt esimeses,
teises ja kolmandas kotis kaalub vastavalt 10, 11 ja 12 grammi. Kahjuks ajasid maksukogujad kotid sassi. Kuningal
on kaal, mis néitab eseme raskust kuni mingi maksimaalse kaaluni N € N - kui ese on raskem kui N, siis néitab kaal
lihtsalt arvu N. Kuningas tahab kindlaks mé#édrata, millises kotis on millised miindid, vottes igast kotist mingi arvu
miinte ning tehes nendega tépselt ithe kaalumise. Mis on vahim N véartus, mille korral saab kuningas alati kotid
kindlaks méérata?

Vastus. 47

Lahendus. Votku kuningas kottidest vastavalt a, b ja ¢ miinti. Esmalt méarkame, et koik kolm arvu peavad olema
erinevad, kuna kui mingid kaks oleks samad, siis oleks vastavad kaks kotti eristamatud. Kutsume selliseid arvukolmikuid
sobivateks. Me otsime viaikseimat arvude a, b ja c valikut, mille korral avaldise a - k 4+ b - [ 4 ¢ - m véértus on erinev iga
kahe permutatsiooni (k,{, m) korral arvudest 10, 11 ja 12.

Vihim sobiv arvukolmik on a = 0, b = 1 ja ¢ = 2, aga see ei rahulda teist tingimust, kuna 32 =2-10412 = 2-11+410.
Teine vdhim sobiv arvukolmik on @ =0, b = 1 ja ¢ = 3, mis sobib, sest

3.10 + 11 = 41, 3.10 + 12 = 42,
311 + 10 = 43, 311+ 12 = 45,
312 + 10 = 46, 3124 11 = 47.

Seega vahim N voimalik vadrtus on 47.

Ulesanne 36. Helmi otsustab minna ananassidieedile. Iga piev kell 13.00 vaatab ta, mitu ananassi tal alles on. Kui
tal on alles vahemalt iiks ananass, siis so6b ta iithe ananassi dra. Kui tal ananasse alles ei ole, siis ostab ta nii mitu
ananassi, et tal oleks iiks ananass rohkem kui péeval, mil tal oli viimati kdige rohkem ananasse. Helmi ostis oma esimese
ananassi esimesel péeval kell 13.00. Mitu ananassi on Helmil 2020. paeval kell 14.007

Vastus. 59

Lahendus. Tahistagu s(i) Helmi ananasside arvu péeval ¢ kell 14.00. Kuna s(i) = 0 esmakordselt véértuste i = 2 ja
1 =5 juures ja Helmi ostab iga kord ithe ananassi rohkem kui eales varem, siis on arvujadas s(z) nullide vahed vastavalt

3,4,5,.... Seega asuvad nullid selles arvujadas positsioonidel
1
2+3+4+~-+n:1+2+3+4+~-+n—1:HQ%LJ—L
Kuna me tahame leida viimast nulli enne arvu 2020, peame me lahendama ruutvoérrandi %a:(x +1) — 1 =2020. Selle
ruutvérrandi ainus positiivne lahend on 7”2169 — %, mis asub arvude 63 ja 64 vahel. Jarelikult viimane null on jadas

62. ning asub positsioonil % — 1 =2015. Jdrelikult jatkub jada s(i) peale seda nulli kui 63,62,61,60,59,..., seega
5(2020) = 59.

Ulesanne 37. Seafarmeril on sealaut kogupindalaga 252 m?. Laudal on liikuvad seinad, mis jaotavad lauda kuue-
teistkiimneks osaks. Koiki seinu saab vilisseintega paralleelselt liigutada. Farmer liigutas seinu selliselt, et tekkinud
ruumide pindalad ruutmeetrites on sellised, nagu allolevale joonisele méargitud. Samuti veendus ta, et iga osa pindala
on tdisarv. Mis on iilemise parempoolse (joonisel kiisimérgiga téhistatud) osa voimalikud pindalad ruutmeetrites?

24 ?
18 12

12
30 | 10

Vastus. 8, 24

Lahendus. Mirkame esmalt laiuste suhet esimese ja teise tulba vahel (30 : 10) ning esimese ja kolmanda tulba vahel
(18 : 12). Samuti teame me esimese, teise ning neljanda rea korguste suhet (24 : 18 : 30). Lihtsustades neid suhteid,
leiame me vastavad tulpade ja ridade suhted kui 3 :1:2 ja 4 :3: 5. Seega saame me tabeli tdita nagu alljargneval
joonisel, kus kolmandas reas ning neljandas tulbas esinevad téisarvulised parameetrid z ja y.

24 | 8 16] 4y
18| 6 [12] 3y

3z r |2x| 12

30 | 10 |20| 5y
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Teise ja kolmanda rea korguste suhted saame me leida me kolmandast tulbast kui 12 : 2z v6i neljandast tulbast kui
3y : 12, nagu ndha joonisel halliks vérvitud alast. Kuna need kaks avaldist oma sama vaartusega, siis 12 : 2x = 3y : 12
ehk y = 24/x.

Lopuks lildame me koikide alade pindalad kokku ning saame vorrandi

24
96 = 6z + 12y = 6z + 12;,

kust
0=2a? 161 +48 = (x — 4)(z — 12).

Seega z = 4 voi x = 12, kust vastavalt y =6, 7 =24 voiy =2, 7 = 8.

Ulesanne 38. Daniel ja Joonatan joonistasid molemad ringjoone ruudulisele paberilehele, kus iga ithikruut on
mootmetega 1 x 1. Molemad ringjooned labivad tépselt kolme iihikruudu tippu. Danieli ringjoone raadius on % ja
Joonatani ringjoone raadius on sellest viiiksem. Mis on Joonatani ringjoone raadius?

Vastus. %

Lahendus. Olgu A, B,C Joonatani ringjoonel asuvad tipud. Kuna raadius on viiksem kui g, siis kaugus punktide A
ja B vahel on maksimaalselt %7 seega on A ja B omavaheline asukoht iiks jirgnevast neljast variandist:

. . . . . . * - - . . -
L * * L . . ] L] ® . & L
[ ] L] L] L] [ ] ] ] L] ] ] [ ] L]

Igal juhul saame me tommata 16igu AB keskristsirge, mis on ringjoone jaoks siimmeetriatelg. Jarelikult C' asub kas
sellel sirgel voi asub selliselt, et ta peegeldus iile keskristsirge ei ole tipp. Seega esimene variant ei ole voimalik.

- L L L ] L g .-. - - ' & i
--_."
e -
-
-__.-" -
L . . L x . ———— - ———— # - -
-.." e
_____________ -
Fa
s
-
L ] " [ w ] " » " " " ] [

Teine variant on voimalik, seni kuni C' asub stimmeetriateljel. Lisaks peavad paarid A, C ja B, C olema mingid
variantidest 2 kuni 4. Seega on Joonatani ringjoon selline:

Viimaks leiame me ringjoone raadiuse algebraliselt. Olgu punktide A, B, C koordinaadid vastavalt (1,0), (0,1),
a (2,2). Asendades need (z,y) viirtused ringjoone vorrandisse (z — h)? + (y — k)? = 72, saame me leida h, k, ja r

es ue . . ~ . 7 2 7 2 _ 25
vidrtused ning leiame vorrandi (x — 6) +(y— 6) = £.

Ulesanne 39. Seitse poialpoissi kannavad seitset eri virvi miitsi. Kuri volur Tom tahab leiutada loitsu, mis muudab
miitside varvi nii, et

e iga miitsi uus vérv soltub ainult miitsi eelmisest vérvist ja mitte sellest, kes miitsi kannab v6i missugused teised
miitsid parajasti on,

e peale loitsu lausumist esinevad miitside seas jatkuvalt koik 7 varvi, ja

e kui Tom kasutab sama loitsu kaks v6i kolm korda, siis kummalgi juhul ei ole iihelgi poialpoisil peale loitsimist
sama varvi miits, mis alguses.

Mitu eri loitsu saab Tom leiutada?
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Vastus. 720

Lahendus. Kuna koéik varvid jadvad peale loitsimist alles, peab loits olema lihtsalt seitsme varvi permutatsioon. Iga
sellise permutatsiooni saab jagada paarikaupa eri varvidega suunatud tsiikliteks, kus permutatsioon lihtsalt liigub igas
tsiiklis iihe sammu vorra edasi. Kolmandast tingimusest jareldub, et iikski tsiikkel ei voi koosneda kahest ega kolmest
vérvist. Kuna meil on kokku seitse véirvi, siis jarelikult peavad koik vérvid olema iihes tsiiklis. Viimaks leiame me, et
selliseid permutatsioone on 6! = 720 tiikki: fikseerime iihe vérvidest, siis meil on kuus varianti, mis vérviks loits selle
muudab, viis varianti jirgmiseks vérviks, jne., kuni viimane loitsimine muudab varvi algseks vérviks tagasi.

Ulesanne 40. Maril on numbrilukk, mille igal kettal on erinev arv numbreid: esimesel kettal on arvud 0 kuni 4, teisel
kettal on arvud 0 kuni 6, kolmandal kettal on arvud 0 kuni 10, ja neljandal kettal on arvud 0 kuni 9. Mari teab, et kui
ta poorab kettaid nii, et lukk niitaks 0,0,0,0, ja hakkab seejirel koiki kettaid samaaegselt péorama (ehk jargmine
kombinatsioon oleks 1, 1,1, 1), siis jouab ta 16puks kombinatsioonini, milles viimased kaks numbrit on 5, 1. Lisaks teab
Mari, et kui ta jouab nende kahe numbrini teistkordselt, siis lukk avaneb. Aita Maril leida lukku avav kombinatsioon.
Vastus. 1,6,5,1

Lahendus. Me otsime sellist tdisarvu x, mis annab jadgiks 5 ja 1 vastavalt arvudega 11 ja 10 jagamisel. Kuna 10 ja 11
on iihistegurita, siis Hiina jéfigiteoreemi kohaselt on arvude 0, 1,...,109 hulgas téipselt iiks lahend (olgu see x¢) ja koik
muud lahendid saame, kui liidame arvule zp mingi arvu 10 - 11 = 110 kordse. Testides arve kujul 11k + 5 (siin k£ on
téisarv), tahame me valida arvu, mis 16peb numbriga 1, milleks osutub arv 71. Seega peale 71 korda luku keeramist on
viimaseks kaheks numbriks 5, 1. Teistkordselt esinevad need kaks numbrit viimase kahe numbrina, kui keerata lukku
veel 110 korda ehk kokku teeme me 110 4 71 = 181 keeramist algusest. Kuna 181 annab ja#giks 1 ja 6, kui teda jagada
vastavalt arvudega 5 ja 7, siis lukku avav kombinatsioon on 1,6, 5, 1.

Ulesanne 41. Tipselt nelja ithikruutu 4 x 4 ruudus on diagonaalselt asetatud kahepoolsed peeglid. Kaigist kuue-
teistkiimnest suure ruudu piirjoonel asuvast ithikruudu kiilje keskpunktist valjub valguskiir kiiljega risti. Kiir liigub otse
ning vahetab suunda 90° vorra iga kord, kui ta tabab monda peeglit. Avastati, et tdpselt neljal kiirel oli iiks otspunkt
ruudu alumisel kiiljel ning teine otspunkt paremal kiiljel. Neljal jargmisel kiirel olid otspunktid paremal ja iilemisel
kiiljel, veel neljal jirgmisel olid otspunktid {ilemisel ja vasakul kiiljel ning viimaks viimasel neljal kiirel olid otspunktid
vasakul ja alumisel kiiljel. Mitme eri peeglite konfiguratsiooni korral saab selline siindmus aset leida? (Alljirgneval
pildil on iiks voimalik peeglite asetus)

L)
I
I
t
e - |
AR R R ]
| :
L I
: I
H I
[N A \,
i )
v | 7

Vastus. 144

Lahendus. Kuna meil on tépselt neli peeglit ja iga kiir peab kuskil porkuma, siis peab igas reas ja veerus olema tépselt
iiks peegel. Ruutude valimiseks on meil 4! = 24 voimalust - esimeses reas on meil neli valikut veeru jaoks, teises reas
kolm valikut ja nii edasi. Kiirte asukohtade tingimusest jéreldub, et molemas diagonaalsuunas peab olema kaks peeglit.
Seega, olles vilja valinud ruudud, kuhu peeglid asetatakse, on meil (;1) = 6 valikut peeglite suuna jaoks. Pole raske néha,
et iga selline konfiguratsioon rahuldab soovitud tingimusi, seega on meil kokku 24 - 6 = 144 sobivat konfiguratsiooni.

Ulesanne 42. Olgu z; = 2020 ja me leiame arvu z,, jirgnevalt: korrutame arvu z,,_; algarvuga p, kus p on vihim
algarv, mis ei jaga arvu x,,_1, ning seejirel jagame saadud tulemuse iga algarvuga, mis on viiksem kui p. Leia arvu
Tog20 erinevate algarvuliste jagajate arv.

Vastus. 9

Lahendus. Néeme, et x1 =2-2-5-101 ja o = 2-3-5-101. On lihtne néha, et kui jada mingi liige ei jagu {ihegi algarvu
ruuduga, siis rahuldavad seda tingimust ka koik jargnevad jada liikmed. Seega voime me alates liikmest xo esitada iga
liikme x,, binaararvuna b, kus k. number (paremalt lugedes) on 1 parajasti siis, kui z,, jagub k-nda algarvuga. Niiiid
mirkame, et jada definitsioonist jareldub, et b, 11 = b, + 1 iga n > 2 korral. Seega

b2 = 100000000000000000000001115

ja
bogoo = be + 111111000102 = 100000000000000111111010015.
~—_——
=2018

Arvu b, definitsiooni kohaselt on arvu xog2¢ erinevate algarvuliste jagajate arv lihtsalt iihtede arv arvus bygog ning neid
on 9 tiikki.

14



Ulesanne 43. Kolmnurga ABC mediaanid jagavad selle kolmnurga kuueks viiksemaks kolmnurgaks. Nende kuue
kolmnurga mediaanide 16ikepunktid on kuusnurga DEFGH I tippudeks. Leia kuusnurga DEFGH ja kolmnurga ABC
pindalade suhe.

13
Vastus. 36

Lahendus. Jérgneval joonisel on mérgitud koik olulised punktid: kolmnurga AABC mediaanide 16ikepunkt S, kolm-
nurga AABC killgede keskpunktid M,, M, M., viikeste kolmnurkade mediaanide 16ikepunktid D, F, F, G, H, I,
l1ikude MyA, AM,.,...,C M, vastavad keskpunktid D', E’,... I’

A B M., J B
Kuna AE' = iAB ja AD' = %AC’, siis kolmnurk AAFE’'D’ on sarnane kolmnurgaga AABC, kui teha homoteetiat
punkti A suhtes suhtega §. Seega on [AE'D’] pindala 15[ABC]. Sarnaselt leiame me [BG'F'| = [CI'H'] = {;[ABC].
Seega kuusnurga D'E’'F'G'H'I’ pindala on 13[ABC]. Lisaks mérkame, et kui teha homoteetiat keskpunktiga S ja

sarnasusteguriga 3, siis liigub kuusnurk DEFGHI kuusnurgaks D'E'F'G'H'I’ ja seega on kuusnurga DEFGHI
pindala leitav kui

4 13 13
— . —[ABC] = —=[ABC].
9 16[ ] 36[ }
Jarelikult on otsitud suhe :13—2.
Ulesanne 44. Olgu a1, ag,as, ... selline reaalarvude jada, et ap41 = m(—1)m*T — 2a,, iga positiivse tiisarvu m
korral ning a1 = asgoo. Leia a1 4+ as + - - - + ago19.
Vastus. %
Lahendus. Liites kokku vorrandid m = 1,...,2019 jaoks, saame me
(ag +az+ - +ag)=(1-24+3—---42019) — 2(a1 + az + - - - + a2019)-

Kasutades fakti, et a; = ag020, saame me selle jargnevalt iimber kirjutada:
3(a1+as+---+age) =1—-24+3—---+2019 = (1—-2)+(3—4)+---+(2017—2018) 42019 = (—1)-1009+2019 = 1010.

Seega
a1 + ag + - - - + age19 = 1010/3.

Paneme tédhele, et selline reaalarvude jada périselt leidub: kui a; védrtus on antud, siis iilejddnud jada on iilesande
tekstis antud tingimuse pohjal iiheselt médratud. Seega véime me agp29 avaldada lineaarvérrandina a; suhtes ning pole
raske néha, et sellele vorrandile leidub lahend.

Ulesanne 45. Lisettel on kies viis ithesugust néorijuppi nii, et iga néorijupi iiks ots on tal kummaski kies. Ta palub
Juhanil valida kée, votta selles kdes asuvad mingid kaks nooriotsa, siduda need kokku, ning korrata protsessi, kuni tal
on kummaski kies alles vaid iiks ndériots (omavahel saab kokku siduda vaid kaks ndérijuppi). Mis on toeniosus, et
peale seda protsessi moodustavad koik noorijupid iihe pika noori?

Vastus. 8/15
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Lahendus. Olgu noorijupid tahistatud kui A, B, C, D, ja E, ja olgu nad seotud iihes kées nii, et A-l on vaba ots, B
on seotud C' kiilge ja D on seotud E kiilge. Paneme téhele, et sellisel juhul 16petame me iihe pika néoriga parajasti siis,
kui teisel kiiljel seome me A kas B, C, D, voi E kiilge (4 varianti) ning seejirel seome paari viimase vaba otsa teise
paari kiilge (2 valikut). Niiteks, kui A siduda B kiilge, siis me peame C siduma D voi E kiilge. Jirelikult on meil
kokku 4 - 2 = 8 varianti.

Koikvoimalikke viise siduda noore teisel kéel kokku on 15: Esmalt valime me vabaks jééva nooriotsa (5 valikut) ja
iilejdénu on tiheselt médratud, kui teise ndoriotsa paariline dra méédrata (3 valikut). Seega on otsitud tdendosus 8/15.

Ulesanne 46. Kutsume arvu 2-algarvuliseks, kui iga kaks selle jérjestikust numbrit moodustavad erineva kahekohalise
algarvu. Néiteks on 237 2-algarvuline, aga arvud 136 ja 1313 ei ole. Leia suurim 2-algarvuline arv.

Vastus. 619737131179

Lahendus. Vaatame 4 tipuga suunatud graafi, mille tippudeks on 1, 3, 7 ja 9 ning kaks numbrit on {ihendatud noolega
parajasti siis, kui vastav kahekohaline arv on algarv. Paneme téhele, et tipu 1 juures on nool iseendasse.

@‘A\ﬂ

1%

Eeldame hetkeks, et leidub viis graafi mééda nooli labida nii, et me kasutame iga noolt tépselt ithe korra. Siis saame
suurima véimaliku 2-algarvulise arvu leida, kui lisame mone sellise teeldbimise ette arvu 6 voi 8. Toepoolest, 2-algarvulise
arvu definitsiooni kohaselt peavad koik ta numbrid peale esimese olema valitud hulgast {1,3,7,9} ja iihtegi noolt ei saa
mitu korda kasutada. Jérelikult ei saa iihelgi 2-algarvulisel arvul olla rohkem numbreid kui servi meie graafis pluss kaks
(iiks esimese numbri eest ning teine, sest me loendame numbrite arvu) ehk 12. Lisaks ei saa esimene number arvus olla
9 vdi 7 (muidu iiks nooltest korduks) ja kuna 61, 83, 87 ja 89 on algarvud, siis pole meil viiksemaid numbreid vaja.

Niiiid leiame me viisi labida iilal kirjeldatud graafi nii, et tulemuseks oleks véimalikult suur arv. Mérkame, et tippu
numbriga 9 siseneb iiks nool rohkem kui sealt valjub ning tipust numbriga 1 lahkub {iiks nool rohkem kui sealt véljub.
Ulejasnud kaks tippu on ”tasakaalus” - neist viljub ja neisse siseneb sama palju nooli. Jarelikult algab meie teekond
tipust 1 ja 16peb tipus 9. Tipust 1 liigume me tippu 9, kuna see on suurim véimalik naaber, seejérel liigume me tippu 7
samal pohjusel, ning seejérel ei saa me litkuda tippu 9 (muidu jiéks me sinna kinni), seega liigume me tippu 3, seejérel
tagasi tippu 7, jne. Sellise ahne valimise tagajéirjel leiame me teekonnaks 19737131179 ja kuna 81 ei ole algarv, siis
jarelikult on suurimaks 2-algarvuliseks arvuks arv 619737131179.

Ulesanne 47. Olgu O kolmnurga ABC' iimberringjoone keskpunkt. Asugu punktid D ja E vastavalt ldikudel AB ja
AC nii, et O on 16igu DE keskpunkt. Kui AD =8, BD = 3, ja AO =7, siis leia 1digu CE pikkus.
421

7

Vastus.

Lahendus. Vaatleme peegeldust punkti O suhtes ja tdhistame iga punkti peegeldust primi(’) lisamisega. Paneme téhele,
et punktid A’ ja B’ asuvad kolmnurga AABC iimberringjoonel ja D’ = E (ehk E’ = D). Pythagorase teoreemist
téisnurkses kolmnurgas AA’B’ (kuna AA’ on {imberringjoone diameeter) leiame me

(AB')? = (AA")? — (A'B)* = 14* — AB? =14 — 11> = 75.

Kuna ZAB'E = ZA'BD = 90°, siis Pythagorase teoreem kolmnurgas AAB’E annab

AE = \/(AB')2 + BD2? = /75 + 9 = 2V/21.

Kuna F (punkti D peegeldus) asub sirgel A’B’ (16igu AB peegeldus) ja kuna nelinurk AB’C A’ on kddlnelinurk, leiame
me, et AAB'E ~ ANA'CE. Seega

CE B'E
AE  AE
ja kokkuvottes
cp—ap. DD g 3 _ 4V
AE 24/21 7
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Alternatitvne lahendus: Punkti D potents kolmnurga AABC' iimberringjoone suhtes raadiusega r = AO on
-3:8=-DB-DA=0D>-r*= OE=0D=+49-24=5
(meil on siin miinusmérk, kuna D asub ringjoone sees). Koosinusteoreem kolmnurgas AADO annab
82 =52+ 72 —2.5-Tcos(LAOD).
Kuna cos(ZAOE) = cos(180° — ZAOD) = —cos(£LAOD) = —1, siis sama teoreem kolmnurgas AAOE annab
AE? =72 +5% - 2.5 Tcos(LAOE) = 84 = AE = /84 = 2V/21.
Analoogselt iilal kirjeldatuga on punkti E potents kolmnurga AABC {imberringjoone suhtes

24 44/21

—2V21-EC=5"-T=FC=—"—=>Y"2
2v/21 7

Ulesanne 48. Ristkiilik modtmetega 7 x 24 on jagatud 1 x 1 iihikruutudeks. Uks ristkiiliku diagonaalidest 1dikab
moningatest thikruutudest vélja kolmnurkseid tiikke. Leia koéikide vélja 16igatud kolmnurkade {imbermodtude summa.

Vastus. % = 18%
Lahendus. Olgu 24 ristkiiliku laius ja 7 ristkiiliku korgus. Alumisest vasakust iilemisse paremasse nurka tommatud
diagonaali tGus on %. Kui see diagonaal 1dbib ménda ruutu, loikab ta vilja kolmnurga parajasti siis, kui ta ldbib kahte

ruutu eraldavat horisontaalset kiilge. Kuna tous on konstantne, véime me kahest ruudust vélja 16igatud kaks kolmnurka
iimber paigutada, et moodustada {iks suur tdisnurkne kolmnurk laiusega 1. Seega on selle kolmnurga kaatetite pikkused

1 ja 2—74 ning hiipotenuusi pikkus on /1 + (2—74)2 = %.

7
/ 2

1

Seega nende kahe kolmnurga timbermostude summa on %. Meie diagonaal 16ikub horisonaalse kiiljega tapselt kuus

korda, lisaks Idikame me vélja kaks suurt kolmnurka iilalkirjeldatud moGtmega esimesest ja viimasest ldbitud ruudust.

. . ~ o~ 5
Seega on otsitud timbermostude summa 8 - % = ?.

17



Ulesanne 49. Olgu positiivne téisarv n lennukas, kui 8788-korruselise hoone igalt korruselt on véimalik jouda igale
muule korrusele, kui me tohime liikuda korraga vaid 2020 korrust alla v6i n korrust iiles. Leia suurim lennukas arv.

Vastus. 6763

Lahendus. Et me saaks iildse kuskile liikuda korruselt 2020, peab kehtima 2020 + n < 8788 = n < 6768. Lisaks
peab kehtima d := SUT(2020,7) = 1, kuna me saame korruste a ja b vahel litkuda vaid siis, kui d | a — b. Kuna
2020 = 22 - 5- 101, siis saame me méned suurima n kandidaadid elimineerida: 6768 jagub arvuga 2, 6767 jagub arvuga
101, 6766 jagub arvuga 2, 6765 jagub arvuga 5, 6764 jagub arvuga 2 ja viimaks SUT(67637 2020) = 1.

Seega peame néitama, et 6763 on lennukas. Eukleidese algoritmist saame me leida sellised téisarvud z, y, et
6763x — 2020y = 1 ja me voime eeldada, et x, y on mittenegatiivsed, kuna me véime liita 2020 arvule x ja lahutada
6763 arvust y ning iilaltoodud vordus jiadb kehtima. Alustades korruselt 1 < f < 8787, vdidame, et on voimalik litkuda
mingis jirjekorras x korda iiles ja y korda alla nii, et me piisime hoones sees ja 16petame korrusel f + 1. Toepoolest,
kuna 2020 + 6763 < 8788, siis saame me alati liikuda vahemalt ithes suunas. Veelgi enam, kui me oleme allasuunas
(iilessuunas) koik oma sammud &ra teinud, siis me peame olema korrusest f + 1 allpool (iilalpool) ja peale iilejdénud
sammude tegemist jouamegi me korrusele f + 1. Sarnaselt saame me néidata, et igalt korruselt 2 < f < 8788 saame me
liikkuda iihe korruse vorra alla. Jérelikult on 6763 suurim lennukas arv.

Ulesanne 50. Kriiptogrammis

R E D
+ B L U FE
+ G R E E N
= B R O W N

téhistavad eri tihed eri numbreid. Ukski neljast arvust ei tohi alata numbriga null. Lisaks teame me, et BLUFE on
tdisruut. Leia viiekohaline arv BROW N.

Vastus. 85230

Lahendus. Nummerdame tulbad vasakult paremale iihest viieni ja téhistame igas tulbas toimuvaid kiimnete iilekannete
arvu kui ¢q, ..., c5. Paneme téhele, et ¢; =0 ja 0 <¢; <2 kuii=2,...,5. Toepoolest, liites kolm numbrit ja iilekande
maksimaalse vadrtusega 2, ei saa me saada suuremat arvu kui 29, mistottu viimane vdide kehtib induktiivselt. Lisaks
mérkame, et co < 1, kuna teises tulbas liidetakse kokku kaks erinevat numbrit ja c3 < 2, kuna co # 0 esimese tulba
tottu, mistottu co = 1 ja G + 1 = B. Viiendast tulbast jareldub D + F = 10, kuna D ja F ei saa molemad olla nullid,
jacs=1. Kuna B+ R+ c3 =co- 10+ R, siis kas B =9 v6i B = 8. Seega BLUE on téisarvu n ruut, kus 90 < n < 99
ja koosneb neljast eri numbrist. Elimineerides kahe sama korvutioleva numbriga taisruudud selles vahemikus, jéddvad
iile variandid 8649, 9025, 9216, 9604, ja 9801. Kuna D + E = 10, siis 9025 ei sobi, kuna siit jirelduks D = E (= 5).
Samuti ei sobi 9801, kuna B = D (=9), ja ei sobi 9604, kuna L = D (= 6). Kasutades neljandat veergu, saame me
lahti variandist 9216, kuna siit jarelduks D =4ja E4+U+E+1=6+4+1+6+1 = 14, kust W = 4, mis annab vastuolu
koos tingimusega D = 4. Seega ainus BLU E voimalik vidrtus on 8649.

Me teame, et B =8, L = 6, U = 4, £ = 9 ning niiiid pole raske leida D = 1, W = 3, ja G = 7 ning iilekanded
c3 = ¢4 = 2. Kolmas tulp annab niitid R+ L + E + ¢4 = ¢3 - 10 + O, mis lihtsustub kujule R 4+ 17 = 20 + O ja see on
vaid voimalik vadrtuste R = 5 ja O = 2 korral. Siit jireldub N = 0 ja kriiptogrammil on unikaalne lahend

+
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Ulesanne 51. Leia vihim positiivne tiisarv k > 1 nii, et ei leidu positiivset k-kohalist tdisarvu n, mille iga number
on paaritu ja S(S(n)) = 2, kus S(x) tdhistab arvu z numbrite summat.

Vastus. 103

Lahendus. Esmalt mirkame, et S(m) = 2 paaritu téisarvu m korral vaid siis, kui m = 10’ + 1 mingi positiivse tiisarvu
I jaoks. Kui k = 103, siis S(n) on paaritu iga k-kohalise arvu n jaoks, millel on koik numbrid paaritud, jérelikult, et
S(S(n)) = 2 kehtiks, peab S(n) olema iileval kirjeldatud kujul. Teisalt,

101 < 103 -1 < S(n) < 103-9 =927 < 1001

iga 103-kohalise taisarvu n jaoks. Seega k = 103 rahuldab iilesande tingimusi.

Niitid n&itame, et iga k < 103 korral leidub selline n, nagu kirjeldatud iilesande tekstis. Kui k£ on paaritu, on lihtne
niha, et see S(n) saab votta iga paaritu vidrtuse, mis on enam kui k ja viiksem voi vordne arvuga 9k. Kui 1 < k < 11,
siis 9k > 18 > 11, seega S(n) saab vorduda arvuga 11 ja jérelikult leidub selline n, et S(S(n)) = 2. Kui 101 > k > 11,
siis 9k > 913 = 117 > 101, seega S(n) saab vorduda arvuga 101 ja jille S(S(n)) = 2. Seega k > 101.
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Kui k < 103 on paaris, siis saame me arutleda peaaegu téipselt samamoodi, ainsa erinevusega, et S(n) on paarisarv.
Kui k = 2, siis kasutame n = 11. Kui 2 < k < 20, siis 9k > 20, seega me saame leida arvu n, mille korral S(n) vérdub
arvuga 20. Kui 103 > k > 20, siis 9k > 180 > 110, seega S(n) saab vorduda arvuga 110.

Seega on 103 véhim tingimusi rahuldav arv.

Ulesanne 52. Martin ostis malelaua, mis moodustati 1010 x 2020 ristkiilikust, millest on vilja 16igatud viiksem
ristkiilik, nagu néha alljargneval joonisel. Ta asetas igale malelaua ruudule sipelga. Kahjuks olid méned sipelgad haigeks
jadnud. Veelgi enam, haigus oli viga nakkav: iga sipelgas, kelle naabritest vihemalt kaks olid haiged, j&i samuti haigeks.
(Me iitleme, et kaks ruutu on naabrid, kui neil on iihine kiilg.) Leia vihim voimalik sipelgate arv, kes voisid koiki
iilejadnud sipelgaid nakatada. Sipelgad ei liilkunud kordagi.

200
200 200

1010

200

2020

Vastus. 2630

Lahendus. Paneme téhele, et kui sipelgas jaab iilal kirjeldatud protseduuri tagajarjel haigeks, siis haigestunud ala
iimbermdot ei suurene. Seega pidi meil alguses olema vihemalt P/4 haiget sipelgat, kus P on O—kujulise ala iimbermaot.
Me saame soovitud iimbermoéddu leida kui P = 2(2020 + 1010 4 (2020 — 400) + (1010 — 400)) = 10520 ja pildil on iiks
voimalik P/4 = 2630 sipelga asetus, mille korral jéaiksid koik sipelgad haigeks.

Ulesanne 53. Positiivsel tiisarvul on 25! erinevat positiivset jagajat. Leia, mitu neist saavad maksimaalselt olla
mingi algarvu viies aste.

Maérkus: Siimbol n! tdhendame koéikide positiivsete tédisarvude korrutist, mis on viiksemad véi vordsed arvuga mn.
Vastus. 27

Lahendus.  Arvul kujul p{*p3? - - - pi*, kus p; on erinevad algarvud, on (ay +1)(az + 1) - - - (ay + 1) positiivset jagajat.
Seega maksimaalne arv algarvu viiendaid astmeid, mis meie arvu jagavad, on vordne maksimaalse arvu teguritega > 6
mones arvu 25! tegurduses. Et seda numbrit maksimeerida, vaatame me kanoonilist kuju

25! = 222.310.56.73.112.13.17-19 - 23,

jatame viiest suuremad algarvud rahule ja kombineerime viisi ja kolmesid kahega ning viimaks kirjutame 26 kujul 82,
et saada maksimaalne voimalik arv 27.

Ulesanne 54. Positiivsed reaalarvud z, y, z rahuldavad vorrandeid

?t+aoy+y’ =1,
vyt =2,

2242z +27 =3.

Leia zy + yz + zx vairtus.
Vastus. 2,/2/3 = %\/6
Lahendus. Liites esimese ja kolmanda vorrandi ning lahutades kaks korda teise, saame me

2z —y—2)(z+y+2)=0
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ja kuna x, y, z on positiivsed, siis 22 = y+ z. Kirjutame y = x —J, z = £+ ning asendame selle algsetesse vorranditesse
tagasi, et saada

322 — 3x0 4 62 =1,
322+ 62 =2,
322 + 320 + 62 = 3.

Seega x0 = 1/3 ja teise uute vorrandisse asendades saame me ruutvorrandi lahenditega
5> =1+ V6.

Meil palutakse leida 322 — 6% = 2 — 262 ja kuna tulemus peab olema positiivne, siis on ainsaks voimaluseks 2,/2/3.

Alternatiivne lahendus: Valime tasandil punkti P ja témbame 16igud PA, PB ja PC vastavalt pikkustega x, y ja z nii,
et ZAPB = /BPC = ZCPA = 120°. Kuna cos(120°) = —%, siis antud vorranditest ja koosinusteoreemist jéareldub

AB =1, BC = /2, AC = /3 ja seega ABC on tiisnurkne kolmnurk pindalaga S = g Selle pindala saame me ka

leida 1dbi kolme kolmnurga, millel kdigil on itheks tipuks P: S = 1sin(120°)(zy + y2z + zz). Kuna sin(120°) = ?, siis

— 2V6
Ty + Yz + 2z = =

Ulesanne 55. Olgu I ja O vastavalt kolmnurga ABC siseringjoone ja iimberringjoone keskpunktid, kusjuures
AB =495, AC =977 ja LAIO = 90°. Leia loigu BC pikkus.

Vastus. 736

Lahendus. Vaatleme homoteetiat keskpunktiga A ja suhtega 2 ning téhistame vastavaid tekkinud punkte primiga.
Siis AO’ on kolmnurga AABC iimberringjoone diameeter ja kuna ZAIO = 90°, siis asub ka I’ {imberringjoonel ja
jérelikult on see kaare BC, mis punkti A ei sisalda, keskpunkt. On iildtuntud, et see punkt (mida me niitidsest peale
téhistame kui S) rahuldab ST = SC ja lihtne nurgaarvutus annab Z/BCS = Z/BAS = ZCAS. Olgu D sirgete AS ja
BC 1ikepunkt. Siis ADSC ~ ACSA ja seega

SpD DS CS SI 1

SI SC  SA  SA 2
on homoteetia suhte psordvéirtus. Seega [BCI] = $[ABC], kus [XY Z] tihistab kolmnurga XY Z pindala. Kasutades
ANABC siseringjoone raadiust r, saame me selle iimber kirjutada kui

%r -BC = %T(AB + BC + CA)

ja seega
_AB+ AC 495+ 977

BC = 736.

2 2
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Ulesanne 56. Leia koik positiivsete tiisarvude kolmikud (a, b, ¢), mis rahuldavad vérrandit 3abe = 2a + 5b + Tc.
Vastus. (1,16,2), (2,11,1), (12,1,1)

Lahendus. Jagades vorrandi ldbi positiivse arvuga abc, saame

3—34,34,1
be ca  ab

Kui kéik kolm liiget on suuremad kui iiks ning viahemalt iiks neist on suurem kui kaks, siis on parem pool maksimaalselt

25 T %
2-3 2.3 2.2 12 7
seega sellisel juhul lahendid puuduvad. Lisaks on lihtne veenduda, et a = b = ¢ = 2 ei sobi lahendiks. Seega vihemalt
iiks arvudest a, b, ¢ on vordne iihega.
Kui a = 1, siis saame me vorrandi

3bc =2+ 5b+ Tc,

mis peale kolmega korrutamist ja liikmete teisele poole viimist tegurdub kui
(3b — 7)(3c — 5) = 41.

Kuna molemad tegurid peavad olema algarvu 41 positiivsed jagada, mis annab arvuga 3 jagades jédgi 2, on ainsaks
voimaluseks b = 16 ja ¢ = 2.
Kui b = 1, siis saame me
3ac=2a+5+ Tc

ning sarnaselt eelmise juhuga leiame me

(3a —7)(3¢c —2) =29,

kust @ = 12 ja ¢ = 1 kasutades eelmise juhuga analoogset jaguvusargumenti.
Viimaks, ¢ = 1 annab vorrandi
(3a —5)(3b — 2) = 31,

mille lahenditeks on a = 12, b =1 ja a = 2, b = 11. Esimese lahendi oleme me eelmises juhus juba leidnud.
Seega on meil tépselt kolm lahendit: (1,16,2), (2,11,1) ja (12,1,1).

Ulesanne 57. Peol on iga kiilaline tépselt neljateist teise kiilalisega sober (iseendaga sober ei saa olla). Igal kahel
sobral on tapselt kuus iihist sopra peokiilaliste hulgas ja igal kahel inimesel, kes pole sobrad, on tédpselt kaks iihist
sopra peokiilaliste hulgas. Mitu kiilalist on peol kokku?

Vastus. 64

Lahendus. Valime kiilalise « koos koigi ta sopradega ning kutsume seda 15 inimesest koosnevat hulka kui H. Olgu
y hulga H z-st erinev liige, me vdidame et y-1 on tapselt 7 sopra véljaspool hulka H: y 14 sobrast on iiks = ja veel
kuus on z ja y iihised sdbrad, kes kuuluvad hulka H. Seega on meil veel ¢ = 14 - 7 = 98 paari (y, z), kus y on hulga H
z-st erinev liige ja z on y-i sdber véljaspool hulka H. Teisalt saame arvu c leida jargnevalt: igal kiilalisel z véljaspool
hulka H on tédpselt kaks sopra hulgas H, kuna x ei ole z s6ber hulga H definitsiooni kohaselt ja mélemad = ja z tihised
sobrad on hulgas H. Teisisonu, ¢ on viiljaspool hulka H olevate kiilaliste kahekordne arv, seega on 98/2 = 49 kiilalist,
kes pole hulgas H. Kuna hulgas H on 15 inimest, siis kokku on peol 15 4 49 = 64 inimest.

Miérgime lisaks, et selline suhete konfiguratsioon 64 kiilalise vahel on voimalik: paneme kiilalised 8 x 8 tabeli
ruutudesse ja olgu kaks kiilalist sobrad parajasti siis, kui nad asuvad samas reas voi veerus. On lihtne néiha, et sellisel
juhul on iilesande tingimused téidetud.

Ulesanne 58. Punkt P asub kolmnurga ABC sisepiirkonnas. Kui
AP =43, BP=5 CP=2 AB:AC=2:1, ja /BAC =60°,

siis mis on kolmnurga ABC pindala?

Vastus. %

Lahendus. Valime punkti ), mis asub teisel pool punkti C sirge AB suhtes nii, et AABQ ~ AACP. Sarnasustegur
on AB : AC =2 ja seega AQ = 2AP = 2v/3 ja BQ = 2CP = 4. Nendest vordustest koos tingimusega /QAB = /PAC
jareldub AAPQ ~ AACB ja seega ZAPQ = 90° ning

PQ = /(2V3) - (vV3)2 =3

21



Pythagorase teoreemist. Kuna BP? = 52 = 42 + 32 = BQ? + PQ?, siis Pythagorase teoreemi poordviitest saame me
ZBQP = 90°. Vaadates punkti () peegeldust Q' 16igu B P keskpunkti suhtes, saame me Pythagorase teoreemi kasutada
tdisnurkses kolmnurgas AQ’'B, kust me leiame AB? = PQ? + (AP + BQ)? = 28 + 8V/3 ja seega kolmnurga AABC
pindala on

L AB.AC - sme0e = Y3 4p2 = 8 TV3
2 8 2
. A
/
/
/
/
)/ P
/ /
/ /
/ /
/ /
/
B-\\\ / C
\\ /
~ /
\\ /
~ /
QQ’

Ulesanne 59. Olgu P(z) = a,2" + a,_ 12" ' 4 - + a1x + ag selline mittenegatiivsete kordajatega poliinoom, et

v2l -1
P <2> = 2020.

Leia a,, + a,_1 + -+ + a1 + ap minimaalne voimalik vaartus.
Vastus. 22

Lahendus. Olgu u = @ ja mérkame, et me iiritame minimeerida avaldist a,, + an—1 + -+ + a1 + ap = P(1). Me
jaotame lahenduse viieks sammuks.
Samm 1: Kontrollime, et u on poliinoomi G(z) = x? + — 5 juur ja jagame P(z) poliinoomiga G(x) ehk kirjutame

P(z) =Q(z)G(x) + Az + B

mingite tédisarvude A, B ja tdisarvuliste kordajatega poliinoomi @ jaoks (kuna G(z) pealiige on 1, siis saame tulemuse
leida poliinoome tavalist moodi jagades).
Samm 2: Kuna P(u) — 2020 = 0, A, B on tiisarvud ja u on irratsionaalne, siis jirelikult A =0 ja B — 2020 = 0,
ehk
P(z) = Q(x)G(x) + 2020. (%

Samm, 8: Kui méni P(x) kordajatest, iitleme ay, rahuldab tingimust a > 5, siis poliinoom P(z) = P(z)+G(z)z* =
P(z) + (2% + z — 5)z* rahuldab samuti koiki tingimusi ja P(1) = P(1) — 3. Seda protseduuri voimalikult palju korrates
l6petame me poliinoomiga P(x), mille koik kordajad rahuldavad tingimust ay € {0,1,2,3,4} ja P(u) = 2020.

Samm 4: Paneme tédhele, et neid tingimusi rahuldav poliinoom P on unikaalne. Téepoolest, moni teine tingimusi
rahuldav poliinoom rahuldab vérrandit (x) mingi sobiva poliinoomiga Q(z). Et kehtiks 0 < ag < 4, kus ag on poliinoomi
P(z) vabaliige, peab poliinoomi @Q(x) vabaliige rahuldama tingimust ¢g = 404. Kuna me teame koiki G(z) kordajaid ja
vabaliikme absoluutviirtus on 5, saame me lineaarliikme kordaja ¢ leida vorrandist (%), jne. Kuna Q(z) on unikaalne,
siis pole raske néha, et ka P(x) on unikaalne.

Samm 5: Nitid piisab vaid sammus 3 kirjeldatud arvutused ldbi viia. Me alustame konstantse poliinoomiga
Py(z) = 2020 ja leiame:

~—
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x) =728 + 1927 + 325 + 2% + 2t + 23 + 42% + 4z

=327 +102% + 427 + 325 + 2° + 2t + 23 + 42 + 42
x) =220 + 5% + 427 + 328 + 2° + 2t + 23 4+ 42 + 42
Pio(z) = 2t 4 3210 + 427 + 325 + 25 + 2* + 22 + 422 + 4a.

Py(z) = 4042* + 404z

Py(x) = 8023 + 48422 + 4z

Ps(z) = 962 4+ 176> + 422 + 4z

Py(z) = 352° + 1312* + 2 + 422 + 4z

Ps(z) = 2625 + 612° + 2t + 23 4+ 42® + 4z
Ps(z) = 1227 4 382% + 2° + 2* + 23 + 42% + 42
P 7

Py 3

Py 2

Seega otsitud minimaalne védrtus on Pig(1) =1+3+4+34+1+1+1+4+4=22.
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