Zadanie 1. Jesli Srednia arytmetyczna czterech réznych liczb catkowitych dodatnich wyno-
si 10, to jaka jest najwieksza mozliwa warto$¢ jednej z tych liczb?

Wynik. 34

Rozwigzanie. Zeby jedna z liczb byla jak najwieksza, to pozostale liczby musza by¢ jak
najmniejsze. Liczby sa rézne, wigc najmniejsze mozliwe trzy wartosci to 1, 2 i 3. Srednia
arytmetyczna wszystkich czterech liczb bedzie réwna 10, czyli ich suma bedzie réwna 4-10 = 40,
gdy ostatnia liczba bedzie wynosi¢ 40 — (1 + 2 + 3) = 34.

Zadanie 2. Wiedzac, ze 4 jest rozwigzaniem réwnania kwadratowego 22 4+ maz + 2020 = 0,
gdzie m jest liczba catkowita, wyznacz warto$¢ drugiego rozwiazania.

Wynik. 505
Rozwigzanie. 7 faktu, ze 4 jest pierwiastkiem otrzymujemy, ze 42 + 4m + 2020 = 0, skad
m = —509. Dane réwnanie mozemy zatem zapisaé jako 22 — 509z + 2020 = 0 — to za$ ma

jako pierwiastki 4 i 505.
Mozna do tego zadania podejsé rowniez w nastepujacy sposob: jesli s jest drugim pier-
wiastkiem danego réwnania, to

22+ max + 2020 = (v — 4)(x — s) = 2* — 4x — sz + 4s.

Poréwnujac wspélezynniki obu wielomianéw otrzymujemy 4s = 2020, a wiec s = 505.

Zadanie 3. Liczba 95 daje reszte 4 przy dzieleniu przez dodatnia liczbe catkowita N. Jaka
jest najmniejsza mozliwa warto$¢ N7

Wynik. 7

Rozwigzanie. Skoro N jest wieksze od 1 oraz dzieli 95 — 4 = 91 = 7- 13, to jego najmniejsza
mozliwa wartoscia jest 7.

Zadanie 4. Dane sg kwadrat oraz pieciokat foremny, jak na rysunku ponizej. Znajdz miare
kata o w stopniach.

Wynik. 54°

Rozwigzanie. Oznaczmy punkty jak na rysunku.




Miara kata wewnetrznego pieciokata foremnego wynosi 108°. Trojkat ABC' jest trojkatem
réwnoramiennym o kacie ZABC = 108°, skad

/BAH = /BAC = 1(180° — 108°) = 36°.

Skoro tréjkat ABH jest trojkatem prostokatnym z katem prostym przy wierzchotku B, to
otrzymujemy
a=/AHB = 180° — 90° — 36° = 54°.

Zadanie 5. Na przystanku autobusowym zatrzymuja sie autobusy linii A, B oraz C,
ktore odjezdzaja z przystanku odpowiednio co 12, 10 oraz 8 minut. Gdy Tomek przybytl
na przystanek autobusowy, zobaczyt trzy autobusy réznych linii odjezdzajace rownoczednie
z przystanku. Po ilu minutach taka sytuacja powtdérzy sie po raz pierwszy?

Wynik. 120

Rozwigzanie. Szukana liczba musi by¢ wspoélna wielokrotnoscia wszystkich trzech okresow,
wiec odpowiedzia jest najmniejsza wspélna wielokrotnosé 12, 10 oraz 8, czyli 120.

Zadanie 6. Romboidalny kwiat rosnie wedlug nastepujacego wzorca: na srodku znajduje sie
romboidalny ptatek o przekatnych dtugosci 1. W pierwszym kroku dlugosé poziomej przekatnej
zostaje podwojona, tworzac nowy romboidalny ptatek. W kolejnym kroku pionowa przekatna
zostaje podwojona i kolejny romboidalny platek zostaje stworzony. Procedura ciagnie sie, az
powstanie kwiat z pigcioma romboidalnymi platkami. Znajdz obwéd zewnetrznego (tj. piatego)
platka.
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Wynik. 82
Rozwigzanie. Piaty platek jest kwadratem o przekatnej dtugosci 4. Dlugosé boku to zatem
2\/5, wiec obwod wynosi 8v/2.

Zadanie 7. Botanik Blefistofeles zasadzil dwie rodliny, P, i P,, tego samego gatunku
i zmierzyl ich wysokosci. Po tygodniu, w trakcie ktérego rosliny urosty o taki sam procent,
Blefistofeles zmierzyl rosliny ponownie i zauwazyl, ze rolina P, byta tak wysoka jak P»
tydzien wczesniej, a P, byla o 44% wyzsza niz Py tydzien wczesniej. O ile procent rosliny
urosty przez ten tydzien?

Wynik.  20%

Rozwigzanie. Oznaczmy przez P i P> poczatkowe wysokosci roélin. Poniewaz obie urosty
o taki sam procent przez ten tydzien, ich nowe wysokosci to odpowiednio kP i kP», dla pewnej
liczby rzeczywistej k > 1, przy czym (k — 1) - 100% jest szukanym procentem. Z pomiaréw
wynika, ze

kP, = Ps,
kPy

—= =1.44.
P

Po podstawieniu wartoéci kP; w miejsce P, w drugim réwnaniu i po skréceniu P; w otrzyma-
nym ulamku otrzymujemy k% = 1.44, zatem k = 1.2, co oznacza, ze rosliny urosty o 20%.



Zadanie 8. Ile réwnoleglobokéw znajduje sie na ponizszym rysunku?

Wynik. 15
Rozwigzanie. Dla kazdego z trzech wierzchotkéw duzego tréjkata, mamy trzy romby ,zwro-
cone” w kierunku tego wierzchotka i dwa réwnolegtoboki 1 x 2 zawierajace go jako jeden ze
swych wierzcholkow. Ponizszy rysunek pokazuje dwa rodzaje rownolegtobokéw dla gbérnego
wierzchotka.

To jedyne mozliwe rodzaje réwnolegltobokow, zatem catkowita liczba réwnolegltobokéw na
rysunku wynosi 3« (2 + 3) = 15.

Zadanie 9. Spoélka autobusowa dysponuje autobusami na 27 oraz na 36 pasazeréw. Grupa
wycieczkowa sktadajaca sie z 505 turystow chcialaby skorzystaé z ustug tej spétki. Spotka
wybrala pewien zestaw autobuséw w taki sposéb, by catkowita liczba N pustych siedzen byta
mozliwie najmniejsza. Znajdz N.

Wynik. 8

Rozwigzanie. Musimy znalez¢é najmniejsza liczbe s > 505, ktora da sig¢ zapisa¢ w postaci
s = 27z + 36y, gdzie x i y oznaczaja odpowiednio liczbe autobuséw pierwszego i drugiego
rodzaju. Skoro najwiekszy wspolny dzielnik liczb 27 i 36 wynosi 9, to s musi by¢ wielo-
krotnoscig 9. Najmniejsza wielokrotnoécia 9 wieksza badz réwna 505 jest 513, a poniewaz
513 = 27-34 3612, wiec otrzymujemy, ze najmniejsza liczba pustych siedzen to 513 — 505 = 8.

Zadanie 10. Miloénik zwierzat kupit dwa identyczne obrazy z wilkiem oraz cztery identyczne
obrazy z lisem. Chce powiesi¢ je obok siebie na sze$ciu hakach w swoim salonie. Ponadto chce
codziennie zmienia¢ ich kolejno$¢ w taki sposéb, zeby ciag wygladal inaczej niz w kazdym
z poprzednich dni. Dodatkowo nie chce, zeby dwa obrazy z wilkiem wisialy obok siebie. Przez
ile co najwyzej dni moze to robié¢?

Wynik. 10

Rozwigzanie. Innymi stowy, pytamy o liczbe réznych ciggéw obrazéw, ktére nie maja dwdch
wilkéw koto siebie. Lewy obraz wilka moze byé¢ powieszony na pozycjach 1,2, 3,4 sposérod
szesciu dostepnych. Dla kazdego z wyboréw prawy obraz wilka moze by¢ na nastepujacych
pozycjach:

:3,4,5,6
:4,5,6
15,6

: 6.

NV

Zatem w sumie jest 10 takich ciagow.



Zadanie 11. Walec o wysokoéci 18 cm i obwodzie podstawy 8 cm obwiazano trzykrotnie
sznurkiem zaczynajac od dotu walca, a konczac na gérze, doktadnie powyzej punktu startowego.
Ile wynosi dlugosé sznurka w cm?

]

Wynik. 30

Rozwigzanie. Rozcinajac walec widzimy, ze w trakcie kazdego obrotu wokél walca, sznurek
przesuwa sie pionowo o 6 cm, przesuwajac sie jednoczesnie poziomo o 8 cm. Uzywajac twier-
dzenia Pitagorasa, otrzymujemy, ze odcinek sznurka odpowiadajacy jednemu obrotowi ma

dhugoéc
V62 + 82 =10.

Skoro sg trzy takie obroty, otrzymujemy, ze catkowita dtugosé sznurka wynosi 30 cm.

Zadanie 12. Poprawnie dzialajacy kalkulator wyswietla cyfry w nastepujacy sposéb:

Kalkulator Grzesia wypadl przez okno i pokazuje teraz tylko poziome kreski, ale dalej liczy
prawidtlowo. Grze$ wykonal nastepujace dziatanie:

i i
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—— X
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I I

Jaka jest suma wszystkich cyfr wystepujacych w tym dzialaniu?
Wynik. 33

Rozwigzanie. Ostatnie dwie cyfry musza by¢ zerami. Pierwsza cyfra pierwszego czynnika
jest 4, a pierwszg cyfra drugiego czynnika 7. Skoro iloczyn liczb jest podzielny przez 100, a co
za tym idzie przez 25, to jeden z czynnikéw musi by¢ podzielny przez 25 lub oba przez 5. Nie
istnieje dwucyfrowa wielokrotno$é 25 zaczynajaca sie cyfra 4, zatem drugi czynnik musi by¢
podzielny przez 5, a wiec rowny 75. Iloczyn jest podzielny przez 4, zatem podzielny przez 4
jest tez pierwszy czynnik. Pierwszy czynnik jest wiec jest rowny 48. Kalkulator wys$wietla
zatem dzialanie 48 x 75 = 3600, wigc suma cyfr to 33.

Zadanie 13. Lukasz mial za zadanie doda¢ dwie liczby, ale niestety dopisal dodatkowa
cyfre na koncu jednej z liczb. W efekcie otrzymal wynik 44444 zamiast 12345. Jaka byla
mniejsza spoéréd dwdch liczb, ktére Lukasz cheial poczatkowo do siebie dodac?

Wynik. 3566

Rozwigzanie. Niech x i y oznaczaja szukane dwie liczby, za$ ¢ — cyfre, ktora Lukasz dopisal
do (powiedzmy) liczby x. Otrzymujemy wtedy

x+y=12345 oraz (10z+ c) +y = 44444,

a zatem
9z + ¢ = 32099.

Otrzymujemy stad, ze ¢ musi wynosié¢ 5, gdyz 32099 —c musi by¢ podzielne przez 9. W rezultacie
dostajemy x = 3566 oraz y = 8779.



Zadanie 14. Ania dostata 27 standardowych kosci i ma za zadanie sklei¢ je w szedcian
3 x 3 x 3 w taki sposob, by Sciany sklejone ze sobg mialy taka sama liczbe oczek. Jaka
jest najwieksza liczba oczek, ktéra Ania moze otrzymac na zewnetrznych Scianach swojego
szescianu 3 x 3 x 37

Uwaga: Ponizej widaé¢ standardowsg ko$¢ do gry z dwodch réznych perspektyw. Liczby oczek

na przeciwleglych $cianach sumuja sie do 7.
HE
Wynik. 189

Rozwigzanie. Kluczowa obserwacja jest tutaj fakt, ze suma oczek na przeciwlegltych $ciankach
w duzym szedcianie zawsze wynosi 7, jak zaprezentowano po lewej stronie ponizszego rysunku.
Duzy sze$cian ma 27 takich par przeciwleglych Scianek, wiec niezaleznie jak Ania ulozy swoje
kosci, catkowita liczba oczek na zewnetrznych Scianach wynosi 27-7 = 189. Jedno z mozliwych
ustawien przedstawiono na rysunku po prawej stronie.

Zadanie 15. Karolina narysowala male X-pentomino sktadajace sie z pieciu sasiadujacych
kwadratéw. Nastepnie zaznaczyla kropkowang linia dwie prostopadle przekatne. W koncu
skonstruowata wieksze X-pentomino, ktérego niektére boki leza na kropkowanych liniach, jak
na rysunku. Znajdz stosunek pola duzego X-pentomina do pola malego.

Wynik. 5:2

Rozwigzanie. Przekatne dzielg male X-pentomino na cztery identyczne kawaltki. Ponadto,
dwa z nich mozna sklei¢ i stworzy¢ jednostkowy kwadrat wickszego X-pentomina, jak na
rysunku. Wieksze X-pentomino mozna zatem podzieli¢ na dziesie¢ takich kawaltkéw, a wiec
stosunek pél wynosi 10:4 =5: 2.



Zadanie 16. Ile palindroméw pomiedzy 10® a 107 ma parzysta sume cyfr?

Uwaga: Palindrom to liczba, ktéra si¢ nie zmienia, gdy odwrécimy kolejnosé jej cyfr, np. 12321
jest palindromem.

Wynik. 5940

Rozwigzanie. Wszystkie liczby pomiedzy 10® a 10* maja parzysta liczbe cyfr, wiec suma cyfr
kazdego takiego palindromu jest parzysta. Ponadto, palindromy z tego przedziatu sa doktadnie
liczbami postaci abba, gdzie a, b sa dowolnymi cyframi, a jest rézna od zera. Otrzymujemy
stad, ze jest 90 palindroméw w tym przedziale. Podobnie tez mozemy wywnioskowad, ze jest
doktadne 900 palindroméw o parzystej sumie cyfr pomiedzy 10° a 106.

Palindromy miedzy 10* a 10° sa postaci abcba, gdzie a, b, ¢ sa cyframi, przy czym a jest
rozna od 0. Widzimy, ze suma cyfr jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy c jest parzysta. Zatem
mamy 9 mozliwosci na warto$¢ a, 10 na wartosé b i 5 na ¢, co daje 9-10 - 5 = 450 szukanych
palindroméw w powyzszym przedziale. Podobne rozumowanie stosuje si¢ dla przedzialu od
10% do 107 pokazujac, ze ten przedzial zawiera 4500 palindroméw o parzystej sumie cyfr.

Otrzymujemy, ze liczba wszystkich palindroméw o parzystej sumie cyfr pomiedzy 103
a 107 wynosi 90 + 900 + 450 + 4500 = 5940.

Zadanie 17. Chor sklada sie z 60 $piewaczek po 20 w kazdym z trzech gloséw: sopranie,
mezzosopranie i alcie. W kazdej z grup znajduje si¢ sze$¢ wyjatkowo zdolnych wokalistek,
ktére moga zadpiewaé partie dowolnego glosu (pozostale znaja jedynie partie swojego glosu).
Jaka jest najwieksza liczba S taka, ze niezaleznie od tego, ktore S Spiewaczek zachoruje,
pozostale beda w stanie zaspiewaé¢ utwor wymagajacy po 10 osob w kazdym z trzech gloséw?

Wynik. 22

Rozwigzanie. Jezeli rozchoruja sie wszystkie alty i dodatkowo trzy uzdolnione soprany,
pozostanie jedynie 9 zdolnych Spiewaczek i nie beda one w stanie stworzy¢ dziesiecioosobowej
grupy altéw. Czyli S < 23.

7 drugiej strony zauwazmy, ze najgorsza mozliwa sytuacja zachodzi, gdy rozchoruja sie
uzdolnione $piewaczki. Mozemy wiec zatozy¢, ze jezeli chore beda 22 chorzystki, to 18 z nich
jest wybitnie zdolnych, a tylko 4 to zwykte Spiewaczki. W takiej sytuacji w kazdej z grup
pozostanie przynajmniej 10 oséb. Rozwiazaniem zadania jest wiec S = 22.

Zadanie 18. Prostokat o bokach dlugosci 3 i 4 jest wpisany w kolo. Ponadto zbudowano
cztery potkola na jego bokach skierowane na zewnatrz prostokata, tak jak na rysunku. Jakie
jest pole zacieniowanego obszaru, ktéry sklada sie z punktow lezacych wewnatrz pétkoli, ale
nielezacych wewnatrz kota?

Wynik. 12

Rozwigzanie. Twierdzenie Pitagorasa daje zwiazek miedzy polami kwadratéw zbudowanych
na bokach trdjkata prostokatnego. Taki sam zwiazek zachodzi dla pétkoli. Zwigzek ten
stosujemy dla dwéch poléwek danego prostokata (podzielonego przekatna na dwie czedei).
Prosta obserwacja pokazuje teraz, ze kazde dwa sasiadujace szare pola sumuja sie do potowy
prostokata. W takim razie pole zacieniowanego obszaru jest réwne polu prostokata, ktore
wynosi 3 -4 = 12.



Zadanie 19. Znajdz najwieksza trzycyfrowa liczbe pierwsza p; o tej wlasnosci, ze suma
jej cyfr jest dwucyfrowa liczba pierwsza ps, a suma cyfr liczby po jest jednocyfrowsa liczba
pierwsza ps.

Wynik. 977

Rozwigzanie. Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi co najwyzej 9 + 9 + 9 = 27. Jest pie¢
dwucyfrowych liczb pierwszych nie wiekszych niz 27, tj. 11, 13, 17, 19 i 23. Sumy cyfr tych liczb
to odpowiednio 2, 4, 8, 10, 5. Zatem jedyne mozliwosci to po = 11 lub py = 23. Najwieksza
trzycyfrowa liczba pierwsza o sumie cyfr 23 to 977, natomiast o sumie cyfr 11 to 911. Szukana
liczba jest zatem 977.

Zadanie 20. W tréjkacie ABC spelniajacym réwnoéé AB = AC symetralna pewnego boku
przecina jedna z wysokosci trojkata w ich jedynym wspoélnym punkcie lezacym na obwodzie
tréjkata ABC. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci kata AC B w stopniach.
Wynik. 45°, 67.5°
Rozwigzanie. Oznaczmy punkt, o ktérym mowa w zadaniu przez X oraz $rodek odcinka AC
przez F. Zauwazmy, ze wysoko$¢ przechodzaca przez X musi by¢ wysokoscig poprowadzong
do boku, na ktérym lezy X. Rozwazymy teraz wszystkie mozliwe polozenia punktu X.
Jedli punkt X lezy na podstawie BC, to musi by¢ on punktem przeciecia wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka A i symetralnej ktoregos boku. Z symetrii trojkata ABC
wnioskujemy, ze ta wysoko$é pokrywa sie z symetralna boku BC', tak wiec wysoko$é¢ ta musi
przecina¢ symetralng ktoregos z pozostalych bokéw. Symetria tréjkata implikuje wtedy, ze ta
wysoko$é przecina symetralne obu bokéw AB i AC w tym samym punkcie.

A

B X Joj
Poniewaz F'X jest symetralng boku AC, tréjkat AXC jest réwnoramienny. Co wigcej,
mamy ZAXC = 90°, tak wiec LZACB = ZACX = 45°.
Jezeli punkt X lezy na AB, to musi by¢ on przecieciem wysokoéci poprowadzonej z wierz-
chotka C' i symetralnej boku AC.

B C

Tak jak w poprzednim przypadku, tréjkat AXC' jest rownoramienny i prostokatny z katem
prostym przy wierzchotku X. To oznacza, ze ZBAC = ZXAC = 45°. Wobec tego w tym

przypadku mamy
ZACB = 1(180° — ZBAC) = 67.5°.

Przypadek, gdy X lezy na AC jest analogiczny.



Zadanie 21. Znajdz sume wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 3599.
Uwaga: Dzielnikami liczby 3599 sa w szczegdlnosci 1 oraz 3599.
Wynik. 3720

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
3599 = 3600 — 1 = 60% — 1 = (60 —1)(60+ 1) =59 - 61.

Mozna tatwo sprawdzié, ze zaréwno 59, jak i 61 sa liczbami pierwszymi, zatem odpowiedz to
1459 + 61 4+ 3599 = 3720.

Zadanie 22. Siostry Asia, Kasia i Basia zorganizowaly ognisko z kietbaskami. Asia kupila
17 kietbasek, Kasia 11, a Basia nie kupila zadnej. Po zjedzeniu wszystkich kielbasek, siostry
postanowily réwno rozlozy¢ koszty. Ile pieniedzy powinna dostaé Asia, jesli Basia lacznie
oddala swoim siostrom 28 z1?7

Wynik. 23

Rozwigzanie. Basia oddala siostrom dokladnie jedng trzecia catkowitej ceny kietbasek, zatem
lacznie kosztowaly one 28 - 3 = 84 zlote. Asia zaplacila za 17 sposréd 28 kietbasek, czyli
84 -17/28 = 51 zlotych. Poniewaz koszty dzielone sa po réwno, powinna ona zaplacié¢ tylko
28 ztotych. Powinna zatem otrzymacé 51 — 28 = 23 zlote.

Zadanie 23. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dtugosci 11 i 23. Kwadrat o boku
dtugosci t ma dwa boki lezace na przyprostokatnych tego trojkata i jeden wierzchotek na jego
przeciwprostokatnej, jak na rysunku. Oblicz t.

23

11

- 253 _ ~15
Wynik. ¢ =753
Rozwigzanie. Szary trdjkat na rysunku jest prostokatny i jeden z jego katow ostrych pokrywa

sie z katem duzego tréjkata, wiec te dwa tréjkaty sa podobne.
23—t

Stosunek dlugosci przyprostokatnych musi byé taki sam dla obu tréjkatéw, wiec otrzymujemy
rownanie

23—t 23
t 11

ktérego rozwiazaniem jest t = 253/34.



Zadanie 24. Znajdz najmniejsza taka dodatnia liczbe catkowita n, ze 11-19-n jest iloczynem
trzech kolejnych liczb catkowitych.

Wynik. 840

Rozwigzanie. Poniewaz 11 i 19 sa liczbami pierwszymi, wiec przynajmniej jedna z trzech
szukanych liczb jest podzielna przez 11 i przynajmniej jedna przez 19. Dodatkowo z faktu, ze
ich iloczyn jest dodatni wnioskujemy, ze wszystkie trzy musza by¢ dodatnie. Szukamy wiec
malych wielokrotnosci 11 i 19 rézniacych sie o maksymalnie 2. Najmniejsze liczby spetniajace
te warunki to 3-19 =571 5-11 = 55. Po obliczeniach dostajemy 55 - 56 - 57 = 11 - 19 - 840.
Odpowiedzia do zadania jest wiec n = 840.

Zadanie 25. Rozwazmy poélokrag o srodku C'i srednicy AB. Z pewnego punktu P lezacego
na AB wypuszczono wigzke lasera w kierunku prostopadtym do AB w taki sposéb, ze odbija
sie ona od pétokregu w punktach D i E, a nastepnie trafia w punkt B. Kazde odbicie nastepuje
zgodnie z zasada ,kat padania réwna sie katowi odbicia”, to znaczy /PDC = ZEDC oraz
/ZDEC = /BEC. Wyznacz ZDCP w stopniach.

1)

Wynik.  36°

Rozwigzanie. Oznaczmy Z/DCP = z. Poniewaz punkty D i E lezg na okregu o srodku C, wiec
tréjkat DCE jest rownoramienny i ma podstawe DE. Z réwnosci Z/PDC = ZEDC' dostajemy,
ze trojkat CDP jest przystajacy do tréjkata CDM, gdzie M jest $érodkiem odcinka DFE.
Korzystajac z réwnoséci ZDEC = ZBEC otrzymujemy /BCE = /ZECD = 2/DCP = 2z
i poniewaz te trzy katy daja razem kat péipelny, mamy x + 2x + 2z = 180°, wiec x = £36°.

Zadanie 26. W pewnym odleglym kraju znajduje sie 2020 miast ponumerowanych liczbami
1,2,...,2020. Prezes postanowil wybudowa¢ sie¢ potaczen kolejowych. Tory powstana miedzy
takimi miastami a i b, a < b, ze b jest wielokrotnoécia a i nie istnieje liczba ¢, a < ¢ < b,
ktéra jest wielokrotnoscia a oraz dzielnikiem b. Do ilu miast mozna bezposrednio dojechaé
z miasta 427

Wynik. 18

Rozwigzanie. Rozwazmy pare polaczonych miast. W rozkladzie na czynniki pierwsze jedno
z nich musi mieé¢ doktadnie jeden czynnik wiecej niz drugie. Nie moga mie¢ identycznego
rozkladu, bo wtedy mialyby ten sam numer. Pokazemy teraz, ze nie moga sie rézni¢ wiecej
niz jednym czynnikiem. Aby to udowodni¢ zalézmy, ze a oraz b = a - p - ¢ sa polaczonymi
miastami dla pewnych niekoniecznie réznych liczb pierwszych p i q. Wtedy liczba a - p dzieli
b, co jest niezgodne z warunkami zadania.

Miasto o numerze 42 ma rozktad 2-3-7, czyli jest polaczone z trzema miastami o mniejszych
numerach (2-3, 2-7 oraz 3-7). Miasta o numerach wiekszych niz 42 z ktérymi jest ono skomuni-
kowane maja posta¢ 42-p dla pewnego pierwszego p. Najwieksza liczba pierwsza p spelniajaca
nier6wnos$é¢ 42 - p < 2020 to 47, wiec p € {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47}.
Miasto 42 jest zatem polaczone z 15 miastami o wigkszych numerach.



Zadanie 27. Arek wymyslil nowa figure szachowa ktéra nazwal piorun. Piorun moze
poruszaé sie do przodu jak wieza oraz do tylu jak skoczek tak jak pokazano na rysunku. Arek
postawil go na srodku szachownicy 3 x 3 i wykonal 2020 ruchéw zgodnie z zasadami. Ile
maksymalnie razy piorun stanal na jednym polu?

XXX | X

Wynik. 673

Rozwigzanie. Latwo zauwazy¢ ze po dwoch ruchach nie mozemy wrécié na to samo miejsce.
Nawet na szachownicy 3 X 3 mozemy jednak wréci¢ po trzech ruchach jak pokazano na
rysunku.

SN
2 >
1 Ve

A B C

Jezeli piorun dostanie sie na jedno z pél Al, A3, C2 moze zaczaé krazy¢ i odwiedzaé kazde
z tych pél co trzeci ruch. Poniewaz zaczynamy na B2 mozemy przejsé na B3 a nastepnie Al
i dostaé sie na cykl w dwdch ruchach (w jednym ruchu nie jest to mozliwe). To zostawia
nam 2018 ruchéw na chodzenie po cyklu i poniewaz 2018 = 672 - 3 4+ 2 mozemy wykonac¢ 672
obrotéw. Czyli pole Al zostanie odwiedzone 673 razy.

Zadanie 28. Radek $cigal sie¢ z baranem na okraglym torze, na ktérym start i meta znajduja
sie w tym samym miejscu. Rozpoczeli bieg w tym samym momencie, biegli w jednakowym
kierunku i spotkali si¢ na mecie. Jednakze baran byl szybszy, wiec przebiegl wiecej okrazen
niz Radek, ktéry ukonczyl tylko trzy okrazenia. W sumie spotkali sie 2020 razy, wliczajac
w to spotkanie na starcie i na mecie. Nastepnego dnia biegli ponownie, ale Radek zmienit
kierunek biegu. Ich predkosci i czas trwania wyscigu byly takie same jak poprzedniego dnia.
Ile razy spotkali sie¢ w trakcie drugiego wyscigu?

Wynik. 2026

Rozwigzanie. Oznaczmy przez n liczbe okrazen wykonanych przez barana. To znaczy, ze
predkosé¢ Radka wynosi 3, a predko$¢ barana n (w okrazeniach na wyscig). Predko$é barana
wzgledem Radka wynosi n — 3. Spotkanie nastepuje za kazdym razem, gdy baran (patrzac
wzgledem Radka) przebiegl pelng liczbe okrazen, czyli n — 3 razy, nie liczac spotkania na
starcie. Wynika stad, ze n = 2022. Analogicznie, gdy biegli w przeciwnych kierunkach, ich
predkos¢ wzgledna wynosita n + 3 = 2025, czyli spotkali sie 2025 razy, nie liczac startu.
Ostateczna odpowiedz to 2025 + 1 = 2026.
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Zadanie 29. Patryk gra w gre, w ktérej jego bohater zbiera trzy rodzaje przedmiotéw:
obrone, atak i zdrowie. Kazdy z nich moze by¢ na poziomie od 1 do 10. Mozna potaczy¢
dwa rézne przedmioty tego samego poziomu, aby uzyskaé trzeci przedmiot na poziomie
o jeden wyzszym. Na przyklad z polaczenia obrony z poziomem 3 i ataku z poziomem 3
otrzymamy zdrowie z poziomem 4. Ile atakéw z poziomem 1 musimy mieé, aby uzyskaé atak
z poziomem 10, zakladajac, ze mamy dostep do dowolnej liczby obron i zdrowia z poziomem 17

Wynik. 170
Rozwigzanie. Oznaczmy przez a;, 0;, z; liczbe atakéw, obron i zdrowia z poziomem 1¢
potrzebnych do stworzenia ataku z poziomem 10. Wiemy, ze 019 = 219 = 0, a19 = 1 i zgodnie
z trescig zadania otrzymujemy

a;i—1 = 0; + 2,

Zi—1 = Qi + 0,

0i—1 =2z +a;
dla kazdego i € {2,...,10}. Zgodnie z tymi zasadami mozemy teraz wypelnié tabelke 10 x 3,
ktéra w gérnym wierszu ma liczby (0,0, 1).

0 0 1
1 1 0
1 1 2
3 3 2
5 5 6
11 11 10
21 21 22
43 43 42
8 85 86
171 171 170

Zatem odpowiedzia jest 170.
Aby rozwigzaé zadanie w inny sposob zauwazmy, ze przez symetrie 0; = z;. Indukcyjnie
udowodnimy tez, ze |a; — 0;| = 1. Réwnos¢ zachodzi dla i = 10 oraz

lai—1 —o0i—1] = |(2i +0i) — (a; + ;)| = |o; — a;| = 1.
Wiemy tez, ze
ai—1 + 0i—1 + zi—1 = (0; + 2;) + (a; + 2;) + (@i + 0;) = 2(a; + 0; + 2;),
czyli a; + o1 + 21 = 27 = 512. Korzystajac z powyzszych obserwacji dostajemy o; = z; = 171

ia; =170.

Zadanie 30. Adam kupit corce loda gatkowego. Lod mial ksztalt kuli o promieniu 4 cm
w wafelku o ksztalcie stozka. Adam zauwazyl, ze galka umieszczona zostala w wafelku
w nastepujacy sposob: §rodek kuli znajdowal sie dokladnie 2 cm powyzej podstawy stozka,
stozek byt styczny do kuli oraz powierzchnia stozka koficzyla si¢ doktadnie w miejscu stycznosci
z kulg. Jaka byla objetosé¢ stozka?
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Wynik. 247

Rozwigzanie. Niech punkt A bedzie srodkiem kuli, punkt B $rodkiem podstawy stozka,
punkt C' pewnym punktem stycznosci stozka z kula, a punkt D wierzchotkiem stozka, jak na
rysunku ponizej. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ABC mamy BC? =
2 2 _ _ . s 7. 3 . . BD _ BC
AC? — AB* =16 — 4 = 12. Z podobieiistwa tréjkatow ABC i CBD otrzymujemy 35 = Z5-
Wobec tego objetosé stozka wynosi
1 BC? 7122

1
V:§W-BCQ~BD:§W-BCQ~—:

AB ~ 3.2 4™

D

Zadanie 31. Uzywajac kazdej z cyfr 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 i 9 dokladnie raz, Weronika stworzyla
dwie liczby czterocyfrowe i dodata je do siebie. Znajdz maksymalng mozliwg sume cyfr tak
powstalej liczby.

Wynik. 31

Rozwigzanie. Oznaczmy dane dwie czterocyfrowe liczby przez a i b, zas sume cyfr dowolnej
liczby n przez S(n). Zachodzi wtedy nastepujaca zalezno$é: S(a+b) = S(a)+.5(b) —9-¢, gdzie
c jest liczbg sytuacji, gdy przenosimy jedynke do kolejnej kolumny w algorytmie dodawania
pisemnego. Obliczmy zatem S(a) +S(b) =1+2+3+4+6+ 7+ 8+ 9 = 40. Otrzymujemy
stad, ze jedyne mozliwe wartoséci S(a + b) to 40, 31, 22, 13 i 4.

Nie da sie jednak uzyskaé¢ 40, gdyz 9 dodana do jakiejkolwiek niezerowej liczby daje
co najmniej 10, a zatem powoduje przenoszenie jedynki. Z drugiej jednak strony 31 da sie
uzyskaé, np. w nastepujacy sposéb: 9678 + 4321 = 13999; 1 +3+9+ 9+ 9 = 31. Wynik
zatem to 31.

Zadanie 32. W pewnym turnieju badmintonowym rywalizuje oémiu zawodnikéw przydzielo-
nych losowo do drabinki turniejowej przedstawionej ponizej. Nastepnie zostaja rozegrane trzy
rundy zgodnie z zadana drabinka. Zwyciezca danej rozgrywki przechodzi do kolejnej rundy,
przesuwajac sie tym samym do najblizszego ,,wezla” powyzej. W naszym turnieju gra dwéch
profesjonalistow oraz szesciu amatoréw, w tym Dominik. Kazdy z profesjonalnych graczy
zawsze pokona amatora, z kolei mecze miedzy dwoma profesjonalistami lub dwoma amatorami
sg wyrownane i kazdy z graczy ma réwng szanse ich wygrania. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze Dominik zagra w finale?
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Wynik. &

Rozwigzanie. Dominik zagra w finale wtedy i tylko wtedy, gdy obaj profesjonalni gracze

zaczng w drugiej potéwce drabinki i Dominik wygra oba mecze w swojej potéwce. Zacznijmy

od ustalonej pozycji Dominika i wybierzmy pozycje dwéch profesjonalnych graczy. Prawdo-
3

podobienstwo, ze obaj oni znajda sie w drugiej potéwce wynosi % - 5. Wszyscy amatorzy sa

na tym samym poziomie, wiec prawdopodobienstwo, ze Dominik wygra oba mecze wynosi
4.3 1.1 1

76 2 27 14°

Zadanie 33. Na tablicy napisano nastepujace liczby

L
727377777100
W kazdym ruchu wybrane zostaja dwie liczby a i b. Nastepnie zostaja one zmazane i zastapione
liczba
ab
a+2ab+b

Operacja ta jest powtarzana tak dlugo, az na tablicy zostanie tylko jedna liczba. Znajdz

wszystkie mozliwe wartosci ostatniej liczby na tablicy.

Wynik. ﬁ

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze liczba n, ktéra zastepuje na tablicy liczby a i b, spelnia
a+2ab+b 1 1

1

—= ==+ -+ 2

n ab a b

Otrzymujemy, ze suma odwrotnosci wszystkich liczb na tablicy zwigksza si¢ o 2 w kazdym ruchu.
Skoro zostanie wykonanych doktadnie 99 operacji, to ostatnia liczba ¢ spelnia nastepujace

réwnanie

1 101 - 100
Z:2~99+1+2+...+1OO:198+T25248.

Zatem ostatnia liczba wynosi =rs.
Zadanie 34. Dany jest trojkat ABC o polu 1. Jego boki BC, CA, AB przedluzono

odpowiednio do punktéw D, E i F, w taki sposéb, ze BD = 2BC, CE = 3CA oraz
AF = 4AB, jak na rysunku. Znajdz pole tréjkata DEF.

E

AN

Wynik. 18
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Rozwigzanie. Oznaczmy przez H, i Hg spodki wysokosci poprowadzonych odpowiednio
z punktéw A i E na prosta BC.

E

L 5/LN N

F

Trojkaty prostokatne CAH 4 oraz CEHp sa podobne, zatem z réwnosci CE = 3C'A otrzy-
mujemy FHp = 3AH 4. Ponadto, z réwnoéci CD = BD — BC = BC dostajemy, ze pole
trojkata CDFE jest rowne

3-CD-EHg =14 -BC-3AH, =3.

Podobne rozumowanie pokazuje, ze pola tréjkatéw AEF i BF' D wynosza odpowiednio 2-4 = 8
oraz 3 -2 = 4, skad otrzymujemy, ze calkowite pole trojkata wynosi 1 +3 + 8 + 6 = 18.

Zadanie 35. Krolewska skarbniczka Halina podczas zbierania podatkéw wrzucala monety
do trzech workéw, dzielac je na te wazace po 10, 11 i 12 gramow. Niestety nie opisala ich
poprawnie i teraz nie wiadomo, ktéry rodzaj monet znajduje si¢ w ktérym worku. Krol
posiada wage umozliwiajaca wazenie przedmiotéw o masie do N graméw, gdzie N jest pewna
liczba calkowita (jezeli na wadze polozymy ciezszy przedmiot, to wskaze ona N). Twoim
celem jest poprawne przyklejenie etykiet na worki, wykonujac tylko jedno wazenie. Jaka jest
minimalna warto$¢ N, dla ktérej taka operacja jest mozliwa?

Wynik. 47

Rozwigzanie. Oznaczmy liczbe monet wyjetych z workéw do zwazenia przez a, b i c. Liczby
te musza by¢ parami rézne, aby dalo si¢ rozrézni¢ worki. Szukamy najmniejszych réznych
liczb a, b i ¢ takich, zeby a -k +b-1+ ¢-m byly parami rézne dla kazdej permutacji (k, I, m)
liczb 10, 11 i 12. Najmniejsza mozliwa tréjka to a = 0, b = 1 i ¢ = 2. Jednak nie jest ona
poprawna, bo 32 =2-10+ 12 = 2- 11 + 10. Kolejna mozliwo$¢ to a =0, b =1 and ¢ = 3.
Okazuje sie, ze ta trojka spelnia warunki zadania:

310411 = 41, 3-10+12 = 42, 3-114+10 = 43, 3-11+12 = 45, 3-12+10 = 46, 3-12+11 = 47.

Czyli waga musi dzialaé poprawnie do 47 graméw.

Zadanie 36. Dominika zdecydowala sie przej$¢ na diete ananasowa. Codziennie o 13:00
sprawdza, ile posiada ananaséw. Jezeli ma co najmniej jednego, zjada go. W przeciwnym
przypadku kupuje o jednego ananasa wigcej niz miata w jakimkolwiek innym dniu. Dominika
kupita swojego pierwszego ananasa pierwszego dnia o 13:00. Ile ananaséw bedzie miata 2020
dnia o 14:007

Wynik. 59
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Rozwigzanie. Oznaczmy liczbe ananaséw posiadanych przez Dominike w i-tym dniu o 14:00
jako s(i). Pierwsze dwa zera w ciggu s(1), s(2), s(3), ... pojawia sie na pozycji drugiej i piatej.
Skoro Dominika za kazdym razem kupuje o jednego ananasa wiecej, to odlegtosci miedzy
kolejnymi zerami w ciagu tworza ciag 3,4,5,.... Zera w ciagu s(i) znajduja sie zatem na
pozycjach o indeksie postaci

n(n+1)

2+3+4+...+n=T—1

dla pewnego n. Naszym celem jest znalezienie ostatniego wystapienia zera przed 2020 dniem.
W tym celu rozwigzujemy rownanie kwadratowe %x(x + 1) — 1 = 2020, ktére ma doktadnie

VABLO9=L " ezyli lezy miedzy 63 a 64. Stad ostatnie
zero jest 62. i znajduje sie na pozycji % — 1 =2015. Ciag s(i) wyglada potem nastepujaco:
63,62,61,60,59, ..., zatem $(2020) jest réwne 59.

jedno dodatnie rozwiazanie. Jest ono rowne

Zadanie 37. Farmer Janek wybudowal dla swoich prosiaczkéw chlew o powierzchni 252 m?2.
W $érodku ma $cianki, ktére dziela chlew na 16 prostokatnych sektorow. Scianki te mozna
przesuwaé réwnolegle do zewnetrznych $cian budynku na catej dtugosci lub szerokosci. W tym
momencie sektory maja powierzchnie zaznaczone na obrazku (w m?). Janek lubi matematyke
i dba o to, zeby sektory mialy zawsze boki o dlugosciach catkowitych w metrach. Wyznacz
wszystkie mozliwe powierzchnie sektora (w m?), ktéry znajduje sie¢ w prawym gérnym rogu
(zaznaczonego znakiem zapytania).

24 ?
18 12

12
30 | 10

Wynik. 8, 24

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze znamy stosunek szerokosci pierwszej i drugiej kolumny
(30 : 10) oraz pierwszej i trzeciej (18 : 12). Natomiast stosunek dlugosci pierwszej, drugiej
i czwartej kolumny wynosi 24 : 18 : 30. Po uproszczeniu proporcji dostajemy stosunek
3 :1: 2 dla pierwszej, drugiej i trzeciej kolumny oraz 4 : 3 : 5 dla pierwszego, drugiego
i czwartego wiersza. Dzigki temu mozemy uzupelnié obrazek, wprowadzajac niewiadome x i y
dla uwzglednienia otrzymanych proporcji.

24 | 8 [16] 4y
18| 6 |12| 3y

3x r |2z| 12

30 | 10 |20| 5y

Rozwazajac proporcje w zacieniowanym prostokacie dostajemy, ze 12 : 2z = 3y : 12, czyli
y = 24/x. Sumujac pola wszystkich sektoréw otrzymujemy

156 + 6z + 12y = 252,
co po podstawieniu y = 24/x i przeksztalceniu daje nam réwnanie kwadratowe
2 — 16z +48 =0,

ktorego rozwiazaniami sa = 4 i = 12. Szukane pole wynosi 4y = 96/x, czyli 24 lub 8.
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Zadanie 38. Krystyna i Stefan narysowali po jednym okregu na kartce w kratke. Kazda
z kratek ma wymiary 1 x 1. Oba okregi przechodza dokladnie przez trzy punkty kratowe
(punkty bedace wierzchotkami kratek). Okrag Krystyny ma promien %, a okrag Stefana jest
jeszcze mniejszy. Jaki jest promien okregu Stefana?

: 5v2
Wynik. %=

Rozwigzanie. Niech A, B, C' oznaczaja punkty kratowe na okregu Stefana. Wiemy, ze okrag
Stefana ma promien mniejszy od %, wiec odleglo$é miedzy A i B wynosi co najwyzej g,
a zatem z dokladno$cia do obrotu, ponizsze rysunki przedstawiaja wszystkie mozliwe wzajemne
polozenie punktéw A i B:

- . . . . . ™ . & . - -
. . . . . . ] L] L] & # Ll
. ] L] - L ] L] L ] L] - ] L ] -

Symetralna odcinka AB jest jednoczesnie osia symetrii okregu, a punkt C musi albo leze¢
na tej osi symetrii albo odbicie punktu C' wzgledem tej osi nie jest punktem kratowym. To
wyklucza sytuacje przedstawiona na pierwszym rysunku.

. . . - . » » - . . . -
P
-
/
L] . . L] » L R it # _-" @ -
P -

_____________ /
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#
L] . . - [ ] . [ ] . ] . . -

Sytuacja z drugiego rysunku mozliwa jest wylacznie, jesli C' lezy na osi symetrii. Ponadto,
ustawienie punktu C' wzgledem A oraz B musi by¢ zgodnie z sytuacja z drugiego, trzeciego lub
czwartego ustawienia, z dokladnoscig do obrotu. To prowadzi do wniosku, ze okrag Stefana
wyglada nastepujaco:

Musimy wyznaczy¢ promien tego okregu. Wprowadzmy uklad wspdélrzednych w taki
sposéb, ze punkty A, B, C' maja wspélrzedne (1,0), (0,1), (2,2). Podstawiajac te wartosci
do réwnania okregu (x — h)? + (y — k)? = r2, wyliczamy h, k i r, i otrzymujemy réwnanie
R Y

Zadanie 39. Siedmiu krasnoludkéw ma na glowie siedem kapeluszy o parami réznych kolo-
rach. Podly czarodziej Vierr-Tarra chce opracowaé taka klatwe zmieniajaca kolory kapeluszy,
ze:

e nowy kolor kapelusza zalezy wylacznie od jego poprzedniego koloru, w szczegdlnosci nie
jest istotne kto mial go wczesniej na glowie,

e po tym jak klatwa zadziala, kazdy z siedmiu pierwotnych koloréw jest obecny,

e jezeli Vierr-Tarra uzyje klatwy dwa razy lub trzy razy, to w obu przypadkach zaden
z krasnoludkéw nie bedzie mial tego samego koloru kapelusza co na poczatku.

Ile réznych klatw moze opracowaé¢ podly czarodziej Vierr-Tarra?
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Wynik. 720

Rozwigzanie. Skoro wszystkie mozliwe kolory kapeluszy maja byé¢ obecne po zadzialaniu
klatwy, to klatwa jest po prostu permutacja siedmiu oryginalnych koloréw. Kazda taka
permutacja moze zostaé¢ roztozona na roztaczne cykle ztozone z kolejnych koloréow. Z trzeciego
warunku cykle nie moga by¢ utworzone z jednego, dwoch, ani trzech koloréw. Nie da sie
jednak podzieli¢ siedmiu koloréw na wiecej niz jeden cykl dtugosci co najmniej cztery. Klatwa
zatem musi by¢ permutacja o jednym siedmioelementowym cyklu. Takich permutacji jest
6! = 720: wybieramy jeden z koloréw, jest sze$¢ mozliwosci wyboru koloru na jaki klatwa
moze go zmienié, dla tego koloru jest pie¢ mozliwosci, itd., az ostatni kolor musi przejsé na
pierwszy kolor.

Zadanie 40. Swistak Wojtek ma bardzo nietypowa klédke na kod. Jej nadzwyczajnosé
polega na fakcie, ze na kazdym z czterech pierscieni stuzacych do ustawienia kodu znajduje
sie inna liczba liczb. Na pierwszym pierscieniu umieszczone sa liczby od 0 do 4, na drugim
od 0 do 6, na trzecim od 0 do 10, a na ostatnim od 0 do 9. Wojtek pamieta, ze jezeli ustawi kod
na 0,0,0,0 i zacznie krecié wszystkimi pierécieniami jednoczesénie (tak, ze nastepna pozycja
bedzie 1,1,1,1), w pewnym momencie dotrze do kombinacji koniczacej si¢ na 5,1. Gdy taka
sytuacja powtdrzy sie drugi raz, pierscienie beda ulozone we wtasciwej pozycji, aby otworzy¢
ktodke. Jaki jest kod na ktédce Wojtka?

Wynik. 1,6,5,1

Rozwigzanie. Szukamy liczby calkowitej x, takiej ze dzielenie x przez 11 da reszte 5, a przez
10 da reszte 1. Poniewaz 10 i 11 sa wzglednie pierwsze, wigc na mocy chinskiego twierdzenia
o resztach istnieje dokladnie jedna taka liczba mniejsza od 110, a wszystkie inne rozwiazania
powstaja przez dodanie do niej 110. Latwo sprawdzié, ze najmniejsza liczba spelniajace te
warunki to 71. Aby ja znalezé mozna wypisywaé kolejne liczby postaci 11k + 5 i sprawdzaé
czy sa zakonczone na 1. Po tylu obrotach pierwszy raz wystapi uklad cyfr kofczacy si¢ na 5, 1.
Drugi raz taka sytuacja wystapi po 110 + 71 = 181 obrotach. Poniewaz dzielenie 181 przez 5
i 7 zwraca odpowiednio reszty 1 i 6, odpowiedzig do zadania jest kombinacja 1,6, 5, 1.

Zadanie 41. Na przekatnych niektorych pél planszy 4 x 4 umieszczono cztery dwustronne
lustra. Z kazdego z szesnastu odcinkéw znajdujacych sie na brzegu planszy wypuszczono
wiazke lasera w kierunku prostopadlym do tego odcinka. Wiazka lasera biegnie do przodu
i zmienia kierunek o 90° za kazdym razem, gdy napotka na swojej drodze lustro. Okazalo
sie, ze cztery wiazki lasera miaty jeden swdj koniec na dolnej, a drugi na prawej krawedzi
planszy, inne cztery wiazki mialy konce na prawej i gornej krawedzi planszy, jeszcze inne
cztery wiazki mialy kofice na gornej i lewej krawedzi, a pozostate cztery mialy konce na lewej
i dolnej krawedzi planszy. Dla ilu réznych ustawien luster mogla zaj$¢ taka sytuacja?
(Rysunek przedstawia jedno z takich ustawieni oraz niektére z laseréw.)

,,,,,,, /
/

L .
i h
Y | Y

Wynik. 144

Rozwigzanie. Poniewaz do dyspozycji mamy tylko cztery lustra i kazda wiazka lasera musi
w pewnym momencie zmieni¢ kierunek, wiec kazdy wiersz i kazda kolumna musi zawieraé
dokladnie jedno lustro. To mozna osiaggnaé¢ na 4! = 24 sposoby — wybieramy kolumne dla
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lustra w pierwszym rzedzie na cztery sposoby, nastepnie kolumne dla lustra w drugim rzedzie
na trzy sposoby, itd. W zwiazku z wymagana liczba wiazek biegnacych w kazdym kierunku,
musimy umieséci¢ dwa lustra réwnolegle do jednej przekatnej planszy i dwa pozostale lustra
rownolegle do drugiej przekatnej. Wobec tego po wybraniu pdl, na ktérych umieszczamy lustra
mozemy wybra¢ orientacje luster na (3) = 6 sposobow. Ostatecznie, nietrudno spostrzec, ze
kazda taka konfiguracja spetnia warunki zadania, wiec jest 24 - 6 = 144 mozliwych ustawien
luster.

Zadanie 42. Niech x; = 2020, a x,, bedzie liczba powstala przez przemnozenie x,_1 przez
najmniejsza liczbe pierwsza p, ktéra nie dzieli x,_1 oraz podzielenie przez wszystkie liczby
pierwsze mniejsze od p. Znajdz liczbe réznych dzielnikéw pierwszych xopa0.

Wynik. 9

Rozwigzanie. Pierwsze wyrazy ciagu to x1 =2-2-5-101 oraz o = 2-3-5-101. Zauwazmy,
ze jezeli wyraz ciagu nie dzieli sie przez kwadrat liczby pierwszej, to kolejny wyraz réwniez nie.
Zatem zaczynajac od xo mozemy przedstawi¢ wyraz x,, jako liczbe b,, w systemie dwodjkowym,
gdzie k-ta cyfra (od prawej) jest réwna 1, gdy «,, dzieli sie przez k-ta liczbe pierwsza. Nastepnie
zauwazmy, ze z definicji ciagu mamy b, 11 = b, + 1 dla wszystkich n > 2. Mamy

b2 = 100000000000000000000001115

oraz
bao20 = by + 111111000102 = 100000000000000111111010015.
—_———

=2018

Zgodnie z definicja by, liczba réznych dzielnikow pierwszych xogo jest réwna liczbie jedynek
w zapisie bagag, czyli 9.

Zadanie 43. Srodkowe w tréjkacie ABC' dziela go na sze$¢ mniejszych trojkatéw. Srodki
ciezko$ci tych szesciu trojkatow sa wierzchotkami szesciokata DEFGHI. Znajdz stosunek
pola DEFGHI do pola ABC.

Wynik. %

Rozwigzanie. Na ponizszym rysunku zaznaczone zostaly wszystkie istotne punkty: srodek
ciezkosci S trojkata AABC, srodki M,, My, M. bokow ANABC, érodki ciezkoéci D, E, F, G,
H, I mniejszych tréjkatéw, srodki D', E’, ..., I' odcinkéw MyA, AM,,...,CM,.




Skoro AE' = L1AB oraz AD’' = 1 AC, tréjkat AAE'D' jest podobny do AABC w skali
na mocy twierdzenia Talesa. Zatem, pole [AE'D’] jest réwne <[ABC]. Analogicznie, mamy
[BG'F'] = [CI'H'] = {5[ABC]. Zatem, pole szeiciokata D'E'F'G'H'I' wynosi 12[ABC]. Co
wiecej, jednoktadno$é o srodku w S i skali % przeksztalca szeéciokat DEFGH I na sze$ciokat
D'E'F'G'H'I', wiec pole szesciokata DEFGHI jest réwne

4 13

13
— . —[ABC] = —[ABC].
9 16[ ] 36[ ]
Zatem, szukany stosunek pél wynosi é—g.
Zadanie 44. Niech aq,a9,as, ... bedzie ciggiem liczb rzeczywistych spelniajacych warunek

a1 = agp20 Oraz apy1 = m(—1)™T — 2a,, dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych m.
Znajdz warto$¢ wyrazenia ay + as + ... + ag019-

: 1010
Wynik. 5=
Rozwigzanie. Dodajac stronami rownosci dla m = 1,...,2019 otrzymujemy

(a2—|—a3—|—...+a2020) = (1—2+3——|—2019)—2(a1—|—a2++a2019)
Korzystajac z tego, ze a3 = agp2p po przeksztalceniu mamy

3(a1+a2+...+a2019) = 1-243—...4+2019=
(1-2)4+(3—4)+...4+ (2017 — 2018) + 2019 =
= (—1)-1009 + 2019 = 1010.

Zatem ay +ag+...+ a219 = 1010/3

Zauwazmy, ze istnieje ciag spelniajacy warunki zadania. Dla dowolnego a;, kolejne wyrazy
sa wyznaczone jednoznacznie. Mozemy wiec wyrazi¢ warto$¢ asgeo przy pomocy liniowego
réwnania zaleznego od a1. Poréwnujac a; = asp20 mozna wyliczyé wartosé a;.

Zadanie 45. Sandra trzyma w rece pie¢ identycznych sznurkéow w taki sposéb, ze ich
konice zwisaja po dwéch stronach reki. Poprosita Wojtka, zeby losowo wiazal w pary sznurki
zwisajace najpierw z jednej strony reki, a potem z drugiej, tak, ze zostanie jeden niezwiazany
sznurek z kazdej strony. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze powstal w ten sposéb jeden dlugi
sznurek?

Wynik. 1%

Rozwigzanie. Nazwijmy sznurki A, B, C, D i E. Zalézmy, ze po jednej stronie sznurek A
jest niezwiazany, sznurek B jest zwiazany z C, a D z E. W takim przypadku jeden diugi
sznurek otrzymamy dokladnie wtedy, gdy po drugiej stronie A zwiazemy z B, C, D lub E
(4 opcje), a pozostaly wolny koniec z danej pary do jednego z dwéch z drugiej pary, co mozna
zrobié¢ na 2 sposoby (np. A zwiazemy z B, wtedy C' mozemy zwiaza¢ z D lub E). To daje
4 -2 = 8 opcji. Z kolei wszystkich mozliwych sposobow zwigzania sznurkéw z drugiej strony
jest 15, poniewaz na pie¢ sposobéw mozemy wybraé¢ niezwigzany sznurek i polaczyé pozostate
4 sznurki w pary na trzy sposoby. Daje to prawdopodobiefistwo 8/15.

Zadanie 46. Liczbe nazwiemy 2-pierwszq jesli kazda para kolejnych cyfr tej liczby tworzy
inna dwucyfrowsa liczbe pierwsza. Na przyklad, 237 jest 2-pierwsza, ale 136 i 1313 nie sa
2-pierwsze. Znajdz najwicksza 2-pierwsza liczbe.

Wynik. 619737131179
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Rozwigzanie. Rozwazmy skierowany graf o czterech wierzchotkach oznaczonych cyframi
1,3, 719, przy czym dwie cyfry laczymy strzalka wtedy i tylko wtedy, gdy dwucyfrowa
liczba utworzona przez te cyfry jest pierwsza. Zauwazmy, ze w grafie wystepuje petla przy
wierzcholku oznaczonym cyfra 1.

l\
7

Zal6zmy na chwile, ze istnieje $ciezka w tym grafie wzdluz narysowanych strzalek, ktéra
wykorzystuje kazda strzatke doktadnie raz. Wtedy najwieksza liczba 2-pierwsza moze by¢
uzyskana przez dopisanie cyfry na poczatku ciagu cyfr odwiedzonych przez jedna z takich
Sciezek. W rzeczy samej, z definicji liczby 2-pierwszej wynika, ze wszystkie jej cyfry, nie liczac
pierwszej cyfry od lewej, naleza do zbioru {1,3,7,9} oraz ze zadna strzalka nie moze byé
uzyta dwa razy. Wobec tego zadna liczba 2-pierwsza nie moze mieé¢ wiecej cyfr niz liczba
strzalek w grafie powiekszona o dwa, tzn. 12. Ponadto, pierwszg cyfra nie moze by¢ ani 9
ani 7, gdyz to spowodowaloby dwukrotne wystapienie liczby odpowiadajacej pewnej strzatce.
Poniewaz liczby 61, 83, 87 i 89 sa pierwsze, nie potrzebujemy mniejszych cyfr i pierwsza cyfra
jest 6 lub 8.

Teraz znajdujemy S$ciezke o opisanych wyzej wtasnosciach, ktéra utworzy najwieksza
mozliwg liczbe. Z jednej strony, liczba strzalek wchodzacych do 9 jest o jeden wigksza
niz liczba strzalek wychodzacych z 9. Z drugiej strony, liczba strzatek wchodzacych do 1
jest o jeden mniejsza od liczby strzalek wychodzacych z 1. Liczba strzalek wchodzacych
i wychodzacych do pozostalych cyfr jest taka sama. Z obserwacji tych wynika, ze nasza Sciezka
musi zaczynaé sie¢ w jedynce i konczyé w dziewigtce. Z jedynki wchodzimy do dziewiatki,
poniewaz jest to najwiekszy mozliwy sasiad jedynki. Z tego samego powodu z dziewigtki
przechodzimy do siédemki. Nastepnie nie mozemy wréci¢ do dziewiatki, bo to zakonczyloby
przedwczesnie nasza $ciezke, wiec musimy p6j$¢ do tréjki, nastepnie z powrotem do siédemki,
itd. Za pomocsg takiego algorytmu zachtannego otrzymujemy 19737131179 i poniewaz 81 nie
jest liczba pierwsza, wnioskujemy ze najwieksza liczba 2-pierwsza jest 619737131179.

Zadanie 47. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Punkty D i E
lezg odpowiednio na odcinkach AB i AC, przy czym O jest srodkiem odcinka DFE. Wyznacz
dtugosé odcinka CE wiedzac, ze AD =8, BD = 3 oraz AO =T.

. Nont
Wynik. 4—721

Rozwigzanie. Niech A’, B’,C’ bedg odbiciami odpowiednio punktéw A, B,C' wzgledem
punktu O. Poniewaz O jest srodkiem odcinka DE, to punkt D (odpowiednio E) jest punktem
przeciecia odcinkéw AB i A'C’ (odpowiednio AC' 1 A’ B’). Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa
dla prostokatnego trojkata AA’B’ obliczamy

B = \/AA? — A'B? = /142 — 112 = 5V/3.
Nastepnie, ponownie uzywajac twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AB’E otrzymujemy

=V +9=2v2l.
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Tréjkaty AB'E oraz A'CE sa podobne, zatem
cB _BE
AE AR’
skad wynika, ze
B'E 3 4-3-421 421

=8

E=AF- : =
¢ AFE 2v/21 21 7

A

Drugie rozwigzanie: Potega punktu D wzgledem okregu opisanego na tréjkacie ABC o pro-
mieniu 7 = AO jest réwna

—3.8=-DB-DA=0D?-1?= OE=0D =49 - 24 =5.
Z twierdzenia cosinuséw w AADO otrzymujemy
82 =524+ 7% - 2.5-7cos(ZAOD).

Poniewaz cos(ZAOE) = cos(180° — ZAOD) = —cos(ZAOD) = —1, to z tego samego
twierdzenia dla AAOFE wynika

AE* =7 452 —2.5-7Tcos(LAOE) = 84 = AE = V84 = 2V/21.
Podobnie jak wyzej, potega punktu E wzgledem okregu opisanego na tréjkacie ABC wynosi

24 421
—2V21-EC=5>-T"—=FEC=— =t
2v/21 7

Zadanie 48. Prostokat o wymiarach 7 x 24 jest podzielony na kwadraty 1 x 1. Jedna z jego
przekatnych wycina tréjkaty z niektorych kwadratéw. Znajdz sume obwodéw wszystkich
wycietych tréjkatéw.

. 56 _ 1R2
Wynik. 5 =183
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Rozwigzanie. Niech 24 bedzie szerokoscia, a 7 wysoko$cia prostokata. Rozwazmy przekatna
z lewego dolnego rogu do prawego gérnego. Ma ona nachylenie %. Przekatna wycina tréjkaty
doktadnie wtedy, kiedy przechodzi przez poziomy odcinek oddzielajacy dwa kwadraty oraz
przy przechodzeniu przez prawy bok kwadratu z lewego dolnego naroznika i lewy bok kwadratu
z prawego gérnego naroznika. Sytuacja, kiedy przekatna przechodzi przez poziomy odcinek
zostala przedstawiona na rysunku.

ik

1

Skoro kat nachylenia jest staly, to suma obwodéw powstalych dwéch tréjkatéow jest réwna
obwodowi tréjkata prostokatnego o bokach 1 i 2—74. Przeciwprostokatna tego tréjkata ma

dlugos¢ /1 + (ﬁ)2 = %, wiec jego obwdd to %. Przekatna przechodzi przez poziomy
odcinek dokladnie 6 razy, a trojkaty wyciete z dwéch naroznych kwadratow sa réwniez

tréjkatami prostokatnymi o bokach 1 i %, wiec daje to odpowiedz 8 - % = %.

Zadanie 49. Dodatnig liczbe calkowita n nazwiemy pietrowg, jedli da sie przej$¢ z dowolnego
pietra 8788-kondygnacyjnego budynku do kazdego innego pietra, dopuszczajac wylacznie
schodzenie o 2020 pieter w dot lub wchodzenie o n pigter do géry. Znajdz najwiecksza pietrowa
liczbe.

Uwaga: 8788-kondygnacyjny budynek ma 8788 pieter: parter oraz 8787 pieter ponad parterem.
Wynik. 6763

Rozwigzanie. Po pierwsze, aby méc opusci¢ dwa tysiace dziewigtnaste pietro, musi zachodzié
nieréwnosé 2019 4+ n < 8787, skad n < 6768. Po drugie, warunek d := NWD(2020,n) = 1 jest
konieczny, gdyz z a-tego pietra mozna przemiescié¢ sie do b-tego pietra tylko jesli d | a — b.
Pamietajac o tym, ze 2020 = 22 - 5 - 101, mozemy wykluczyé kilku kandydatéw na najwieksze
mozliwe n: 6768 dzieli sie przez 2, 6767 dzieli sie przez 101, 6766 dzieli sie przez 2, 6765 dzieli
sie przez 5, 6764 dzieli sie przez 2 i w koncu NWD(6763,2020) = 1.

Pozostaje wykazaé, ze liczba 6763 jest pietrowa. Korzystajac z algorytmu Euklidesa
znajdujemy liczby calkowite z, y takie, ze 6763z — 2020y = 1 i mozemy zalozy¢, ze x, y sa
nieujemne, gdyz dodanie 2020 do = oraz 6763 do y zachowuje te réwnosé. Twierdzimy, ze
zaczynajac od pigtra o numerze 0 < f < 8786 jesteSmy w stanie wykonaé ciag x ruchéw do
gbry oraz y ruchéw na dét w takiej kolejnosci, ze na koncu znajdziemy sie na pietrze o numerze
f+1. W rzeczy samej, poniewaz 2020 4 6763 < 8787, wiec zawsze mozemy wykonaé¢ ruch w co
najmniej jednym kierunku. Ponadto, jesli uzyliémy wszystkich ruchéw na dét (odpowiednio:
w gore), musimy by¢ ponizej (odpowiednio: powyzej) pietra f + 1 i wykonanie pozostatych
ruchéw w gére (odpowiednio: w dét) doprowadzi nas na pigtro f + 1. Podobnie pokazujemy,
ze 7 kazdego pietra 1 < f < 8787 mozemy zejs¢ pietro nizej. Wnioskujemy, ze 6763 jest
najwieksza pietrowa liczba.

22



Zadanie 50. W ponizszym kryptarytmie

_l’_
+

Olm
SOy
Z2l2m 0

G
B

I=v] f=viliey

réznym literom odpowiadaja rézne cyfry. Zadna z czterech powstalych liczb nie zaczyna sie
zerem. Ponadto wiadomo, ze BLUFE jest kwadratem liczby calkowitej. Znajdz pieciocyfrowa
liczbe calkowita odpowiadajaca napisowi BROW N.

Wynik. 85230

Rozwigzanie. Oznaczmy kolumny od lewej do prawej liczbami od 1 do 5. Niech ponadto
c1,C2, ..., C5 oznaczajy wartosci ,,przenoszone” z odpowiedniej kolumny do nastepnej. Zauwaz-
my, ze ¢y = 0 oraz 0 < ¢; < 2 dla kazdego « = 2,...,5: wynika to indukcyjnie ze spostrzezenia,
ze suma trzech cyfr oraz cyfry nie wiekszej niz 2 przeniesionej z poprzedniej kolumny daje
co najwyzej 29. Zauwazmy ponadto, ze co < 1 — wynika to z faktu, ze w drugiej kolumnie
mamy dwie rozne cyfry, a ponadto c3 < 2. Z obserwacji pierwszej kolumny otrzymujemy, ze
co # 0, azatem co =11 G+ 1= B. Z obserwacji piagtej kolumny otrzymujemy D + E = 10,
gdyz obie liczby D i E nie moga by¢ réwne zeru, zatem c5 = 1. Skoro B+ R+c¢3 = ¢o- 10+ R,
to B =9 lub B = 8. Zatem BLUEFE sklada sie z czterech réznych cyfr i jest kwadratem
liczby catkowitej n spetniajacej 90 < n < 99. Wykluczajac kwadraty z powyzszego przedzia-
tu, ktérych cyfry sie powtarzaja, zostaja nam tylko nastepujace mozliwosci dla wyrazenia
BLUE: 8649, 9025, 9216, 9604 oraz 9801. Na mocy D + E = 10 mozemy wykluczy¢ 9025,
gdyz w przeciwnym przypadku otrzymalibyémy D = E = 5. Ponadto 9801 nie jest mozliwe,
gdyz wtedy D = B = 9. Podobnie 9604 nie jest mozliwe, poniewaz pociagaloby to za soba
L =D = 6. Z pomoca czwartej kolumny mozemy takze wyeliminowa¢ mozliwosé 9216, gdyz
wtedy otrzymalibyémy F+U 4+ E+1=6+14+6+1 = 14, skad W = 4, co staloby
w sprzecznosci z D = 4. Zatem jedyna mozliwa wartoécia wyrazenia BLUFE jest 8649.

Z faktu,ze B=8, L =6,U =4, E =9, latwo otrzymujemy, ze D =1, W =3 oraz G =7,
a ponadto cs = ¢4 = 2. Na podstawie trzeciej kolumny otrzymujemy R+ L+ E+c4 = ¢3-10+0,
co mozemy przepisa¢ jako R 4+ 17 = 20 + O, jedyna mozliwo$cia wartosci dla R i O jest
R =510 = 2. W rezultacie otrgymujemy N = 0, a zatem jedynym rozwiazaniem danego
kryptarytmu jest

-

|~

| Ut Co
N[O O Ut
WO =~ ©
oo ©

Zadanie 51. ZnajdZz najmniejsza liczbe catkowita k& > 1, dla ktérej nie istnieje taka
k-cyfrowa liczba calkowita dodatnia n, ze kazda jej cyfra jest nieparzysta oraz S(S(n)) = 2,
gdzie S(x) oznacza sume cyfr liczby z.

Wynik. 103

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze S(m) = 2 dla nieparzystej liczby calkowitej m, wtedy
i tylko wtedy, gdy m = 10¢ 41 dla pewnej liczby calkowitej dodatniej £. Jesli k& = 103, to S(n)
jest liczba nieparzysta dla dowolnej k-cyfrowej liczby n o wszystkich cyfrach nieparzystych.
Zatem jesli S(S(n)) = 2, to S(n) musi byé postaci 10° + 1. Jednakze

101 < 103 -1 < S(n) < 103 -9 =927 < 1001

dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n, ktora posiada 103 cyfry. Zatem k = 103 spelnia
warunki zadania.

23



Udowodnimy, ze dla nieparzystych k < 103 istnieje n opisane w zadaniu. Latwo zauwazy¢,
ze S(n) moze przyja¢ dowolna nieparzysta wartos¢ wieksza lub réwna k oraz mniejsza lub
réwna 9k. Jedli 1 < k < 11, to 9k > 18 > 11, wiec S(n) moze byé réwna 11, a zatem istnieje
n takie, ze S(S(n)) = 2. Jesli 101 > k > 11, to 9k > 9 - 13 = 117 > 101, wigc S(n) moze by¢
réwne 101 oraz znowu S(S(n)) = 2. Zatem k > 101.

Jedli k < 103 jest parzyste, to rozumowanie jest analogiczne. Jedyna réznica jest to, ze
S(n) jest parzyste. Dla k = 2 mozemy uzy¢ n = 11. Jesli 2 < k < 20, to 9k > 20, wiec
mozemy znalezé n, dla ktérego S(n) jest réwne 20. Jesli 103 > k > 20, to 9% > 180 > 110,
wiec S(n) moze byé réwne 110.

To pokazuje, ze 103 jest najmniejsza liczbg o szukanych wlasnosciach.

Zadanie 52. Piotrek kupil przedstawiona na rysunku ponizej szachownice, ktéra powstala
z prostokata o wymiarach 1010 x 2020 przez usuniecie mniejszego prostokata. Nastepnie
umiedcit robaczka na kazdym polu szachownicy. Niestety, niektore robaczki miaty kaszel. Co
gorsza, kaszel byl bardzo zarazliwy: kazdy robaczek znajdujacy sie na polu sasiadujacym
7z co najmniej dwoma polami zawierajacymi kaszlacego robaczka réwniez zlapal kaszel. (Dwa
pola sasiaduja ze soba je$li maja wspdlny bok.) Wyznacz najmniejsza mozliwa liczbe ro-
baczkdéw, ktoére moglyby zarazi¢ wszystkie pozostale robaczki. Zaden robaczek nie ruszal sie
7 zajmowanego pola.

1200
200 200

1010

1200

2020

Wynik. 2630

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli robaczek zostaje zarazony, to laczny obwdd obszaru zaj-
mowanego przez zarazone robaczki nie zwieksza sie. Wobec tego na poczatku musi by¢é
co najmniej P/4 zarazonych robaczkéw, gdzie P jest obwodem szachownicy (czyli su-
ma obwodéw duzego prostokata i malego prostokata). Dzigki temu z tatwoscig obliczamy
P =2(2020 + 1010 + (2020 — 400) + (1010 — 400)) = 10520, a ponizszy obrazek przedstawia
ustawienie P/4 = 2630 kaszlacych robaczkéw, ktére sa w stanie zarazi¢ wszystkie pozostale.

Zadanie 53. Dodatnia liczba catkowita ma 25! r6znych dodatnich dzielnikéw. Ile maksy-
malnie piatych poteg liczb pierwszych moze byé¢ wérdd tych dzielnikow?

Uwaga: Symbol n! oznacza iloczyn wszystkich dodatnich liczb catkowitych mniejszych lub
réwnych n.
Wynik. 27
Rozwigzanie. Liczba p{*p3*...pi*, gdzie p; sa parami réznymi liczbami pierwszymi ma
(a1 +1)(az+1)...(ar + 1) dodatnich dzielnikéw. Widzimy wiec, ze najwigksza liczba piatych
poteg liczby pierwszej jest rowna najwiekszej mozliwej liczbie czynnikéw wigkszych lub
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réwnych 6 w rozkladzie liczby 25! na czynniki (niekoniecznie pierwsze). Aby zmaksymalizowaé
te liczbe, rozwazamy rozktad na czynniki pierwsze

25! = 9222.310.56.73.112.13.17-19- 23.

Zostawiamy liczby pierwsze wieksze od 5, taczymy kazda piatke i tréjke z dwdjka oraz
zapisujemy 2° jako 82. W ten sposéb otrzymujemy, ze najwieksza mozliwg liczba jest 27.

Zadanie 54. Dodatnie liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja uktad rownan

o +ay+y® =1,
v t+yz+2° =2,
22+ zx+2%=3.

Znajdz warto$¢ wyrazenia ry + yz + zx.

Wynik. %x/é = 2\/2

Rozwigzanie. Dodajac stronami pierwsze i trzecie rownanie i odejmujac podwojone drugie
otrzymujemy
2r—y—2z)(z+y+2) =0

i skoro z, y, z sa dodatnie, to 2z = y + z. Podstawiajac y = x — §, 2 = = + ¢ do ukladu
rownan danego w tresci zadania otrzymujemy

322 — 320 4+ 6% = 1,
3z 462 =2,
322 + 325 + 62 = 3.

Wynika stad, ze 26 = 1/3 i podstawienie otrzymanej réwnosci do drugiej réwnosci w nowym
uktadzie réwnan prowadzi do réwnania kwadratowego o rozwigzaniach

5 =1+3V6.

Jestesmy proszeni o wyznaczenie wartoéci 322 — §2 = 2 — 262 i poniewaz wynik ma by¢
dodatni, jedyna mozliwoscia jest %\/6

Drugie rozwigzanie: Obierzmy punkt P na plaszczyznie i narysujmy odcinki PA, PB i PC
dhugoéci odpowiednio z, y i z, przy czym ZAPB = /BPC = ZCPA = 120°. Poniewaz

cos(120°) = f%, wigc z danych réwnan i z twierdzenia cosinuséw wynika, ze AB = 1,

C =21 AC = /3. W takim razie ABC jest tréjkatem prostokatnym o polu S = g
ZauwaZmy tez, ze to pole moze by¢ obliczone jako suma pdl tréjkat PAB, PBC, PC A, wiec
S = $sin(120°)(zy + yz + zz). Poniewaz sin(120°) = ‘[ ,toxy+yz+ za = 2‘3/6.

Zadanie 55. Niech I i O beda odpowiednio $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC
oraz $rodkiem okregu opisanego na tym trdéjkacie. Spelnione sa przy tym réwnosci AB = 495,
AC =977 oraz LAIO = 90°. Wyznacz dlugo$é odcinka BC'.

Wynik. 736

Rozwigzanie. Rozwazmy jednokladno$é o srodku A i skali 2 oraz oznaczmy obrazy punktow
przy tej jednokladnosci przez dostawienie apostrofu. Wéwczas AO’ jest $rednicg okregu
opisanego na tréjkacie ABC i skoro ZAIO = 90°, I’ réwniez lezy na tym okregu. Wynika
stad, ze I' jest $rodkiem tuku BC niezawierajacego punktu A. Punkt I’ bedziemy teraz
oznaczaé przez S. 7 lematu o tréjlisciu punkt S spelnia réwnosé ST = SC'. Proste obliczenia
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na katach pokazujg, ze 4BCS' = 4BAS' = /CAS. Oznaczmy przez D przeciecie prostych
AS 1 BC. Wowczas ADSC ~ ACSA i w takim razie
sp_DpS_cs_s1 1
SI SC  SA  SA 2
jest odwrotnoscia skali jednokladnosci. Stad [BCI] = §[ABC], gdzie [XY Z] oznacza pole
tréjkata XY Z. Réwnosé te mozemy przepisaé¢ korzystajac z promienia r okregu wpisanego
w AABC w nastepujacy sposéb:
1 1

i wobec tego

_AB+AC 495 +977

BC = 736.

2 2

Zadanie 56. ZnajdZ wszystkie trojki (a, b, c) liczb calkowitych dodatnich, ktére spelniaja
réwnanie
3abc = 2a + 5b + Tc.

Wynik. (1,16,2), (2,11,1), (12,1,1)

Rozwigzanie. Podzielmy réwnanie stronami przez (dodatnia) liczbe abe:

3 2 n 5 + 7
be ca  ab’
Jesli wszystkie sposrod liczb a, b, ¢ sa wieksze niz 1 oraz przynajmniej jedna z nich jest wieksza
niz dwa, to prawa strona jest réwna co najwyzej

2 .5 7T 3 _,
2-3 2.3 2.2 12 ’

wiec przy tych zalozeniach nie istnieja liczby a,b,c spelniajace warunki zadania. Latwo
zauwazy¢, ze a = b = ¢ = 2 nie spelnia warunkéw zadania. Zatem przynajmniej jedna z liczb
a, b, ¢ jest réwna 1.

Jedli a = 1, to wyjéciowe réwnanie sprowadza sie do

3bc =2+ 5b+ Te,
ktore po przemnozeniu przez 3 mozna sprowadzi¢ do postaci

(3b — 7)(3c — 5) = 41.
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Skoro oba czynniki sa dodatnimi dzielnikami liczby pierwszej 41, ktéra daje reszte 2 przy
dzieleniu przez trzy, to rownanie ma doktadnie jedno rozwiazanie b = 16, ¢ = 2.
Jedli b =1, to otrzymujemy
3ac=2a+5+ Tc.

Analogicznie jak wczesniej, zwijamy w iloczyn
(3a —7)(3¢c —2) = 29,

co prowadzi nas do a = 12, ¢ = 1 (analogicznie jak w przypadku a = 1).
Jedlic=1, to
(3a —5)(3b —2) = 31.

To réownanie posiada dwie pary rozwiazan a = 12, b =1 oraz a = 2, b = 11.
Zatem réwnanie ma dokladnie trzy rozwiazania: (1,16,2), (2,11,1) oraz (12,1,1).

Zadanie 57. Na przyjeciu kazdy go$¢ ma dokladnie czternasdcioro znajomych wérdéd pozo-
stalych gosci. Kazda para znajomych ma dokladnie szescioro innych wspdélnych znajomych
obecnych na przyjeciu. Natomiast kazda para osob, ktére sie nie znaja, ma tylko dwoje
wspolnych znajomych. Ile gosci jest na tym przyjeciu?

Wynik. 64

Rozwigzanie. Wybierzmy go$cia x wraz z jego znajomymi i oznaczmy te grupe 15 o0s6b
jako H. Niech y bedzie czlonkiem grupy H, ré6znym od z. Ma on dokladnie 7 znajomych
poza H (z 14 jego znajomych jednym jest x, a szescioro jest wsp6lnym znajomym x i y, czyli
nalezy do H). Mamy wiec dokladnie ¢ = 14 - 7 = 98 par (y, z) takich, ze y jest czlonkiem H
réznym od x, a z jest znajomym y spoza H. Z drugiej strony, kazda osoba spoza H ma
doktadnie dwoje znajomych w H réznych od x (skoro nie zna sie z x, to maja oni dwoje
wspélnych znajomych, a oni nalezg do H). Zatem liczba ¢ wyznaczonych par jest dwukrotnie
wieksza od liczby gosci poza H. Skoro H sklada sie z 15 0s6b, to wszystkich oséb na przyjeciu
jest 15 +98/2 = 64.

Zauwazmy, ze taka konfiguracja 64 gosci jest mozliwa. Umiesémy gosci w tablicy 8 X 8,
dwoje z nich sa znajomymi, jezeli leza w tym samym wierszu lub w tej samej kolumnie. Latwo
zauwazy¢, ze warunki zadania sa wtedy spelnione.

Zadanie 58. Punkt P lezy we wnetrzu tréjkata ABC. Jezeli
AP=+3, BP=5 CP=2 AB:AC=2:1 oraz /BAC =60°,

to ile wynosi pole trojkata ABC?
: 6+7V3
Wynik. =522

Rozwigzanie. Rozwazmy taki punkt @), lezacy po przeciwnej stronie prostej AB niz punkt C,
ze NABQ ~ NACP. Skala tego podobienstwa jest réwna ‘g—g =2, stad AQ = 24P =23
oraz BQ = 2CP = 4. Zauwazmy, ze te réwnosci wraz z réwnoscia katow LQAB = LPAC
daja nam podobienstwo AAPQ ~ NACB, zatem ZAPQ = 90° oraz

PQ=1/(2V3)? - (V3)? =3

na mocy twierdzenia Pitagorasa. Poniewaz BP? = 52 = 42 + 32 = BQ? + PQ?, wiec
korzystajac ponownie z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy ZBQP = 90°. Niech punkt Q'
bedzie odbiciem punktu @ wzgledem $rodka odcinka BP. Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie
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prostokatnym AQ'B dostajemy AB? = PQ?+ (AP + BQ)? = 28 +8/3. Ostatecznie mozemy
stwierdzi¢, ze pole AABC jest rowne

l-AB-AC-sinﬁm = QABQ = M.
2 8 2

A

C

Zadanie 59. Niech P(z) = a,2™ + a,_12" ' + ... + a1x + ap bedzie takim wielomianem
o wspotczynnikach catkowitych nieujemnych, ze

V2l -1
P <2> = 2020.

Znajdz najmniejsza mozliwag warto$¢ wyrazenia a, + a,—1 + ...+ a1 + ao.
Wynik. 22

Rozwigzanie. Niech u =
zadanie w kilku krokach.

Krok 1: Sprawdzamy, ze u jest pierwiastkiem wielomianu G(z) = 22 + 2 — 5 i dzielimy
P(z) przez G(x), tzn. piszemy

v21-1
2

i zauwazmy, ze an + ap—1+ ...+ a1 +ag = P(1). Rozwigzemy

P(z) = Q(x)G(z) + Az + B

dla pewnych liczb catkowitych A, B i wielomianu @ o wspétczynnikach calkowitych (wspdlezyn-
nikiem wiodacym wielomianu G(z) jest 1, wiec standardowy algorytm dzielenia wielomianéw
prowadzi do takiego przedstawienia wielomianu P).

Krok 2: Poniewaz P(u) — 2020 = 0, wiec A, B sa catkowite i u jest liczba niewymierna,
skad wnioskujemy, ze A =01 B — 2020 = 0, tzn.

P(z) = Q(z)G(x) + 2020. ()

Krok 3: Jedli pewien wspolczynnik P(x), powiedzmy ag, spelnia ap > 5, to wielomian
P(z) = P(z) + G(x)2* = P(z) + (2% + = — 5)2* réwniez spelnia wszystkie warunki zadania
i ]5(1) = P(1) — 3. Powtarzajac te procedure tak dlugo jak to mozliwe, otrzymujemy
wielomian P(z) spelniajacy aj, € {0,1,2,3,4} oraz P(u) = 2020.

Krok 4: Udowodnimy, ze wielomian P spelniajacy te warunki jest wyznaczony jedno-
znacznie. Kazdy taki wielomian spelnia (x) dla pewnego wielomianu Q(z). Celem uzyskania
0 < ag < 4, gdzie ag jest wyrazem wolnym wielomianu P(z), wnioskujemy, ze wyraz wolny ¢
wielomianu @Q(x) musi spelniaé¢ gy = 404. Ze wzgledu na to, ze znamy wszystkie wspo6tczynniki
G(x) oraz to, ze wyraz wolny ma warto$é¢ bezwzgledna réwna 5, mozemy wyznaczy¢ wspol-
czynnik ¢ stojacy przy jednomianie x w Q(z) korzystajac z réwnania (). Rozumowanie to
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mozemy kontynuowaé obliczajac w kohicu wszystkie wspélezynniki Q. Jednoznaczno$é Q(z)
natychmiast implikuje jednoznaczno$é P(x).

Krok 5: Wystarczy teraz wykonaé¢ obliczenia powstale wskutek powtarzania procedury
opisanej w kroku trzecim. Zaczynamy z wielomianem stalym Py(x) = 2020 i liczymy:

4042 + 404z,

803 4 48422 + 4z,

96z + 1762 + 42 + 4z,

x 3525 4+ 1312* + 22 + 42% + 4z,

Py(z) =
Py(x) =
Py(z) =
Py(z) =
Ps(z) = 2625 + 612° + 2 + 23 + 422 + 4z,
Ps(x) =
Pr(z) =
Py(z) =
Py(x) =
(x)

xT

T

1227 4 3825 + 2% + 2% + 2% + 42% + 4z,

72 + 1927 + 32 + 2 + 2t + 23 + 42® 4 4u,

32% 4+ 102% + 427 + 32 4+ 2° + 2 + 23 + 422 + 4z,

2210 4 52% + 42" + 325 4+ 2% + 2t + 23 4 42 + 4z,
=M + 3210 4 427 + 325 + 2% + 2t + 23 + 422 4 42

T
xT
T
xT

P10 €T

Szukane minimum wynosi Pjp(1) =1+34+44+3+1+1+1+4+4=22.
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