Vzorovd resent Ndboj 2010
Uloha 1. Kvadr s délkami hran 1, a, 2a méa povrch 54. Najdéte hodnotu é&isla a.
Vysledek. 3.

Ndvod. Povrch kvadru s hranami délek z, y, z je P = 2xy + 22z + 22y. Po dosazeni 54 = 2a + 4a? + 4a
mtizeme jesté zkratit dvojkou a dostaneme kvadratickou rovnici 2a? + 3a — 27 = 0. Ta m4 dvé Feseni: 3
a —9/2. JelikoZ a je hrana, tedy kladné ¢islo, je jedind moZnost, a to a = 3.

Uloha 2. Pomoci pravé tii osmicek a libovolnych ze symbolt +, —, *, /, \/ vytvorte ¢islo 3. Jeden symbol
muzete pouzit i vickrat.

Vysledek. /8 +8/8 = 3.

Ndvod. Prosté se to musi uvidét.

Uloha 3. Vejtek mél knihu z teorie mnozin, jejiz listy byly ¢islované postupné 0, 1, 2, 3, ... Afro mu z
ni jeden list vytrhnul. Ted je soudet ¢isel na zbylych listech 2010. List se kterym éislem Afro vytrhnul?

Vysledek. List s ¢islem 6.

Ndvod. Pocet listt si oznaéime n. Kdyby byly vSechny, je jejich soucet roven n(n+1)/2 (jde o aritmetickou
posloupnost). Cislo chybgjiciho listu oznaéime p, takze 2010+p = n(n+1)/2. Rovnost mtizeme pienasobit
dvojkou a odhadnout: 4020 = n? +n —2p < (n+1)? (ze zad4ni vime 1 < p < n). Hleddme tedy nejmensi
celé n, pro které (n + 1) > 4020. Dostaneme n = 63 a pro toto n dopoéteme p = 6. Kdyby n bylo 64 a
vic, vyjde ndm p > n, coz zjevné nespliuje zadani.

Uloha 4. Al¢a postavila stavbu z nékolika jednotkovych kostek, které se vejdou do vétsi kostky rozmért
4 x 4 x 4. Pepovi vsak nakreslila jen pohledy postupné z jihu a z vychodu. Najdéte nejvétsi a nejmensi
pocet kostek, ze kterych mize byt stavba postavena, pokud mate stejné jako Pepa k dispozici pouze tento
obréazek.

Vysledek. Nejméné 14 kostek, nejvice 38.

Navod. Kdyz se podivame na stavbu shora, vidime nasledujici tabulku:

4 1 4 2

Cisla vedle fadki, resp. sloupctl znamenaji nejvétsi pocet kostek na jednom policku v daném Fadku,
resp. sloupci. Chceme-li, aby stavba obsahovala co nejvice kostek, postavime na kazdé policko nejvétsi
pripustny pocet kostek, tj. mensi ze zadanych maxim v daném fadku a sloupci. Vysledna tabulka vypada
takto:
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Hledany nejvétsi pocet kostek je soucet vSech ¢isel v tabulce, tedy 38.
Nyni najdeme nejmensi mozny pocet pouzitych kostek. Vsimneme si, Zze podminky pro maxima vy-
nucuji, aby bylo alespon jedno policko s pravé jednou kostkou, alespon jedno se dvéma kostkami, jedno



se tfemi a dvé se ¢tyfmi — vzdy tedy musime pouzit alespon 14 kostek. Snadno vSak kostky rozestavime
tak, aby jich nebylo vice nez tento dolni odhad, napf. takto:
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Nejméné tedy miize byt na stavbu pouzito 14 kostek.

Uloha 5. Blecha skace po miizovych bodech ¢tvereckové sité. Kazdym skokem se dostane o jeden miizovy
bod vy$, niz, doprava nebo doleva. Zac¢ne skikat z bodu (0, 0). Do kolika m#iZovych bodi se miize dostat
presné po deseti skocich?

Vysledek. 121.

Ndvod. Na zacatku je soucet blesich souradnic sudy. Kazdym skokem se zméni parita (zda je sudy nebo
lichy) sou¢tu — jedna soufadnice zistane stejnd, ke druhé se pfi¢te nebo odecte 1, takZe po 10 skocich
bude soucet opét sudy. Pro miiZovy bod (a, b) vezmeme jeho ,blesi vzdélenost* od pocatku jako |a| + |b].
Blecha se urcité nedostane na body vzdalenéjsi nez 10. Na vSechny body do vzdalenosti 10 s obéma
lichymi/obéma sudymi soufadnicemi se navic dostat umi. Tteba tak, Ze si napfed doskace doprava/doleva
kam az potfebuje, potom nahoru/dola tak daleko, aby se dostala do kyZzeného bodu, a piipadné zbylé
skoky proskace mezi nim a néjakym sousednim. Zbyva body secist. Tedy v blesi vzdalenosti 2 je 4 -2
bodi, ve vzdéalenosti 4 je 4 - 4 bodd, ..., ve vzdalenosti 10 je 4 - 10 a pocatek je jeden.

Uloha 6. Kolik existuje t¥iprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,20} takovych, Ze soucin jejich prvkii
je délitelny ctyrmi?
Vysledek. 795.

Ndvod. Spo¢téme naopak pocet trojic, jejichz soucin neni délitelny étyfmi. Ten je bud lichy (takovych
moznosti je (130) = 120), nebo je sudy, ale nedélitelny ¢tyimi, tedy vznikl jako soucin dvou lichjch éisel
(ta mlizeme vybrat (120) = 45 zplsoby) a jednoho ¢isla z mnoziny {2,6,10, 14,18}, neboli sudého a
nedélitelného ¢tyrmi. Toto ¢islo mizeme vybrat (‘;’) = 5 zpusoby. Dohromady 120445 -5 = 345 trojic ma

soucin nedélitelny 4, vsech trojic je (230) = 1140, a tedy téch se souCinem délitelnym 4 je 1140 —345 = 795.
Uloha 7. V aritmetické posloupnosti a1, as, ... ,asr je soucet ¢lenii s lichymi indexy rovny 1272. Zjistéte
soucet vSech ¢lenti této posloupnosti.

Vysledek. 2491.

Ndvod. Vyjadiime si kazdy ¢len posloupnosti pomoci ¢lenu agy a diference d. Mame a1 = as4 — 23d,
ag = ag4—22d,. .., a47 = ag4+23d. Nyni vidime, ze soucet vSech ¢lenti s lichymi indexy je 24-aqq = 1272,
protoze diference se ode¢tou. Obdobné pro soucet vsech ¢lenti dostdvame 47 - agq, coz po dosazeni dava
vysledek 1212 . 47 = 2491.

Uloha 8. V lichobé&zniku ABCD (se zakladnami AB a CD) plati 2|<ABC| = |<CDA|. Déle vime, Ze
|CD| =3 cm a |DA| =5 cm. Zjistéte velikost tisecky AB.
Vysledek. 8 cm.

Ndvod. V lichobézniku vyznac¢me osu thlu <CDA a ozna¢me P jeji prusecik se stranou AB:
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Protoze |[<CDP| = }|<CDA| = |[<PBC|, je PBCD rovnob&nik a |[PB| = |CD| = 3 cm. Déle diky
rovnosti |[<APD| = |<<ADP)| je trojuhelnik APD rovnoramenny (se zdkladnou PD), a tedy |AP| =
|AD| =5 cm. Hledanou velikost zjistime jako |AB| = |AP|+ |PB| = 8 cm.

Uloha 9. T¥i planety K, A a G obihaji kolem hvézdy N po soustiednych kruznicovych drahach (spole¢ny
stfed kruznic je hvézda N). Pohybuji se konstantni rychlosti a maji rtizné periody obéhu: 60, 84 a 140
rokli. Jednou se stalo, ze tyto tfi planety spolu s hvézdou N lezely na jedné piimce. Kolik nejméné roki
musi uplynout, aby K, A,G a N znovu lezely na jedné pfimce?

Vysledek. 105 roki.

Ndvod. Podivejme se nejprve, kdy budou hvézdy K a A znova lezet s N na jedné primce. Bude to tehdy,
kdyz (rychlejsi) hvézda K obéhne o polovinu dréhy vice nez hvézda A, neboli pro pocet obéhi z hvézdy
A musi platit 60(x + 1/2) = 84z, z ¢ehoz jednoduse plyne x = 5/4. TutéZ myslenku provedeme pro
hvézdy A a G, kde y oznacime pocet obéhii hvézdy A za dobu, nez se A, G a N znova srovnaji do pfimky.
Dostaneme rovnici 84y = 140(y — 1/2) a feSeni y = 5/4. Jelikoz x = y = 5/4, tak za dobu, kdy hvézda A
obéhne celkem 5/4 své drahy, coz je 105 roki, budou vSechny hvézdy opét na jedné piimce.

Uloha 10. Mon¢a se v jednom svém snu ocitla v jedné zapadlé roviné. Nachézela se v bodé se soufadnicemi
[—30,11] a vydala sa po pfimce az do bodu [9, —40]. Kolik m¥iZzovych bodd (mfiZzovy bod je takovy, ktery
m4 obé& soufadnice celodiselné) cestou navstivila? Zapocitejte i poc¢atecni a koncovy bod.

Vysledek. 4.

Ndvod. Nejprve si Monéinu rovinu posuneme tak, aby bod [-30,11] odpovidal bodu [0, 0]. Potom bod
[9, —40] odpovidé bodu [39, —51]. Pokud by Mon¢a po cesté kromé poéatecniho a koncového bodu potkala
prévé k mrizovych bodt, ty by délily cestu na k + 1 stejné dlouhych tsekii, a Monca by po cesté potkala
celkem k + 2 m¥izovych bodu (poéitdno i s krajnimi), tedy k + 1 musi délit obé hodnoty 39 i 51. Protoze
nejvétsi spoleény délitel cisel 51 a 39 je roven tfem, Monca po cesté potka pravé 4 mrizové body.

Uloha 11. Milo§ mé svoje oblibené pfirozené ¢islo. Vime, Ze je to nejmensi pfirozené &islo m takové, ze
¢isla m, m + 1 maji obé ciferny soucet délitelny cislem 14. Najdéte Milosovo oblibené ¢islo.

Vysledek. 5 899 999 999 999.

Ndvod. Pozorujeme, Ze pokud pravé k poslednich cifer ¢isla jsou samé devitky, ciferny soucet se pfictenim
jednicky zmensi o 9k — 1. Aby ciferné souc¢ty puvodniho i nové vzniklého ¢isla byly oba délitelné 14, musi
byt i jejich rozdil délitelny 14. Tedy musi platit 9k — 1 = 14n pro n € N. Snadno zjistime, Ze nejmensi k,
pro které rovnost plati, je £ = 11, a proto hledané ¢islo konéi pravé k devitkami. Nyni uz stac¢i doplnit
pred nasich k£ devitek nékolik cifer tak, aby ciferny soucet naseho cisla byl délitelny 14 a aby ¢islo bylo
co nejmensi. Tomuto odpovidaji cifry 5 a 8 (4 a 9 to byt nemohou, protoZe jinak by ¢islo nekonéilo na
pravé 11 devitek). Nejmensi takové pfirozené ¢islo je tedy ¢islo 5899999999999.

Uloha 12. Mé&jme pitlkruh s polomérem 1. Do ného vepiSeme nejvétsi kruh, jaky se vejde, a vybarvime
ho Sedé. Potom do neSedého zbytku pulkruhu vepiSeme nejvétsi kruh, jaky se vejde, tak, aby prinik s
Sedym kruhem byl nanejvys jednobodovy. Jaky polomér ma maly kruh?

Vysledek. 1/4.

Ndvod. Body si oznacime jako na obrazku. B je stfed pulkruhu, A stfed sedého kruhu, D stfed malého
kruhu, C je jeho bod dotyku s polomérem pulkruhu, 7' je bod dotyku pilkruhu a malého kruhu a E je
pata kolmice z D na AB.
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Polomér Sedého kruhu oznacime r = |AB| = 1/2, polomér malého kruhu bude d = |DC/|. Vime: |EB| =
|CD|, |AD| = r+d, |AE| =r—d, |BD| = |BT|—|TD| = 1—d. Trojthelnik ADE je pravouhly (s pravym
tthlem u F), tedy z Pythagorovy véty plati: |AD|?> = |DE|*+|AE|?. Trojthelnik DEB je rovnéz pravothly
(s pravym tihlem u E), takze podle Pythagorovy véty: |BD|?> = |DE|? + |EB|?. Dosazenim do druhé
rovnice dostavame: (1—d)? = |BD|? = |DE|>+|EB|?> = |AD|> - |AE]?+|EB|? = (r+d)* — (r —d)*+d>.
Po roznasobeni: 1 — 2d + d? = r2 + 2dr + d?> — r? + 2dr — d? + d? a po odeéteni: 1 — 2d = 4dr. Polomér r
zndme (1/2), tedy 4d=1,d =1/4.

Uloha 13. Kolika zptisoby mtizeme z 12 rfiznych hra¢i sestavit t¥i tymy po étyfech hragich?
Visledek. ('7)(5)/3! = 5775.

Ndvod. Do prvniho tymu vybereme hrace (f) zpusoby. Do druhého pak vybirdme ze zbyljch 8 hracq,
tedy (Z) zpusobil. Zbyli hrac¢i budou ve tfetim tymu. ProtoZze tymy jsou od sebe nerozlisitelné, musime
celkovy vysledek vydélit ¢islem 3!.

() ()

—=——== = 5775.
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Uloha 14. Vydislete vyraz 12 — 22 + 32 — 42 4 - .- + 20092 — 20102.
Vijsledek. —2 021 055 = —2010 - 2011/2.

R Ns

Ndvod. Oznaé¢me S hledany soucet. Cleny fady ,chytfe“ uzévorkujeme a pouZijeme vzorec pro rozdil
druhych mocnin:
S = (17 —2%) 4 (3° —4%) + - + (2009% — 2010°) .
S=(1-2)(1+2)+(3—-4)(3+4)+---+ (2009 — 2010)(2009 + 2010).

Je patrné, ze vSechny zavorky obsahujici rozdil maji hodnotu —1. Dostéavame tedy
S=—-(1+4+2)—(3+4)—---—(2009+2010) = —(1+2+3+4+---+ 2009 + 2010),
coz uz snadno vy¢islime dosazenim do zndmého vzorce 1 +2+ -+ +n =n(n+1)/2.

Uloha 15. Auto jede z kopce rychlosti 72 km/h, po roviné rychlosti 63 km/h a do kopce rychlosti 56
km/h. Cesta z mésta A do mésta B trvad 4 hodiny. Zpateéni cesta trva 4 hodiny a 40 minut. Jaki je
vzdéalenost po cesté mezi mésty A a B?

Vysledek. 273 km.

Ndvod. Oznac¢me s1, so resp. s3 vzdalenosti, které je pri cesté z A do B potfeba ujet z kopce, po roviné
resp. do kopce. Pti cesté zpét bude z kopce to, co bylo cestou tam do kopce a naopak, takze plati

S1 S92 S3
T S Y
72+63 56

S1 S92 S3 14

5 63 72 3
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takze hledané vzdalenost je 13 - 21 = 273 km.

Uloha 16. Na matfyzu mame podivny bankomat. Kdyz k nému Honzik naposledy pfisel, byla v ném
hotovost 500 korun v korunovych mincich a nic jiného. Z bankomatu se d4 bud vybrat pfesné 300 korun
(za predpokladu, Ze v ném alespon takova hotovost je) nebo do néj vloZit pfesné 198 korun. Jakou nejvétsi
hotovost si mohl Honzik vybrat, pokud u sebe na za¢atku nemél ani korunu? (Mohl vkladat a vybirat
kolikrat chtél a v libovolném pofadi.)

Vysledek. 498 korun.

Ndvod. Pfedpokladejme, %e b&hem prvnich nékolika krokt (krokem minime bud vybrani hotovosti z
bankomatu nebo jeji vloZeni) Honzik celkem m-krét vybral z bankomatu 300 korun a celkem n-krat
vlozil 198 korun. Potom ¢éastka, kterou u sebe nakonec mél, byla rovna 300m — 198n korunam. Protoze
6 je (nejvétsim) spoleénym délitelem ¢isel 198 a 300, musela byt Honzikova hotovost v kazdém okamziku
délitelna Sesti, a tedy nemohla pfesdhnout 498 korun.

Ukazeme, ze vybrani ¢astky 498 korun bylo mozné. Je snadné si uvédomit, ze v kazdém okamziku mohl
Honzik z bankomatu bud vybrat nebo do néj vlozit, pfi¢emz obé moznosti pfichdzely v iivahu jen tehdy,
kdyz u sebe mél 198 korun. Predpokladejme, ze Honzik pii vybirani postupoval tak, ze pokud u sebe mél
198 korun, vybral z bankomatu dalsich 300, a ve zbylych piipadech délal to, co musel (a pokud mél 498,
tak skoncil). Nyni si sta¢i uvédomit (rozmysli si), Ze béhem kazdych péti po sobé néasledujicich krokii
se Honzikova hotovost zvysila o Sest korun (dvakrat vybral a t¥ikrat vlozil), takze se timto algoritmem
postupné dostal az na kyzenych 498 korun.

Uloha 17. Slepime tfi stejné velké étverce do tvaru L. Rozdélte tento ttvar na osm shodnych atvarti.
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Vysledek.

T =

Uloha 18. Olin dostal na Velikonoce Sachovnici 8 x 8 bez pravého horniho a levého dolniho rohového
policka. Kolika zptsoby na ni mutze postavit osm vezZi tak, aby se navzajem neohrozovaly?

Vysledek. 30960 = 5040 + 25920 = 7! + 36 - 6!.

Ndvod. Moznosti je vic.

Ndvod. Aby se véze navzajem neohrozovaly, musi mit kazd4 sviij vlastni sloupec a vlastni fadek (v zddném
sloupci ¢ Fadku nemohou stat dvé véze). Jelikoz je véZi osm a Sachovnice mé pouze osm Fadkd a osm
sloupcti, bude v kazdém radku a v kazdém sloupci pravé jedna véz. Budeme rozestavovat véze do Fadki,
pfiGemz prednostné zaplnime krajni (netplné) radky.

Umistime-li véz v hornim fadku do policka nejvic vlevo, mizeme v dolnim fadku umistit véz do
kteréhokoliv policka — policko zcela nalevo, které ohrozuje prvni umisténa véz, na nasi Sachovnici chybi.
Tuto véz tedy mizeme umistit sedmi zptisoby. Zbyvajicich Sest vézi pak umistime nasledovné: v druhém
fadku (je jedno, jestli druhy odshora, nebo odspodu) miizeme véZ umistit na libovolné z Sesti policek (dvé
jsou ohrozena jiz umisténymi vézemi), ve tfetim pak vybirdme z péti poli¢ek (t¥i jsou ohrozena) atd. atd.,
aZ posledni véz miizeme umistit pouze na jediné neohrozené policko. Celkem tedy 7-6-5-...-1 = 7! = 5040
zpusobil.



V druhém piipadé umistime véz v hornim fadku na kterékoliv policko, jen ne na to nejvic vlevo
(takovychto policek je Sest, jelikoz v tomto faddku jesté chybi to nejvic napravo). Potom mutZeme umistit
véz ve spodnim rfadku pouze Sesti zpusoby, protoze ze sedmi policek v tomto fadku je jiz jedno ohrozené
vézi nahote. Zbyvajicich Sest vézi umistime stejné jako v predchozim ptipadé, celkem je tedy v tomto
pfipadé 6-6-6-5-...-1= 366! = 25920 zpusobu rozmisténi.

Shrnutim obou alternativ dostavame celkovy pocet zpusobu rozmisténi vézi jako 5040425920 = 30960.

Uloha 19. Kvadraticka rovnice 22 — ma + 2 = 0 s parametrem m méa kofeny a, b. Pfedpokladejme, Ze
1 1
a+ -, b+-
b a

jsou kofeny kvadratické rovnice 2% — px + ¢ = 0. Urcete hodnotu ¢ (v zévislosti na m).

Vysledek. 9/2.

Ndvod. M4-li kvadraticka rovnice 22 — mx + 2 = 0 kofeny a a b, potom plati (z — a)(z — b) = 0, tedy

22— (a+b)z+ab = 0. TakZe ab = 2 a a+b = m. M&-li kvadraticka rovnice 2% — pz + ¢ = 0 koteny a+1/b
a b+ 1/a, potom plati (x — (a +1/b))(x — (b+1/a)) =0. Tedy ¢ = (a+1/b)(b+1/a) = ab+2+1/(ab).
Tedy ¢ = 9/2.

Uloha 20. Vejtek si vymyslel étyii kladna, ne nutné celd ¢isla a, b, ¢ a d. Potom m4 Sest moznosti, jak
vynasobit pravé dvé z nich, konkrétné ab, ac, ad, bc, bd a cd. Frantovi ale Vejtek fekl pouze pét z téchto
Sesti soucinti, konkrétné 2, 3, 4, 5 a 6. Pomozte Frantovi najit Sesty soucin.

Vysledek. 12/5.

Ndvod. Vsimneme si, ze soucin abcd lze dostat nasobenim ¢isel ab, ac, ad, be, bd a cd tfemi riznymi
zpusoby. Pokud postupné néasobime dvojice z c¢isel 2, 3, 4, 5 a 6, jediné ¢islo, které se nam vyskytne
dvakrét je 12 =2 -6 = 3 - 4. Proto posledni hledany souéin je 12/5.

Uloha 21. V klobouku kouzelnika Pokusténa se kréi 8 ¢ernych a 4 bili kralici. Nahodné z klobouku
vytédhneme 6 kralika. Jaka je pravdépodobnost, Ze posledni vytazeny kralik bude ¢erny?

Vysledek. 2/3.

Ndvod. Uvazme vSechna mozné pofadi véech dvandcti krélikii (kréliky stejné barvy nerozlisujeme). Kazdé
z nich mé stejnou pravdépodobnost, Ze pravé tak budeme kraliky z klobouku tahat (rozmyslete si!). Pocet
poradi v nichz je na Sestém misté cerny kralik, je stejny jako pocet téch, v nichz je na prvnim misté cerny
kralik (staéi ono poradi posunout o 5 pozic). Hledana pravdépodobnost je tedy stejnd jako ta, ze prvni
vytazeny kréalik bude ¢erné barvy, ¢ili 2/3.

Uloha 22. Jaky zbytek dostaneme pfi déleni &isla 11 4 2% + - . + 2010%°10 dvanacti?
Vysledek. 1.

Ndvod. Zv1ast uréime zbytek po déleni tfemi a ¢tyfmi. Suda ¢isla vzdy umoctiujeme alespoil na druhou
a ziskavame tak cisla délitelna ¢tyimi. Pro licha ¢isla plati, Ze jejich zbytek po déleni ¢tyimi se zachova,
pokud je umociiujeme na liché &islo. To ovéfime napiiklad roznasobenim (4n + 1)2**! pomoci binomické
véty. Tyto zbytky jsou st¥idavé 1 a 3, pficem# posledni je 1 (od é&isla 200920%%), a zbytek zadaného ¢isla
po déleni ¢tyfmi je pak 1. Podobnym pouzitim binomické véty zjistime, ze ¢isla tvaru (3k 1) umocnénd
na n davaji po déleni tfemi zbytek 1, pokud n je sudé, a svij puvodni zbytek, pokud n je liché. Zbytky
po déleni tfemi se tedy periodicky opakuji: 1,1,0,1,2,0.... Tyto zbytky nyni secteme a vyjde, Ze zbytek
po déleni tfemi je 1. Tim je zbytek po déleni dvanacti jiz urcen jednoznacné a je to téz 1.

Uloha 23. Kija mé kus dfevéné desky tvaru rovnoramenného pravotihlého trojihelnika se stranami
délky 1, 1 a v/2. Chce ho roziiznout jednim fezem na dva kusy se stejnym obsahem. Poradte Kéje, kudy
vést nejkratsi fez (tj. tsecku), a uréete jeho délku.

Visledek. /2 — 1.

Ndvod. Jednoduse spo¢teme obsah desky, S = 1/2, tedy obsahy obou ¢éasti budou 1/4. Déle rozebereme
dvé moznosti. Bud ufizneme trojthelnik T4, ktery bude mit jeden vrchol pii tthlu 45°, nebo trojihelnik



T5 s jednim vrcholem pii pravém thlu. Oznacime-li strany trojuhelnika 77 pii thlu 45° hodnotami a a b
a tfeti stranu c, pak plati

1 b 2 2
1= S, = %sin45° = %ab = ab= g

Podle Kosinové véty a AG-nerovnosti déle plati

2 =a®+b%—2ab-cosd5® = a? +b%> — V2ab > 2ab—V2ab=vV2-1 = cZ\/\@—l.

Jelikoz vSak pro a = b nastava rovnost, umime dosdhnout fezu s ¢ = v/v/2 — 1. Ve druhém p¥ipadé pro
T, postupujeme obdobné, vychazi postupné ab = 1/2 a ¢ = 1. Nyni sta¢i vybrat mensi z téchto dvou

disel, coz je vV V2 — 1.

Uloha 24. Ktera policka mtizeme ze Sachovnice 8 x 8 vystfihnout, aby se zbytek dal pokryt 21 kostickami
tvaru 3 x 17

Vysledek.

Ndvod. Policka na Sachovnici rozdélime do t¥i skupin, tak jako na obrazku.

113 1131213
2111321321
312(1]3[2|1]3]2
1)13(27113[2]1|3
21113(2|1(3]|2]|1
312113 |2]1|3|2
1132113213
211131211 (13|2]1

Vsimnéte si, ze kazda kosticka zaplni pravé jedno policko od kazdé skupiny. Policek znacenych c¢islem 1
je o jedno vice nez ostatnich, takze vystfihnout musime jedno takové policko. Nyni policka rozdélime do
t¥1 skupin jesté druhym zptsobem, a to osové symetricky s prvnim rozdélenim. V jedné skupiné bude opét
o policko vice a vybér poli¢ek na vystiihnuti se ndm z(zi na pouhd ¢tyfi policka. Sami jisté ukazete, ze
pfi vysttiZzeni libovolného z nich jiz lze Sachovnici nasimi kostickami pokryt a tloha je tim pak vyfesSena.

Uloha 25. Savlik s Pepou hraji nasledujici hru. Maji hromadku s n zapalkami a stiidaji se v tazich.
Kazdy musi ve svém tahu odebrat z hroméadky kladny pocet zapalek neptrevysujici polovinu zapalek na
hromddce. Ten, kdo bude mit na za¢atku svého tahu jen jednu zdpalku (a tedy nebude moci provést sviij
tah), vyhraje. Kdy# vite, ze Savlik za¢ina, najdéte n nejblize k &slu 2010 takové, Ze Pepa miize vyhrat
(bez ohledu na to, jak dobfe hraje Savlik).

Vysledek. 1535.

Ndvod. Pozici nazveme vyhravajici, kdyz existuje vyhravajici strategie pro hrace, ktery je na tahu. Ostatni
pozice jsou prohravajici. Hledame tedy prohréavajici pozici nejblize ¢islu 2010. Pokud mame néjakou



prohrévajici pozici k, pak k+1 az 2k jsou vyhravajici — 1ze jednim tahem dostat protivnika do prohréavajici
pozice k. Naopak 2k + 1 je prohravajici, protoze vSechny tahy vedou do vyhravajicich pozic. Mame tedy
posloupnost prohravajicich pozic definovanou rekurentné jako k,, 11 = 2k, +1 a vime, Ze prvni prohravajici
pozice je 2 = ky. Snadno dopocitame, ze k19 = 1535 a k13 = 3071. Vysledek je tedy 1535.

Uloha 26. Trojthelnik ABC' ma pravy thel u vrcholu A. Na strané AB se nachéazi bod D, pficemz
|CD| = 1. Dale AF je vyska z bodu A na stranu BC'. Najdéte délku AD, pokud navic vite, ze |BD| =
|BE| = 1.

Vysledek. V2-1
Navod.

A B

Ozna¢me hledanou délku |AD| = z. Z Pythagorovych vét pro trojahelniky ABC a ADC vyjadiime
|BC|? = |AB|?+|AC|? = |AB|>+|CD|? - |AD|? = (1+2)?+1%2 — 2% = 2+2x. Z podobnych trojtihelnikt
ABE, CBA plyne rovnost pomeért

|AB| |CB]
[BE|  [BA|’

ve které vSechny vzdalenosti umime vyjad¥fit pomoci . Po ipravé (mimo jiné kraceni nenulovym vyrazem
r+1) vyjde 2 = (z +1)3, tedy = = ¥/2 — 1.

Uloha 27. MnoZina X mé n prvki. Nechf A, B jsou dvé ndhodné podmnoziny X. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze A je podmnozina B? Upfesnéni: Pfi ndhodném vybéru podmnoziny X vybereme kazdou
z 2™ podmnozin se stejnou pravdépodobnosti (rovnou 1/2™). Vybéry podmnozin A a B jsou navzdjem
nezavislé.

Visledek. (3/4)".
Ndvod. Vezméme si jeden prvek x € X. Pro néj mame ¢tyfi moznosti. Bud (z € A, x € B), nebo (z € A,
x ¢ B), nebo (x ¢ A, x € B), nebo (x ¢ A, z ¢ B). Aby platila inkluze A C B, nesmi pro zadny prvek

2 € X nastat moznost (x € A, x ¢ B), ¢emuz odpovida pravdépodobnost 3/4. Tato pravdépodobnost je
nezavisla pro viechny prvky = € X, proto vysledek (3/4)".

Uloha 28. Najdéte nejvétsi prirozené éislo m takové, ze rovnice 2009z + 2011y = m mé pravé jedno
feSeni v pfirozenych ¢islec(tj. v ¢islech 1,2,3,...).
Vysledek. 8 080 198 = 2 - 2009 - 2011.

Ndvod. Predpokladejme, Ze jsme pro dané m nasli néjakd = a y, kterd jsou feSenim rovnice. Pokud je
x > 2011, pak také dvojice x — 2011, y + 2009 je fesenim. Obdobné pokud y > 2009 tak i = + 2011,
1y — 2009 je feSenim rovnice. Nyni si stac¢i rozmyslet, ze pro m = 2009 - 2011 4 2011 - 2009 ma rovnice jen
jedno Feseni diky tomu, ze NSN(2009,2011) = 2009 - 2011.

Uloha 29. Najdéte alespon jedno realné é&islo x, pro které plati

\/1+\/1+\/m:x.




Viysledek. (v/5+1)/2.
Ndvod. Predpokladejme, ze realné ¢islo x spliuje /1 + x = . Potom

\/1+¢1+\/mz¢1+mzmzx,

a tedy = je feSenim nasi tlohy. Pro nezaporné x lze rovnost v/1+ x = x ekvivalentné prepsat jako
x + 1 = 22. Tato rovnice ma nezdporné feseni (/5 + 1)/2, které je tedy i feSenim ptivodni tlohy.

Uloha 30. Najdéte viechny dvojice (a,b) piirozenych ¢isel takové, Ze a +b ma (v desitkové soustavé) na
misté jednotek cifru 3, a — b je prvocislo a ab je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

Viysledek. (9,4).

Ndvod. Pokud maji ¢isla a, b spoleéného délitele vétsiho nez 1, pak vzhledem k tomu, ze a — b = p pro
néjaké prvodislo p, je timto délitelem pravé ono prvocislo. Pak ale musi platit « = (k+ 1)p a b = kp pro
n&jaké k € N. Dle zadéani je ab = (k + 1)kp? druhou mocninou pfirozeného ¢isla, tedy rovnéz (k + 1)k je
druhou mocninou piirozeného ¢isla. Protoze ¢isla k, k+ 1 jsou nesoudélné, musi byt ¢tvercem ptirozeného
¢isla kazdé z nich, coz vede ke sporu.

Ptedpokladejme nyni, Ze a, b jsou nesoudélna &isla. Jelikoz jejich soucin je étverec, musi byt a = n?,
b = m? pro né&jaka piirozena ¢isla m, n. Mdme a — b = (n + m)(n — m) = p, coz vzhledem k tomu, Ze p
je prvocislo, dava n +m = p, n — m = 1. Odtud dostavame n = p%l, m = pgl. Tedy

1\2 ~1\? 1
a+b<p;> +<PQ> =@ +1)=3 (mod 10),

coz dava p? = 5 (mod 10). Pak ale 5 déli p, a protoze p je prvoéislo, musi byt p = 5. Dosazenim do vztaht
pro a, b ziskdme jediné feseni ulohy, a to dvojici (a,b) = (9,4).

Uloha 31. Na $achovnici n x n je rozmisténych 1005 dominovych kosticek tak, Ze kazda z nich zakrjva
dvé policka $achovnice sousedici stranou. Zadné dvé dominové kosticky se neptekryvaji ani nedotykaji (a
to ani rohem). Najdéte nejmensi mozné n, pro které to mize platit.

Vysledek. 77.

Ndvod. Rozsifme si Sachovnici na rozmér (n 4+ 1) x (n + 1) pfiddnim jednoho sloupce vpravo a jednoho
fadku nahoru. Kazdé dominové kosticce pfifadime jeji stin jako na obrazku (stin je tedy obdélnik 2 x 3
resp. 3 x 2).

Podminka ze zad4ni nyni ¥{kd praveé to, ze zddnym dvéma kostickdm se nesméji piekryvat stiny (dotykat
se mohou). Navic diky pfidanému sloupci a fadku ztistane cely stin kazdé kosticky na Sachovnici. Kazdy
stin pokryva 6 policek, takze musi byt (n + 1)2 > 6 - 1005. Nejmens{ piirozené n, které toto spliuje, je
n="77.

Ukézeme nyni, Zze n = 77 skutetné vyhovuje. Umistime kostky do lichych sloupct (téch je 39). Do
kazdého sloupce se vejde az 26 kosticek, coz dava dohromady dokonce 39 - 26 = 1014 kosticek.

Uloha 32. Nechf n = pyps ... py je rozklad é&sla n na prvoéisla, ne nutné rtizna. Cislo n nazveme zelené,
pokud n dé&li (p; + 1)(p2+1)...(px + 1). Naleznéte nejmensi zelené ¢islo vétsi nez 100.

Vysledek. 144.

Ndvod. Ukazeme, ze mezi prvocisly mohou byt jen 2 a 3. Vezméme si tedy zelené Cislo n a nejvétsi
prvodislo pg, které ho déli. Pak py déli jednu ze zavorek (p; + 1)(pa + 1)...(px + 1). Posledni zévorku
Dk jisté nedéli a ostatni zavorky jsou pro pg > 3 ostie mensi nez py, takze jim nemuzou byt délitelné. V
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avahu tedy pfipadaji pouze ¢sla tvaru 23!, pfi¢emz abychom splnili podminku ze zadani, musi platit
I < m < 2. Nejmensi takové &islo vétsi nez 100 je 144 = 2432,

Uloha 33. Pro kazdou usporadanou dvojici piirozenych ¢isel (m,n) definujeme hodnotu f(m,n). Vime,
ze pro vSechna m, n prirozena plati

f,)=1, f(m+1,n)=f(mmn)+m, fimn+1)=f(mn)—n.

Najdéte vSechna pfirozend ¢isla p, pro ktera existuje ptirozené ¢islo ¢ takové, ze plati f(p, ¢) = 2010.
Vysledek. 2010, 1006, 291, 151, 70, 66.

Ndvod. Postupnym zvétSovanim m a n dostaneme jednoznacny tvar funkce spliujici dané podminky, a
to

f(m,n):1+(1+2+~~+(m—1))7(1+2+~~+(n—1)):1+m(m271)fn(n;l).

Po dosazeni f(p,q) = 2010 ndm staci zjistit, pro ktera piirozena p, ¢ plati vztah (po tpravé) 2-7%-41 =
2:2009 =plp—1)—q(¢g—1) = (p—q)(p+ q—1). Jelikoz vSak p + ¢ — 1 > p — ¢, sta¢l ndm najit
v8echna pfirozend k < /4018 délici 4018, pro kterd mé soustavap —q =k ap+q— 1 = 4018/k feSeni v
prirozenych ¢islech. Sec¢tenim obdrzime p = (k + 4018/k + 1)/2, coz je pfirozené ¢islo vzdy, nebot Citatel
je sudy. Analogicky vyjde i g pfirozené. Nyni jiz rutinné pro k = 1,2,7,14, 41,49 dosadime a dostaneme
p € {2010, 1006, 291, 151, 70, 66}..

Uloha 34. Na univerzité je s studenttl. Vi se, ze kazdy ucitel uéi pravé k studentt a pro kazdou dvojici
(riznych) studentl existuje pravé m uciteli, ktefi je uéi oba dva. Kolik uciteld je na univerzité?

Viysledek. uw = ms(s — 1)/k(k — 1).

Ndvod. Rekneme, 7e trojice ucitel-student-student tvofi tym, pokud ucitel oba studenty uci. Oznaéme
pocet tymil na univerzité X a spoc¢téme X dvéma zptusoby. Na jednu stranu kazdy z u uéitelt uéi k(k—1)/2
dvojic studentt, takze X = wu - k(k — 1)/2. Na druhou stranu existuje pro kazdou dvojici studentt (jichz
je s(s — 1)/2) m uditelt, ktefi je oba dva udi, takze X = m - s(s — 1)/2. Srovnanim ziskdme

ms(s —1)
k(k—1)

u =

Uloha 35. V roviné je nakreslenych 9 réiznych piimek. Kdyz se protnou pravé 2 piimky v jednom bodé,
nazveme tento prusecik modry, kdyz prave tii, nazveme ho cerveny. Nasich 9 pfimek umime rozdélit na
tfi trojice. Kazda primka z prvni trojice obsahuje 3 ¢ervené a 1 modry bod, pfimky z druhé trojice maji
2 ¢ervené a 4 modré body a kazda primka z tfeti trojice ma 2 Cervené a 3 modré body. Urcete, na kolik
casti déli téchto 9 pfimek rovinu.

Vysledek. 10 + 1242 -7 = 36.

Ndvod. Cely obrazek si miuzeme predstavit jako natazené provazky na sténé. Urcité umime obrazek natocit
tak, aby zaddny provézek nebyl vodorovné. Do kazdé oblasti ted dame jednu kulicku a budeme sledovat,
co s nimi udéla gravitace. Staci si rozmyslet, ze 10 kuli¢ek bude padat do nekone¢na, u kazdého modrého

bodu se zastavi pravé jedna kulicka a u kazdého ¢erveného dvé kulicky. Staéi tedy uz jen dopoditat, ze
modrych bodi je 12 a ¢ervenych je 7. Pocet oblasti je pak 10 + 12+ 2 -7 = 36.

Uloha 36. Najdéte nejmensi redlné ¢islo k takové, Ze pro vSechna realna &isla x, y plati 2z + 3y <
k22 + y2.
Vysledek. /13.

Ndvod. Volbou z = y = 1 vidime, Ze hledané ¢islo & musi byt kladné. Déle si rozmyslime, ze staci, aby
nerovnost platila pro vSechna kladna ¢isla x, y. Pfejdeme-li totiz od ¢isla = k ¢islu —z, jen zmensSime
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levou stranu a nerovnost si tak vlastné zjednodusime. Pro kladna ¢isla x, y mizeme ekvivalentné umocnit
a upravit do tvaru
(3 —2y)? + (k* — 13)(2® + y°) > 0.

Nyni vidime, Ze pokud k% < 13, nerovnost neplati kdykoliv 3z = 2y # 0, pfi¢emz pokud k% = 13,
nerovnost samoziejmeé plati. Hledané ¢islo je tedy & = +/13.

s w7

Uloha 37. Jsou-li  a y kladna celd ¢isla spliiujici zy = 2010(z + 3), jakd je potom nejvétsi mozna
hodnota x?

Vysledek. © = 2010 - 2011 = 4 042 110.

Ndvod. Pfevedenim na jednu stranu, pfi¢tenim 20102 a tipravou na souéin ziskdme rovnici
(z —2010)(y — 2010) = 20107,

z niz je patrné, ze x bude mit nejvétsi hodnotu, pokud bude prvni zivorka 20102 a druha 1. Je tedy
x = 20102 + 2010 = 2010 - 2011.

Uloha 38. Migo chce nakreslit tabulku velikosti 25 x 25 sloZenou ze 625 malych ¢tveredkt. Umi ale kreslit
jenom ¢tverce (pfesnéji jejich obvody) libovolné velikosti. Vzdycky kresli celé ¢tverce a nemiZe pouZivat
gumu. Kolik nejméné ¢tverci musi MiSo nakreslit, aby nakreslil celou tabulku a nic navic?

Vysledek. 48.

Ndvod. MiSovi bude stacit 48 ¢tverci velikosti 13 x 13, pfi¢emz nakresli pravé ty ctverce, které maji
(alesponl) jednu stranu na obvodu velkého Gtverce 25 x 25 (a pasuji do tabulky). Rozmysli si, Ze timto
zpusobem skuteéné nakresli celou tabulku. Ukazeme, ze mensi pocet ¢tverci mu stacit nemtize. Uvazujme
v8echny jednotkové tisecky tabulky, které maji pravé jeden svij krajni bod na obvodu tabulky. Dohromady
jich je 24-4 = 96. Kazdy ¢tverec, ktery MiSo nakresli, mtize obsahovat nejvyse dvé z t&chto tsecek (rozmysli
si). MiSo tedy musi nakreslit alesponi 96/2 = 48 &tvercu.

Uloha 39. Kazdé policko Sachovnice 8 x 8 miizeme obarvit bile nebo ¢erné. Najdéte pocet rtizngch
obarveni takovych, ze kazdy ¢tverec 2 x 2 obsahuje dvé bila a dvé ¢erna policka.

Poznamka: Na orientaci Sachovnice zalezi. Dvé obarveni, ktera se lisi jen otocenim ¢i pfeklopenim,
povazujeme za ruzna.
Vysledek. 2° — 2 = 510.
Ndvod. Obarvime nejprve prvni fadek sachovnice, pfi¢emz rozlisime dva pfipady:

(i) Prvni fadek je ¢ernou a bilou obarveny na st¥idacku. Potom kazdy dalsi fddek musi byt zase
obarveny na stiidacku, jinak by néktery ¢tverec 2 x 2 obsahoval tfi stejné barevna policka. Kazdy
z osmi Fadkt miZe zacinat Gerné nebo bile, coz dava 28 moznosti.

(ii) V prvnim fadku maji nékterd dvé sousedni poli¢ka stejnou barvu. Pak dva sousedni sloupce, ve
kterych tato stejné barevna policka lezi, maji obarveni jednoznaéné uréené (barvy se stiidaji po
fadcich). Z toho vSak s ohledem na podminku o étvercich 2 x 2 jednozna¢né uréime i barvy vsech
ostatnich poli¢ek. Vzniklé obarveni zjevné vyhovuje podminkdm zadani a je jednoznacné urcené
obarvenim prvniho f4dku. Moznych obarveni prvniho fadku je 28 — 2 (dvé obarveni na st¥idacku
jsme rozebrali v pfedchozim bodg).

Sectenim ziskame 2% + (28 — 2) = 29 — 2 = 510.

Uloha 40. Kubicka rovnice z® + 2z — 1 = 0 mé pravé jeden realny kofen r. Vime, ze 0,4 < r < 0,5.
Najdéte vsechny rostouci posloupnosti pfirozenych ¢isel a1 < as < az < --- takové, ze plati

%:Tul +’I"a2 +’I"a3+"'
Viysledek. Existuje jen jedna: {1,4,7,10...}.
Ndvod. Dosadme do dané kubické rovnice r a upravme ji na tvar

1 r

2 1—s3
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Ze zadani r € (0,1), takze r/(1 — r3) vyjadiuje soucet nekone¢né geometrické posloupnosti s prvnim
¢lenem 7 a s koeficientem 72, takze

1
§:r+r4+r7+rw+~-~

a mame jednu hledanou posloupnost, konkrétné {3k —2}¢° ;. UkaZeme, Ze toto vyjadfeni je jednoznacné.
Necht plati

1
ra1+ra2+7~a3+...:§:rb1+rb2+rb3+...’

pro dvé ruzné rostouci posloupnosti {a,}72 |, {bx}72 ;. Ozna¢me m nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze m
patii do jedné z téchto posloupnosti, ale nepatii do druhé. Bez Gjmy na obecnosti, m = a; pro néjaké
k€ Nab <m < by pro néjaké | € N. Potom mtizeme rovnost

P42 s = b b ppbs g
upravit vyskrtnutim stejnych ¢lend na tvar
P el otz o = b bz b

Ukazeme, ze prava strana je ve skutecnosti mensi nez leva, ¢imz dojdeme ke sporu. Plati

rbz+1 + rbl+2 =+ rbl+3 +...< sz+1 + rbz+1+1 + rbl+1+2 4= sz+1 (TO + 7“1 + 7"2 4. ) _

Z nerovnosti 0.4 < r < 0.5 v8ak lehce dostaneme 1/(1 —r) < 1/r, proto

PRUEE

T ST TS S e e
- T

¢imz jsme ziskali spor a tim i dokazali jednoznac¢nost.

Uloha 41. Konvexni Sestitihelnik se stranami délek 2, 2, 7, 7, 11 a 11 je vepsany do kruznice. Najdéte
jeji polomér.

Vysledek. 7.

Ndvod. Hledany polomér r je stejny jako polomér kruznice opsané tétivovému ¢tyituhelniku ABCD, ve
kterém AB je prumér, |BC| =7, |CD| =11 a |DA| = 2.

B

7 Pythagorovych vét vyjadiime pomoci r délky thlopficek AC a BD. Podle Ptolemaiovy véty pro
étytthelnik ABC'D musi platit

|AB|-|CD| +|BC|- |AD| = |AC| - |BD],

takze

211472 = /4r2 — 49 - /4r2 — 4,

z ¢ehoz po umocnéni na druhou, roznasobeni a vydéleni nenulovym r vyjde rovnice

213 — 87r — 77 = 0.
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Tipneme si kofen r = 7 a rozloZime na soucin
0=2r—87r —77=(r — 7)(2r® + 14r + 11),
ve kterém je druha zavorka pro r > 0 kladné. Jediné feseni je tedy r = 7.

Uloha 42. V krabici je nékolik barevnjch micki, pficemz od kazdé barvy jich tam je stejny pocet. Pokud
do krabice pridame 20 mickt, které maji vsechny stejnou barvu, ale riznou od vSech, které byly predtim v
krabici, nezménime tim pravdépodobnost, ze pri tahani dvou mickt bez vraceni vytadhneme micky stejné
barvy. Kolik mic¢kt bylo na zac¢atku v krabici?

Vysledek. 190.

Ndvod. Predpokladejme, Ze na zacatku jsou v krabici micky ¢ barev a od kazdé barvy jich tam je prave
n. Dva mic¢ky mizeme vytdhnout cn(cn — 1) zptisoby, dva micky stejné barvy cn(n — 1) zptsoby. Prav-
dépodobnost, ze vytdhneme dva micky stejné barvy, je tedy (n — 1)/(cn — 1).

Pfidejme do krabice k novych micka v barvé, kterou nemél zadny z mickd, jez tam byly ptvodné (v
nasem piipadé je k = 20). Podet zptisobi, jak vytdhnout dva micky, je nyni roven (en + k)(en + k — 1),
dva micky stejné barvy mizeme vytdhnout en(n — 1) + k(k — 1) zptsoby. Pravdépodobnost vytahnuti
dvou mickt stejné barvy je proto rovna

en(n—1)+k(k—1)
(ecn+k)(en+k—1)

Protoze obé pravdépodobnosti se maji rovnat, dostavame

n—1 en(n—1)4+k(k—1)

en—1  (en+k)(en+k—1)

Po roznasobeni se vétsina ¢lent odecte a rovnost nabude tvar
enk? = 2en®k + nk? — nk — enk.
Vydélenim nenulovym vyrazem nk a prevedenim nékolika ¢lenti na opacnou stranu rovnice ziskame
ck+1—-2n)=k—1.

Dosadme nyni k¥ = 20. Mdame
c(21 —2n) = 19.

Tato rovnice ma v pfirozenych ¢islech dvé feseni, c =1, n =1 a ¢ = 19, n = 10. Prvni feSeni ale zjevné
nevyhovuje zadani (vyslo nadm proto, Ze ve vzorci pro pravdépodobnost jsme délili vyrazem cn — 1).
Snadno nahlédneme, ze druhé feseni podminky zadani spliuje, a tedy dostavame, ze na zacatku bylo v
krabici ecn = 190 mickt.



