Uloha 1J. Pokud zvétsime hranu krychle o 100%, o kolik procent se zvétsi jeji objem?
Vysledek:  700%

Reseni: Zvétsit hranu a o 100% znamend zdvojnésobit ji na 2a. Objem ptivodni krychle byl a3, po
zvétseni bude (2a)3 = 8a3. Zvétsil se o Ta®, coz je 700%.

Uloha 2J. Na kolik nejvice ¢asti se da tfemi piimkami rozdélit mezikruzi?

Vysledek: 9

Resenti:

Chceme, aby vSechny prtseciky pfimek byly rzné, lezely uvniti mezikruzi a aby kazda primka byla
secnou mezikruzi. To se ndm podafi, pokud bude vnitini kruznice néco mezi vepsanou a opsanou kruznici
trojuhelnika, jejz ohranicuji t¥i pfimky.

Uloha 3J. a679b je péticiferné ¢islo délitelné 72. Zjistéte hodnotu soucinu a - b.
Vysledek: 3 x2=6

Reseni: Cislo a679b musi byt délitelné 8 a 9 (72 = 8- 9). Z kritéria délitelnosti 8 dostdvame, ze b = 2,
z délitelnosti 9 plyne 9| a + 6 + 7+ 9+ 2, proto a = 3.

Uloha 4J. Uc¢itel matematiky se rozhodl uspofadat dvé kola minindboje péticlennych druzstev ve své
tridé. V prvnim kole se zaci rozdélili do druzstev tak, jak chtéli. Ve druhém kole je ucitel rozdélil tak,
aby nikdo nebyl v druzstvu s tim, s kym uz byl v druzstvu v prvnim kole. Jaky je nejmensi pocet zak1,
pro ktery se to uciteli vizdy podafi?

Vysledek: 25

Reseni: Pocet 74kt musi byt délitelny 5. Pokud by jich bylo 20 nebo méné, tak z Dirichletova principu
plyne, Ze alespon dva zaci, kteri byli spolu v prvnim kole, musi byt spolu i ve druhém. 25 zaki uz staci,
protoze muzeme do kazdého nového druzstva vzit jednoho z kazdého tymu.

Uloha 5J. Vanilkovy kola¢ ve tvaru kvadru o rozmérech 10 x 10 x 5 je na celém povrchu pokryt tenkou
vrstvou ¢okolady. Kola¢ rozfezeme na kousky 1 x 1 x 1. Kolik procent kouskid na sobé nemé zadnou
¢okoladu?

Vysledek: 38.4% = 48/125

Reseni: Po snézeni viech kousktl s okoladou nam ziistane kvadr 8 x 8 x 3 sloZeny ze viech kouskt bez
¢okolady, kterych tedy musi byt 192. Z celkového poctu 10 x 10 x 5 = 500 kouskt uz lehce spocitame
procenta: 100 - (192/500)%.

Uloha 6J. Mgjme ¢tverec ABCD se stranou délky 2 a bod X lezici mimo néj tak, Ze plati |AX| =
| X B| = /2. Jakou délku mé nejdelsi ihlopiicka pétitihelniku AX BCD?

Vysledek: V10



Resenti:
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2
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Nejdelsi je ziejmé uhloptitka |CX| = |DX]|. Necht M je stied strany C'D. Chceme ziskat délku M X.
Trojihelnik AX B je pravouhly rovnoramenny, takze X je stfed pomyslného ¢tverce ABC'D' (C' a
D’ ziskdme preklopenim CD pies AB). Takze |[MX| = % -2 = 3. Délku CX uz spocitdme snadno
z Pythagorovy véty: v/32 + 12 = /10.

Uloha 7J. V souéinu 5 - 414 = 1121 kazdou cifru zvétsete nebo zmensete o 1 tak, aby byl vysledek
spravny. Jaky bude vysledek?

Vysledek: 2012

Reseni: Stad¢i vyzkouset vSechny mozné zmény levé strany (je jich 16) a zjistit, pro které vyjde é&islo,
které 1ze zménit na pravou stranu. Zkouseni si 1ze uleh¢it napriklad pozorovanim, ze vysledek musi za¢inat
na dvojku, takze Cislice na misté stovek ve druhém ciniteli se musi zménit na 5 a prvni ¢initel na 4.

Uloha 8J. Pro celd é&sla z a y plati, e jejich soucet je nanejvys 200 a jejich rozdil je mensi nez 100.
Najdéte maximalni hodnotu, které mize nabyvat vyraz 2 - min(z, y) + max(z,y).

Vyraz min(z, y) ma hodnotu nejmensiho ¢isla z dvojice (z, y), podobné max(z,y) mé hodnotu nejvétsiho
¢isla z dvojice (z,y).

Vysledek: 300

Reseni: Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze x > y. Pak 2 - min(z,y) + max(z,y) = 2y + 2 =
y+(x+y) <y+200< %er + 200 = 300. Této hodnoty umime dosdhnout pro z = y = 100.

Uloha 9J. Necht z, y, z jsou realna ¢isla takova, Ze aritmeticky pramér éisel z a 2y je roven 7 a

aritmeticky prameér Cisel x a 2z je roven 8. Jaky je aritmeticky primeér ¢isel x, y a 27

Vysledek: 5

Resent: Setenim prvnich dvou rovnosti pro aritmeticky primér dostavame

T+ 2 T+ 2z
2 ’ + 2

Spravny vysledek dostaneme vydélenim této rovnosti tfemi.

15 = =z+y+z.

Uloha 10J. Ve ¢tvercové miizce o deviti fadach a deviti sloupcich stoji 81 stromti s nulovou sitkou.
Zahradnik pokacel jeden z rohovych stromi a ted se z jeho mista diva na ostatni stromky. Nékteré vsak
nevidi, protoze je zakryvaji jiné (strom S je zakryty pravé tehdy, kdyZ na tsedce mezi stromem S a
zahradnikem lezi dalsi strom). Kolik stromt zahradnik vidi?

Vysledek: 45



Resenti:
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Nakreslime si obrazek a postupné kontrolujeme stromy od téch, které jsou nejblize k zahradnikovi, az po
ty uplné nejvzdalenéjsi. Kontrolovany strom vzdy oznacime za viditelny, pokud jesté nebyl vyskrtnut, a
nésledné vyskrtneme vSechny dalsi stromy, které tento strom zakryva (lezi spolu s nim a se zahradnikem
na jedné piimce). Nakonec spocitame vSechny stromy, které jsme oznadili za viditelné.

Uloha 11J /1S. Kolika zptisoby lze stény kostky obarvit éernou a bilou barvou? Dvé obarveni pova-
Zujeme za stejné, pokud se dokdzeme otocenim jednoho z nich dostat na druhé.

Vysledek: 1+1+2+24+2+1+1=10

Reseni: Moznosti rozdélime podle toho, kolik stén obarvime bilou barvou. Pro Z4dnou bilou sténu mame
jednu moznost, stejné tak pro jednu bilou sténu. Pro dvé stény jsou moznosti dvé: bilé stény spolu bud
sousedi, nebo jsou protilehlé. Pro tii stény jsou opét dvé moznosti: bud maji spoleény vrchol, nebo jsou
dvé protilehlé a tieti s obéma sousedi hranami. Pro ¢tyfi je stejné moZnosti jako pro dvé (misto Gtyt
bilych mtizeme umistovat dvé cerné). Ze stejného ditvodu je podet obarveni pro pét a Sest po fadé stejné
jako pro jednu a zddnou. Dohromady je tedy vSech moznosti 1 +1+4+2+2+2+1+1 = 10.

Uloha 12J /2S. Mé&jme obdélnik ABCD se stranami |AB| = 20 a |BC| = 12. Na polopiimce BC lei
bod Z takovy, ze |CZ| = 18. Bod E lezi uvniti ABCD, pfi¢em? plati, ze vzdélenost E od AB i AD je
6. Pfimka FZ protind strany AB a C'D postupné v bodech X a Y. Zjistéte obsah ¢tyiuhelniku AXY D.

Vysledek: 72

Resenti:

D
6

2 E 12

A% B

Uvédomime si, ze AXY D je lichobéznik s vyskou |AD| = 6. Jelikoz E je v pilce vysky obdélnika, je
také stiedem XY. Pak oznac¢ime patu kolmice z E na AD jako E’ a spoditdme hledany obsah

S =|AD| -

DY |+ |AX
% =|AD|-|EE'| = 72.

Uloha 13J / 3S. Pro kolik ptirozenych é&isel a (1 < a < 2012) je éislo a® druhou mocninou piirozeného
¢isla?
Vysledek: 1028

Reseni: Pro viechna sudé ¢isla a = 2k je ¢islo a® = (a*)? ur¢ité druhou mocninou. Pro lich4 ¢isla a
je a® druhou mocninou prave tehdy, kdyZ je a druhou mocninou lichého ¢isla. Sudych ¢isel do 2012 je
1006. Nejvétsi druhd mocnina, kterd je maximalné 2012, je 44. Vyhovuji tedy i druhé mocniny lichych
Cisel do 44, téch je 22. Celkem mame 1006 + 22 = 1028.

k)2



Uloha 14J /4S. Mgéjme rovnostranny trojihelnik se stranou 1 polozeny na podlaze. Jeden z jeho
bodt obarvime na ¢erveno. Trojihelnik kutalime po podlaze a tfikrat ho preklopime. Jak dlouhou drahu
projde cerveny bod?

Vysledek: % S 2m = %ﬂ'

Resend:

Uvédomime si, Ze ¢erveny bod se pohybuje po obloucich kruznice (jeden bod vzdy zstavd na misté a
vzdélenost ¢erveného bodu je od ného konstantni). Dvakrat projde % z obvodu kruznice a jednou ztstane
na misté. Dohromady projde drahu délky (3 + 3)-2m-1 = %77.

Uloha 15J /5S. Najdéte nejmensi kladné ¢islo slozené pouze z nul a jednicek, které je délitelné 225.
Vysledek: 11111111100

Reseni: Cislo musi byt délitelné 9 a 25 (225 = 9-25). Pokud je kladné, nenf slozené jen ze samych nul, a
tedy obsahuje alespon jednu jednicku. Z délitelnosti 9 mame, Ze pocet jednicek je délitelny 9, takze jich
je alespon 9. Z délitelnosti 25 vime, Ze ¢islo konéi jednim z dvojéisli {00, 25, 50, 75}. Vyhovuje pouze
00. Takze ¢islo je alespon 11111111100.

Uloha 16J / 6S. Bill je dost stary na to, aby volil, ale ne na to, aby mohl vyuzivat dfichodcovskou
slevu (tj. jeho vék je mezi 18 a 70 lety). Je o ném zndmo, ze pred n lety (n je pfirozené ¢islo) byl jeho
vék odmocninou ze souctu jeho soucasného véku a n. Billiv vék je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.
Najdéte n.

Vysledek: 28

Resent: Oznaéme Billtiv vék v. Ze zadani vime, Ze v je aritmetickym primeérem pfirozeného &isla v —n
a jeho druhé mocniny v-+n. Nabyvé tedy nékteré z hodnot $(6+436) = 21, 2(7+49) = 28, 3(8+64) = 36,
1(9+ 81) =45, (10 + 100) = 55 nebo £(11 + 121) = 66. Z této nabidky je druhou mocninou jeding 36,
takze n = 36 — 8 = 82 — 36 = 28.

Uloha 17J /7S. Prelozime levy dolni roh obdélnikového papiru k pravému hornimu. Vznikne tak
Gtvar rozdéleny na tii trojuhelniky, jejichz strany tvoii okraje papiru a ¢ara prehybu. Pro jaky pomér
délek stran papiru je pomér obsaht téchto tii trojahelnika 1:2: 17

Vysledek: V3 :3=1:+/3 or in reverse order.

Resent:

Preklddame podle pfimky prochézejici stredem obdélnika, ktera je kolma na tthlopricku. Pficky obdélnika,

které po prehnuti splynou s okrajem papiru, tak odseknou dva shodné trojuhelniky, pficemz zbyly utvar
je kosoctverec o strané z. Mame-li respektovat pomér obsaht ze zadani, zabere tento kosoctverec %
obsahu obdélnika. Jeho strana tak tvofi % delsi strany obdélnika a posléze vidime, ze je slozen ze dvou

rovnostrannych trojuhelnikd. Kratsi strana obdélnika mé pak délku V3. Odtud nalezneme hledany

2
pomeér.



Uloha 18J / 8S. Kolik je trojcifernych ¢isel délitelnych Sesti takovych, Ze v nich je kazda cifra vétsi
nez 47

Vysledek: 16

Resent: Cislo méa byt délitelné 2, a proto musi konéit cifrou 8 nebo 6. Stejné tak je &islo délitelné i
tfemi, a proto je jeho ciferny soucet délitelny tiemi, tedy soucet prvnich dvou cifer musi davat po déleni
3 zbytek 1 (je-li posledni cifra 8) nebo 0 (je-li posledni 6). Zbytek 1 umime dostat jako soucet ¢isel se
zbytky 2 + 2, 3+ 1 (zélezi 1 na pofadi cifer, takze méme 4 4+ 4 = 8 moznosti). Podobné zbytek 0 umime
dostat jen jako 0+ 0, 2 + 1 (znovu méame 4 + 4 = 8 moznosti).

Uloha 19J /9S. Jsou dany tii kruznice s polomérem 1 takové, 7e kazdé dvé z nich maji vzajemny
vnéjsi dotyk. Témto kruznicim opiseme kruznici k tak, aby se ji zevnitt dotykaly vSechny t¥i kruznice.
Vypocitejte polomér kruznice k.

Visledek: 1+ % =1+ 22

Reseni:

JAA

Oznacme A, B, C stfedy tifech mensich kruznic. Trojuhelnik tvofeny témito body je rovnostranny se
stranou délky 2. Jeho vyska ma délku v/22 — 1 = /3. Vysky trojuhelniku ABC se protinaji ve stfedu
kruznice k, ozna¢me ho S, dokonce jsou zéroveii také téznicemi, a proto |AS| = 2 - /3. Polomér k je
potom jenom o polomér mensi kruznice vétsi nez |AS].

Uloha 20J /10S. Necht n je pfirozené é&islo. Jaké cifry miize mit ¢islo n? na misté jednotek, pokud
ma na misté desitek cifru 77

Vysledek: 6

Reseni: Necht n = 10z + y pro néjaké celé ¢islo > 0 a cifru y. Potom n? = 10022 4 20xy + y2. Cifra
na misté desitek bude licha tehdy, pokud desitkova cifra y? bude lich4. Proto %2 je 16 nebo 36. Posledni
cifra je v obou pfipadech 6.

Uloha 217J /11S. Napieme-li éisla 1,2,...,n v n&jakém potadi za sebe, ziskdme néco, emu budeme
tikat n-retézec. Jeden z moznych n-fetézct délky 11 je tak naptiklad:
3764581121910

Pro jaké nejmensi n > 1 existuje n-fetézec, ktery je palindromem (tj. ¢te se stejné odpiedu jako odzadu)?
Vysledek: 19
Reseni: Nasledujici 19-Fetézec je palindromem:

9|18|7/16|5|14|3|12|1|10|11|2|13]4]15|6/17|8|19.

Ukazeme, ze 19 je nejmensim takovym ¢islem. Uvédomime si, Ze jen jedna cifra se mize v palindromickém
n-fetézci vyskytnout licho-krat (konkrétné ta prostiedni). Pro n < 9 zfejmé tato podminka neni splnéné.
Podobné, pro 10 < n < 18 se obé€ cifry 0 a 9 vyskytuji pravé jednou, takze zase nemuze byt n-fetézec
palindromem.



Uloha 22J /12S. Najdéte vSechny trojice kladnych realnych ¢isel x, y a z, pro které plati (z + y)(x +
y+2)=120, (y+2)(z+y+z2)=9a (z+z)(z+y+2z) =72

Vysledek: (4,6,2)

Re$end: Sc¢itdnim rovnic dostaneme (z +y + 2)(z +y + o + 2 + o + y) = 288. Protoze hledame z, y, 2
kladné, tak po vydéleni dvéma a odmocnéni mame x + y + z = 12. Zpétnym dosazenim do piivodnich
rovnic dostdvame (12 — z) = 10, (12 — 2) = 8, (12 — y) = 6, odkud snadno ziskdme Feseni (4,6, 2).

Uloha 23J /13S. Mg¢jme kruh s polomérem 1 a v ném dvé kolmé tétivy, které déli kruh na 4 &asti.
Soucet obsahii ¢asti s nejmensim obsahem a Casti s nejvétsim obsahem je roven souctu obsahii zbylych
dvou ¢asti. Jaka je maximalni mozna vzdalenost delsi tétivy od stiedu kruznice?

Vysledek: 0
Reseni: Vezméme néjaké dvé tétivy s vlastnosti ze zadani. Nakreslime dvé dalsi tétivy, které s nimi

budou stfedové soumérné podle stfedu kruznice. Rozdélili jsme tak kruh na 9 ¢asti, pricemz nékteré
z nich maji diky soumérnosti stejné obsahy.

Oznac¢me obsahy jednotlivych ¢asti a, b, ¢, d jako na obrazku. Uzijeme-li nyni podminku ze zadani na
puvodni dvé tétivy, obdrzime

(cta+d+b)+a=(a+b)+ (c+a),

odkud plyne d = 0. Proto musi alespon jedna tétiva prochézet stfedem kruhu.

Uloha 24J /14S. Straznik mé za tkol hlidat tii objekty. Jeho obchiizkové trasy jsou na obrazku.
Jedna obchtizka zadind v bodé A, projde ptes kazdy tsek pravé jednou a vréati se na zacatek. Kolik
ruznych obchuzek existuje, pokud zalezi na sméru obchéazeni budovy?

(0

A

Vysledek: 16

Reseni: Bod dotyku druhé a tfeti kruznice ozna¢me B. Béhem obchtizky sel nékdy straznik z bodu A
do bodu B a nékdy potom po druhé cesté z bodu B do bodu A. Mame dvé mozZnosti, jak tuto dvojici
cest uskutecnit (prvni{ horem nebo prvni spodem). Kdyz straznik pfijde do bodu B, musi obejit pravé
kolecko, jsou opét dvé moznosti, jak. Také jsou dvé moznosti, jak obejit levé kolecko, ale u néj mame
dokonce dvé moznosti, kdy ho straznik obejde. MiZe tak uc¢init bud na zacatku nebo na konci. Celkovy
pocet moZnosti tedy je 2 (moznosti chozeni mezi A a B) krat 2 (moznosti, jak obejit pravé kolecko) krat
2 (mozZnosti, jak obejit levé kolecko) krat 2 (moZnosti, kdy obejde levé kolecko).

Uloha 25J /15S. Lichobéznik mé zakladny délek 5 a 2 a ramena délek 3v/2 a 3. Jaky méa obsah?

Vysledek: 22—1



Resenti:

[
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Rovnobézka s kratsim ramenem rozdéli lichobéznik na rovnobéznik a trojihelnik se stranami 3, 5—2 = 3,
3v/2, ktery je tedy rovnoramenny pravothly. Rovnobéznik je proto obdélnik. Obsah ted snadno spoéteme
jako 3 -3-343-2= 2L

Uloha 26J /16S. V fadé za sebou stoji 42 lidi, kteii se cht&ji sefadit podle vysky tak, aby veptedu
stal ten nejvyssi. V jednom tahu si mohou vyménit misto dva lidé stojici tésné za sebou. Kolik nejméné
taht je potfeba na to, aby se timto zptisobem vsichni sefadili, af uz stoji na zacatku libovolné?
Vysledek: ™1 = 21.41 = 861

Regeni: Kazdému poradi lidi piifadime hodnotu H, coz bude pocet dvojic (nejen sousednich) lidi ta-
kovych, Ze mensi z nich stoji pfed vétsim. V jednom tahu lze H snizit nebo zvysit o 1, pfi¢emz pokud je
H > 0, lze ho vhodnym tahem snizit. Na zacétku je H nejvyse 1 +2+ -+ (n—1) = gn(n — 1), a to
kdyZ jsou vsichni lidé v opa¢ném poradi. Na sefazeni je tedy potieba (a naopak vidy staci) $42-41 = 861
taht.

Uloha 27J /17S. Mongéa Zije v ovocném staté, kde se plati pouze mincemi v hodnotach 7 a 11. Kdyby
meéla Monca neomezenou zasobu obou druhidl minci, jakd je nejvyssi celo¢iselnd hodnota, kterou by jimi
neuméla zaplatit?

Vysledek: 59

Reseni: Pokud umime zaplatit hodnotu s n&jakym zbytkem po déleni 7, umime uz zaplatit libovolnou
vy$si hodnotu se stejnym zbytkem. Pro kazdy zbytek postupné zjistime, kdy ho poprvé dosdhneme.
Zbytek po déleni 7 zménime jen pouzitim c¢isla 11. Takze 0 dava 0, 11 davé 4, 22 dava 8, 33 dava 5, 44
dava 2, 55 dava 6 a 66 dava 3. Mame vSechny zbytky a od 66 jsou uz vSechny hodnoty urcité dosazitelné.

vy

Posledni nedosazitelnd hodnota mé zbytek 3 a nejvyssi takovou je 66 — 7 = 59.

Uloha 28J / 18S. Rozdélime kruh s polomérem 1 libovolnym zptisobem na &tyii souvislé ¢asti. Jaky
nejmensi obvod muze mit ¢ast s nejvétsim obsahem? Pokud je ¢asti s nejvétsim obsahem vic, vybereme
tu s nejmensim obvodem.

Vysledek: m

Resent:

v/ vz

Nejmensi mozny obsah nejvétsi casti je ¢tvrtina obsahu kruhu. Souvisld ¢ast s danym obsahem ma
nejmensi obvod, pokud ma tvar kruhu. TakZe rozsekneme-li piivodni kruh tak, Ze vSechny ¢asti budou
mit obsah pravé ¢tvrtinu obsahu ptivodniho kruhu a jedna z téch ¢asti bude mit kruhovy tvar, tak jsme
hotovi. To se da udélat napriklad vyseknutim kruznice soustfedné s ptivodnim kruhem a poloviénim
polomérem, pri¢emz zbytek roziezeme na tii stejné ¢asti. Mald kruznice mé obvod 277% =.



Uloha 29J /19S. Najdéte soucet vech redlnych ¢isel a, pro kterd maji rovnice 22 + ax +1 =0 a
22 4+ x + a = 0 alespoii jeden spoleény redlny koien.

Vysledek: —2

Reseni: Nechtf x je spoleénym fesenim obou rovnic. Odeétenim rovnic dostaneme (a — 1)(z — 1) = 0,
takze bud x = 1 nebo a = 1. V prvnim pripadé je jejich spole¢ny kofen z = 1 a dosazenim do jedné
z rovnic vypocditame a = —2. V pfipadé, ze a = 1, jsou rovnice identické, ale jejich kofeny nejsou realné.

Uloha 30J / 20S. Kolik je takovych osmicifernych pfirozenych é&isel, ze po skrtnuti jejich prvni cifry
zustane ¢islo 35-krat mensi nez ptavodni?

Vysledek: 0

Reseni: Necht m je ¢&islo, které ndm ziistane po Skrtnuti prvni cifry. Pvodni ¢slo potom musi byt

c-107 +m, kde ¢ je Skrtnuté cifra. M4 platit m = % -(c-10™ +m), coz se d4 upravit na 17-m = ¢-26.57.

Leva strana je nenulova a délitelnd 17, proto musi byt také prava, coz vSak neni mozné.

Uloha 31J /21S. Mé&jme pravothly trojihelnik, jehoZ vsechny strany maji celo¢iselnou délku. Jaky
nejvétsi obsah mize mit, pokud ma jedna z jeho stran délku 20127

Vijsledek: 1006 - (10062 — 1) = 1018107210

Resent: Délku 2012 bude mit jisté kratsi odvésna. Musi platit Pythagorova véta b2 + 20122 = 2.
Protoze obsah pravouhlého trojuhelnika je %b, tak chceme maximalizovat délku druhé odvésny b. A to
je stejna dloha jako minimalizovat rozdil délek prepony a této odvésny. Je-li b = ¢ — 1, tak nesedi parita
v Pythagorové vété. Dosazenim ¢ = b + 2 do Pythagorovy véty dostaneme jednoduchou rovnici pro b.

Uloha 32J /22S. Nechf ABC je trojthelnik se stfedem kruznice opsané O a priiseéikem vysek H,
pricemz vSechny body A, B, C, O a H maji celo¢iselné souradnice a zadné dva z nich nesplyvaji. Jaky
je druhy nejmensi mozny polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC?

Vysledek: /10

Reseni:

L [

Al B A B

Najdeme si ¢tvereckovany papir nebo si nakreslime c¢tvereckovanou plochu. Jesté jednou si piecteme
zadéani, Ze vSechny body maji byt navzadjem rtizné. Do pocatku vyznacime stfed kruznice opsané a
postupné zkousime poloméry: 1,v/2,2,/5,2v/2,v/10,... . Pro poloméry 1, v/2, 2 a 2v/2 vidime, Ze je
vzdy jeden z vrcholt trojihelnika zaroveti priisecikem vysek. Pro v/5 a 4/10 jsme schopni zkonstruovat
trojuhelniky, pro které jsou splnény podminky zadani.

Uloha 33J /23S. Najdéte nejvétsi piirozené &islo n takové, Ze &islo 72048 — 1 je délitelné 2.
Vysledek: 14
Reseni: Vicenasobnym pouzitim vzorce a? — b? = (a — b)(a + b) dostavame

T 1= (T - DT+ )P+ DT 1) (T ).

V rozvoji je kazdy ¢len kromé 7 + 1 délitelny dvéma pravé jednou, nebot 72¢ + 1 pro k € N dava zbytek
2 po déleni ¢tyfmi.



Uloha 34J / 24S. Kdy#Z pocitame soucin cifer daného ¢isla, potom souéin cifer tohoto sou¢inu, potom
znova soucin cifer nového soucinu atd., nutné po jistém poctu kroka dospé&jeme k jednocifernému cislu.
Tento pocet krokd nazyvame wvytrvalosti ¢isla. Napft. ¢islo 723 mé vytrvalost 2, protoze 7 -2 -3 = 42
(1. krok) a 4 -2 = 8 (2. krok). Najdéte nejvétsi sudé ¢islo s navzijem riznymi nenulovymi ciframi a
vytrvalosti 3.

Vysledek: 98764312

Reseni: VyzkousSejme nejdiive nejvétsi éislo, které splituje podminku rtiznych nenulovich cifer. Tim je
987654321, ale ma jen vytrvalost 2, protoze 9 - 8---1 = 362880 a potom kvtli nule na konci ziskdme
v druhém kroku 0. Uvédomime si, ze 0 na konci dostaneme vzdy, kdyz mezi ciframi ¢isla bude néjaké
sudé ¢islo a 5 zaroveli. Proto zkusime nejdiiv vyhodit pétku. Vytrvalost ¢isla 98764321 je 3, nebot
98764321 — 72576 — 2940 — 0. Posledni podminku splnime pfehozenim poslednich dvou cifer na
98764312 a méame vysledek.

Uloha 35J /25S. Kdy# prodlouzime strany AD a BC konvexniho &étyfihelniku ABCD, protnou se
v bodé E. Ozna¢me H a G postupné stfedy thlopficek BD a AC. Najdéte pomér obsaht trojuhelniku
EHG a ¢étytthelniku ABCD. Prozradime vam, Ze tento pomeér je stejny pro kazdy konvexni ¢tyitahelnik
ABCD, jehoz strany AD a BC nejsou rovnobézné.

Vysledek: 1:4

Reseni: Uvazme ¢tyithelnik, v némz body C a D splynou. Pak je GH stfedni pticka v AABC a hledany

« o . v e w1
pomér obsahi je pak zfejmé 3.

Uloha 36J /26S. Krychlovi termiti vyhloubili skrz krychli o strané 5 cm v kazdém sméru 4 rovné
chodbicky jako na obrazku a opustili ji. To, co z krychle zbylo, chceme obarvit barvou proti termittm.
Kolik centimetrti ¢tverecnich musime obarvit?

g £T

_——
EE

Vysledek: 270

Reseni: Podivame se na déravou kostku shora a spoéitdme obsah vsech plosek, které se na nas ,divaji“
— jsou orientované smérem nahoru. V hloubce 0 (ve sténé kostky) je jich 25 — 4 = 21. V hloubce 2
je jich tolik, kolik je vyvrtanych chodeb z boku minus pocet vyvrtanych chodeb shora: 16 — 4 = 12.
Hloubka 4 je stejny pfipad jako hloubka 2. Z kazdé strany kostky je situace stejna, takze mame celkem
(21 + 12+ 12) - 6 = 270 plosek.

Uloha 37J / 27S. Mame kruh o poloméru 1 a stojime v bodé, ktery lezi na jeho obvodu nejvice vlevo.
Mtizeme se hybat jen doprava a nahoru. Jak je dlouh& nejdelsi trasa, kterou mtizeme ujit, kdyz nechceme
opustit kruh?

Vysledek: 1+ /2

Reseni: Nejprve si uvédomime, Ze pro libovolnou cestu existuje cesta stejné délky, ktera jde nejd¥iv jen
doprava a potom uz jen nahoru. Nyni proto uvazujme uz jen takovéto cesty. Nejdelsi cesta musi prochézet
stfedem kruhu. Ozna¢me a vzdélenost, kterou urazime doprava od stfedu kruhu, a b vzdalenost, kterou
urazime od stfedu nahoru. Protoze nejdelsi cesta skonéi na obvodu kruZnice, plati a? + b = 1 a chceme
maximalizovat a + b. To je stejna tloha jako maximalizovat (a4 b)? = a2 +b% +2ab = 1+ 2ab. Z trividlni
nerovnosti 0 < (a — b)? = a® — 2ab + b*> mame 2ab < a® + b?> = 1. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz
mame rovnost pro 0 < (a — b)?, takze a = b = \/7 = g Spolu s cestou do stfedu kruhu je vysledek

1++2.



Uloha 38J /28S. Jaky je nejvétsi délitel éisla 15! =1-2--- - 15 takovy, Ze po vydéleni 6 dava zbytek
57

Vysledek: 5-5-7-7-11-13 = 175175

Reseni: Zbytek soudinu je stejny jako soudin zbytkfi jednotlivych ¢initelfi, nap¥. zbytek 7! =1-2-3 -
4-5-0-1=0. Aby byl koneény zbytek 5, ¢islo nesmi byt délitelné 2 ani 3, takze z 15! musime vyhodit
viechny dvojky a trojky. Ztistane nam &islo 52 - 72 - 11 - 13 a to davé zbytek 1. VSechny éinitele davaji
zbytek 1 nebo 5, takze nam stac¢i vyhodit jedno ¢islo se zbytkem 5. Nejmensim takovym je samoziejmeé
5.

Uloha 39J /29S. Mgjme krychli a v ni nasledujicich 27 bodti: vrcholy krychle, stiedy hran, stfedy
stén a stied krychle. Kolik je pfimek, které prochéazeji pravé tfemi z téchto boda?

Vysledek: 49

Reseni: Rozdélime si vSechny pfimky do tfech nezavislych kategorii. Piimek, které prochazeji stiedem
krychle, je 9 + % = 13. Primky, které prochazeji stfedem stény a neprochazeji stfedem krychle, jsou pro
kazdou sténu 4 a celkem je jich tedy 24. Zbyly nadm uz jen pfimky totozné s hranami krychle, kterych je
12. Dohromady méme 13 4 24 + 12 = 49 piimek.

Uloha 40J / 30S. Soutéze trvajici nékolik dni (alespoii jeden) se ztidastnilo n tcastniki. Kazdy den
vsichni ticastnici ziskali skére 1,2, ..., n bodd, pficemz zadni dva neméli v daném dni stejny pocet bodd.
Po konci soutéze mél kazdy acastnik celkem za vSechny dny skére 26 bodt. Najdéte soucet vSech takovych
n, pro které je to mozné.

Vysledek: 1+ 3412+ 25 =41

Reseni: Je zfejmé, 7ze n < 26. Ozna¢me dale k € N podet dnfi, po néz soutéz probihala. Dohromady se
kazdy den rozdalo w boda, coz dava celkovy soucet k - % boda. To je ale zaroven rovno 26n.
Porovnanim dostdvame k(n + 1) = 52 = 2 - 2 - 13. Po chvilce zkouSeni zjistime, Ze pro k € {2,4, 13,26}
umime najit zptsob, jakym tcastnici mohli dostdvat body béhem soutéze, a naopak pro k € {1,52}

takova soutéz neexistuje. Soucet vech n je proto (26 — 1)+ (13 —1)+ (4 —1) + (2 —1).

Uloha 41J /31S. Savlik dostal k narozenindm dort a ted ho noZem rozfezava. Kazdy fez ma tvar
roviny. Naptiklad dvéma fezy 1ze dort rozfezat na ¢tyfi ¢asti a tfemi fezy na osm ¢asti. Kolik nejvic ¢asti
miize Savlik ziskat péti fezy?

Vysledek: 26

Reseni: Pro jednoduchost uvazujme nekoneény trojrozmérny prostor, ktery rozfezavidme nekonednymi
rovinami. Ve chvili, kdy uz je prostor néjak rozrezany, nam dalsi rovina pfida tolik novych ¢asti, kolik
existujicich ¢asti rozfeze. Vezméme si piimky, které jsou priseCnicemi nové roviny se starymi rovinami.
Pocet novych casti je stejny jako pocet oblasti, na které tyto pfimky rozdéli novou rovinu. Tedy v, =
Un_1 + Pn_1, kde v, je vysledek pro n fezl a p,, je pocet novych ¢asti = pocet oblasti, na které umime
rozdélit rovinu pfimkovymi fezy. Kreslenim na papir ziskdme maximélni hodnoty pro p1, p2, ps a ps jako
2,4, 7 al1l. Pro v; = 2 tak dostavame vysledek 2 +2 +4 + 7+ 11 = 26.

Uloha 42J /32S. Osmiramennd hvézda je téleso, které vznikne pfilepenim pravidelnych &tyisténti
na vSechny stény pravidelného osmisténu. Hrany osmisténu i vSech c¢tyfstént maji délku 1. Jaky ma
osmiramennd hvézda objem?

Vysledek: V2

Reseni: Mame dva typy téles. Pravidelny étyistén se stranou 1 a ¢tyiboky jehlan se vemi stranami délky
1. Ctyiboky jehlan mé obsah podstavy 1 a vysku vypoéteme z Pythagorovy véty (hrana, tsecka z vrcholu

v , vr R s N s 2 “ . .
do stfedu podstavy a vyska tvofi pravothly trojuhelnik) jako 1/12 — (@) = %, takZe méa objem 3—}/5

Podobné ¢tyfstén ma obsah podstavy (rovnostranny trojthelnik) % a vysku /12 — (27‘5)2 = %, takze
maé objem 3%/2. Kdyz to celé seCteme, dostavame 2 - % +8- % =2
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Uloha 43J / 33S. Po cesté jde stopai. Sance, Ze v nejblizsich 20 minutach stopne auto, je %. Pokud
je pravdépodobnost stopnuti auta v kazdém okamziku stejnd, jaka je pravdépodobnost, Ze stopaf stopne
auto v nejblizsich péti minutach?
Vysledek: 3/5

609 _

Reseni: Zkusme rad&ji pocitat pravdépodobnost, Ze stopai auto nestopne. Pro 20 minut to je 1 — 625 =
16

525 - KdyZ pravdépodobnost nestopnuti auta stopafem béhem 5 minut je p, pak pro 20 minut to je pt.

Tedy p = % Potom pravdépodobnost stopnuti auta béhem 5 minut je 1 — % = %

Uloha 44J / 34S. Vandal a moderator upravuji ¢lanek na wikipedii. Na zac¢atku byl ¢lanek bez chyby.
Kazdy den pfida vandal jeden chybny udaj. Na konci kazdého dne mé moderator 2/3 Sanci na nalezeni
kazdé jednotlivé chyby, ktera jesté v ¢lanku je. Jaka je pravdépodobnost, Ze po tiech dnech bude ¢lanek
bezchybny?

Visledek: 2/3-8/9-26/27 = 13

Resent: Pro kazdou chybu spoéitdme pravdépodobnost, ze v ¢lanku nevydrzi do konce. Pravdépodob-
nost, ze néjakd chyba vydrzi k£ dni, je (%)k a pravdépodobmnost, ze néjakd chyba nevydrzi k dni, je
1— (%)k Protoze nevydrz jednotlivych chyb je nezavisla, tyto pravdépodobnosti jednoduse vynasobime:
(1-1/3)-(1—1/9)- (1 —1/27).

Uloha 45J / 35S. Z neomezené zésoby cervenych, modrych a zlutjch karet si jich vybereme patnéct.
Za kazdou kartu se dostavaji body podle nasledujicich pravidel:

e za Cervenou kartu je jeden bod,
e za modrou kartu je tolik bodt, kolik je dvojnasobek poc¢tu nasich cervenych karet,
e za zlutou kartu je tolik bodi, kolik je trojnasobek poc¢tu nasich modrych karet.

Kolik nejvic bodi miZeme ziskat?
Vysledek: 168

Reseni: Necht C je pocet cervenych karet, M je podet modrjch karet a Z je pocet zlutych karet.
Obratme vztah éervenych a modrych karet. Potom kazda dervend karta prispiva k celkovému skére
1+2M body (jeden bod za sebe a dva za kazdou modrou kartu) a kazda zluté karta p¥ispiva 3M Z body.
Pro M > 1 se nam vyplati zménit vSechny cCervené karty za zluté. Pro M = 0 je maximalni skére 15.
Pro M =1 je skére vzdy 42. Pro M > 1 je skére 3M Z a dale vime, ze M + Z = 15. Maximum nastava
pii M =7 a Z =8, coz dava skdre 168.

Uloha 46J /36S. Olin m4 jednu 20-sténnou hraci kostku a Vejtek m4 tii 6-sténné hraci kostky. Jaka
je pravdépodobnost, Ze po hozeni kostkami bude hodnota na Olinové kostce vétsi nez soucet hodnot na
Vejtkovych kostkach?

Vysledek: %

Reseni: Uvédomime si, Ze oba hody maji symetrické rozdéleni. Tj. pravdépodobnost, #e padne z na
dvacetisténné kostce, je stejna jako pravdépodobnost, ze padne 21 — z (od 1 do 20). A podobné prav-
dépodobnost, ze padne y na tifech Sestisténnych kostkéch, je stejné, jako Ze padne 21 — y (od 3 po
18). Podobnou tvahou zjistime, ze pravdépodobnost vyhry Olina je stejnd jako pravdépodobnost vyhry
Vejtka. Proto je vysledek 1%1’, kde p je pravdépodobnost remizy. A ta je 1/20, protoze at hodi Vejtek
tfemi kostkami libovolnou hodnotu, mé vzdy Olin Sanci 1/20, Ze se do ni trefi.

Uloha 47J /37S. Mé&jme tabulku 10 x 10. Radky, resp. sloupce oéislujeme postupné zleva doprava,
resp. shora doli ¢isly od 1 do 10. Do kazdého policka vepiSeme soucin ¢isla fadku a ¢isla sloupce, ve
kterych se policko nachazi. Vojak stoji na policku v levém hornim rohu a chce se dostat na policko
v pravém dolnim rohu. MiZe chodit jen doprava a dold (ne $ikmo). Ndbojovym éislem nazveme soudin
¢isel na poli¢kach, po kterych vojak cestou presel (véetné prvniho a posledniho). Jaky je nejvétsi spoleény
délitel vSech nabojovych ¢isel, kterd mizeme uvazovat?

Vijsledek: 10 x 10! - 10! = 217 .38 .55 . 72
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Resent: Je tieba si uvédomit, jaks ¢isla musi vojédk posbirat a jakym se naopak miize vyhnout. Kazda
cesta nasbird kazdé ¢islo alesponi dvakrat (jednou za sloupec a jednou za fadek). Pro kazdé ¢islo ¢ kromé
1 a 10 existuje cesta, kterd prochédzi i-tym fadkem a i-tym sloupcem pravé jednou (takové velké L-ko*).
Proto 2,3,...,9 budou ve vysledném soucinu pravé dvakrat. Jelikoz v pravém dolnim rohu (10 x 10)
nasbirdme hned dvé desitky a tah pfedtim jsme museli taktéz sebrat jednu desitku, tak 1000 déli vysledek.
Je jednoduché se pfesvédcit, ze vic nez tfi desitky nemusime posbirat.

Uloha 48J / 38S. Mgjme trojthelnik s vyskami o délkach 3, 4 a 6. Jaky je jeho obvod?

Vijsledek: T2 = 20/18

Reseni: 7 faktu, ze obsah trojihelniku je polovina sou¢inu jeho vysky a strany, dostavame, Ze trojihelnik
bude podobny s trojuhelnikem o stranach délek 2, 3, 4. Vyjadiime jednu z vysek trojuihelniku pomoci
jeho stran. Mtzeme napriklad pouzit Herontiv vzorec pro strany 2a, 3a a 4a a potom dat do rovnosti
s obsahem %. Takze S = %f\/ﬁ = 6a, z ¢ehoz dostaneme a = \/% a obvod je tedy 9a.

Uloha 49J / 39S. Najdéte nejvétsi piirozené &islo n < 4000000, pro které je vyraz

\/n—&-\/n—i—\/m

racionalni.

Vysledek: 1999 - 2000 = 3998000
Reseni: Oznaéme s = \/n ++/n++/n+.... Potom plati s = \/n + s. ReSenim kvadratické rovnice

pro s je 1Eyvitdn V;“‘”, a protoze s mé byt racionalni, tak musi platit 1 + 4n = a2, kde a je raciondlni é&slo.
Upravou vjrazu dostaneme n = “24’ L. Aby bylo n celé, musi byt i a celé, protoze kdyz a = % je zlomek
p’—d’

v zakladnim tvaru, tak n = ma byt celé ¢islo, a tedy ¢ by muselo délit p, coz je spor s tim, ze

4q2
% je v zékladnim tvaru. Dalsi upravou n = 451 . GTH, tedy a musi byt liché, a aby n < 4000000, tak

2
%1 = 2000, odkud n = 1999 - 2000.

Uloha 50J /40S. Méjme Maxiétverec 3 x 3 tvofeny deviti étvercovymi kachlickami. Kazd4 kachlicka
je rozdélend na Ctyfi stejné ¢tverecky, do kterych jsou vepséna ¢isla 1, 2, 3 a 4 (kazdé préavé jednou).
Dvé kachlicky se mtizou dotykat jen ¢tverecky se stejnymi ¢isly (jako kostky domina). Kolik rtiznych
Maxicétvercu existuje?

Vysledek: 24 -7 =168

Reseni: Prostiedni kachli¢ku si zvolime pevné. Nynf si viimneme, 7e ¢isla na pozicich (4,1) a (4, 8) (kde
(1,1) znadi levy horni étverecek) mohou nabyvat pouze dvou raznych hodnot, coz ndm dohromady déava
CtyTi moznosti. U ti z nich je doplnéni zbytku tabulky jednoznacné, u ¢tvrté mohou nastat ¢tyfi pripady.
Vzhledem k tomu, Ze mame 4! = 24 moznosti, jak zvolit prostfedni kachlicku, vysledek bude 24 - 7.

Uloha 51J /41S. Vejtek svoje oblibené ¢islo (zapsané v desitkové soustavé a bez nuly na zacatku)
nazyva langos. Pro langos plati:

e Cislo o 1 vét&i nez langos je délitelné 210.

e Ciferny soucet langose je dvojnasobek poctu jeho cifer.
e Langos nem4 vic nez 12 cifer.

e Cifry langoSe jsou na stfidacku sudé a liché.

Urcete hodnotu langose.
Vysledek: 1010309
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Reseni: Zaméiime se na podminku, Ze ¢islo o 1 vétsi je délitelné 210 = 2-3 -5 - 7. Z toho je hned
ziejmé, Ze posledni cifra musi byt 9. Kvili délitelnosti tfemi je ciferny soucet tvaru 3k + 2. Ze zadéani
je ciferny soucet langose dvojnasobek poctu jeho cifer. Protoze jsou ciferné soucty sudé, tvaru 3k + 2 a
vetsi nez 9, prichazeji v tivahu 14 a 20. Jim odpovidaji pocty cifer 7, resp. 10. Protoze se stfidaji sudé
a liché cifry, tak nejmensi ¢isla spliujici vSechno kromé délitelnosti 7 jsou 1010109 a 2101010109, které
maji ciferné soucty 12 a 15. Druhé ¢islo ma lichy ciferny soucet, a tedy neumime dosadhnout souc¢tu 20.
V prvni pfipadé ndam staci zvétsit ciferny soucet o 2, tedy zvétsit jednu z cifer o 2. Snadno se presvécime,
Ze jedind moznost (kvuli délitelnosti 7) je ¢islo 1010309.

Uloha 52J / 42S. Pepa si vymyslel takové étyfciferné &islo n, ze posledni étyfi cifry ¢isla n? tvoii opét
¢islo n. Najdéte vSsechna mozné Pepova disla.

Vysledek: 9376

Reseni: Pieformulovianim zadani dostaneme n? — n = n(n — 1) = 10000k pro né&jaké piirozené k. Cislo
5% déli pravou stranu, a proto 5* = 625 déli bud n nebo n — 1. Podobné 2* = 16 déli bud n nebo
n — 1. Z prvni délitelnosti plyne, Ze n je tvaru n = 625k + b, kde k € {1,2,...,15} a b € {0,1}. Protoze
625 dava zbytek 1 po d€leni 16, tak n dava zbytek k + b po déleni 16. Z druhé délitelnosti proto plyne
k+0be€{0,1,16}. Ctyfciferny vysledek dostaneme jediné pro (k,b) = (15, 1), ¢emuz odpovida n = 9376.
Plati 9376 - 9376 = 87909376, a proto 9376 je jedinym moznym a také vyhovujicim vysledkem.

2

Uloha 53J / 43S. Palindrom je ¢&islo, které se ¢te odpiedu stejné jako odzadu jako tieba 121. Zjistéte
soucet vSech péticifernych palindrom.

Vysledek: 900 - 55000 = 49500000.

Reseni: Vsech péticifernjch palindromii je stejné jako vsech trojcifernjch é&isel, a dokonce existuje
jednoduché piifazeni mezi nimi. Cislu abc umime piitadit palindrom abcba pro a € {1,2,...,9} a
b,c € {0,1,...,9}. Celkovy soucet si rozlozime na souéty po cifrdch. Kazdé a pfispéje a - 10001, ka-
zdé b prispéje b- 1010 a kazdé c prispéje c - 100 k celkovému souctu. Kazdé z moznosti pro a se objevi
v souc¢tu 100krat a kazda z moznosti pro b a ¢ se objevi v souctu 90krat. Proto je celkovy vysledek
(I+2+4+---49)(100)(10001) + (0+ 1+ --- +9)(90)(1110) = 45004 500 + 4 495 500 = 49 500 000.

Uloha 54J / 44S. Mgjme ¢tyii lich4 piirozena é&isla a, b, c a d, pro kterd plati a +b+c+d = 98. Kolika
riznymi zpusoby miZeme tato ¢isla vybrat?

Visledek: (%) = 19600

Reseni: Nejprve si tilohu pfevedeme na jednodussi tak, aby se vysledek nezménil. Oznaéime si A =
a stejnym zpusobem ozna¢ime i B, C'a D pro b, ¢ a d. Potom plati A+ B+ C + D = W =47
pro kladna celd A, B, C a D. Pro kazdou ¢tvefici a, b, ¢ a d ze zadani existuje vyhovujici ¢évefice A, B,
C a D a naopak. Toto uz je standardni tiloha. Re§ime ji tak, Ze si vezmeme 47 biljch a 3 cerné kulicky.
Postavime je do fady tak, ze éerné kulicky rozdéli bilé kulicky na ¢tyfi (potencialné prazdné) tseky, které
oznacuji A,B,C a D. Napiiklad pokud jsou ¢erné kulicky na pozicich 5, 6 a 25, tak tseky bilych jsou
1-4, prazdny, 7-24 a 26-50 a A =4, B =0, C = 18 a D = 25. Zase je vidét, ze pro kazdé A, B, C a
D existuje praveé jedno odpovidajici rozestaveni kulicek a naopak. Takze FeSenim je pocet rozestaveni 3
cernych kuli¢ek na 50 pozicich, kterych je (530)

a—1

Uloha 55J / 45S. Najdéte jediné jedenacticiferné ptirozené éislo zacinajici jednickou takové, Ze kdy#
ho zapiseme dvakrat za sebou, vyjde druhd mocnina pfirozeného cisla.
Vysledek: (101 + 1) - 16/121 = 16 - 826446281 = 13223140496

Resent: Cislo N vzniklé zapsanim ptivodniho &isla n dvakrat za sebou je n-nasobkem ¢&isla 10M + 1 =
11%2- D. Proto kdyz zvolime n = t2- D, tak N = 112-D-t?>. D = (11-t- D)%. Musime jeste zvolit ¢ tak, aby
n bylo jedenacticiferné a zac¢inalo jednickou. Poslouzi ndam ¢ = 4 a ze zadani vime, Ze je jediné takové.
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Uloha 56J / 46S. V roviné jsou dany dva rtizné trojihelniky se stranami 18, 24, 30, které sdili jak
kruznici vepsanou, tak kruznici opsanou. Urcete obsah mnohothelniku uréeného jejich prunikem.

Vysledek: 132
Reseni:

Oznaéme jeden trojuhelnik ABC (JAC| = 24, |BC| = 18). Jelikoz (18,24,30) = 6 - (3,4,5), je AABC
pravouhly a pro poloméry kruznice opsané a vepsané plati R = % -30=15ar= %(18 + 24 —30) = 6.
Existuje jediny primér A’B’ kruZnice opsané rtizny od AB, ktery se dotyk4 kruznice vepsané — ten
symetricky s AB podle pfimky OI. Shodou okolnosti lezi A’B’ na ose strany AC. Ta totiz prochdzi
bodem O, a jelikoz mé od BC vzdélenost 12, mé4 od I vzdalenost 6. Druhy trojuhelnik A’ B’C’ tak bude
symetricky s ABC podle OI a zaroven bude A'B’ 1. AC a A’C’ 1 AB. Zbyva si rozmyslet, Ze priinik
dvou trojuhelnikt ziskdme z trojahelniku ABC odeétenim t¥i malych trojahelnick, jejichz rozméry
postupné uréime jako 9 — 12 — 15 (u A), 6 —8 — 10 (u B) a 3 —4 — 5 (u C). Koneéné obsah priiniku je
roven

1
51824912 -6-8—3.4) =132,

Uloha 57J /47S. Mgéjme miizku 5 x 5. Kazdy ¢tvereéek miizky chceme vybarvit bilou nebo éernou
barvou tak, aby platilo, ze v kazdém fadku i sloupci jsou pravé dva cerné c¢tverecky. Kolika rtznymi
zpusoby to muZeme udélat?

Vysledek: 2040

Reseni: Postupné obarvime deset policek ¢erné. Oznacme policka Al az E5. Btino jsou obarvena policka
Al, B1 (vysledek pak ze symetrie sta¢i vynasobit (g) = 10) a B2 (a étyfmi).

Pokud je ve druhém fadku obarveno policko A2, staci urcit pocet vyhovujicich obarveni tabulky 3 x 3,
coz je 6. Pokud je v ném obarveno jiné policko, at je to biino C2 (ndsobime tfemi), a ve tfetim sloupci
jesté C3 (opét tfemi). Pokud je ted obarveno A3, je jedind moznost, jak obarveni dokonéit (D4, D5, E4,
E5). V opaéném piipadé jsou moznosti étyfi (btano je ve t¥etim fadku obarveno D3 a ve ¢tvrtém sloupci
D4). Celkovy pocet obarveni je proto

10-4-(64+3-3-(1+2-2)) =40-51 = 2040.

Uloha 58J /48S. Mgéjme body X a Y uvniti étverce se stranou o délce 1. Ddlkou vrcholu &tverce
oznacme jeho vzdalenost k bliz§imu z bodia X a Y. Jaky je nejmensi mozny soucet ddlek vrcholu ¢tverce?

Visledek: 0+v2

Resenti:
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Prvni odhad ziskdme, pokud X a Y zvolime jako vrcholy ¢tverce. Potom je soucet dalek 2. Pomoci
trojuhelnikovych nerovnosti zjistime, ze pokud je X nebo Y nejbliz k pravé 0, 2 nebo 4 vrcholim, tak
sou¢tu mensiho nez 2 nedosdhneme. Proto necht Y je pravé ke tfem vrcholim (B, C' a D) bliz nez X.
Chceme minimalizovat |AX |[+|BY |4+|CY|+|DY |, ale | AX | mize byt nula pro X = A. Je zndmo, ze soucet
t¥1 vzdélenosti v trojuhelniku BCD je nejmensi, pokud usecky BY, CY a DY sviraji thly 120 stupna.
(To lze ovérit otofenim trojihelnika BCY podle bodu B o 60 stupiitt na BC'Y’, a minimalizaci délky
lomené ¢ary C'Y'Y D. Optimalni bude tsecka C'D, jejiz délku snadno vyjadiime pomoci Pythagorovy
véty.)

Uloha 59J / 49S. Parkovisté sestava z 2012 parkovacich mist pravidelné rozlozenych v jedné fadé a
oznacenych c¢isly 1 az 2012. Postupné tam po jednom zaparkuje 2012 aut, pficemz postupuji nasledovné:

e Prvni auto si ndhodné vybere jedno z 2012 mist.

e Kazdé dalsi auto si vybere se stejnou pravdépodobnosti ze vSech mist, jejichz vzdalenost od nej-
bliz§iho obsazeného mista je v danou chvili nejvétsi.

Jaka je pravdépodobnost, Ze posledni auto zaparkuje na misté s ¢islem 17
Visledek: 1/2012-1/1025 = 1/2062300

Reseni: Aby mohlo byt misto s ¢islem 1 obsazené jako posledni, musi byt misto s &islem 2 obsazené
jako prvni (s pravdépodobnosti 201ﬁ) a hned po ném se obsadi pozice n. Potom se zaplni nékterd mista
od 3 do n — 1, dokud neztistanou pouze mezery velikosti 1 a 2. V takovém pfipadé je pravdépodobnost,
ze 1. misto bude obsazené jako posledni, rovna pievracené hodnoté poc¢tu mist, nebot kazdé misto mé
stejnou Sanci, Ze bude obsazeno jako posledni. Uvédomime si, Zze budeme-li se divat pouze na velikosti
mezer a postupné obsazovat nejvétsi, zbyde nam vzdy stejny pocCet mezer velikosti 1 a 2, a proto je
umime jednoznacné spocitat.

Necht f(n) je pocet mist, kterd zistanou volna, mohou-li auta parkovat na n + 2 mistech za sebou,
pfiGemz prvni a posledni je obsazené. Prvni auto se postavi do stfedu a zbydou pfipady f (L"T_lj) a
f(T251]). Méme tedy rekurentni vyjadreni f(n) = f([251]) a f([25+]) s poc¢ateéni podminkou f(1) =1
a f(2) = 2. Kdyz si s tim trochu pohrajeme a spo¢itdme pro malé hodnoty, dobereme se k explicitnimu

vyjadfeni:
r—2""14+1, 2"<gzp<3am—2
f(’I) = n 3 n n
2", Som 1<e<2-2" — 1.
Proto f(2009) = 1024 a celkové pravdépodobnost je 20% . 102:;“ = m.

Uloha 60J / 50S. Najdéte viechna realna z splitujici
(2 + 3z +2)(2® — 20 — 1)(2® — Tz + 12) + 24 = 0.

Vysledek: 0,2,1++6,1++/8

Reseni: Jelikoz

(22 4+ 32 +2)(2? — Tz +12) = (z + 1)(z + 2)(z — 3)(x — 4) =
=(x+1)(z—3)(z+2)(xr —4) = (2* — 2z — 3)(z* — 22 - 8),

fesime po substituci 22 — 2z = 2 rovnici
0=(2-3)(z—8)(z —1)+24=2° - 1222 + 352 = 2(2 — 5)(2 — 7).

Pro kazdé z € {0, 5,7} pak snadno zjistime odpovidajici z.
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