Vzorova feSeni

Uloha 1J. Je znamo, ze ¢islo 2013 se da pravé jednim zpiisobem zapsat jako soudet dvou
prvocisel. Cemu je roven jejich soucin?

Vysledek. 4022

Reseni. Aby byl soudet dvou pfirozenych ¢isel lichy, musi byt jedno z nich liché a jedno sudé.
Jedinym sudym prvocislem je dvojka, takze v uvahu pfipada jen zapis 2013 = 2011 + 2.
Zadani ¥ika, ze 2013 jako soudet dvou prvodisel zapsat lze, takze 2011 je prvocislo a odpoved
je 2011 - 2 = 4022.

Uloha 2J. Dvé kruZnice o poloméru 1 se protinaji tak, Ze obsah prostfedni ¢asti je roven
souctu obsahii krajnich dvou. Cemu je roven obsah prostfedni ¢asti?

Vysledek. %ﬂ'

Reseni. Ozna¢me obsahy t¥i ¢4sti jako na obrazku.

Ze symetrie vime, ze A = C, takze ze zadaného B = A+ C plyne B = 2A. Obsah prostfedni
Casti je tak roven dvéma tfetindAm obsahu levého kruhu, tedy %ﬂ'.

Uloha 3J. Mame pét zlutych koliki, étyii Gervené, tii zelené, dva modré a jeden oranzovy.
Kolika zpisoby je mizeme rozmistit do trojihelnikové sité (viz obrazek) tak, aby v zddném
rfadku ani sloupci nebyly dva koliky stejné barvy? Stejné barevné koliky povazujeme za
nerozlisitelné.

Vysledek. 1

Reseni. Zaéneme rozmistovanim zlutych kolikti. Mame jedinou moZnost, jak je rozmistit
tak, aby v kazdém fadku i sloupci byl nejvyse jeden, a sice dat je na preponu trojuhel-
niku. Podobné mame pouze jeden zpusob, jak rozmistit postupné cervené, zelené, modré
a oranzové koliky — vzdy na preponu trojuhelniku tvoreného dosud neobsazenymi misty
v trojuhelnikové siti. Proto existuje pouze jedno rozmisténi vSech koliki vyhovujici zadani.



Uloha 4J. Najdéte nejmensi pfirozené &islo, jehoz souéin cifer je roven 600.
Vysledek. 3558

Reseni. Protoze 600 = 23 - 3 - 52, miizeme na sestaveni tohoto &isla pouzit pouze &islice 1,
2, 3, 4, 5, 6, 8. Pritom jednicky k soucinu nijak nepfispéji, pouze zvétsi pocet cifer. Ziejmé
musi &islo obsahovat dvé pétky, nebot 52 nelze ziskat jinou kombinaci cifer. Zbyvajici cifry
musi mit soucin 24, tedy musi byt alespon dvé. Cislo 24 lze rozlozit jako 3 - 8 nebo 4 -6, a
protoze prvni moznost obsahuje mensi cislici, zvolime ji a sestavime hledané ¢islo 3558.

Uloha 5J. Kladna realna ¢isla a, b spliiuji
1 1
a+-=7 a b+ - =5.
b a

Cemu je rovna hodnota vyrazu ab + ﬁ?
Vysledek. 33

Reseni. Obé rovnosti mezi sebou vynasobime a dostaneme
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a - 4+ - + — = 35,
a b ab
1

ab+ — = 33.
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Uloha 6J. Misa objevila Sesticiferné ptirozené ¢&islo spliiujici nasledujici podminky:
1. Cislo se &te stejné zleva doprava i zprava doleva.
2. Je délitelné deviti.
3. Po skrtnuti prvni a posledni cifry je jedinym prvodiselnym délitelem nového C¢isla
¢islo 11.
Které ¢islo Misa objevila?
Vysledek. 513315

Resend. Za¢neme posledni podminkou. Jedingm é&tyicifernym ¢islem, které je mocninou 11,
je 113 = 1331. Nami hledané ¢islo je tedy tvaru a1331a, a protoze je délitelné deviti, musi
byt i jeho ciferny soucet 2a + 8 délitelny deviti. Tento vyraz je sudy a mensi nebo roven 26,
tedy musi byt roven 18. Proto a = 5 a nami hledané ¢islo je 513315.

Uloha 7J. Na priméru AB pilkruznice k je dan bod D. Kolmice k AB vedena bodem
D protne pilkruznici k£ v bodé C'. Jsou-li délky oblouktt AC a C'B piulkruznice k v poméru
1: 2, urcete hodnotu poméru |AD| : |DB|.

Vysledek. 1 :3

Reseni. Protoze bod C déli pulkruznici v poméru 1 : 2, mizeme dokreslit jesté bod E tak,
aby body A, C, E, B (v tomto pofadi) tvofily ¢tyfi po sobé jdouci vrcholy pravidelného
Sestithelniku.
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Oznaéme S stifed pulkruznice k. Body A, C, S pak tvori vrcholy rovnostranného trojihelniku
a bod D je stfedem strany S A, nebot vyska a téZnice v rovnostranném trojuhelniku splyvaji.
Odtud uz snadno dopocitame pomér [AD|: |[DB| =1:3.

Uloha 8J. Dva rozmazleni brat¥i¢ci Viktor a MiSo dostali pytel bonbont, ktery si piil na
pul rozdélili. Kazdy z nich sni béhem dne dva az tfi bonbony. Malému Vikouskovi bonbony
vydrzely na ¢trnact dni, starSimu MiSovi pfesné na tfi tydny. Kolik bonbont bylo ptivodné
v pytli?

Vysledek. 84

Resend. Viimneme si, Ze maly Vikousek mohl snist maximalné 3 - 14 = 42 bonbonfl, zatimco
Miso jich snédl minimélné 2 - 21 = 42. Protoze vSak oba méli stejné mnozstvi, musel kazdy
z nich mit 42 bonbont. V pytli jich tedy ptavodné bylo 84.

Uloha 9J. Kolika zpusoby lze ve schématu na obrazku piedist slovo Ndboj?
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Vysledek. 16

Reseni. 7 kazdého z pismen N, d, b, o miizeme dale pokracovat ve ¢teni dvéma zpisoby.
Proto lze slovo Ndboj preéist celkem 24 = 16 zptisoby.

Uloha 10J. Na ostrové Ziji obyvatelé dvou typt: pravdomluvni vzdy ¥ikaji pravdu, lhafi
zasadné 1zou. Dvanéact obyvatel ostrova se posadilo do kruhu. Vsichni svorné tvrdi, Ze jsou
pravdomluvni. Také tvrdi, Ze po jejich pravé ruce sedi lhar. Kolik nejvice lhaird muze byt
mezi témito dvanacti lidmi?

Vysledek. 6

Resend. Piedpokladejme, ze by vedle sebe sedéli dva pravdomluvni ¢ dva lhafi. Pak by ten,
ktery sedi v takové dvojici nalevo, prohlasil o ¢lovéku po své pravici, Ze je pravdomluvny.
To je ale v rozporu se zadanim — pravdomluvni a lhafi se tedy musi stfidat. Lhafa je proto
v kruhu praveé Sest.

Uloha 11J / 1S. Hel¢a mé jedenact shodnych &tvercovych dlazdidek — Sest cervenych, tii
modré a dvé zelené. Kolika zpusoby miize z nékterych deviti z nich sestavit tabulku 3 x 3,
musi-li obarveni tabulky zustat zachovano, oto¢ime-li ji 0 90° po sméru hodinovych rucicek?
Stejné barevné dlazdicky povazujeme za nerozlisitelné.

Vysledek. 0

Reseni. Aby ztstalo obarveni pfi otoceni o 90° zachovano, musi mit vSechny rohové dlaz-
dicky stejnou barvu. Stejné tak musi mit stejnou barvu étyfi dlazdi¢ky ve stiedech krajnich
sloupct a radkt. Potfebujeme proto bud alespon 8 dlazdicek jedné barvy, nebo po ¢tyfech
dlazdickdch dvou riuznych barev. Takové dlazdicky ale k dispozici nemame, a tak zaddné
vyhovujici obarveni neexistuje.



Uloha 12J /2S. Na ostrové jsou Zenaté dvé pétiny muzt a vdané tii pétiny zen. Kolik
procent obyvatelstva ostrova zije v manzelstvi?

. _ 12
Visledek. 48% = 32
Reseni. Oznaéme D celkovy pocet sezdanych part na ostrové. Celkovy pocdet muzi, resp.
zen pak lze vyjadrit jako gD, resp. gD. Na ostrové tedy zije celkem %D + gD = %D lidi,
z toho 2D je sezdanych. Podil ostrovanu zijicich v manzelstvi je tedy

2D 12
o = = = 48%.
Bp 25

Uloha 13J /3S. Jaka je délka strany nejvétsiho rovnostranného trojthelniku, ktery lze
vystifihnout z obdélnikového papiru o rozmérech 21 x 29,7 cm?

Vysledek. 143 = % cm
Reseni. Méame-li libovolny rovnostranny trojihelnik uvniti pasu ohrani¢eného dvéma rov-
nobéznymi pfimkami, muzeme jej vhodné zvétsit tak, aby dva z jeho vrchold lezely na
protéjsich hrani¢nich pfimkéach. Ze vSech takovych rovnostrannych trojuhelniki ma nejvétsi
délku strany ten, jehoz jedna strana lezi celd na hranici.

Pokud tedy méame pas o Sifce 21 cm, pak nejvétsi rovnostranny trojuhelnik, ktery se vejde
do tohoto pasu, ma vysku 21 cm. Délka jeho strany je 21 cm/sin 60° = 144/3 cm. Protoze
14v/3 < 14 - 2 < 29,7, vejde se tento trojuhelnik i do zadaného obdélniku.

Uloha 14J / 4S. Déska si vzala étvercovy kus papiru a slozila ho ¢tyfikrat na polovinu bez
zpétného rozkladani tak, ze kazdym slozenim vytvorila rovnoramenny pravouhly trojihelnik.
Kolik étvercu je vidét po rozloZeni papiru?

Vysledek. 10

Reseni. Na nésledujicim obrazku jsou znizornény prehyby, které uvidime po rozlozeni
papiru.

Bude tedy vidét celkem deset Ctverct — cely papir, ¢tverec spojujici stiedy jeho stran, a
v kazdém z téchto ¢tvercu navic Ctyii mensi.



Uloha 15J / 5S. Kolik pétitihelnikti se nachézi na obrazku?

Viysledek. 3% = 243

Resend. Vsimneme si, ze kazdy pétithelnik musi mit ve svém vnitiku stied obrazku. Pro
kazdou z péti stran mame na vybér ze t¥i moznosti (vnéjsi, prostiedni, ¢i vnitini ¢ara), takze
pétithelnikii je v obrazku 35 = 243.

Uloha 16J / 6S. Pii s¢itani dvou pfirozenych ¢isel Kdja omylem za jedno z nich ptipsala
nulu, a tak ji vyslo 3858 misto 2013. Cemu je rovno vétsi z ¢isel, kterd méla Kaja secist?

Viysledek. 1808
Reseni. Oznaéme a, b &isla, kterd méla Kaja seéist. Jelikoz p¥ipsani nuly odpovida vynéso-
beni deseti, mizeme sestavit rovnice
a+b=2013,
10a + b = 3858.

Jejich odectenim ziskdme a = 205, takze b = 1808, coz je hledany vétsi scitanec.

Uloha 17J / 7S. Jaky polomér mé nejmensi kruh, jim# lze zakryt trojuhelnik se stranami
délek 3,5 a 77

Vysledek. 3,5

Resend. Jelikoz 32452 < 72, je tihel naproti strané délky 7 tupy a cely trojuhelnik lze zakryt
kruhem majicim tuto stranu za primér. Naopak kazdy kruh zakryvajici cely trojahelnik musi
zakryvat i jeho stranu délky 7 a jako takovy musi mit polomér alespon 3,5.

Uloha 18J / 8S. Kuba, Mirek, wtr a Vejtek maji dohromady 100 lizatek. Pfitom kazdi dva
z nich maji dohromady lizatek alespon 41. Kolik nejméné lizadtek muze mit wtr?

Vysledek. 12

Reseni. Oznacéime-li pocty lizatek jednotlivych chlapcti postupné K, M, P a V, musi ze
zadani mimo jiné platit K + P > 41, M+ P > 41 a V + P > 41. Sectenim téchto nerovnosti
ziskdme 2P + (K + M + P 4+ V) > 123. Jelikoz K + M + P + V = 100, dostavame 2P > 23,
neboli P > 12 (P je pfirozené ¢islo). Naopak hodnoty K = M =29, P = 12, V = 30 vSem
podminkam tlohy vyhovuji.



Uloha 19J / 9S. Savlik si nakreslil obdélnik ABCD s obsahem 80 a s délkou tihlop¥icky
16. Cemu je roven sinus ostrého tihlu sviraného tihlopfi¢kami obdélniku?

Visledek. 2 = 0,625

Reseni. Ozna¢me S priseéik thlopticek obdélnika ABCD a dale v délku vysky na stranu
AC v trojuhelniku ABC. Obsah obdélnika ABC'D muzeme vyjadfit jako |AC| - v, coz dava

v = 80/16 = 5. Nakonec spoé¢teme hledanou hodnotu sin |[<ASB| = sin |[<CSB| = 5] = 8,

Uloha 20J / 10S. Jakou nejvétsi hodnotu miize mit vyraz ab+c?, jsou-li a, b, ¢, d navzajem
rizné ¢isla z mnoziny {—7, -5, —4, -3, -2, —-1}7

, — - 10
Visledek. (—1)~* + (=3)72 = ¢
Resend. Vsimneme si, ze abychom dostali kladné ¢&islo, musime mocnit na sudy exponent.
Jelikoz (—2)~% = (—4)72? < (=1)72, budeme za exponenty brat —2 a —4. Protoze navic
umocnénim na zaporny exponent vsem c¢islim kromé —1 zmensime absolutni hodnotu, bu-
deme za zdklady mocnin brat —1 a —3. Ze zbyvajicich dvou moznosti méa vétsi hodnotu

()44 (-3)72 =12

Uloha 21J / 11S. Do roviny s kartézskou soustavou soufadnic jsme ndhodné umistili tihel
o velikosti 110°. Jaka je pravdépodobnost, Ze ramena tohoto thlu tvori graf funkce?
Vijsledek. 1%
Resend. Aby byl thel grafem néjaké funkce, musi kazdému bodu na ose z pfifazovat maxi-
malné jednu hodnotu na ose y. Zalezi tedy jen na natocCeni thlu a my mtzeme bez Gjmy na
obecnosti umistit jeho vrchol do poc¢atku soustavy soufadnic.

Necht nejprve jedno rameno thlu splyva s kladnou ¢ésti osy y a druhé lezi napravo od osy
y. Nyni thlem otéd¢ejme po sméru hodinovych rucicek a zkoumejme, kdy je grafem funkce.
Po otoceni o 70° se poprvé stane to, ze kazdému bodu na ose x bude pfifazena pouze jedna
hodnota na ose y, a toto potrva az do otoceni o celkovych 180°. Otoceni o 180° az 360°
vySetfovat nemusime, nebot zde je situace symetrickd. Pravdépodobnost, Ze jsou ramena

naseho uhlu grafem néjaké funkce, je tedy }51;8 = %;

Uloha 22J /12S. Pepa si v den konani lofiského Naboje (23. bfezna 2012) nakreslil
pravidelny stouhelnik AqAg ... Ao (Cislovany po sméru chodu hodinovych rucicek) a na
jeden nahodny vrchol polozil zeton. Kazdé dalsi rano pak Zeton posunul o tolik vrchold
po sméru chodu hodinovych rucicek, jaké bylo ¢islo vrcholu, na kterém zeton zrovna lezel
(z vrcholu A3 by se tedy napiiklad Zeton pfesunul na Ag, z vrcholu Ags na Ags). Ted lezi
zeton na vrcholu Ajgg. Jakd byla pravdépodobnost, Ze se néco takového stane?

Vijsledek. 0,04 = 3=
Reseni. Ptame se vlastné na to, ktera ¢isla od 1 do 100 maji tu vlastnost, ze kdyz je
opakované (pfiblizné 380krat) vynasobime dvojkou, budou délitelnd stem. Kazdé takové
¢islo musi byt jisté€ uz od zacatku nasobkem c¢isla 25 a naopak vsechna ¢tyfi ¢isla 25, 50, 75,
100 ziejmé vyhovuji (uz jejich étyinasobky kon¢i dvojcislim 00). Odpovéd je proto 155 =
0,04 = 5=



Uloha 23J /13S. Piirozenym &isltim, ktera se daji zapsat jako rozdil druhych mocnin
dvou celych cisel, fikejme rozdilovd. Kolik z &isel 1,2, ...,2013 je rozdilovych?

Vysledek. 1510

Reseni. Hledejme vsechna piirozend ¢isla n < 2013, ktera se daji zapsat ve tvaru n =
a? — b2 = (a + b)(a — b) pro néjaka a,b € Z. Kazdé liché ¢&islo miizeme ziejmé zapsat jako
2k +1 = (k+1)2 — k2, kazdé &islo délitelné &tyimi jako 4k = (k + 1)2 — (k — 1)2. Zbyva
vySetFit ¢isla tvaru 4k + 2, tedy ¢isla délitelnd dvéma, ale nikoliv ¢tyfmi. Ta ovSem rozdilova
nejsou, protoze a + b a a — b jsou bud obé licha, nebo obé suda (a jejich souéin je tedy bud
lichy, nebo délitelny &ty¥mi).

Cisel tvaru 4k +2 je v daném intervalu 503. Rozdilovych &isel je proto 2013 — 503 = 1510.

Uloha 24J /14S. T¥i pravidelné neptekryvajici se mnohotihelniky o stranich délek 1 se
stykaji v bodé A tak, ze tvofi (nekonvexni) mnohouhelnik M, jemuz je A vnitinim bo-
dem. Je-li jeden z pravidelnych mnohothelniki Sestitthelnik a druhy ctverec, urcete obvod
mnohothelniku M.

Vysledek. 16

Reseni. Porovnanim velikosti vnitinich Ghlé t¥i mnohothelnikf u spoleéného vrcholu A
dostaneme, Ze velikost vnitiniho thlu ve tfetim pravidelném mnohothelniku je rovna 360° —
90° —120° = 150°. Protoze soucet velikosti vnitinich Ghli v n-thelniku je roven 180°(n —2),
plati:

180°(n — 2) = n - 150°,
n-30° = 360°,
n = 12.

Treti mnohouhelnik je tedy dvanactitihelnik, a protoze kazdé dva mnohouhelniky sdileji
jednu stranu, ma mnohothelnik M obvod rovny 4 4+ 6 + 12 — (3 - 2) = 16.

Uloha 25J /15S. Martin napsal na papir ¢isla 1 az 100 v ndhodném potadi. Jaka je
pravdépodobnost, Ze pro kazdé i = 1,...,50 je to (2 — 1)-té mensi nez to (2:)-té?

Viysledek. 250

Resend. Piedstavme si, ze Martin psal ¢isla postupné po dvojicich — vzdy si nahodné vybral
dvé dosud nenapsané c¢isla a pripsal je na papir za jiz napsana. Pravdépodobnost, Ze napsal
1

dffve to mensi, je 5 (bez ohledu na to, ktera dvé ¢isla si vybral). Pro vSech padesat dvojic

tedy mame pravdépodobnost (%) = 2750,

Uloha 26J / 16S. Rizova barva vznikne smichanim ervené a bilé v poméru 1 : 1, azurové
vznikne z modré a bilé v poméru 1 : 2. Anicka si chce vymalovat pokoj barvou, ktera vznikne
z ruzové a azurové smichané v poméru 2 : 1. Zatim smichala tfi plechovky modré a jednu
plechovku ¢ervené barvy. Zbyvaji ji uz jen plechovky s ¢ervenou a bilou barvou. Kolik celkem
plechovek jesté musi pfidat?

Vysledek. 23

Resend. Vzhledem k tomu, Ze miizeme piidavat pouze éervenou a bilou, musi byt ve vysledné
barvé presné tifi plechovky modré. Modra neni vibec zastoupena v ruzové barveé, takze
z poméru 1 : 2 v azurové barvé vime, Zze azurové barvy musi byt celkem 9 plechovek (3 modré
a 6 bilych). Nakonec z poméru 2 : 1 ve vysledné barvé vime, ze celkem v ni musi byt 27
plechovek (z toho 9 se smicha na azurovou a 18 na rtizovou). Ctyii plechovky jiz smichané
mame, tedy musime pfidat 27 — 4 = 23 plechovek.



Uloha 27J / 17S. V klobouku je nékolik bilych, sedych a dernych kraliki. Je znamo, ze kdyz
kouzelnik za¢ne kréliky postupné ndhodné vytahovat (aniz by je vracel), je pravdépodobnost,
ze vytahne diiv bilého kralika nez Sedého, rovna % Podobné je pravdépodobnost, ze vytahne
diiv Sedého kralika nez ¢erného, rovna %. Jaka je pravdépodobnost, ze vytadhne diiv bilého
kralika nez ¢erného?

Vijsledek. 25

Reseni. Pravdépodobnost, Ze kouzelnik vytahne diive bilého kralika nez Sedého, je rovna %,
takze v klobouku je tfikrat vice bilych kralikt nez Sedych. Podobné je v klobouku tfikrat
vice Sedych kralikii nez ¢ernych. Z toho plyne, Ze bilych kralikt je devétkrat vice nez éernych,
a hledana pravdépodobnost je tak rovna 5.
Uloha 28J / 18S. Pro ptirozena &isla a, b plati 49a + 99b = 2013. Uréete hodnotu souétu
a—+b.

Vysledek. 37

Reseni. Pfi¢tenim a + b k obéma strandm rovnosti dostavame 50(a + 2b) = 2013 + (a + b).
Jelikoz je leva strana rovnosti délitelnd padesati, musi byt i prava, takze a+b je tvaru 50k—13,
k € N. Kdyby ovSem bylo a 4+ b > 87, méli bychom 49a + 99b > 49a + 49b > 49 - 87 > 2013,
coz neni mozné. Proto a + b = 37.

Uloha 29J / 19S. V rozich étverce PQRS o strané délky 6 cm jsou umistény Gty¥i mensi
étverce o stranach délek 2 cm. Oznaéme jejich vrcholy W, X, Y, Z jako na obrazku. Ctverec
ABCD je sestrojeny tak, ze body W, X, Y, Z lezi uvnitf jeho stran AB, BC, CD, DA.
Urcete nejvétsi moznou vzdalenost boda P a D.

S 2 2 2 R

D 2

A Y

A
2
c

W X
B 2
P Q

Vysledek. 6

Reseni. Bod D se nachazi na Thaletové kruznici nad priimérem ZY, jeji stfed ozna¢me O.
Tato kruznice ma polomér 1 a z Pythagorovy véty spocteme |PO| = /32 + 42 = 5, tedy
z trojuhelnikové nerovnosti |[PD| < |PO| 4 |OD| = 6. Rovnost nastava, pokud body P, O,
D lezi v pfimce, této vzdélenosti tedy lze nabyt.
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Uloha 30J / 20S. Ve dvaceti krabicich je dohromady 129 jablek. P¥itom v nékolika kra-
bicich je pfesné po ctyfech jablkach a ve zbylych po x jablkach. Naleznéte vSechny mozné
hodnoty x.

Vysledek. 11, 53

Reseni. Oznaéme K pocet krabic, které obsahuji x jablek (K < 20). Zbylych 20 — K krabic
pak obsahuje po ¢tyfech jablkidch a my muiizeme psat

K-z+(20-K)-4=129, tedy K(z—4)=49.

Jelikoz K < 20, v uvahu pripadaji jen moznosti K = 1, K = 7 odpovidajici po fadé
vysledktim x = 53, x = 11.

Uloha 31J / 21S. Kladn4 reélna &isla a, b spliiuji a > b a soucasné

a? +b?
a

= 2013.

Cemu se rovna hodnota vyrazu Z—fg?

. 2015
Vysledek. /5517

Reseni. Podminku ze zadani si piepiSeme na a? + b2 = 2013ab. Jejim uzitim dostavime
nasledujici vztahy:

(a+b)? = a? + 2ab + b2 = 2015ab,
a— =a“ — 2ab + = 2011abd.
b)? = a? b+ b? b

Jelikoz je hledany vyraz kladny, mizeme jeho hodnotu spocist pomoci vyse uvedenych rov-
nosti jako

a+b  [(a+b)2  [2015ab _ [2015

a—b \(a—02 V2o11tab V2011

Uloha 32J / 22S. Kolika zptisoby lze do riiznych poli¢ek heptomina na obrazku vyplnit
¢isla 1 az 7 (kazdé musime pouZzit pravé jednou), aby byl soucet cisel ve spodnim Fadku
stejny jako soucet ¢isel v levém sloupci?

Vysledek. 144 = 3 -2 - 4!



Reseni. Ozna¢me si hodnoty v jednotlivych poli¢kach jako na obrazku.

A

B

¢ | D | E| F |G

Ze zadani vime, ze A+ B+ C+ D+ E+F+G=1+2+3+4+5+6+7=28a
A+B=D+E+F+G= %(287C). Proto C je sudé ¢islo.

Pokud C = 2, pak A+ B = 13 = 6 + 7, tedy mame dvé moznosti, jak doplnit policka
v levém sloupci. Pro kazdou z téchto moznosti miZeme zvolit jedno ze 4! usporadani zbylych
éisel ve spodnim faddku. Pro C =4 je A4+ B =12 =5+ 7 (6 + 6 nevyhovuje, nebot vechna
¢isla maji byt navzdjem rtznd) a pro C = 6 madme A+ B = 11 =4 + 7 (5 + 6 nevyhovuje,
nebot uz C' = 6), coz nam v obou pfipadech déva opét 2 - 4! moznosti doplnéni tabulky.
Celkem dostavame 3 - 2 - 4! = 144 moznosti.

Uloha 33J / 23S. Délky stran ostrothlého trojuhelniku ABC spliiuji |AB| = 4x, |BC| =
4w + 3, |CA| = 4w + 6. Oznaéme D patu vysky z vrcholu A. Uréete |CD| — |BD)|.
Vysledek. 12

Resend. Pythagorova véta pro pravouhlé trojuhelniky ADC a ADB dava |CD|? = |AC|? —
|AD|? a |BD|? = |AB|? — |AD|?. Odeétenim téchto vztahtl dostaneme

|CD|? — |BD|? = |AC|? — |AB|? = (47 4+ 6)% — (47)? = 487 + 36.
Jelikoz bod D lezi uvnitf strany BC, mame soucasné
|CD|* —|BD|* = (ICD| — |BD|) - (ICD| +|BD|) = (ICD| — |BD|) - (47 + 3),
takze |CD| — |BD| = 12.
Uloha 34J / 24S. Tramvaje maji cely den v obou smérech trasy stejné intervaly. Chodec,

ktery Sel podél drahy tramvaje, pozoroval, ze ho kazdych 12 minut jedna tramvaj predjede
a zaroven ho kazdé 4 minuty mine tramvaj v protisméru. Jaky interval maji tramvaje?

Vysledek. 6 minut
Reseni. Oznacime rychlost tramvaje t, rychlost chodce c a vzdalenost mezi tramvajemi d.

Zadani dava

t—c= —,
12 min

t+c=

4 min

Seétenim rovnic a vydélenim dvéma dostavame

1 1 1 d
v= = N + N cd = )
2 \12min 4 min 6 min

takze tramvaj ujede vzdalenost d za 6 minut, coz odpovida intervalu tramvaje.
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Uloha 35J /25S. Kolik nedegenerovanych trojihelnikii mtize byt vytvofeno spojenim
nékterych t¥i bodu na obrazku?

Poznamka: Body jsou zarovnany do naznacené mfizky.

Vysledek. 148 = (%)) — 17

Reseni. Pocet zptisobti, jak vybrat nékteré tii body z dotyénych jedendcti, je roven

<11> _11-10-9
3 1-2-3

Zbyva tedy spocitat, kolik trojic bodu lezi v pfimce, a toto ¢islo odecist. Vodorovnych trojic
je celkem 44144 =9, sikmych trojic pak 3+3+1+1 = 8, takze celkovy pocet trojuhelnikt
je 165 — 17 = 148.

= 165.

Uloha 36J / 26S. Filip dostal bonboniéru se tticeti bonbény uspotadanymi ve tfech Fad-
cich po deseti. Aby si ji nélezité vychutnal, ji bonbény po jednom, a to tak, aby se pocty
zbyvajicich bonbént v kazdych dvou fadcich v kazdy okamzik liSily nejvyse o jedna. Kolika
zpusoby muze bonboniéru snist?

Viysledek. 610 - (101)3

Reseni. Poradi, v jakém Filip bonbdny sni, mtzeme jednozna¢né zadat nasledovné: pro
kazdy rfadek urcime, v jakém poradi budou bonbény v tomto Fadku snézeny; soucasné urcime,
v jakém potadi bude Filip volit fadky.

V kazdém fadku mtzeme bonbény usporadat 10! zplisoby, ve vSech tfech fadcich dohro-
mady tedy (10!)3 zptsoby.

Pro urceni poctu moznych poradi radkt si uvédomme, ze kdykoliv je v kazdém radku
stejny pocet bonbdnt, pak si Filip maze zvolit libovolny z nich. Pfi dalsim vybéru si musi
zvolit jeden ze zbyvajicich dvou (pii volbé toho samého by v tomto jiz bylo o dva bonbény
méng) a v nasledném tfetim vybéru musi nutné zvolit ten posledni nevybrany. Po tfech
snézenych bonbénech tedy bude ve vSech fadcich opét stejny pocet bonbdéni. Staci proto
desetkrat zvolit potadi tii Fadki, coz lze (3!)10 = 610 zpisoby.

Moznych zpiisobi snézeni bonboniéry je 610 - (10!)3.

Uloha 37J / 27S. Rekneme, Ze Sesticiferné piirozené &islo je dvojité, pokud se jeho prvni
t¥i cifry (v tomto poradi) shoduji s jeho dal§imi t¥emi ciframi (tedy napiiklad ¢islo 227227 je
dvojité, zatimco ¢éislo 135153 dvojité neni). Kolik dvojitych ¢isel je beze zbytku délitelnych
¢islem 20137

Poznamka: Prirozené ¢islo nemiize zac¢inat nulou.

Vysledek. 5
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Reseni. Kazdé dvojité Sesticiferné prirozené ¢islo miizeme zapsat jako 1001 - k, kde k je troj-
ciferné prirozené ¢islo, a naopak z kazdého trojciferného pfirozeného ¢isla takto dostaneme
Sesticiferné dvojité. Protoze je 2013 = 3 - 11 - 61 a z téchto tii prvocisel je 1001 délitelné
pouze jedendcti, dostavame, ze dvojité Sesticiferné ¢islo je ndsobkem 2013 pravé tehdy, kdyz
jemu prislusné trojciferné cislo je nasobkem 3 - 61 = 183. Trojcifernych cisel délitenych 183
je pravé pét, a tolik je tedy i Sesticifernych dvojitych nasobku 2013.

Uloha 38J / 28S. Na kazdé policko hraciho planu 4 x 4 ndhodné nakreslime $ipku doprava

nebo dold a na levé horni policko postavime robota. Robot se vzdy posouva na sousedni

policko ve sméru sipky. Jaka je pravdépodobnost, Ze robot opusti hraci plan krokem z pravého

dolniho policka?

_ )
26

Vysledek.

5
16

Reseni. Spodcitejme, kolika rtiznymi cestami se robot muze do pravého dolniho policka
dostat a jaka je pravdépodobnost prichodu jedné takové cesty. dolniho policka prisel. Kazda
cesta se sklada ze t¥i kroku doli a tfi krokt doprava, coz dava celkem (g) moznych cest.
Pravdépodobnost, Ze se robot bude cesty drzet, je pokazdé 2~ 6 — kazdy ze Sesti krokd musi
byt ten spravny. Celkova pravdépodobnost je tedy 276 - (g)

Uloha 39J / 29S. Vyjadrete
212121210

112121211
v zékladnim tvaru (tj. jako zlomek ¢, kde a, b jsou nesoudélna piirozend ¢isla).

. 70
Vysledek. 5=

Reseni. Vsimneme si (pomoci ciferného souétu), ze zadany ¢itatel i jmenovatel jsou délitelné
tfemi, a naslednym vydélenim zjistime, ze 212121210 = 3 - 70707070 a 112121211 = 3 -
37373737. Nyni si sta¢i uvédomit, ze 70707070 = 70 - 1010101 a 37373737 = 37 - 1010101,
tedy hledany zlomek je %

Uloha 40J / 30S. Je dan obdélnik ABCD s délkami stran |AB| = 30, |BC| = 20. Pro
kolik bodti X na jeho strané AB plati, ze trojihelnik C DX mé celo¢iselny obvod?
Vysledek. 13

Resend. Stadi zjistit, kdy je celym &islem |DX| + | X C|. Zobrazme zadany obdélnik ABC' D
podle AB na ABC'D’. Pak je |DX|+|XC| = |DX|+|XC’|. Prava strana je zfejmé nejmensi
tehdy, kdyz je X stfedem AB, a nejvétsi tehdy, kdyz X splyva s jednim z bodu A, B.

D 30 c

\ 20

Al X \ B
N \
\
NREL
\
N
N\
D’ c’
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Z Pythagorovy véty spoc¢teme |DC’| = /302 + 402 = 50 a |AC’| = v/30% + 202 = /1300,
z ¢ehoz plyne 36 < |AC’| < 37. Probiha-li tedy bod X usecku AB, klesa nejprve hodnota
|DX| + |XC| z ¢isla tésné prevysujictho 20 + 36 = 56 (X = A) az k 50 (X je stfed AB) a
nasledné stoupd k ¢islu tésné prevysujicimu 56 (X = B). Celoéiselnou hodnotu mé tedy pro
6+ 1+ 6 = 13 poloh bodu X.

Uloha 41J /31S. V jakém pofadi je potieba uspotadat fadky r1,...,711 vyobrazené
tabulky, aby vznikla tabulka symetrickd podle vyznacené thlopficky? Stac¢i nalézt jedno
Feseni.

10011000100
(01001100010
300100110001
4110010011000
01001001100
/00100100110
miI0 0010010011
8110001001001
9111000100100
0/0 1100010010
"1/0 0110001001
Vysledek. pozpatku s pripadnou cyklickou zaménou, tedy r11, 710,79, - . ., 71 nebo rig,ro, . . .,
r1,711 atd. az r1,711,710,...,72

Reseni. Vsimneme si, Ze tabulka je symetrickd podle opa¢né thlopticky. K tomu, aby byla
symetrickd podle vyznacené thlopficky, ji sta¢i preklopit podle vodorovné osy.

Poznamka: Pro tuto tabulku jiné feSeni nez uvedenych 11 neexistuje.

Uloha 42J / 32S. Pro kazdé pfirozené &islo n polozme

1 .
an==3Yn3+n2—n—1
n
Naleznéte nejmensi prirozené cislo k > 2 takové, ze ag - a3 ---ap > 4.
Vysledek. 254

Reseni. Oznaéme A, = a3 a ekvivalentné zkoumejme, pro které nejmensi pfirozené &islo
k>2je Ay - Az--- A, > 4% = 64. Plati

An:n3+n2—n—1 _ (n+1)-(n+1)-(n—-1)

n3 n-n-n )
takze
: 4-4-2 k+1)-(k+1)-(k—1
Ay Az Ay = k4D (k41 (k1)
: 3-3-3 k-k-k

Nyni uz zbyva jen vyftesit v pfirozenych ¢islech nerovnici
(k+1)2 > 256k,

kterd je po roznéasobeni levé strany a vydéleni kladnym k ekvivalentni s k+% > 254. Resenim
je ¢islo 254.
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Uloha 43J / 33S. Kikina pfipravila pizzu, rozkrajela ji na n stejnych dilkii a pak na né
pfipichla listky s ¢isly 1,2,...,n (kazdé ¢islo pouzila pravé jednou) tak, ze mezi dilky s po
sobé jdoucimi ¢isly byl vzdy stejny pocet jinych dilki. Poté prisel spekoun Lukas a skoro
celou pizzu snédl — zbyly jen tfi sousedni dilky s ¢isly 11, 4 a 17 (v tomto potadi). Kolik
dilkt méla pizza pivodné?

Vysledek. 20

Reseni. Necht mezi dilky s po sobé jdoucimi ¢isly je pravé k —1 jingch dilki, tedy ,,skokem*
o k dilkd se dostaneme z dilku 1 na dilek 2, z dilku 2 na dilek 3 atd. Tyto skoky musi byt
vSechny ve stejném sméru, protoze prvnim skokem v opaéném sméru bychom se dostali na
predchozi dilek s nizsim ¢islem. Z dilku n pak nutné skoc¢ime na dilek 1, protoze vSechny
ostatni maji ve vzdalenosti k£ dilek s o jedna mensim a o jedna vétsim cislem.

Protoze skdkanim o k projdeme postupné vsSechny dilky pizzy, existuje takové s, ze
sko¢ime-li o k£ presné s-krat, skonéime na sousednim dilku. Plati tedy

11-4=s-k=4-17 (mod n),

odkud dostavame, ze 7—(—13) = 20 musi byt délitelné n. Protoze vSak existuje dilek s ¢islem
17, musi byt n > 17, tedy n = 20.

Uloha 44J /34S. V jedné poslucharné na Matfyzu jsou mista k sezeni uspofadana do
obdélnikové mrizky. Béhem jedné prednasky z analyzy sedélo v kazdé fadé presné 11 chlapcii,
v kazdém sloupci sedéla presné 3 dévcata a jesté celkem dvé mista zustala volna. Kolik
nejméné mist muze byt v poslucharné?

Vysledek. 144

Reseni. Oznacme r a s pocet fad a sloupcti v poslucharné. Ze zadani plyne rs = 11r+3s+2,
coz upravime na
(r—3)(s—11) = 35.

Bud jsou tedy zavorky v n&jakém pofadi rovny 5 a 7, nebo 1 a 35. VyzkouSenim &ty¥ moznosti
zjistime, Ze nejmensi hodnota soucinu rs odpovida pfipadu r —3 =5, s — 11 = 7 a je rovna
rs = 8- 18 = 144. Do takovéto poslucharny lze studenty opravdu rozmistit — napiiklad jako
na obrazku.

Uloha 45J / 35S. Kruznice k o poloméru 3 a kruznice I o poloméru 4 maji vnitini dotyk
v bodé T'. Jaky nejvétsi obsah miize mit trojihelnik TK L, jehoz vrcholy K, L lezi po fadé
na kruznicich k, 17

Vijsledek. 9v/3 = 2775
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Reseni. Symbolem [XY Z] budeme znaéit obsah trojihelniku XY Z.

Oznac¢me M prusecik tsecky T'L s kruznici k ruzny od T. Jelikoz T je stiedem stejno-
lehlosti s koeficientem % zobrazujici kruznici £ na kruznici [, je bod L obrazem bodu M,
atedy |TL| = 3|TM| a [TKL] = 3[TKM] (trojthelniky sdileji vysku z vrcholu K). Staé
proto maximalizovat obsah trojuhelniku T'"K M vepsaného do kruznice k o poloméru 3. Ze
vSech takovych trojuhelniki ma nejvétsi obsah ten rovnostranny, a to

1 2
3- (5 ~3~3sin120°) = 7T\/§

Obsah prislusného trojuhelniku TK L pak vyjde

2TV3
. 9v/3.

4
3

Uloha 46J / 36S. Roman a Majkl hraji hru. Na za¢atku maji mnozinu {0, 1,...,1024} a
stiidaji se v tazich. Nejd#iv Roman odebere libovolnych jejich 29 prvki, pak odebere Majkl
libovolnych 28 prvki, pak Roman 27 prvka a tak déle, az nakonec odebere Majkl jeden
prvek, takze v mnoziné piesné dvé ¢isla zbydou. Tim hra koné¢i a Roman zaplati Majklovi
absolutni hodnotu rozdilu téchto cisel v korunach. Kolik korun Majkl vyhraje, pokud oba
hraci hraji nejlépe, jak mohou?

Vysledek. 32

Resend. Majkl mtize v kazdém svém tahu zdvojnasobit nejmensi vzdalenost mezi dvéma &isly
v mnoziné tim, #e z ni odebere kazdy druhy prvek. Takto si zajisti vyhru alespon 2° = 32
korun. Naopak Roman muze kazdym svym tahem snizit rozdil nejvétsiho a nejmensiho ¢isla
o polovinu tim, Ze odebere spodni nebo horni ¢ast mnoziny, a tedy umi zajistit, ze Majkl
vyhraje nejvyse 1024/2% = 32 korun. Pfi optimalni hie obou hract tak Majkl vyhraje 32
korun.

Uloha 47J / 37S. Na Matfyzu vyhodili z analyzy nékolik studentti. Vsichni tito studenti
prestoupili na VSN (vysokou $kolu nejmenovanou). To mélo nésledujici désledky:

1. Pocet studenttt na Matfyzu se snizil o Sestinu.
2. Pocet studentit na VSN se zvysil o tietinu.
3. Na obou skolach vzrostlo pramérné 1Q o 2%.

Kolikrat je nyni primérné IQ na Matfyzu vyssi nez na VSN?

Vijsledek. & =1,2-krét
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Reseni. Ozna¢me 100m ptivodni primérné IQ studentét Matfyzu a 100v ptvodni priimérné
1Q studentt VSN. Nakonec oznaé¢me p pramérné IQ studentt, ktefi pfestoupili.

Jelikoz se primérné IQ na Matfyzu zvysilo o 2%, je pramérné IQ zbylych matfyzaka
102m. Z poméru 5 : 1 zbylych matfyzakt ku vyhozenym a z nového priméru 100m dostavame
rovnost 100m = % -102m + %p, kterou upravime na p = 90m.

Obdobné na VSN bylo ptivodni primérné IQ 100v, po zprimérovani s novymi studenty
102v, tedy z poméru 3 : 1 puvodnich studentit ku novym méme p = 108v.

Celkem méame
102m 108 6

90m = 108v, tedy = — = .
102v 90 5

Uloha 48J /38S. Do kruznice k o poloméru 1 je vepsan pravidelny &trnactitihelnik
Aj1As...A14. Jakd je plocha té ¢asti kruhu vymezeného kruznici k, kterd lezi uvnitf os-
trého tthlu A1 A4 A147

Vysledek. 7

Resend. Zaméime se kromé bodt A1, Ag a A1y jesté na bod A1;.

Jelikoz 11 = 4 + 7, je tsecka A4 A1; prumérem kruznice k. SouCasné je 4 — 1 =3 = 14 —
11, takze A1 A4A11A14 je rovnoramenny lichobéznik a jeho zakladny A4A11 a A1Ai14 jsou
rovnobézné. Obsah trojihelniku A; A4 A14 je proto stejny jako obsah trojuhelniku A1OA14,
kde O je stfed kruznice k. Hledany obsah je tak roven obsahu kruhové vysece AjOA14, tedy
jedné ¢trnactiné obsahu celého kruhu.

Uloha 49J /39S. Olin s Martinou uvidéli 24-prvkovou mnozinu {1,2,...,24}. Olin si
vypsal vSechny jeji dvanactiprvkové podmnoziny, které maji sudy soucet prvki, zato Martina
si vypsala vSechny dvanactiprvkové podmnoziny s lichym souctem prvka. Kdo si vypsal vic
mnozin a o kolik?

Vijsledek. Olin o (\}) =924

Reseni. Uvazujme libovolnou dvanactiprvkovou podmnozinu M a piedpoklddejme, ze exis-
tuje prirozené ¢islo i takové, ze M obsahuje pravé jedno z ¢isel 2i — 1, 2i. Vezméme nejmensi
takové i a sestrojme dvanéctiprvkovou mnozinu f(M), ktera bude obsahovat stejné prvky
jako M az na to, Ze z dvojice 2¢ — 1, 2i bude obsahovat ten druhy prvek.

Snadno si rozmyslime, ze kdyz f provedeme na jednu mnozinu dvakrat po sobé, ziskdme
opét puvodni mnozinu, a dale, Ze provedeme-li f na nékterou Olinovu podmnozinu, ziskdme
Martininu podmnozinu a obracené. Funkce f je tedy bijekci mezi Olinovymi a Martini-
nymi podmnozinami, ov§em pouze témi, pro néz existuje ¢ z predchoziho odstavce. Zbyva si
rozmyslet, jak vypadaji ,pfebyvajici“ mnoziny, pro které takové i neni mozné najit.

V takovych podmnozinach musi byt pravé Sest lichych cisel a Sest sudych cisel, ktera jsou
nasledniky téch lichych. Soucet ¢isel v takovych podmnozinich je tak vzdy sudy a jejich
pocet je (162)'
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Uloha 50J / 40S. Petr si mysli tfi navzéjem riizna pfirozena éisla a, b, ¢ takovd, ze soudet
nékterych dvou z nich je 800. Kdyz si na papir napsal ¢isla a, b, ¢, a+b—c,a+c—b, b+c—a
a a+ b+ c, zjistil, Ze to jsou vSechno prvocisla. Urcete rozdil nejvétsiho a nejmensiho éisla
na Petrové papire.

Vysledek. 1594

Reseni. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze b 4 ¢ = 800. Alespoii jedno z ¢isel a,
b+c—a=800—a, a+b+c = 800+a je délitelné tfemi, takze aby bylo soucasné prvocislem,
musi se tfem primo rovnat. Jelikoz 800 + a > 800, nabizi se dvé moznosti: a = 3 nebo
800 — a = 3.

Pokud a = 3, mame z Petrovych prvocisel 3+ (b—c¢) > 2 a soucasné 3 — (b—c) > 2, tedy
|b —¢| <1, coz vzhledem k b + ¢ = 800 nepfipada v tvahu.

Vime tedy, ze 800 —a = 3, ¢ili a = 797. Nejvétsi z Petrovych Cisel je a+b+c = 797+ 800 =
1597. Vzhledem k predpokladu b + ¢ = 800 nemuze byt zadné z Petrovych prvocisel sudé, a
proto je nejmensi ¢islo 800 — a = 3. Rozdil tak ¢ini 1597 — 3 = 1594.

Jesté poznamenejme, ze Cisla vyhovujici zadani skutec¢né existuji — naptiklad a = 797,
b =223, c = 57T7.

Uloha 51J / 41S. Al¢a na dvé ndhodna mista metrové tycky nakreslila puntiky. Pak pfisel
Pepa a tycku nahodné rozldmal na 2013 c¢asti. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba puntiky jsou
ted na té samé ¢asti?

. 1
Vysledek. 1507
Reseni. Predstavujme si ty¢ku vcelku. Aléa na ni ndhodné nanesla dva puntiky, zato Pepa
na ni ndhodné nanesl 2012 zlomi. Celkem je tak na tycce 2014 znacek, z toho dvé ndhodné

znacky jsou puntik. Celkovy pocet moznosti, které znacky mohou byt puntiky, je (20214) =

1007 - 2013. Puntiky jsou na jednom dilku pfesné tehdy, kdyz se jedna o sousedni znacky, na
coz mame 2013 moznosti. Vysledna pravdépodobnost je

2013 1
1007 - 2013~ 1007

Uloha 52J /42S. Kolik deseticifernych ptirozenjych &isel obsahujicich kazdou z cifer
0,1,...,9 pravé jednou je nasobkem c¢isla 111117

Poznamka: Prirozené ¢islo nemitize zac¢inat nulou.
Viysledek. 3456 = 25 .51 — 2% . 4!

Reseni. Protoze 0+ 1+ ---4+9 = 9.5, musi byt zkoumana &isla délitelna deviti, tedy
dokonce ¢islem 99999. Oznacme A, resp. B, cislo slozené z prvni, resp. druhé, pétice cifer
zkoumaného ¢isla. Pak mame

99999 | 100000A + B, préavé kdyz 99999 | A + B.
Protoze jsou A, B péticiferné pfirozena ¢isla mensi nez 99999, je
0< A+ B<2:99999, tedy A+ B =99999, neboli B = 99999 — A.
Z toho dostavame nutnou a postacujici podminku na A, B pro délitelnost pfislusného dese-
ticiferného cisla ¢islem 99999: Pro ¢ = 1,...,5 je i-ta cifra ¢isla B doplinkem do devitky i-té

cifry ¢isla A. Nabizené cifry proto sparujeme do péti dvojic

(0,9),(1,8),(2,7),(3,6), (4,5).
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Vime, zZe tyto dvojice musime pouzit v jistém pofadi (5! moznosti), a soucasné si u kazdé
dvojice miizeme vybrat, které ¢islo z dvojice dame do A a které do B (2% moznosti). Musime
vSak odecist moznosti obsahujici nulu na zacatku A, pro které nedostaneme deseticiferné
&islo — to je 4! moznosti, jak usporadat zbylé dvojice, a 2% moznosti, jak rozdélit jejich &isla
mezi A a B. Celkovy podet é&isel spliiujicich zadani je tedy 5! - 2% — 4! . 24,

Uloha 53J /43S. Polynom P(z) stupné 2013 s realnymi koeficienty spliiuje pro n
0,1,...,2013 vztah P(n) = 3™. Urcete P(2014).

Viysledek. 32014 — 22014

Resend. Deﬁnujme polynom Q(z) = 2015 (i)Zk Ten mé stupen 2013 a navic pro libovolné

z € {0,...,2013} spliuje dle binomické véty

Q) = zijw (L)t = > (1) =1 +2)7 = P(@).
k=0 k=0

Polynom P(z) — Q(x) je stupné 2013 a m4 2014 kofent, tedy je nulovy. Tudiz P(z) = Q(z).
Zbyva spoditat

2013

ot =3 (=3 (1 - G-

k=0
— (1 + 2)2014 _ 22014 — 32014 _ 22014.

Uloha 54J / 44S. Uvnitf rovnoramenného trojtihelniku ABC' spliujiciho |[AB| = |AC| a
|[<BAC| =99,4° je dan bod D tak, ze |AD| = |DB| a |[<BAD| = 19,7°. Uréete |<BDC]|.

Vysledek. 149,1°

Reseni. Oznacme E obraz bodu B v osové soumérnosti podle AD.

Pak |AE| = |AB| = |AC| a |[<EAC| = |<BAC|—2-|<BAD| = 60°, takze trojuhelnik AEC je
rovnostranny a |CE| = |CA|. Diky osové soumérnosti vSak také |[DE| = |DB| = |DA|, takze
CD je osa usetky AFE a |[<ACD| = %|<IACE\ = 30°. Ted uz z nekonvexniho ¢tyiuhelniku
ABDC snadno dopocteme

|<BDC| = |<DBA| + |<BAC| + |<ACD| = 19,7° + 99,4° 4 30° = 149,1°.
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Uloha 55J / 45S. Naleznéte nejvétsi prirozené ¢islo nekonéici nulou takové, ze skrtnutim
nékteré jeho ,vnitfni“ cifry ziskame jeho délitele.

Poznamka: ,,Vnitini“ cifrou rozumime kazdou cifru kromé prvni a posledni.
Vysledek. 180625

Reseni. Oznacme hledané &islo X. Nejdiive si rozmyslime, Ze krtat musime jeho druhou
cifru.

Pro spor ptedpokladejme, #e prvni dvé cifry nebyly $krtnuty. Skrtnutim jsme dostali
z n~ciferného ¢isla X ¢islo (n — 1)-ciferné (nazvéme ho X'). Pak 10 - X’ je opét n-ciferné
¢islo, které se s X shoduje v prvnich dvou cifrach, ale pfitom se mu nerovna, protoze pavodni
¢islo nekonéilo nulou. To je ale spor, nebot dva nasobky (n — 1)-ciferného ¢isla se nemohou
lisit o (n — 2)-ciferné ¢&islo.

Cislo X si ted zapisme ve tvaru X = a- 10”1 +b- 10" + ¢, kde a a b jsou cifry (a # 0)
a ¢ < 10" é&islo nekonéici na nulu. Skrtnutim druhé cifry vznikne ¢éislo X/ = a - 10 + ¢. Pro
vhodné k € N tak musi platit

a 10" 4b.10" +c=k-(a-10" +¢).

Uvédomme si, ze k < 20. Skutecné, kdyby bylo k > 20, zac¢inalo by X na vétsi cifru nez
X', coz nelze. Upravme déle rovnost do tvaru

10"(10a+b—k-a) = (k—1)c.

Jelikoz levéa strana je délitelnd 2™ i 57, musi byt obojim délitelnd i prava strana. Cislo ¢
ovSem nekonéi na nulu, takze ¢initel £k — 1 musi byt délitelny alespon jednim z prvodisel 2,
5 v jeho plné mocning. Jelikoz k < 20, usuzujeme, ze n < 4 (je totiz 25 > 20, a dokonce
52 > 20), a tedy X je nejvyse Sesticiferné. Naopak pro n = 4 musi byt uz nutné k — 1 = 16,
coz po dosazeni da
54(b — Ta) = c.

Aby vysla prava strana nezdpornd, musi byt a = 1 (a a b jsou cifry). Pro b mame moznosti
b =8, b =9, z nichz druhou zavrhujeme, nebot ¢ by konéilo na nulu. Pro b = 8 dopocteme
¢ = 5% = 625, zpétné dosadime a ovéiime, e &islo X = 1-10° 4+ 8-10% + 625 = 180625 tilohu
skutecné resi.

Uloha 56J / 46S. Pro navzajem rtizna realna &isla a, b, c plati
a=(b-2)c, b=(c—2)a, c=(a—2)b.
Cemu je roven soudin abc?

Vysledek. 3

Resend. Pokud je jedno z ¢isel a, b, ¢ nulové, pak jsou nulova vsechna, coZ je ve sporu s tim,
7e jsou navzajem ruzna. Podobné zjistime, ze ¢isla a, b, ¢ jsou rizna od tii.

Dosadme za c ze t¥etiho vztahu do prvnich dvou a druhy vztah b = (ab—2b—2)a upravme
na b(a? — 2a — 1) = 2a. Jelikoz prava strana je nenulova, je nenulova i levd — miizeme tedy
délit vyrazem a2 —2a —1 a tim ziskat vyjadfeni b pomoci a. To dosadime do prvniho vztahu.
Po upravé vyjde

a(a —3)(a® +3a% —9a —3) =0,
takZe a je kofenem polynomu P(z) = x® + 322 — 9z — 3. Analogicky odvodime, Ze i b a
c jsou koreny tohoto polynomu. Jelikoz jsou ¢isla a, b, ¢ navzajem rdznda, znamena to, ze

P(z) = (z—a)(z —b)(z — ¢). Porovnanim koeficientd u absolutniho ¢lenu ziskdvame hledané
abc = 3.
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Uloha 57J / 47S. V riiznostranném trojihelniku ABC m4 jedna vyska stejnou délku jako
jedna téznice a jind vyska ma stejnou délku jako jina téznice. V jakém pomeéru jsou délka
treti vysky a délka tieti téznice?

Vysledek. %

Reseni. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a > b > c. Pak pro délky piislusnych
vysek a téznic plati vg < vp < Ve a tq < tp < te. Soucasné vg < tg, vy < tp a ve < te, takze
musi byt vy, = tq a ve = tp.

Oznaéme M stied strany BC' a My patu kolmice z bodu M na stranu AC. V pravotihlém
trojihelniku AM Mo plati |[MMo| = v, = 2to = 1|AM|, takze |[<MAC| = 30°. Oznacime-
li N stied strany AC, ziskdme podobné |[<NBA| = 30°.

Aq

Gy

majici BN za téznici. Bod A; spliiuje |[<NBAi| = 30° i |[<GA;N| = 30°, ale pfitom se
lisi od bodu A (trojuhelnik ABC musi byt ze zadéni riznostranny). ,,Opravdovy“ bod A
je proto druhym prisec¢ikem polopfimky BA; a kruznicového oblouku GA1 N, tedy stfedem
usecky BA;. Z toho plyne |[<BAC| =120° a |AC|: |AB| = 2.

V trojuhelniku s thlem o = 120° a délkami stran |[AB| = 1, |AC| = 2 uz snadno
z kosinové véty dopoéitame délku strany a = v12 +1 -2+ 22 = /7 a délku té&nice t. =
V1/4+1+4 = §V/21, dale obsah S = § - 1-2-5in120° = /3 a koneéné délku vysky
ve = 25/a = 3/\/ﬁ Celkem tak dostavame

3
Va _ Vo1 _ 2
te V21T
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