Zadanie 1J. Matly Karol jest ekscentrykiem, ktéry nosi tylko pary skarpetek w réznych kolorach. W jego szafie
znajdujacej sie w glebi ciemnej piwnicy jest 30 czerwonych, 40 zielonych i 40 niebieskich skarpetek. Karol wyciaga
z szafy skarpetki jedna po drugiej, nie mogac jednak rozpoznaé koloru zadnej z nich. Jaka jest najmniejsza liczba
skarpetek, ktére musi wyjaé z szafy, jezeli chce mieé¢ pewnoéé uzyskania o$miu dwukolorowych par skarpetek? Zadna
skarpetka nie moze by¢ policzona w dwéch réznych parach.

Wynik. 48

Rozwigzanie. Gdyby Karol wyciagnal z szafy wszystkie zielone skarpetki i siedem skarpetek czerwonych, nie mégtby
utworzy¢ oémiu zadanych par, wiec 47 to niewystarczajaca liczba skarpetek. Jedli natomiast Karol wyciagnie 48
skarpetek, to uzyska co najmniej % = 16 skarpetek pewnego koloru i co najmniej 48 — 40 = 8 skarpetek, z ktérych
zadna nie jest tego koloru. Tym samym bedzie mégl polaczyé¢ niektore skarpetki w 8 dwukolorowych par.

Zadanie 2J. Przypuéémy, ze = i y to dodatnie liczby catkowite spelniajace z2 + 2y? = 2468. Znajdz z, jezeli wiadomo,
ze istnieje doktadnie jedna taka para (z,y) oraz 1234 = 282 + 2. 152.

Wynik. 30

Rozwigzanie. Korzystajac z danej réwnosci 1234 = 282 4 2 - 152, otrzymujemy
2468 = 2(282 +2-15%) = (2-15)% +2- 282,

Stad wynika, ze para (z,y) = (30, 28) spelnia warunki zadania, a skoro wiemy, ze istnieje dokladnie jedna para o tej
wlasnosci, to z = 30.

Zadanie 3J. Cyfrowy zegar wyswietla czas (godziny i minuty) w formacie dwudziestoczterogodzinnym. Przez ile
minut w ciagu doby na wyswietlaczu zegara widoczna jest cyfra 57

Wynik. 450

Rozwigzanie. W ciagu doby sa dwie godziny w trakcie ktérych cyfra 5 wyswietlana jest przez caly czas: 5 oraz 15.
Stad otrzymujemy 120 minut. W pozostalej czesci dnia pigtke mozna zobaczy¢ podczas ostatnich dziesieciu minut
kazdej godziny (co daje 22 - 10 = 220 minut) oraz pieciokrotnie podczas pozostalych pieédziesieciu minut (skad mamy
22-5 = 110 minut). Podsumowujac, cyfra 5 widoczna jest na wy$wietlaczu zegara przez dokladnie 120 4220+ 110 = 450
minut w ciagu doby.

Zadanie 4J. Duzy prostokat o obwodzie 136 cm jest podzielony na siedem przystajacych prostokatow, jak na
rysunku.

Jakie jest pole duzego prostokata w cm??
Wynik. 1120

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dlugosci bokéw kazdego z maltych prostokatéw pozostaja w stosunku 2 : 5, wobec czego
mozemy oznaczy¢ je przez 2x oraz bx. Diugosci bokéw duzego prostokata wynosza wéwcezas 10x oraz Tz, a zatem jego
obwéd jest réwny 2 - (10z + 7x) = 34x. Stad wynika, ze z = 4, wiec szukane pole to 10 -7 - 42 = 1120.

Zadanie 5J. Pudetko czekoladek ma ksztalt tréjkata réwnobocznego o boku s cm. Pudetko jest szczelnie wypelnione
przez 2n czekoladek, z ktérych n jest w ksztatcie trojkata réwnobocznego o boku 1 cm, a n — tréjkata réwnobocznego
o boku 2 cm. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartosé¢ s?

Wynik. 10

Rozwigzanie. Niech a bedzie polem malej czekoladki, tzn. tej, ktérej bok ma diugos¢ 1 cm. Wowcezas pole duzej
czekoladki to 4a, laczne pole wszystkich czekoladek to na + 4na = 5na, a pole dna pudetka to s?a, gdyz aby otrzymaé
ksztalt pudetka wystarczy powiekszyé¢ matla czekoladke s razy w kazdym kierunku. Stad wynika, ze 5n = s2, wiec
liczba s jest wielokrotnoscia liczby 5. Mozna udowodnié, ze nie jest mozliwe zmieszczenie pieciu duzych czekoladek
w pudetku o boku 5 cm, wiec s # 5. Latwo natomiast znalezé utozenie 20 malych i 20 duzych czekoladek wewnatrz



pudetka o boku 10 cm.

Zadanie 6J. Maly Karol wyrost juz ze swego ekscentryzmu i teraz nosi tylko pary skarpetek w tym samym kolorze.
Ma tez sporo nowych skarpetek, w jego szafie znajduje sie¢ teraz 20 brazowych, 30 czerwonych, 40 zielonych, 40
niebieskich, 30 czarnych i 20 biatych skarpetek. Szafa jest jednak wciaz zlokalizowana w nieoSwietlonej piwnicy. Jaka
jest najmniejsza liczba skarpetek, ktére Karol musi wyjaé z szafy, aby mieé pewnoéé uzyskania oémiu par? Zadna
skarpetka nie moze by¢ policzona w dwéch réznych parach.

Wynik. 21

Rozwigzanie. 7 jednej strony, kazdy zestaw wyciagnietych skarpetek bedzie zlozony z parzystej liczby skarpetek,
ktére mozna sparowaé oraz pewnej liczby skarpetek, ktére pozostana bez pary. Liczba skarpetek bez pary wyniesie
co najwyzej szesé (liczba mozliwych koloréw). Jezeli Karol wyjmie 21 skarpetek ze swojej szafy, nie bedzie moglo
znalez¢ sie wérdd nich dokladnie sze$é skarpetek bez pary, gdyz 21 — 6 = 15 nie jest liczba parzysta. Wobec tego
bedzie co najwyzej pie¢ pojedynczych skarpetek, a tym samym pozostale skarpetki stworza co najmniej 21; 5 — 8 par.
Z drugiej strony, wyciagniecie 20 skarpetek moze okazaé si¢ niewystarczajace — jezeli Karol wyciagnie siedem par
biatych skarpetek i po jednej skarpetce kazdego z szeéciu koloréw. Stad wynika, ze Karol musi wyciagnaé z szafy co

najmniej 21 skarpetek.

Zadanie 7J. Kwadrat i pieciokat foremny sa wpisane w ten sam okrag i maja wspolny wierzchotek. Ile wynosi miara
najwiekszego z katéw wewnetrznych wielokata bedacego czeécia wspolng kwadratu i pieciokata?

Wynik. 153°

Rozwigzanie. Oznaczmy punkty jak na rysunku. Wowczas wielokat AByBoC1Co D1 D5 jest czescia wspdlng danego
kwadratu i danego pieciokata.

Skoro wielokat jest symetryczny wzgledem prostej AC, to wystarczy sprawdzié, ktory z katéw wewnetrznych przy
wierzchotkach A, By, Ba, C; jest najwiekszy. Oczywiscie pierwszy z tych katéw ma miare 90°, a ostatni ma miare 135°.
Poniewaz proste Bo D1 1 XY sg réwnolegle, wiec /D1 ByB1 = /Y XW = 108°, skad na mocy ZC1 By Dy = ZCBD = 45°
(B2D1 || BD), kat wewnetrzny przy wierzchotku By ma miare 153°. W koricu, skoro tréjkat By BBs jest prostokatny,
to latwo otrzymujemy, ze miara kata przy wierzchotku Bj jest 117°. Stad szukany najwiekszy kat to 153°.



Zadanie 8J. Kolo numer 1 ma Srednice 48 mm. Jaka Srednice powinno mieé koto numer 2, aby caly mechanizm
dziatal poprawnie?

Wynik. 20 mm

Rozwigzanie. Odczytawszy z rysunku liczby zebéw kazdego z ko, mozemy zauwazyé, ze jeden pelny obrét kota numer

1 wymaga % = % obrotu podwdjnego kota. Podobnie, gdy podwdéjne koto wykona jeden pelny obroét, koto numer 2
wykona % = % pelnego obrotu. Stad, gdy kolo numer 1 wykonuje jeden obrét, koto numer 2 wykonuje % : % = %

pelnego obrotu. Obwdd kola numer 2 musi by¢ zatem rowny % obwodu kola numer jeden. Stosunek obwoddéw kot jest
rowny stosunkowi dtugosci ich Srednic, wigc mozemy obliczy¢, ze Srednica kola numer 2 ma diugoscé % -48 mm = 20 mm.

Zadanie 9J. Na swoje 62-dniowe letnie wakacje w lipcu i sierpniu Wtodek przygotowal doktadny plan, w ktére dni
bedzie ktamal, a w ktére méwil prawde. Nastepnie, Wlodek k-tego dnia wakacji (dla kazdego k od 1 do 62) stwierdzal,
ze zaplanowal klamanie w co najmniej £ dni. Jak wiele sposrdd tych stwierdzen byto ktamstwami?

Wynik. 31

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jezeli Wlodek méwil prawde jednego dnia, to musiat on réwniez méwié prawde kazdego
z dni poprzednich. Gdyby méwil prawde tylko w ciagu k& < 31 dni, otrzymalibySmy sprzecznosé¢ z tym, ze klamal przez
62 — k > 31 dni. Podobnie, gdyby Wtodek méwil prawde przez wiecej niz 31 dni, oznaczaloby to ze za malo klamat.
Stad wnioskujemy, ze Wlodek klamatl dokladnie w 31 dni.

Zadanie 10J. W grze w statki, ktora toczy sie na planszy o wymiarach 9 x 9, nasz przeciwnik gdzie$ ukryt lotniskowiec,
reprezentowany przez prostokat o wymiarach 5 x 1 lub 1 x 5. Jaka jest minimalna liczba strzaléw, ktére musimy oddag,
by cho¢ raz trafi¢ lotniskowiec, niezaleznie od jego lokalizacji?

Wynik. 16

Rozwigzanie. Podzial planszy z rysunku 1 pokazuje, ze musimy strzeli¢ co najmniej 16 razy — nie mozemy ominaé
zadnego z 16 prostokatow 5 x 1, gdyz ktéry$ moze by¢ zajmowany przez lotniskowiec.

7 rysunku 2 widzimy, ze 16 strzalow wystarcza — nie da sie tak ustawi¢ lotniskowca, by nie przechodzil przez zadne



zaciemnione pole.

Zatem odpowiedZ to 16.

Zadanie 11J /1S. Jaka jest najwieksza mozliwa warto$¢ wspdlnego dzielnika réznych dodatnich liczb catkowitych a,
b, ¢ speliajacych réwnosé a + b + ¢ = 20157
Wynik. 155

Rozwigzanie. Skoro 5-13-31 =2015=a+ b+ c=NWD(a,b,c) - (ap + by + ¢o) dla pewnych réznych dodatnich liczb
catkowitych ag, bg, co, to otrzymujemy ag + bg + ¢o > 6. Stad NWD(a, b, ¢) moze by¢ réwny co najwyzej 5 - 31 = 155.
Wartoécé ta jest osiagana dla dowolnej tréjki roznych dodatnich liczb catkowitych ag, bg, g, sumujacych si¢ do 13. Na
przyktad przyjmujac ag = 1, by =5, ¢g = 7, uzyskujemy a =1-155, b =>5-155, ¢ = 7-155.

Zadanie 12J /2S. Pociag towarowy sklada sie z lokomotywy (ktéra zawsze jest na poczatku) oraz szeSciu wagonéw,
z ktérych kazdy przewozi wegiel lub rude zelaza. Ada prébowala zrobié zdjecie pociggu, ale w kadrze zmiescil sie
tylko jeden wagon z ruda zelaza oraz dwa wagony z weglem znajdujace sie bezposrednio za nim. Wagony byly
wystarczajaco niesymetryczne i dla Ady jasne bylo, gdzie jest przéd wagonu, a gdzie tyl. Jak wiele réznych pociagéw
mozna sfotografowac tak, by otrzymaé takie samo zdjecie, jak zdjecie Ady?

Wynik. 31

Rozwigzanie. Sa cztery mozliwosci umieszcezenia ciagu wagonéw Z-W-W (Z — wagon z rudg zelaza, W — wagon
z weglem) w skladzie pociagu, a dla kazdej z tych mozliwosci pociag mozna uzupetié na 23 sposobéw. W taki sposéb
policzymy jednak dwukrotnie pociag Z-W-W-Z-W-W. Ostatecznie liczba réznych pociggéw to 4 - 22 — 1 = 31.

Zadanie 13J /3S. Bryla zbudowana z pewnej liczby identycznych szedcianéw wyglada jak , 17 od tytu i jak ,,3” od
gory (rysunek). Ile sze$cianéw mozna ujrzeé patrzac na te bryle od prawej strony, jezeli wiadomo, ze sklada sie ona
z najwiekszej mozliwej liczby szesScianow?

Uwaga: Ponizszy rysunek przedstawia szescian oraz odpowiednio widok tego sze$cianu od tylu i od géry.

-\

b | | A

Wynik. 17

Rozwigzanie. Opisana bryla miesci si¢ w pudetku o szerokosci dwéch szedciandéw, wysokosci pieciu szesciandéw i dtugosei
pieciu szescianéw. Podzielmy takie pudelko na pol i przeanalizujmy oddzielnie dwie czesci o wymiarach 1 x 5 x 5. Gdy
patrzymy na opisang bryle od przodu, widzimy lustrzane odbicie cyfry ,,1”. Wobec tego w prawej czeéci pudelka jest
jeden kwadrat widoczny od przodu oraz pie¢ kwadratow widocznych od géry. Jedynym sposobem na uzyskanie takiego
efektu jest umieszczenie pieciu szesciandéw w jednym rzedzie. Podobnie dla lewej czeéci pudelka, jest pie¢ kwadratow
widocznych od przodu oraz trzy kwadraty widoczne od géry, wiec najwiekszg mozliwa liczbe szeSciandéw uzyskamy
wtedy, gdy ustawimy po pieé szeScianéw w kazdej z trzech kolumn.



Uzyskana struktura jest przedstawiona na ponizszym rysunku. Gdy spojrzymy na nig od prawej strony, ujrzymy 17
szesciandéw

Zadanie 14J /4S. Powiemy, ze dodatnia liczba calkowita n jest ndbojowa, jezeli suma cyfr tej liczby jest podzielna
przez 17 oraz suma cyfr liczby n + 10 takze jest podzielna przez 17. Jaka jest najmniejsza liczba nabojowa?

Wynik. 7999

Rozwigzanie. Oznaczmy sume cyfr liczby r przez Q(r). Jezeli cyfra dziesiatek liczby n jest rézna od 9, to Q(n + 10) =
Q(n)+1. Wobec tego cyfra dziesiatek liczby n musi by¢ 9. Z kolei jezeli cyfra setek jest r6zna od 9, to @Q(n+10) = Q(n)—8.
Jedli cyfra setek jest réwna 9, a cyfra tysiecy jest rézna od 9, to Q(n + 10) = Q(n) — 17, wiec istnieje mozliwosé, ze
obie liczby Q(n) i Q(n 4 10) sa podzielne przez 17. By uzyskaé¢ najmniejsza mozliwg warto$é n, przypusémy, ze cyfry
dziesiatek i setek liczby n sa réwne 9 oraz Q(n) = 2 - 17 = 34. Suma wszystkich cyfr oprécz cyfr dziesiatek i setek
spelnia wowczas nieréwnos$é 34 — 2 -9 = 16 < 2 -9, co oznacza, ze oprécz nich wystarcza dwie cyfry. Latwo teraz
zauwazy¢, ze n = 7999 to szukana najmniejsza liczba nabojowa.

Zadanie 15J / 5S. Przedsigbiorstwo autobusowe obstuguje linie miedzy miastami A i D z przystankami w miastach
B i C (w tej wlasnie kolejnosci). Cena biletu jest wprost proporcjonalna do odleglosci przemierzanej przez autobus na
danej trasie. Na przyktad bilet z A do C kosztuje tyle samo, co tacznie bilety z A do B oraz z B do C. W ofercie nie
ma jednak biletéw powrotnych, sa tylko bilety w jedna strone. Dominik, zapalony kolekcjoner biletéw autobusowych,
chcialby zebraé bilety o wszystkich mozliwych cenach, bez wzgledu na kierunek podrézy. Jak dotad ma w swojej kolekcji
bilety kosztujace 10, 40, 50, 60 i 70. Jakie sa mozliwe ceny brakujacego biletu?

Wynik. 20, 110

Rozwigzanie. Zalézmy najpierw, ze Dominik ma juz w swojej kolekcji najdrozszy z biletéw (czyli ten z A do D).
Woéweczas jego cena jest réwna 70. Poniewaz jest to takze suma cen trzech biletéw na trasach AB, BC'i C' D, z ktérych co
najmniej dwa sa juz posiadane przez Dominika, wiec jedyna mozliwoscia jest, aby ceny tych biletéw byly réwne 10, 20
i 40, a zatem brakujaca cena jest 20. Bezposrednio sprawdzamy, ze ceny te moga by¢ tak dopasowane do poszczegélnych
odcinkow trasy, aby zgadzaly sie z pozostalymi cenami biletow.

Jezeli najdrozszy bilet jest tym, ktérego brakuje, to bilet kosztujacy 70 musi by¢ na podréz z jednym przystankiem.
Jedyna mozliwoécia przedstawienia liczby 70 jako sumy cen dwdch biletéw juz posiadanych przez Dominika jest 10 + 60.
Stad wnosimy, ze bezposredni bilet miedzy pozostalymi dwoma miastami na trasie kosztuje 40. Wowczas najdtuzsza
podréz kosztuje 10 + 40 + 60 = 110. Znéw nietrudno sprawdzié, ze otrzymane wartosci spelniaja warunki zadania.

Zadanie 16J / 6S. Podczas zakupéw, Stawek zwrdcil uwage na zegarek, ktory jest zapakowany w przezroczyste
prostokatne opakowanie. Zegarek jest tak ulozony, ze érodek pudetka oraz srodek zegarka (tzn. punkt wspdélny jego
wskazéwek) sie pokrywaja. Krotszy bok opakowania ma diugosé 3 cm. Stawek zauwazyl, ze w poludnie wskazéwka
zegarowa wskazuje srodek krotszego boku pudetka, a o godzinie pierwszej — rég pudetka. Jak daleko od siebie znajduja
sie punkty na brzegu opakowania, ktére sa wskazywane przez wskazowke godzinowa o godzinach odpowiednio pierwszej
i drugiej?

Wynik. /3 cm

Rozwigzanie. Oznaczmy przez P, punkt na brzegu pudetka, ktéry jest wskazywany przez wskazéwke zegarowa
o0 godzinie x. Niech ponadto C' bedzie §rodkiem pudelka. Z réwnosci LP,CP; = £ZP3C Py = 360°/12 = 30° widzimy, ze
P, jest $rodkiem tréjkata réwnobocznego C'C’ Py, gdzie C’ oznacza odbicie punktu C' wzgledem punktu Pj. Szukana



odleglo$¢ Py Ps jest réwna 2/3 wysokosci tréjkata réwnobocznego o boku 3 cm, czyli Py Py = % . % V33 cm =+/3 cm.
Py

Py

Zadanie 17J /7S. ZnajdZ dziewieciocyfrowa liczbe skltadajaca sie z cyfr 1,2,...,9 ustawionych w pewnej kolejnosci,
o tej wlasnosci, ze jej kazde dwie kolejne cyfry tworza liczbe dwucyfrowa, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
k-1, gdzie k,1 € {1,2,...,9}.

Wynik. 728163549

Rozwigzanie. Niech xz,y € {1,2,...,9} bedg réznymi cyframi. Pare xy nazwiemy dopuszczalng, jezeli istnieja liczby
k,le{1,2,...,9} o tej wlasnosci, ze 10x + y = kl. Poniewaz jedyna dopuszczalng para zawierajaca cyfre 9 jest 49, wiec
segment 49 musi wystepowaé na koncu szukanej liczby dziewieciocyfrowej z. Sa dwie dopuszczalne pary, w ktérych
wystepuje cyfra 7: 27 oraz 72. Nie moga one wystapi¢ jednoczesnie w liczbie z, a koniec jest juz zajety, skad wniosek,
ze segment 72 musi znajdowaé sie na poczatku liczby z. Dopuszczalnymi parami zawierajacymi cyfre 8 sa 18, 28, 48
i 81. Skoro liczba 4 zostala juz uzyta do utworzenia segmentu 49, jedyna mozliwoscia pojawienia sie cyfry 8 jest jej
wystapienie w segmencie postaci 281. Wobec tego z = 7281 ...49. Pozostaje uporac sie z cyframi 3, 5 i 6. Poniewaz
ani 13, ani 34 nie jest para dopuszczalna, wiec jedyna dopuszczalng para xy, w ktérej x € {5,6} i y = 3, jest 63.
Uzyskujemy z = 728163549 i bezposrednio sprawdzamy, ze liczba ta spelnia warunki zadania.

Zadanie 18J /8S. Znajdz najwieksza liczbe pierwsza p mniejsza od 210 o tej wlasnosci, ze liczba 210 — p jest zloZona.
Uwaga: Liczba 1 nie jest ani pierwsza, ani zlozona.

Wynik. 89

Rozwigzanie. Zamiast szukaé¢ najwiekszej liczby pierwszej p, zajmiemy sie znalezieniem najmniejszej liczby zlozonej n,
dla ktérej liczba 210 — n jest pierwsza. Mamy 210 =2-3-5 -7, wiec gdyby liczba n byla podzielna przez 2, 3, 5 lub 7,
to w konsekwencji takze liczba 210 — n, w szczegdlnosci — liczba ta nie bylaby pierwsza. Najmniejsza liczba ztozona,
ktéra nie zostala wykluczona jako wartoéé n, jest 112, skad uzyskujemy p = 120 — 121 = 89. Liczba 89 jest pierwsza,
wiec rozwiazanie jest zakonczone.

Zadanie 19J /9S. Rada rodzicéw III LO w Krakowie postanowita kupié¢ pewna liczbe oléwkéw i rozdaé je uczniom
pierwszych klas. W szkole sa trzy oddziaty klas pierwszych: Ia, Ib i Ic. Wiadomo, ze gdyby oléwki zostaly rozdane po
réowno wszystkim uczniom, kazdy otrzymalby po 9 oléwkow. Gdyby zostaly rozdane po réwno uczniom klasy Ia, kazdy
uczen tej klasy dostatby po 30 otéwkéw. Jesli zostalyby rozdane tylko uczniom klasy Ib, kazdy z nich otrzymalby po 36
olowkdéw. Po ile oléwkéw dostalby kazdy uczen klasy Ic, gdyby postanowiono je rozdaé¢ uczniom tylko tej klasy?

Wynik. 20

Rozwigzanie. Oznaczmy przez o liczbe oléwkéw oraz przez a, b, ¢ liczby uczniéw odpowiednich klas. Z warunkéw
zadania wiemy, ze 0 = 9(a + b+ ¢), 0 = 30a i 0 = 36b. Chcemy znalezé warto$é wyrazenia o/c. Podstawiajac a = 0/30
ib=0/36 w pierwszym réwnaniu, dostajemy

Zadanie 20J /10S. ZnajdZ wszystkie czterocyfrowe kwadraty liczb naturalnych, ktérych zaréwno pierwsze dwie
cyfry, jak i ostatnie dwie, tworza liczby bedace kwadratami dodatnich liczb calkowitych (druga liczba moze rozpoczynaé
sie zerem).

Wynik. 1681

Rozwigzanie. Skoro dla k > 50 zachodzi nieréwnoéé (k + 1)? — k? > 100, to 502 = 2500 jest jedynym czterocyfrowym
kwadratem rozpoczynajacym sie od 25 (podobne wlasnosci maja liczby 3600, 4900, 6400 i 8100). Wobec tego pierwszymi
dwiema cyframi szukanej liczby musza by¢ 16, a jedynym kwadratem wiekszym od 1600 i mniejszym od 1700 jest
412 = 1681. Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba ta spelnia warunki zadania.



Zadanie 21J /11S. Kierowca ciezaréwki zwykle pokonuje dystans miedzy dwoma miastami jadac autostrada ze
stata predkoscia. Niestety, podczas ostatniego przejazdu na niektérych odcinkach autostrady trwal remont, w wyniku
czego kierowca musial podczas jazdy na tych odcinkach zredukowaé predkos¢ o jedna czwarta. W wyniku tego w czasie,
w ktérym zwykle pokonalby cala trase, udalo mu sie przebyé tylko sze$é siddmych jej dlugosci. Jaka cze$é czasu
poswieconego na przebycie tej drogi kierowca jechal przez remontowane odcinki?
Wynik. 4/7
Rozwigzanie. Niech x oznacza cze$¢ czasu spedzong na jezdzie remontowanymi odcinkami. Wéwczas 1 — x jest czeScia
czasu spedzong na pozostalych odcinkach autostrady. To daje nam réwnanie

6 3

5:1334’171',

z ktorego wyliczamy x = 4/7.

Zadanie 22J /12S. Prostokat o wymiarach calkowitych zostal rozcigty na dwanascie kwadratéw o nastepujacych
dhugoéciach bokow: 2, 2, 3, 3, 5,5, 7, 7, 8, 8, 9, 9. Ile wynosi obwdd wyjsciowego prostokata?

Wynik. 90

Rozwigzanie. Sumujac pola kwadratéw, dochodzimy do wniosku, ze pole prostokata jest réwne 464 = 24 - 29. Obydwa
wymiary prostokata musza by¢ rowne co najmniej 9, skoro z tego prostokata zostal wyciety kwadrat o boku 9. W zwiazku
z tym jedynym mozliwym rozkladem jest 16 - 29, skad obwdd prostokata jest réwny 2 - (16 + 29) = 90.

Uwaga: Istnieje sposéb rozciecia prostokata, ktéry spelnia warunki zadania:

Zadanie 23J / 13S. Kwadratowa kartka papieru jest zagieta w taki sposéb, ze jeden z jej wierzchotkéw lezy dokladnie
na jednej z krawedzi kartki. Jak pokazano na rysunku, pewien tréjkat wychodzi poza wyjsciowy kwadrat. Dlugosé boku
tego tréjkata przylegtego do linii zgiecia wynosi 8 cm, a dtugosé¢ boku przylegltego do boku kwadratu jest rowna 6 cm.

8

Jaka jest dlugo$¢ boku kartki?
Wynik. 36 cm

Rozwigzanie.

- 10z

8x

12x 6



Bezposrednio rachujac na katach, stwierdzamy, ze wszystkie tréjkaty prostokatne znajdujace sie na ilustracji do tresci
zadania sa podobne. Jesli oznaczymy dtugosci bokéw trojkata w prawym dolnym rogu przez 6z, 8x oraz — zgodnie
z twierdzeniem Pitagorasa — 10x, to po rozlozeniu kartki okaze sie, ze jej bok ma dlugos¢ 18x. To oznacza, ze lewy
dolny trojkat ma jeden z bokéw diugosci 18x — 6x = 12z, jak pokazano na rysunku. Pozostale boki tego tréjkata maja
dtugosci 9z oraz 15z, co wynika z faktu, ze skala podobienstwa miedzy omawianym tréjkatem, a tréjkatem opisanym
wezesniej wynosi 3/2. Mozemy teraz zauwazy¢, ze dlugo$é boku danej kartki to takze 15z + 6, skad otrzymujemy x = 2.
To oznacza, ze dlugosé boku kartki papieru to 36 cm.

Zadanie 24J / 14S. Statek parowy przeplywa przez kanal ze stala predkoscia. Maciek chciatby zmierzy¢ jego dtugosé.
Podczas gdy statek powoli sunie do przodu, chlopiec idzie brzegiem kanalu ze stata predkoécia, przechodzac od rufy do
dziobu w 240 krokach. Nastepnie odwraca sie i zaczyna i§¢ z powrotem w kierunku rufy, osiagajac ja po 60 krokach.
Jaka jest dlugosé statku parowego w krokach?

Wynik. 96

Rozwigzanie. Podczas swojej wedréwki Maciek zrobil 300 krokéw, zas statek przesunal sie o 240 — 60 = 180 krokow.
Zatem w czasie gdy Maciek pokonuje 60 krokéw, statek przesuwa si¢ o 180 : 5 = 36 krokdéw. Maciek dociera do rufy po
60 krokach, tak wiec dlugosé¢ statku wynosi 60 + 36 = 96.

Zadanie 25J /15S. Liczba 137641 = 3712 to najmniejsza liczba szedciocyfrowa o tej wilasnodci, ze wykreslajac
z niej trzy parami rézne cyfry mozna otrzymaé pierwiastek kwadratowy z tej liczby: ¥37641. Znajdz najwicksza liczbe
szesciocyfrowa o tej wlasnosci.

Wynik. 992016 = 9962

Rozwigzanie. Niech (1000 — n)? bedzie szukana liczba szesciocyfrowa (n > 1). Korzystajac ze zwiazku (1000 — n)? =
1000 - (1000 — 2n) 4+ n?, mozemy latwo obliczyé wartoéci kwadratéw dla n = 1,2, 3,4, ...: 9992 = 998001, 9982 = 996004,
9972 = 994009, 9962 = 992016, ... Pozostaje zauwazy¢, ze cyfry 2, 0, 1 sa parami rézne oraz 992016 = 996 jest
pierwiastkiem kwadratowym z 992016. Stad 992016 jest szukang liczba.

Zadanie 26J /16S. Teodor wpisal na klawiaturze kalkulatora pewna trzycyfrowa liczbe. Michal, ktéry siedzial
naprzeciwko, zauwazyt, ze gdy sie popatrzy na wyswietlacz do géry nogami, mozna odczytaé liczbe, ktéra jest wicksza
0 369 od tej faktycznie wpisanej. Jaka liczbe wpisal Teodor?

Uwaga: Kalkulator ma standardowy elektroniczny wyséwietlacz, cyfry wygladaja tak jak na rysunku ponizej:

U 124456 18H

Wynik. 596

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze po odwrdceniu, cyfra albo nie zmienia sie (0, 2, 5, 8), albo zmienia si¢ (6 <> 9), albo
dostajemy znak, ktéry nie jest cyfra (1, 3, 4, 7). Jezeli obrécimy liczbe o cyfrach 0, 2, 5, 8 do géry nogami, zmienimy
kolejnosé jej cyfr. Réznica dwéch takich liczb trzycyfrowych bedzie podzielna przez 99, poniewaz (a + 10b 4 100c¢) —
(c+10b+ 100a) = 99(c — a). Wiemy, ze 99 t 369, zatem liczba wpisana przez Teodora musi zawieraé 6 lub 9.

Gdyby cyfra 9 znajdowala sie na pierwszej pozycji, odwrocona liczba mialaby 6 na ostatniej pozycji, skad ostatnia
cyfra wyjéciowej liczby musialoby byé 7 (aby réznica wynosita 369). To jest niemozliwe, gdyz 7 po obréceniu przestaje
by¢ cyfra. Z analogicznych powodéw, 9 nie moze byé¢ na ostatniej pozycji, a takze 6 nie moze byé na pierwszej ani
srodkowej pozycji. Obie pozostale mozliwosci, czyli 9 na srodkowej pozycji i 6 na ostatniej pozycji, prowadza do
jedynego rozwiazania: 596.

Zadanie 27J /17S. Na wyspie Na-boi zyja trzy rodziny. Do kazdej z nich nalezy dwéch synéw i dwie cérki. Na ile
sposobéw mozna zaaranzowac sze$¢ heteroseksualnych malzenstw pomiedzy tymi osobami, zakladajac, ze maltzenstwa
pomiedzy rodzenstwem sa zabronione?

Wynik. 80

Rozwigzanie. Oznaczmy rodziny jako A, B, C. Jedli synowie z A ozenia si¢ z corkami z jednej rodziny (bez straty
ogoblnosci B), corki z A musza poslubié¢ synéw z C' (w przeciwnym wypadku ktérys$ z synéw z C musialby sie ozenié
7z wlasna siostra). Stad wynika, ze synowie z B musza si¢ ozeni¢ z corkami z C. To daje nam 2 - 22 = 16 mozliwosci —
mozemy najpierw na dwa sposoby dobraé rodziny, a nastepnie dla kazdej pary synéw z jednej rodziny decydujemy na
dwa sposoby, z ktérymi doktadnie kobietami sie ozenig.

Gdyby synowie z A ozenili si¢ z corkami z dwoch réznych rodzin, ich siostry muszg postgpié¢ tak samo, aby uniknaé
malzenstwa w obrebie jednej rodziny. Dwéch synéw z A moze tak wybraé zony na osiem sposobdéw, analogicznie corki
z A. Po tych wyborach, w kazdej z rodzin B i C pozostaje po jednym synu i jednej cérce, ktérzy sa niesparowani.
Widzimy, ze mozemy ich poprawnie dobra¢ w pary na doktadnie jeden sposéb. Zatem w tym wypadku mamy 8 - 8 = 64
sposoby.

FLacznie daje nam to 16 + 64 = 80 réznych sposobéw zaaranzowania malzenstw zgodnie z warunkami zadania.



Zadanie 28J /18S. Jacek i Marta upiekli bardzo duza pizze skladajaca sie z 50 jednakowych kawalkéw w ksztalcie
wycinka kota. Na pizzy roztozyli oliwki w taki sposéb, ze liczby oliwek na kolejnych kawaltkach zgodnie z ruchem
wskazowek zegara to 1,2,3,...,50. Teraz chca podzieli¢ pizze na dwie réwne potéwki jednym prostym cieciem pomiedzy
kawaltkami w taki sposéb, aby na poléwce Jacka znalazlo si¢ dwa razy wiecej oliwek niz na poléwce Marty. Znajdz
taczna liczbe oliwek znajdujacych sie na czterech kawatkach przyleglych do linii ciecia.

Wynik. 68, 136

Rozwigzanie. Ponumerujmy kawaltki pizzy przy pomocy liczb oliwek, ktére sie na nich znajduja. Zauwazmy, ze linia
cigcia nie moze rozdzielaé¢ kawaltkéw 11 50 (albo 25 i 26), gdyz

2. (1424 +25) <26+27+---+50.

Wobec tego mozemy zalozyé¢, ze n, n + 1, n + 25, n 4+ 26 to numery kawalkéw przyleglych do linii ciecia, gdzie
1 <n < 24. Suma tych czterech numeréw wynosi 4n + 52. Bezposrednio liczymy, ze (n+ 1)+ (n+2)+---+ (n+25) =
25n + 52526 =25(n+13) oraz 1 +2+--- + 50 = 1 - 50 - 51 = 25 - 51. Sa wiec dwa przypadki:

1 2
25(n+13) = 52551 =25-17 lub 25(n+13) =7 -25-51=25-34.

W pierwszym przypadku otrzymujemy n = 4 i szukang sume rowna 4n + 52 = 68. Drugi przypadek prowadzi do n = 21
oraz 4n + 52 = 136. Istnieja wigc dwie liczby spelniajace warunki zadania: 68 oraz 136.

Zadanie 29J /19S. ZnajdZz wszystkie liczby pierwsze p o tej wlasnosci, ze liczba 19p + 1 jest szeScianem pewnej
liczby catkowite;j.

Wynik. 421

Rozwigzanie. Jezeli p jest liczba pierwsza spelniajaca dane warunki, to istnieje liczba calkowita k& > 2 taka, ze
k3 = 19p + 1. Otrzymujemy stad réwnanie

9p =k —1=(k—1)(K>+k+1).

Skoro k > 2, to obydwie liczby po prawej stronie powyzszej réwnosci sa dzielnikami wlasciwymi liczby 19p (czyli
wiekszymi od 1 i mniejszymi od 19p). Poniewaz 19p jest iloczynem dwoch liczb pierwszych, wiec k — 1 = 19 lub
k? 4+ k41 = 19. Pierwszy przypadek prowadzi do k = 201 p = 400 +20+ 1 = 421, a 421 jest liczba pierwszg. W drugim
przypadku réwnanie kwadratowe k2 + k — 18 = 0 nie ma pierwiastkéw calkowitych. Stad wniosek, ze p = 421 jest
jedyna liczba spelniajaca warunki zadania.

Zadanie 30J / 20S. Na boku AD réwnolegloboku ABC D wybrano taki punkt E, ze 2+ AE = ED, a na boku AB
wybrano taki punkt F, ze 2- AF = FB. Proste CF i C'E przecinaja przekatna BD odpowiednio w punktach G i H.
Jaka cze$é powierzchni réwnolegloboku ABC D zajmuje pieciokat AFGHE?

Wynik. %

Rozwigzanie. W ponizszym rozwiazaniu przez [F| bedziemy oznaczaé pole figury F. Z faktu, ze EHD i CHB sa
trojkatami podobnymi, dostajemy réwnanie

BH _BC __AD__3
HD’ED*%AD 2

- DB

SIS

Analogicznie, z podobienstwa trojkatow FBG oraz C DG, otrzymujemy % = % Zatem DH = BG =
i HG = % - DB. Korzystajac z réwnosci

(ECD] = %[ACD] ~ 2 Yupep) = rBOY,

[SUR )

uzyskujemy

[AFGHE] = [AFCE] — [GCH) = (1 _ L 1) [ABCD)] = %[ABCD].



Zadanie 31J /21S. ZnajdZ najwieksza liczbe pieciocyfrowa skladajaca sie z niezerowych cyfr, ktéra ma ponizsze
wlasnosci:

e pierwsze trzy cyfry tworza liczbe, ktora jest 9 razy wieksza od liczby utworzonej przez dwie ostatnie cyfry,

e trzy ostatnie cyfry tworzg liczbe, ktéra jest 7 razy wigksza od liczby utworzonej przez pierwsze dwie cyfry.

Wynik. 85595
Rozwigzanie. Niech abede bedzie taka liczba pieciocyfrowa, ze abc = 9 - de i cde = 7 - ab. Mamy wéwczas

63-de="7-abc="70-ab+ Tc=10-cde + 7c = 1007¢c + 10 - de,

skad de = %%h = 19¢. Analogicznie, ab = 17¢. Jedli ¢ > 6, to liczby 17¢ and 19¢ sa wieksze od 100. Zatem najwieksza
mozliwa wartos¢ ¢ to 5, a najwieksza mozliwa wartos$¢ liczby 17119¢ to 85595.

Zadanie 32J / 22S. Kazdy z dwunastu bystrych studentéw siedzacych w kétku otrzymal jedna karte losowo wybranag
z dwunastu, wsrdéd ktérych bylo 9 kart pustych oraz trzy specjalne, oznaczone J, @), K. Kazdy spojrzal na swoja
karte, a nastepnie podatl jg swojemu sasiadowi siedzacemu z prawej strony. Proces ten byl kontynuowany i po kazdym
spojrzeniu w karty wszyscy byli jednoczesnie proszeni o podniesienie reki jedli sa w stanie bez watpienia stwierdzi¢, kto
trzyma ktérag z kart specjalnych w danym momencie. Nikt nie podniést reki po obejrzeniu czterech kart. Doktadnie jeden
student podnidst reke po obejrzeniu swojej piatej karty. Nastepnie = innych studentéw podnioslo rece po zobaczeniu
szostej karty, a y — po zobaczeniu siédmej. Znajdz iloczyn xy.

Wynik. 42

Rozwigzanie. Pierwszy student ktéry podnidst reke jest pierwsza osoba, ktora ujrzata wszystkie trzy karty specjalne.
To oznacza, ze student ten musial otrzymac karte specjalna jako piata z kolei, gdyz w przeciwnym przypadku mégltby
podnie$é reke wezesniej. Co wiecej, musial on réwniez otrzymac jedna z kart specjalnych na samym poczatku, gdyz
w przeciwnym razie jego sasiad siedzacy po lewej stronie zobaczylby wszystkie trzy karty specjalne jeszcze w poprzedniej
kolejce. Oznaczmy przez K pierwszg karte, przez K3 piata karte, a przez Ko pozostaly karte specjalna, ktéra zobaczyt
omawiany student. Po p6zniejszych spojrzeniach na swoje karty, doktadnie ci studenci, ktérzy widzieli K5 i co najmniej
jedna z pozostalych dwéch kart specjalnych moga wydedukowaé pozycje wszystkich specjalnych kart — pozycje kart K
oraz K3 sa znane wszystkim, ale pozostali nie wiedza, ktéra z nich jest gdzie. Latwo zauwazy¢, ze po szeéciu kolejkach
dokladnie szesciu studentéw widzialo Ky i co najmniej jedna z pozostalych dwéch kart specjalnych, a po siedmiu
kolejkach jest doktadnie siedmiu takich studentéw. Wynika stad, ze x = 6, y = 7 i w konsekwencji zy = 42.

Zadanie 33J /23S. Wewnatrz réwnoramiennego tréjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej diugosci 1 znajduje
sie siedem koél, jak pokazano na rysunku ponizej:

Jakie jest taczne pole wszystkich kot?
Wynik. 773*121‘/5 - W(l_f)z 1

— _ 1
=T ia+v22 ~ TaGt2ve)

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze o$ symetrii rownoramiennego tréjkata prostokatnego dzieli go na dwa tréjkaty przystajace,
z ktérych kazdy jest v/2 razy mniejszy do wyjsciowego — w takim samym stosunku pozostaja wiec promienie okregéw
wpisanych w tréjkaty. To oznacza, ze kazde nowe koto wpisane ma pole dwa razy mniejsze od pola dotychczasowego
kota wpisanego. Innymi stowy, taczne pole wszystkich kot wpisanych nie zmienia sie, gdy dowolne z nich zastapimy
dwoma mniejszymi, wynikajacymi z opisanego wyzej podziatu trojkata. Pozostaje wiec wyznaczy¢ pole kota wpisanego
w wyjdciowy trojkat — promien tego kola obliczamy korzystajac z réwnosci odpowiednich odcinkéw stycznych. Skoro
dtugodci przyprostokatnych duzego tréjkata sa réwne g (z twierdzenia Pitagorasa), a promienie okregu wpisanego

. - . . s sz A2 1
poprowadzone do przyprostokatnych wyznaczaja wraz z nimi kwadrat, to otrzymujemy, ze promien ma dtugosé¢ 5 — 3.

Stad wynika, ze szukane pole wynosi
3-2V2
T

4
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Zadanie 34J / 24S. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p o tej wlasnosci, ze liczba p 4+ 11 jest dzielnikiem liczby
pp+1)(p+2).

Wynik. 7,11,19, 79

Rozwigzanie. Skoro p jest liczba pierwsza, to p = 11 (w tym przypadku warunki zadania sa spelnione) albo liczby p
i p+ 11 sa wzglednie pierwsze. W drugim przypadku dany iloczyn jest podzielny przez p + 11 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba (p+1)(p+2) = (p+ 11)(p — 8) + 90 jest podzielna przez p + 11, a tym samym p + 11 | 90. Ostatnia podzielnosé
ma miejsce tylko dla liczb pierwszych p nalezacych do zbioru {7,19,79}.

Zadanie 35J / 25S. Prosionek piwniczny (Porcellio scaber) to gatunek stonogi majacej czternascie ndézek. Mama
stonoga ma duzo identycznych skarpetek i butéw, ktére przygotowala dla swoich dzieci na nadchodzaca zime. Wyjasnita
malemu prosionkowi Lukaszowi, ze moze zalozyé¢ swoje skarpetki i buty w dowolnej kolejnosci, ale musi pamietaé, by
na kazda noge z osobna najpierw zatozy¢ skarpetke, a dopiero potem buta. Na ile sposobéw maty Lukasz moze ubraé
wszystkie swoje n6zki?

Wynik. gTsi

Rozwigzanie. Sposob ubioru nézek prosionka FLukasza moze byé reprezentowany przez umieszczenie w 28 polach
prostokata 1 x 28 czternastu skarpetek i czternastu butéw, przy czym skarpetka zakladana na dana noge powinna
znalez¢ sie w polu na lewo od pola, w ktérym znajduje sie but zaktadany na te noge. Dla pierwszej pary skarpetka-but
jest (228) mozliwosci wyboru pdl, w ktérych zostana umieszczone. Dla drugiej pary zostaje tylko 26 pdl, skad (226)
mozliwosci. Rozumujac analogicznie, dochodzimy w koricu do sytuacji, w ktérej zostaja tylko dwa pola i doktadnie
(2) = 1 mozliwo$é¢ rozmieszczenia ostatniej pary skarpetka-but. Wobec tego wynikiem jest

| 36 ()02

Zadanie 36J / 26S. Niech x bedzie liczbg rzeczywista spelniajaca réwnanie o3 + 4 = 8. Znajdz wartoéé wyrazenia
27 + 6422
Wynik. 128

Rozwigzanie. Wystarczy podstawié 2 = 8 — 4z do danego wyrazenia w nastepujacy sposéb:

27+ 6427 = - (2%)? + 642% = (8 — 4x)? + 642? = 64x + 162 = 16(2® + 4z) = 128.

Zadanie 37J /27S. W tréjkacie réwnoramiennym ABC' o podstawie AB dwusieczna kata ACB przecina prosta
AB w punkcie D, a dwusieczna kata BAC przecina prosta BC w punkcie E. Wyznacz L/BAC, jedli wiadomo, ze
AE=2-CD.

Wynik. 36°

Rozwigzanie. Niech F bedzie takim punktem na odcinku BC, ze AE | DF. Mamy DF = %AE = CD, wigc F'CD to
tréjkat réwnoramienny o podstawie F'C'. Przyjmijmy oznaczenie p = ZBAC. Wowczas

/AEC = /DFC = /FCD = Z/DCA = 90° — ¢.
W koncu, skoro ZCAFE = %90, to otrzymujemy
1 (o] [e]
530-%3(90 — ) = 180°,

skad ¢ = 36°.
C
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Zadanie 38J / 28S. Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,), w ktérym a; = 2015 oraz a; + ag + - -+ + a, = n? - a,

dla kazdego n > 1. Znajdz asg1s.-

. 1
Wynik. 1555
Rozwigzanie. Odejmujac stronami zalezno$ci rekurencyjne dla n oraz n — 1, otrzymujemy a,, = n?-a, — (n—1)%-a,_1,
co mozna uprosci¢ do a,, = %an,l. Stad

n—1 n—2 n-—3 2 1 2aq

Ay = . . ee— =i = ———,
n+l n n—-1 4 3 n(n +1)
2.2015 1

a zatem a2015 = 3575.5016 — 1008

Zadanie 39J / 29S. Kasia i Ania wymyslily nastepujaca gre: Pokolorowaly kazda ze $cian dwéch symetrycznych
dwunastosciennych kostek na czerwono, zielono lub niebiesko w taki sposob, aby kazdy z kolorow pojawil sie na
kazdej z kostek co najmniej raz oraz aby w sumie byly dokladnie cztery niebieskie Sciany na pierwszej kostce. Jezeli
po rzucie tak przygotowanymi kosé¢mi na obu wypadnie Sciana tego samego koloru, wygrywa Kasia, w przeciwnym
wypadku wygrywa Ania. Zalézmy, ze kolory Scian sa tak dobrane, aby kazda z dziewczynek miata jednakowa szanse na
zwyciestwo. Ile Scian koloru zielonego znajduje sie na drugiej kostce?

Wynik. 1,9

Rozwigzanie. Oznaczmy przez cy, z1, N1, C2, 22, N liczby Scian odpowiednich koloréw na odpowiednich kostkach.
Wiemy, ze ¢; + 21 +n1 = 12, ¢o + 20 + ng = 12 oraz n; = 4. Co wiecej, spoéréd wszystkich 122 = 144 mozliwych
wynikéw rzutu koéémi, doktadnie w potowie otrzymujemy ten sam kolor na obu kostkach, skad

c1Co + 2129 + ning = 72.

Zapisujac lewa strone powyzszej rownosci w zaleznosci od ¢1, co oraz zo za pomoca wyprowadzonych wczeéniej rownosci,
otrzymujemy
c10g — €129 —4deog + 420 +48 =72, czyli (1 —4)(ca — z2) = 24.

Korzystajac z rownosci —3 < ¢; —4 < 3 oraz —9 < ¢y — 25 < 9, wnioskujemy, ze co — 29 jest réwne 8 lub —8, co wraz
7z 0 < ng =12 — cg — 25 0zZnacza, ze zo = 1 lub 25 = 9. Bezpodrednie sprawdzenie wskazuje, ze obie znalezione wartosci
speliaja warunki zadania.

Zadanie 40J / 30S. Przy duzym okraglym stole siedzi n > 24 politykéw, z ktérych kazdy albo zawsze ktamie, albo
zawsze méwi prawde. Kazdy z nich twierdzi, ze

e sam jest prawdoméwny,
e polityk siedzacy dwadziedcia cztery miejsca dalej na prawo jest ktamca.

Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna n, dla ktérej taka sytuacja jest mozliwa.

Wynik. 32

Rozwigzanie. Wybierzmy dowolnego polityka, nastepnie tego, ktéry siedzi od niego o 24 miejsca po prawej stronie,
potem kolejnego, siedzacego 24 miejsca dalej, itd. Po pewnej liczbie takich wyboréw, powiedzmy s, trafimy z powrotem
na wyjsciowego polityka. Zauwazmy, ze liczba s to najmniejsza dodatnia liczba calkowita o tej wlasnosci, ze 24s jest
wielokrotnodcia n. Stad s = n/d, gdzie d = NWD(n, 24).

Zauwazmy, ze wybierani politycy musza by¢ na zmiane prawdoméwnymi i ktamcami, w szczegélnosci polityk jest
prawdoméwny wtedy i tylko wtedy, gdy obaj oddaleni od niego o 24 miejsca przy stole politycy sa kltamcami. Jezeli
liczba s bylaby nieparzysta, wyniklaby stad sprzecznosé. Stad n jest liczba podzielna przez wyzsza potege dwoéjki niz
24. Najmniejsza taka liczba wigksza od 24 jest 32 i bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze moga by¢ wowczas spetnione
warunki zadania.

Zadanie 41J / 31S. Dwa kwadraty maja wspdlny $rodek, a wierzchotki mniejszego z nich naleza do bokéw wiekszego.
Jezeli wytniemy z wickszego kwadratu mniejszy, pozostana cztery przystajace trojkaty, z ktorych kazdy ma pole réwne
1/12 pola wigkszego kwadratu. Jaka miare ma najmniejszy z katéw wewnetrznych w kazdym z otrzymanych czterech
tréjkatow?
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Wynik. 15°

Rozwigzanie. Oznaczmy przez a, b dlugosci przyprostokatnych, a przez ¢ — dlugo$é przeciwprostokatnej kazdego
z czterech otrzymanych trojkatow oraz zatézmy, ze a < b. Bezposredni rachunek pozwala zauwazy¢, ze pole mniejszego
kwadratu stanowi dwie trzecie pola wigkszego kwadratu. Wobec tego pole jednego trdjkata stanowi jedna 6sma pola
mniejszego kwadratu, czyli

Niech a bedzie szukanym najmniejszym katem wewnetrznym. Wowczas a = csin a oraz b = ccos a, wigc
2 2 . 2 . . . 1
c¢® =4ab=4c"sinacosa = 2¢*sin 2a, czyli sin2a = 5
Skoro o < 45°, to 2a = 30° 1 w konsekwencji o = 15°.

Zadanie 42J / 32S. Okrag w3 o promieniu 3 jest styczny wewnetrznie do okregéw wy i wy 0 promieniach odpowiednio
11 2. Co wiecej, okregi wy 1 we sa styczne zewnetrznie. Na okregu ws wybrano punkty A, B w taki sposéb, ze prosta
AB jest wspdlng styczng zewnetrzng okregdéw wi i wo. Znajdz dlugosé odcinka AB.

Wynik. %\/ 14

Rozwigzanie. Oznaczmy przez Op, Oz, Os srodki odpowiednio okregdéw wi, wo, ws, a przez 11, T, T3 — rzuty
prostokatne odpowiednio punktéw Oy, Oy, O3 na prosta AB (punkty 77 i T5 sa wiec punktami stycznosei okregu
w1 do prostej AB). Skoro O1T1 || OxT% || O3T5, O1T1 = 1, O3Ts = 2 oraz 0103 = 20503, a punkty O1, Oz, O3 sa
wspoltliniowe, to korzystajac z podobienstw odpowiednich tréjkatéw, tatwo otrzymujemy O3T5 = % Stosujac twierdzenie
Pitagorasa do tréjkata AO3T5, wnioskujemy, ze

5\ 4
AB = 2AT5 =2 32—<3) :g\/ﬁ.

Zadanie 43J / 33S. Pewnego dnia nieustraszony Edyp spotkal na swojej drodze Sfinksa, ktéry zadal mu nastepujaca
zagadke. Zadaniem Edypa bylo zgadniecie wybranej przez Sfinksa dwucyfrowej liczby dodatniej S. Edyp mogt wybraé
trzy jednocyfrowe dodatnie liczby catkowite a < b < ¢, a nastepnie zapytacé czy S jest przez nie podzielna. Dla kazdej
z tych liczb, Edyp otrzymal osobna odpowiedz (,tak” lub ,nie”). Po otrzymaniu odpowiedzi Edyp byl zrozpaczony,
gdyz istnialy dokladnie dwie liczby spelniajace kryteria. Wtedy Sfinks przyznal sie do pomytki przy odpowiedzi na
pytanie o podzielnos¢ przez b. W tej sytuacji Edyp wyznaczyl jednoznacznie liczbe S. Jaka byla wartos¢ S?

Wynik. 84

Rozwigzanie. Istnieja doktadnie trzy dwucyfrowe liczby spelniajace jednoczesnie warunki podzielnosci przez a i ¢
(dwie odpowiadajace poczatkowej odpowiedzi Sfinksa, oraz jedna odpowiadajaca odpowiedzi po poprawce). Ponadto
obie odpowiedzi musiaty byty twierdzace, gdyz w przeciwnym razie bytyby wiecej niz trzy liczby spetniajace warunki.
Otrzymujemy, ze wszystkie trzy liczby sa podzielne przez NWW (a,c) = m. Liczba m spelnia warunki 25 < m < 33.
Jedynie dwie liczby z przedziatu [25, 33] da sie przedstawi¢ w postaci najmniejszej wspélnej wielokrotnosci dwéch cyfr,
sq to 28 = NWW(4,7) oraz 30 = NWW (5, 6). Druga z tych mozliwosci nie moze zaj$¢ poniewaz ¢ — a > 2. Ostatecznie
dostajemy, ze a = 4 oraz ¢ = 7. Przypuéémy, ze b = 5, wdwczas nie istnieje liczba dwucyfrowa podzielna jednocze$nie
przez a, b i c. Jezeli b = 6, to odpowiedz negatywna na pytanie o podzielnosé¢ przez b odpowiada liczbom 28 i 56,
a odpowiedz pozytywna odpowiada liczbie S = 84.
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Zadanie 44J / 34S. Cztery osoby poruszaja sie wzdluz prostej drogi, kazda ze stala predkoscia. Pierwsza osoba
prowadzi samochdd, druga porusza sie motocyklem, trzecia jedzie skuterem, a czwarta rowerem. Kierowca samochodu
spotkal prowadzacego skuter o 12 w poludnie, rowerzyste o 14, a motocykliste o 16. Motocyklista spotkal jadacego
skuterem o 17, a rowerzyste o 18. O ktorej godzinie nastapito spotkanie rowerzysty z kierujacym skuterem?

Wynik. 15:20

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze czasy spotkan nie zaleza od ukladu odniesienia, dlatego mozemy zalozy¢, ze samochod
stoi w miejscu. Przy tym zalozeniu, motocyklista potrzebowal godzine aby dotrze¢ od samochodu do miejsca spotkania
z kierujacym skuterem, ktéremu ten sam dystans zajal pie¢ godzin. Otrzymujemy, ze motocyklista jest pie¢ razy szybszy
od kierujacego skuterem. Podobnie otrzymujemy, ze motocyklista jest dwukrotnie szybszy od rowerzysty, co za tym
idzie stosunek szybkosci rowerzysty do kierujacego skuterem wynosi 5 : 2.

Oznaczmy przez t liczbe godzin jaka potrzebowal kierujacy skuterem aby dostaé sie¢ od samochodu do punktu
spotkania z rowerzysta. Wowczas rowerzysta, do pokonania tego samego dystansu, potrzebuje ¢t — 2 godziny. Stosunek
tych czasow jest odwrotny do stosunku ich predkosci, wiec

t—2 2
t 5
lub réwnowaznie ¢t = 10/3. Ostatecznie, skoro jadacy skuterem spotkal kierowce o 12 w poludnie to jego spotkanie
z rowerzysta mialo miejsce o godzinie 15:20.

Zadanie 45J / 35S. Na podlodze w auli Collegium Novum UJ znajduje si¢ kwadratowy dywan o boku dlugosci
22 metréw. Robotyczny odkurzacz (robod) otrzymal zadanie wyczyszczenia calego dywanu. Dla wygody dywan jest
podzielony na 484 kwadraty jednostkowe, ktore robod czysci jeden po drugim. Robod postepuje zgodnie z nastepujacymi
zasadami:

e Jezeli pewien kwadrat zostal juz odkurzony, robod nie moze wjecha¢ na niego ponownie.

e Robod jedzie caly czas w tym samym kierunku dopoki nie jest zmuszony by zmieni¢ kierunek, gdy natrafi na
krawedz dywanu lub juz odkurzony kwadrat.

e Gdy robod musi zmienié¢ kierunek ruchu i ma do wyboru dwie opcje, moze wybraé te, ktéra preferuje.

Na poczatku robod jest umieszczony w jednym z kwadratow i moze wybraé dowolny kierunek. Dla ilu kwadratéw
startowych robod bedzie moégt wyczysci¢ caty dywan?

Wynik. 20

Rozwigzanie. Jezeli robod nie rozpocznie czyszczenia w zadnym z naroznych kwadratéw 3 x 3, to zawsze pozostanie
niewyczyszczony fragment dywanu — gdy robod przestanie poruszaé sie wzdtuz krawedzi dywanu (czyli nie pdzniej
niz po széstym skrecie), caly dywan zostanie podzielony na dwa oddzielne obszary zlozone z niewyczyszczonych
kwadratéw takie, ze robod nie moze przedostac¢ sie z jednego do drugiego. Bezposrednio sprawdzamy, ze kwadraty
startowe o wspolrzednych (1,2), (2,1), (2,3), (3,2) oraz ich symetryczne odpowiedniki w pozostalych naroznikach
dywanu réwniez nie spelniaja warunkéw zadania z podobnych przyczyn. Za to kwadraty o wspélrzednych (1,1), (2,2),
(3,3), (3,1), (1, 3) spelniaja. Wobec tego jest dokladnie 4 - 5 = 20 kwadratéw startowych, zaczynajac z ktérych robod
bedzie w stanie wyczysci¢ caly dywan.

. T

1
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Zadanie 46J / 36S. Punkty A, B, C, D, E, F leza w tej wlasnie kolejnosci, zgodnie z ruchem wskazdéwek zegara,
na okregu w w taki sposéb, ze AD jest $rednicg okregu w. Prosta BF przecina AD i CE odpowiednio w punktach G
i H, przy czym /FEH = 56°, ZDGB = 124° oraz /DEC = 34°. Znajdz Z/CEB.

Wynik. 22°

Rozwigzanie. Katy CDB i CEB sa wpisane w okrag w i oparte na tym samym tuku, wiec Z/CDB = ZCEB, a zatem
wystarczy wyznaczy¢ ZC'EB. Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych AD i CH. Zauwazmy, ze 124° 4+ 56° = 180°
oraz 34° + 56° = 90°. Skoro czworokat EXGF jest wpisany w okrag, to AD || BC. Tréjkat ABD jest prostkatny
oraz ZDEC = £ZDBC, skad ZABC = 124°. W konicu ZBDA = ZDBC = 34° oraz ZCDA = 180° — LABC = 56°
(ADCB jest wpisany w okrag), co prowadzi do ZCEB = ZCDB = 56° — 34° = 22°.

Zadanie 47J / 37S. Duziesie¢ os6b — pieé kobiet i ich mezowie — wzielo udzial w N imprezach. Wiemy, ze zadna
para malzonkéw nie wziela udzialu w tej samej imprezie, a kazda para nie-malzonkéw (wlaczajac pary tej samej pici)
wzigla razem udzial w dokladnie jednej imprezie. Ponadto jedna z oséb byta tylko na dwéch imprezach. Jaka jest
najmniejsza warto$¢ N, dla ktérej taka sytuacja jest mozliwa?

Wynik. 14

Rozwigzanie. Oznaczmy pary malzonkéw przez (a1, az), (b1,b2), (c1,¢2), (di1,d2), (e1, e2). Bez straty ogdlnosci mozemy
zatozy¢, ze a; to osoba, ktéra wzieta udzial w doktadnie 2 imprezach oraz, ze na pierwszej z nich byly obecne réwniez
osoby b1, c1, di i e1, a na drugiej — ich drugie potéwki. Na kazdej z pozostatych imprez mogty pojawi¢ si¢ co najwyzej
dwie osoby spoérdd by, bs, ..., €1, e, a zatem musialo odby¢ sie jeszcze co najmniej 12 innych imprez. Jezeli osoba
as wziela udzial w dowolnych czterech réznych z tych imprez, otrzymujemy sytuacje opisang w treéci zadania. Stad
wynika, ze szukana najmniejszg wartoscig N jest 14.

Zadanie 48J / 38S. Nauczyciel podal uczniom trzycyfrowa liczbe abe, w ktérej 0 < a < b < c. Zadanie polegato na
pomnozeniu tej liczby przez 6, a nastepnie zamienieniu miejscami cyfry dziesiatek z cyfra setek. Zaspany Andrzej zle
zapamigtal kolejnos¢ poleceri i najpierw dokonal zamiany cyfr, a dopiero potem pomnozyl przez 6. Wynik okazal sig
jednak poprawny! Znajdz abc.

Wynik. 678

Rozwigzanie. Skoro 0 < a < b, to b > 2 oraz 6 - bac > 1200, wiec wynik otrzymany przez Andrzeja jest liczba
czterocyfrowa, powiedzmy 6 - bac = defg. Z drugiej strony wiemy, ze 6 - abc = dfeg. Odejmujac stronami te dwie
rownosci, otrzymujemy

6(bac — abc) = defg — dfeg.

Stad 540(b — a) = 90(e — f), czyli 6(b — a) = e — f. Skoro e, f sa cyframi, to e — f <9, skad wynika, ze e — f = 6 oraz
b—a=1(b—a> 0 poniewaz b > a). Podstawiajac b = a + 1 w 6 - bac = defg, uzyskujemy

defg = 6(100(a + 1) + 10a + ¢) = 660(a + 1) — 6(10 — ¢).

To oznacza, ze defg rézni sie od pewnej wielokrotnosci liczby 660 o dodatnia wielokrotnosé liczby 6 nie wieksza od 42
(¢ > 3). Pamietajac, ze e — f = 6 oraz 6 | defg, sprawdzamy kolejno a = 1,2,...,7 i otrzymujemy liste kandydatéw na
liczbe defg: 1932, 1938, 2604, 3930, 3936, 4602, 4608. Jednak tylko dla defg = 4608 liczba bac = defg/6 = 768 okazuje
sie mie¢ rézne niezerowe cyfry. Bezpoérednio sprawdzamy, ze rzeczywiscie 6 - abc = 6 - 678 = 4068 = dfeg.

15



Zadanie 49J / 39S. Rozwazmy szachownice 5 x 3. W rogach szachownicy znajduja si¢ kolejno mysz, krab, ser i algi.
Mysz znajdujaca sie w lewym goérnym rogu chce dotrze¢ do sera, ktéry znajduje sie w prawym dolnym rogu. Zadaniem
kraba znajdujacego sie poczatkowo w lewym dolnym rogu jest dotarcie do alg, ktére znajduja sie w prawym gérnym
rogu. Zwierzeta ruszaja sie jednoczesnie, przy czym w kazdej sekundzie mysz idzie o jedno pole w dot lub w prawo, zas
krab jedno pole w gore lub w prawo. Na ile sposobéw zwierzeta moga dotrze¢ do swoich przysmakow tak, aby nigdy sie

nie spotkaly?

Wynik. 70

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze ewentualne spotkanie moze nastapi¢ jedynie w Srodkowym rzedzie. Ponadto, $ciezka jaka
porusza sie dane zwierze jest jednoznacznie wyznaczona przez pola jakie odwiedza w srodkowym rzedzie. Pozostaje
obliczy¢ liczbe par nieprzecinajacych sie przedzialow pol w srodkowym rzedzie.

Rozwazmy pierwszy przypadek, w ktorym jest przynajmniej jedno puste pole pomiedzy naszymi rozlacznymi
przedziatami. Wowczas liczba mozliwosci jest rowna 2 - (2) — na (2) sposobow wybieramy z szeSciu krawedzi cztery,
ktore ograniczaja nasze przedzialy, a nastepnie na dwa sposoby przypisujemy zwierze do przedzialu. W drugim
przypadku, gdy przedzialy sa styczne, liczba mozliwosci to 2 - (g), poniewaz tym razem wybieramy trzy z szeSciu
krawedzi. Ostatecznie szukana liczba sposobéw to 2 - (2) +2- (g) = 70.

Zadanie 50J / 40S. Wyznacz liczbe takich dodatnich liczb calkowitych n nie wigkszych od 1000, ze liczba | ¥/n] jest
dzielnikiem liczby n.

Uwaga: Symbolem |z | oznaczamy cze$¢ caltkowita liczby x tzn. najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od x.

Wynik. 172

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze réwnos$é | ¢/n| = k jest réwnowazna nieréwnoéciom k3 < n < (k + 1)3 — 1. Sposréd
3k% + 3k + 1 liczb catkowitych w przedziale [k, (k + 1)® — 1], poczynajac od k?, dokladnie co k-ta liczba jest podzielna
przez k. Otrzymujemy, ze jest dokladnie 3k + 4 takich liczb. Pozostaje zsumowaé to wyrazenie po wszystkich dodatnich
liczbach catkowitych k spetniajacych warunek (k + 1) — 1 < 1000 (tzn. k < 9). Musimy réwniez uwzglednié liczbe
1000, ktéra nalezy do przedziatu [10%,113 — 1] oraz spelnia warunki zadania. Ostatecznie otrzymujemy wynik

=)

9-10
1+ (Bk+4)=1+9-4+3- —— =172.
+ > Bk+4)=1+ + 5

k=1
Zadanie 51J / 41S. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste m, dla ktérych pierwiastki réwnania

2% — 15v22% + mz — 195v/2 = 0

sg dlugosciami bokow trojkata prostokatnego.

Wynik. 281/2

Rozwigzanie. Niech liczby a, b, ¢ beda pierwiastkami danego réwnania, ktére sa rowniez dlugo$ciami bokéw trojkata
prostokatnego. Zalézmy, bez straty ogdlnosci, ze 0 < a,b < c¢ tzn. ¢ jest przeciwprostokatna. Z twierdzenia Pitagorasa
otrzymujemy réwnoéé a2 + b2 = 2. Ze wzoréw Viete’a otrzymujemy

15V2=a+b+c¢, m=ab+ac+be, 195v2 = abe.

Podnoszac do kwadratu réwnos$é 15v/2 — ¢ = a + b, dostajemy 450 — 30v/2¢ = 2ab. Po przemnozeniu przez ¢ oraz
podstawieniu abc = 195v/2, otrzymujemy réwnanie kwadratowe

V2c? — 15¢ 4+ 13v2 = 0,

ktérego pierwiastkami sa ¢; = /2 oraz ¢y = 13v/2/2. Liczba ¢; = v/2 nie moze speliaé¢ warunkéw 0 < a,b < ¢ oraz
abc = 195+/2 stad ¢ = 13v/2/2. Mozemy juz wyliczyé¢ szukang liczbe m z réwnosci

1 1
m:ab+ac+bc:5-((a+b+c)2—2c2):§~450—c2:281/2.
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Zadanie 52J / 42S. W pudelku znajduja sie jablka w dwéch réznych kolorach: zielonym i czerwonym. Wiadomo, ze
przynajmniej jedno jabtko jest czerwone, oraz przynajmniej dwa jablka sa zielone. Prawdopodobienstwo, ze losowo
wybrane jabtko jest czerwone jest 42 razy wieksze niz prawdopodobienstwo, ze wsrod dwéch losowo wybranych jablek
(bez zwracania) oba sa zielone. Ile jest zielonych, a ile czerwonych jablek?

Wynik. 4 zielone i 21 czerwonych

Rozwigzanie. Niech z, ¢ oznaczaja odpowiednio liczbe zielonych i czerwonych jablek. Warunek podany w zadaniu
mozna zapisa¢ jako
(-1
€ _ 4. z-(z—1) ’
z4c (z4+¢) (z4+c-1)

lub réwnowaznie
A4 (z—1)c—42z-(z—1)=0.

Ostatnie rownanie traktujemy jak rownanie kwadratowe zmiennej ¢ z parametrem z. Jego wyréznik
(z—1)2 4168z - (2 — 1) = 1692* — 1702 + 1

musi by¢ kwadratem liczby calkowitej, w przeciwnym wypadku pierwiastki nie bytyby catkowite. Z warunku z > 2
otrzymujemy nieréwnosci

(132 — 6)% = 1692% — 1562 + 36 > 1692 — 170z + 1 > 1692% — 2082 + 64 = (132 — 8)%.

Stad liczba 16922 — 1702 + 1 musi by¢ réwna (13z — 7)2, co pociaga za soba réwnoéé 12z = 48, czyli z = 4. Po
podstawieniu otrzymujemy, ze pierwiastkami naszego réwnania kwadratowego sa —24 oraz 21, ale z warunku ¢ > 0
dostajemy, ze ¢ = 21 jest jedynym rozwiazaniem. Ostatecznie sg 4 zielone jabtka i 21 czerwonych jabtlek.

Zadanie 53J / 43S. Jasiek Kluczyk, bardzo bogaty czlowiek, chce wybudowaé w swoim ogrodzie basen. Jasiek lubi
symetrig, dlatego poprosit ogrodnika o wybudowanie basenu w ksztalcie elipsy w kwadracie ABCD o wymiarach
10 m x 10 m spelniajacego szereg wytycznych. Basen musi by¢ styczny do wszystkich bokéw kwadratu, w szczegdlnosci
do boku AB w punkcie P, ktéry jest odlegly o 2,5 m od A. Ogrodnik wie jak skonstruowaé elipse, majac dane ogniska
oraz punkt na elipsie, wie rowniez, ze dzieki symetrii potrzebuje zna¢ jedynie odleglo$¢ miedzy ogniskami. Jednak
z tym zadaniem, ogrodnik ma problem i poprosit Ciebie o pomoc. Oblicz odleglo$é¢ miedzy ogniskami.

D C

Wynik. 10

Rozwigzanie. Rozwiazemy problem bardziej ogdlny. Niech dany bedzie kwadrat ABCD o boku dlugosci 1, niech
ponadto A bedzie $rodkiem ukladu wspélrzednych. Punkt P o wspélrzednych (b,0) lezy na boku AB, przy czym
spelnione sa nieréwnosci 0 < b < % Jezeli przez (f, f) oznaczymy wspdlrzedne ogniska Fy, to wspolrzedne ogniska Fy
wyrazaja sie¢ wzorem (1 — f,1 — f) (oba ogniska leza na przekatnej AC symetrycznie wzgledem drugiej przekatnej).

D 1 C
|
i
i
i
|
i
i
i
i
i
g1 !
|
i
A /NP B
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Oznaczamy przez g; prosta przechodzaca przez punkty P i Fy, jej réwnanie dane jest wzorem

f
= — b - —_
y=(x )ffv
podobnie prosta go przechodzi przez punkty P i Fb, a jej rownanie to
-1
= —_— b ¢,
y=@=b 7

Prosta przechodzaca przez punkt P prostopadla do prostej AB jest dwusieczna kata Fy PFy, dlatego wspotczynnik
kierunkowy prostej g1 jest liczba przeciwna do wspolczynnika kierunkowego prostej go. Dostajemy, ze

f f-1

TS A oy

lub réwnowaznie

F—f+g:&

Otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazania fi 2 = % (1 ++v1 - 2b), odpowiadajace dwom ogniskom elipsy.
Odlegtos¢ miedzy ogniskami obliczamy korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujac v/2 — 4b. Po podstawieniu
b= % oraz dziesieciokrotnym powiekszeniu dostajemy zadany wynik FjF5 = 10.

Drugie rozwigzanie. Zastosujmy przeksztalcenie afiniczne, polegajace na zwezeniu kwadratu oraz elipsy wzdluz

przekatnej AC, w ten sposéb aby obrazem elipsy byt okrag. Punkty po przeksztalceniu oznaczamy apostrofem. Niech
punkt S bedzie $rodkiem odcinka AC, za$ punkt T $rodkiem odcinka A’B’.

Cl

Po przeksztalceniu stosunki bokéw réwnoleglych zostaja zachowane, dlatego A’ P’ = %A’ B’ i w konsekwencji AP’ = P'T.
W tréjkacie A'ST wysokosé SP’ dzieli bok A'T na potowy, stad SA’ = ST. Otrzymujemy, ze A’C’ = B'C" oraz tréjkat
A’B’C" jest réwnoboczny. Wnioskujemy stad, ze nasze przeksztalcenie odbylo sie w stosunku

A V3

AC 3

Latwo obliczyé, ze promien otrzymanego okregu (ktérego dlugo$é pokrywa sie z dlugodcia b mniejszej poélosi elipsy)
wynosi iAC. Dlugosé a dtuzszej pdlosi otrzymujemy dzielac dlugodé krotszej polosi przez stosunek zwezenia. Znajac
dlugoéci a, b pozostaje obliczyé mimosréd ze wzoru e = v a2 — b2, a nastepnie przemnozy¢ go przez dwa, aby otrzymad
odlegtos¢ ognisk.

Zadanie 54J / 44S. Ciag (ay) dany jest wzorami aq = 1, oraz a,, = |\/a1 + az + - - + ap—1] dla n > 1. Wyznacz
a1000-

Uwaga: Symbolem |x| oznaczamy czes¢ catkowita liczby x, tzn. najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od .
Wynik. 495

18



Rozwigzanie. Po wypisaniu poczatkowych wyrazéw ciagu (1,1,1,1,2,2,2,3,3,4,4,4,5,5,6,6,7,7,...), zauwazamy, ze
liczba 1 wystapita czterokrotnie, zas pozostalte liczby wystepuja dwu- lub trzykrotnie. Udowodnimy przez indukcje, ze
liczby wystepujace w naszym ciagu trzykrotnie to potegi dwajki.

Przypusémy, ze wypisaliSmy juz nasz ciag do pierwszego wystapienia liczby n > 1 i zachowuje sie on tak jak
opisano powyzej. Niech k bedzie najwieksza liczba calkowita spelniajaca warunek 2F < n. Wéwczas suma poczatkowych
wyrazow ciagu wynosi

si=(14+2+ - +n)+1+2+ - +n—1+1+2+22 4+ +2F) 1 =n? 42,

Skoro spelnione sa nieréwnosci 281 = 2.2F < 2n < 2n+1 = (n+1)2 —n?2, to s; < (n+ 1)?, w konsekwencji nastepna
liczba w ciagu wynosi /51| = n.

Wyznaczmy kolejna liczbe w ciagu. Suma poczatkowych wyrazéw wynosi teraz so = s1 +n = n? +n + 251, Jezeli
2F+1 < 41, to ponownie 55 < (n+ 1)? i kolejnym elementem ciagu jest n. Jednakze k jest najwieksza liczba catkowita
spelniajaca warunek 2F < n, czyli 2511 > n. Widzimy, ze nieréwnoéé 28t < n + 1 moze byé spelniona jedynie gdy
n = 28+ Jezeli n nie jest potega dwéiki, to kolejnym wyrazem ciagu jest n + 1, poniewaz 21 < 2n < 3n + 4, co jest
réwnowazne z n? +n + 28+ < (n 4 2)%.

Pozostaje wykazaé, ze jezeli n = 271, to po trzech wystapieniach n pojawi sie n + 1. Po obliczeniu kolejnej sumy
poczatkowych wyrazow sz = so +n = n? + 2n + 281 = n? 4 3n dostajemy (n + 1)? < s3 < (n + 2)2. Otrzymujemy, ze
nastepna liczba jest n + 1, co korniczy dowdd indukeyjny. Ostatecznie a1goo = 495 (gdyz 500 = a1910 = a@1009)-

Zadanie 55J / 45S. W pola szachownicy 4 X 4 wpisujemy nieujemne liczby catkowite. Wyznacz liczbe szachownic
4 x 4 spelniajacych warunki

e w kazdym wierszu i kazdej kolumnie co najwyzej dwa pola zawieraja liczbe niezerows,

e suma liczb w kazdym wierszu i kazdej kolumnie wynosi 3.

Wynik. 576

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze nasza szachownice mozemy rozbi¢ na sume dwodch szachownic: takiej ktora zawiera
dokladnie jedna jedynke w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie oraz takiej, ktéra zawiera dokladnie jedna dwdjke
w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie. Odwrotnie, majac dwie takie szachownice po dodaniu wpisanych w nie liczb
otrzymamy szachownice spetniajaca warunki zadania. Otrzymujemy, ze zadany wynik to (4!)% = 576.

19



