Uloha 1. E.T. mél balvan ve tvaru krychle, jehoZ objem byl 216 m?, a vysekl z néj kvadr o rozmérech
Im x 1m x 2m zptisobem ukédzanym na obrazku. Jaky m4 nyni balvan povrch (v m?)?

Vysledek. 216

Reseni. Protoze 63 = 216, méla piivodni krychle hranu 6 m. Vytnutim piislusného kusu se povrch
nezméni, takze hledana plocha je 6 - 62 = 216 m?.

Uloha 2. Dva prételé, David a Stépan, vyhrali jackpot a koupili si krasnou obdélnikovou parcelu
o rozmérech 35m x 25m. Chtéji si na ni postavit dvojdomek se spole¢nou zahradou G o plose 300 m?2.
Pudorys parcely je znazornén na obrazku:

(Vzdalenost sousednich ¢ar ¢tvercové sité je 5m.) Jak daleko musi zed b zasahovat z jedné poloviny
dvojdomku do druhé, aby mély obé ¢asti stejnou plochu?

Vysledek. 8,75 m

Resend. Vyméra jedné ¢asti domu je polovina z 35m - 25m — 300m? = 575m?, tedy 287,5m?. Protoze
jedna strana obdélnikové casti domu mé délku 10 m, jeji druha strana musi mit 28,75 m. Presah tedy ¢ini
b=8,75m.

Uloha 3. Maly Rado se chce vypravit na plaz. Doma vyhrabal patery riizné plavky, t¥i slamaky, ¢tvero
sluneénich bryli a pé&t tricek. Aby na plazi nevzbudil pohorSeni, musi si obléct plavky (pravé jedny).
Bryle, slamék ani tricko nikterak povinné nejsou, od kazdého z téchto doplnka si mize vzit nanejvys
jeden kus. Kolika riznymi zptusoby se Rado muaze obléci, aniz by vzbudil pohorseni?

Viysledek. 600

Reseni. Viimnéme si, Ze moznost nevzit si néktery z doplitk@ je mozné povaZzovat za dalsi typ tohoto
dopliitku. Co se tyce kloboukt, ma Rado tyto moznosti: nevzit si zadny, vzit si prvni, vzit si druhy a
vzit si tfeti, coz mu dohromady dava ctyfi volby. Podobné ma pét moznosti vybéru slamaku a Sest
moznosti vybéru tricka. K tomu si musi vzit jeden z péti kusi plavek. Dohromady se tedy miize obléci
5-4-5-6 = 600 riznymi zptsoby, aniz by vzbudil pohorseni.

Uloha 4. Martina stravila prazdniny v destném pralese. Kazdy den prselo — bud rano, nebo odpoledne,
nebo cely den. Dohromady prozila 13 dni, kdy neprselo celou dobu. Ranni dést ji zastihl jedenéctkrét a
odpoledni dvanactkrat. Jak dlouhé byly Martininy prazdniny?

Vysledek. 18 dni

Reseni. Pocet dni prazdnin ozna¢me v. Martina zazila v — 11 dnt bez ranniho desté a v — 12 bez
odpoledniho. Protoze zadny den neminul tplné bez desté, dostavame vztah

(v—11) + (v — 12) = 13,

a tedy v = 18.



Uloha 5. Najdéte nejmensi nezaporné celoéiselné feseni rovnice n — 2 - Q(n) = 2016, kde Q(n) oznacuje
ciferny soucet ¢isla n.

Vysledek. 2034

Reseni. Cislo n — Q(n) je vzdy délitelné devitkou. Protoze je devitkou délitelné i 2016, musi ji byt
délitelné rovnéz Q(n), a tedy také n. Zjevné n < 3000, takze Q(n) < 2+ 9+ 9+ 9, z éehoZ vyplyva
nerovnost n = 2016 + 2 Q(n) < 2074. Nyni{ uZ neni tézké najit jediné feSeni, kterym je 2034.

Uloha 6. Kolik existuje kladnych celych é&isel, jejichz prvni éislice (tj. ta nejvice vlevo) se rovna pocétu
jejich cifer?
Vysledek. 111111111

Reseni. Pro kazdou nenulovou &islici n existuje pravé 107! &isel zadinajicich n spliiujicich podminku
zadani — jsou to ¢isla mezi n0...0 an9...9. Dohromady je tedy hledanych ¢isel

1+10+---+100000000 = 111111 111.

Uloha 7. Chodnik se sklad4 z mnoha dlazdic. Jedna z nich mé tvar pravidelného n-tihelnika a je ze
vSech stran obklopena ostatnimi dlazdicemi. Kdyz dlazdici oto¢ime o 48° kolem jejiho stfedu, presné
zapadne do své puvodni polohy. Jaka je nejmensi mozna hodnota n?

Vysledek. 15

Reseni. Pravidelny n-tihelnik ztstane pfi rotaci nezménén pravé tehdy, kdyz otacime o nasobek dhlu
mezi tseckami spojujicimi jeho stied s dvojici sousednich vrchola. Tento thel je 360° /n, takZe se snazime
najit nejmensi n, pro néz je

celé c¢islo. Odpovédi je n = 15.

Uloha 8. O dnu budeme fikat, ze je stastng, jestlize se jeho datum zapsané v podobé DD.MM.RRRR
sklddd z osmi ruznych cifer — zde DD urcuje den, MM mésic a RRRR rok, pficemz pokud je ¢islo
udédvajici den nebo mésic mensi nez deset, pfiddvame pied néj nulu. Naptiklad 26.04.1785 byl stastny

vy

Vysledek. 17.cervna 2345

Resent. Ve stastny den musi ¢islo udévajici mésic bud obsahovat nulu, nebo byt rovno 12, takze pokud
by rok obsahoval nulu, musel by byt vyssi nez 3000. Podivejme se na pfipad, kdy rok nulu neobsahuje
a zacina dvojkou. Kdyby letopocet obsahoval jednicku, mésic by zacinal nulou a nezbylo by nam zadné
¢islo pro den. Nejblizsim moznym rokem je tedy rok 2345. Ukazeme, Ze v tomto roce nastane Stastny
den. Prvni cifra tohoto dne musi byt 0 nebo 1, takZze prvni mozny mésic je 06. Nyni uz snadno uréime,
Ze nejblizsim $tastnym dnem je 17.06.2345.

Uloha 9. Kuba m4 kvadr. Zajimalo by ho, kolik rovin obsahuje pravé étyfi jeho vrcholy. Poradte mu.

Vysledek. 12

Resend. Zaprvé jde o Sest rovin obsahujicich jednotlivé stény kvadru, zadruhé pro kazdou dvojici pro-
téjsich stén nalezneme dvé roviny, které jsou k obéma kolmé a obsahuji jejich tihlopticky. Dohromady je
tudiz hledanych rovin 12.



Uloha 10. Misa se rozhodla nakreslit pomoci pravitka a kruzitka dobfe vypadajici ptlmésic. Zacala
nakreslenim kruznice se stifedem M7 a polomérem r; = 3 cm. Potom zabodla kruzitko do bodu M5 leziciho
na kruznici a nakreslila druhou kruznici o poloméru ry, kterd protla puvodni kruznici v protilehlych
bodech lezicich na primeéru prochézejicim M, jak ukazuje obrazek.

Jakou plochu mé ptilmésic A v cm??
Vysledek. 9

Resend. Abychom ziskali plochu pilmésice, odeéteme plochu kruhové tiseée se stiedem M, a polomérem
r9 od plochy ptulkruhu se stfedem M; a polomérem r;. Plochu kruhové tisece dostaneme ze ¢tvrtiny plochy
kruhu o poloméru r, odec¢tenim plochy rovnoramenného pravoihlého trojihelnika s délkou odvésny 7.
Vyuzijeme-li rovnost r3 = 2r? ziskanou z Pythagorovy véty, nalezneme hledanou plochu

2 2
r r
L (=2 ) =r=9cm>
2 4

Uloha 11. Kralovna chobotnic ma ¢ty¥i sluzebnice, z nichZ kazda mé Sest, sedm, nebo osm chapadel.
Ty, které maji sedm chapadel, stale lzou, zatimco ty se Sesti nebo osmi chapadly mluvi vzdy pravdu.
Jednoho dne kralovna chobotnic svolala vSechny své sluzebnice a zeptala se jich, kolik maji dohromady
chapadel. Prvni odpovédéla, ze 25, druhé tvrdila, ze 26, tfeti fekla 27 a posledni 28. Kolik chapadel maji
dohromady pravdomluvné sluzebnice?

Vysledek. 6

Resent. Z odpovédi mize byt pravdiva nanejvys jedna, takZe mezi sluzebnicemi jsou tii nebo éty¥i lhaiky.
Kdyby ale byly ¢tyfi, mély by dohromady 28 chapadel, takze by posledni z nich mluvila pravdu — coz
nesmi. Proto jsou lhafky tfi a maji dohromady 21 chapadel. Kdyby jich jedind pravdomluvna méla osm,
celkovy pocet by byl 29. Proto jich m4 jen Sest (a na otdzku odpovidala jako t¥eti).

Uloha 12. V supermarketu prodavaji mléénou, bilou a hoikou ¢okolddu, vSechny za stejnou cenu.
Jednoho krasného dne ¢inila trzba za prodanou mléénou ¢okolddu 270,—, za bilou cokolddu 189,— a za
hotkou 216,-. Kolik nejméné tabulek ¢okoladdy se ten den mohlo prodat?

Vysledek. 25

Resent. Cena jedné tabulky éokolady musi byt spoleénym délitelem vsech tif ¢astek. Aby bylo prodanych
tabulek co nejméné, musi byt jejich cena co nejvétsi, hledame tedy nejvétsiho spoleéného délitele. Protoze
NSD(270,189,216) = 27, spo¢itdme, Ze prodanych tabulek bylo nejméné

270 189 216
21 27 21 7T

Uloha 13. Otec péti déti chee svoji rodiné nakoupit zakusky ke svacing. Léta bolestnych zkusenosti
ho naudila, Ze musi détem sehnat bud pét stejnych, nebo pét vzdjemné riznych zdkuski, jinak se jeho
ratolesti do krve pohadaji. Po dlouhé diskuzi, béhem niz se ani trochu nepodafilo domluvit, jaké zakusky
by se mély nakoupit, nastvané porucil svoji nejmladsi dcefi Anicce: ,,Pijdes do cukrarny a feknes proda-
vacce, at ti da x kouskd ndhodné! Az se vratis, kazdé z vas déti dostane jeden zdkusek a vSechny ostatni
budou pro mé a pro maminku!“ Vime, Ze v cukrarné vedou alesponi pét druhu zédkusku a vzdycky maji
ode vSech dostatecné mnozstvi. Jaké ¢islo x otec vybral, aby vynalozil co nejméné penéz a zaroven se
jeho déti v zddném pripadé nepohadaly?



Vysledek. 17

Reseni. Kdyby Ani¢ka objednala 16 zékuskil, mohly by se déti pohadat: Mohla by totiz tieba dostat
¢tyti laskonky, ¢tyti vétrniky, ¢tyfi véeli uly a ¢tyfi indidnky, takze by neméla ani pét riznych druhi, ani
od zaddného druhu pét nebo vic kouski. Stejny problém by samoziejmé mohl nastat pfi koupeni mensiho
mnozstvi. Co se stane, kdyz koupi 17 zakusku? Je mozné, ze dostane pét nebo vice rtiznych druht, a
v takovém piipadé budou déti spokojené. V opacném piipadé dostane nanejvys ¢tyti druhy; pokud by
ale od zadného z nich nedostala pét nebo vic kouskt, méla by dohromady maximalné 4 -4 = 16 zakuskq,
coZ neni mozné. Proto otec Anicku poslal pro 17 ndhodné vybranych zakusk.

Uloha 14. Jaky je pomér obsahu kruhu ku obsahu étverce, maji-li stejny obvod?
Vysledek. 4 :

Reseni. Ozna¢me polomér kruhu jako r a délku strany &tverce jako a. Diky vztahu 27r = 4a spoé¢itdme

pozadovany pomér jako

2 - 2r - mr 2r - 2a 4

a? a-2a a-mr T

Uloha 15. V tnoru se Olin rozhodl provétrat sviij soukromy tryskaé¢ a navstivit Kokosové ostrovy. Ze
svého evropského sidla odletél v 10:00 sttedoevropského ¢asu (SEC) a piistal na ostrovech nasledujici den
v 5:30 tamniho ¢asu (KC). Domti odlétal v 8:30 KC a ptistal stejného dne v 17:00 SEC. Pedpokladejme,
ze oba lety trvaly stejné dlouho. Kolik bylo hodin na Kokosovyjch ostrovech, kdyz se Olin vratil doma?

Vysledek. 22:30

Reseni. Ozna¢me délku letu d a éasovy rozdil mezi Evropou a Kokosovymi ostrovy s (oboje v hodinach).
Uloha nam poskytuje soustavu rovnic

d+s = 19,5,
d—s =85.

Z jejiho feSeni d = 14, s = 5,5 zjistime, Ze kdyz se Olin vratil domi, bylo na Kokosovych ostrovech 22:30.
Poznamka: Kokosové ostrovy se skutecné nachézeji v ¢asové zéné posunuté oproti greenwichskému
¢asu 0 +6:30 (jen zkratka KC je smyslend).

Uloha 16. Trojice ¢isel 14, 20, n mé nésledujici vlastnost: Soucin kazdjch dvou z nich je délitelny tim
tfetim. Najdéte vSechna kladné celé Cisla n, pro néz je tato podminka splnéna.

Vysledek. 70, 140, 280

Resend. Cislo n je délitelem 14-20 = 23-5-7, takze se v jeho rozkladu mohou vyskytnout jediné prvocisla
2,5 a7, pricemz dvojka bude nanejvys ve tieti mocniné a pétka se sedmickou nanejvys v prvni mocniné.
Podminka 14 | 20n znamend, Ze je n nasobkem 7; podobné z piedpokladu 20 | 14n ziskdvame 10 | n.
Dohromady plati 70 | n. Je snadné ovéfit, ze vSechna ¢isla, kterd pfipadaji v tivahu, tj. 70, 140 a 280,
zadani vyhovuji.

Uloha 17. Usecka z déli obdélnik na dva lichob&zniky zptisobem ukdzanym na obrazku. Vzdalenost
|PA| je rovna 10cm a |[AQ| je 8 cm. Lichobéznik Ty m4 plochu 90 cm?, lichobéznik T plochu 180 cm?.

P A Q

T

Jaka je délka tsecky x v cm?

Vysledek. 17



Resent. Zbylé dva vrcholy obdélnika ozna¢me R, S a druhy konec tiseéky x ozna¢me B. Déale naleznéme
na SR takovy bod M, aby platilo |SM| = |PA| = 10.

P A Q

S B M R

Protoze |PQ| = 18 a plocha obdélnika PQRS je 180+ 90 = 270, musi platit |PS| = |QR| = 270/18 = 15.
Ze vzorce pro vypocet obsahu lichobéznika 75 dostavame

1
180 = 5(|BR| +1AQI) - |QR],

tedy |BR| = 16. Proto plati |BM| = |BR| — |M R| = 8 a uzitim Pythagorovy véty dostdvame

x=+/[AMZ + [BM[? = /289 = 17.

Uloha 18. Pani Leontyna natrhala na zahradé jahody. Chce je rozdat svym &tyfem syntim tak, aby
kazdy z nich dostal alespon t¥i, pficemz Vilibald jich dostane vice nez Bonifac, Bonifac vice nez Ferdinand
a Ferdinand vice nez Mikulas. Kazdy ze syn bude znat pocet svych jahod, celkové mnozstvi rozdélenych
jahod i podminky, které si jejich mama vymyslela. Jak mé Leontyna rozdélit jahody, aby jich vyuzila co
nejméné a zaroven aby zadny z chlapct neznal celé rozdéleni?

Vysledek. (M, F, B, V) = (3, 5, 6, 8)

Reseni. Abychom pracovali s mensimi &sly, budeme fikat, Ze nékterému z chlapct prebjvd n jahod,
kdyz jich dostal n 4+ 3. Potom budeme misto pozadavku, aby mél kazdy alespon tfi jahody, pracovat
s podminkou, Ze kazdému piebyva nezaporny pocet jahod. Rozborem piipadt ukazeme, ze pokud pfebyva
dohromady méné nez 10 jahod, bude Vilibald znat pocet jahod vSech svych bratri.

Vilibaldovi museji samoziejmé prebyvat alespon t¥i jahody. Jsou-li pravé tfi, existuje jediné pri-
pustné rozdéleni piebyvajicich jahod (0,1, 2,3). Kdyby byly étyfi, pak mé kazdé z pfipustnych rozdéleni
(0,1,2,4), (0,1,3,4), (0,2,3,4) a (1,2,3,4) jiny soucet, takze Vilibald ze znalosti souétu vydedukuje,
kolik ma ktery z jeho bratrd jahod. Pokud bude mit Vilibald pét jahod, je nejmensim moznjym souctem
osmicka odpovidajici jediné distribuci (0, 1,2,5), takze osm je také nevyhovujici soucet; bude-li pieby-
vajicich jahod dohromady devét, také neexistuje jind distribuce nez (0,1, 3,5). A kdyz bude Vilibaldovi
prebyvat jahod Sest, je nejmensim pripustnym souctem devitka, jenze rozdéleni je zase jediné mozné,
(0,1,2,6). Nizsiho sou¢tu nez desitky proto opravdu nelze dosdhnout tak, aby byly vSechny podminky
splnény.

Na druhé strané rozdéleni prebyvajicich jahod (0,2, 3, 5) spliiuje véechny podminky; Vilibald s Miku-
la4Sem si mohou myslet, Ze bylo pouzito rozdéleni (0, 1,4, 5), zatimco Bonifac a Ferdinandem ho nedokazou
rozlisit od (1,2,3,4). Jesté je potfeba ukdzat, Ze Zadné dalsi rozdéleni se souc¢tem deset podminkam ne-
vyhovuje, aby bylo feSeni jednoznacné; takova rozdéleni jsou pouze (0,1,2,7), (0,1,3,6), (0,1,4,5) a
(1,2,3,4). Prvni, druhé a ¢tvrté by prokoukl Vilibald, tfeti Bonifac.

Uloha 19. Na obvod kruhu napiSeme po sméru hodinovych rucicek viechna pfirozena ¢isla od 1 do 1000
ve vzestupném poradi. Nasledné budeme néktera z ¢isel oznacovat: Zacneme jednickou a pak oznac¢ime
kazdé patnécté ¢éislo (tj. 16, 31 atd.). Pokrac¢ujeme tak dlouho, dokud neoznacime nékteré ¢islo podruhé.
Kolik ¢isel ztistane neoznacenych, kdyz skonc¢ime?

Vysledek. 800

Re$end. Pii prvnim ob&hu oznaéime vSechna ¢isla ve tvaru 15k + 1 (kde k je celé ¢islo) pocinaje 1 a
konce 991. Dalsi obéh zacinad 6 a konci 996, pficemz jsou oznacena ¢isla tvaru 15k + 6. Pfi poslednim
prichodu je prvni na fadé 11 a posledni 986 (vyznacime ¢isla typu 15k + 11), coZ je posledni éislo, které
vibec oznac¢ime. Celkové byla oznaCena vSechna cisla ve tvaru 5k 4+ 1 a ta zahrnuji pravé pétinu cisel
napsanych na kruznici. Proto zistane 4/5 - 1000 = 800 neoznacengch ¢isel.



Uloha 20. Zjistéte soucet velikosti sedmi oznacenych vnitinich ahlt této sedmicipé hvézdy (ve stupnich).

Vysledek. 540°

Reseni. Ozna¢me vrcholy v cipech postupné A, B,...,G jako na obrazku. Necht je dile X, resp. Y,
pruse¢ik DE s AB, resp. AG.
G C

!

Y

X

A I

Hledany soucet ozna¢me S. Protoze oba ¢tyfuhelniky X BC'D a Y EFG maji soucet vnitinich thla 360°,
dostavame
S + |[<BXY |+ |<XYG|— |<XAY| =2-360°.

Zéaroven |[<BXY| =180° — |[<AXY| a |[<XY G| = 180° — |« XY A|, takze
|[<BXY |+ |[<XYG| — |[<XAY| =360° — (|[<AXY |+ |<XY A| + |[<XAY|) = 180°.
Z toho vyplyva, ze S = 540°.

Uloha 21. Zéaci dostali za tikol spocitat aritmeticky primér éisel 1, 3, 6, 7, 8 a 10. Pepicek ale zvolil
Spatny pristup: Nejdfiv si vybral nékterd dvé cisla a spocital jejich primér. Potom vzal vysledek a
nékteré dalsi ¢islo a zase vypocital aritmeticky primér. Tak pokracoval, dokud nevyuzil vSechna ¢isla.
Jaké nejvétsi absolutni hodnoty chyby (tj. absolutni hodnoty rozdilu svého a spravného vysledku) tak
mohl dosdhnout?

Vysledek. 17/6

Reseni. Snadnymi tpravami zjistime, Zze Pepicktv postup ve skutecnosti odpovida tomu, Ze vezme néjaké
uspofadani ¢isel, feknéme (a1, az, as, a4, as,ag), a spocte

Nejvétsi hodnoté S odpovida vzestupné usporadani, protoze nejvétsi ¢islo délime tim nejmensim, druhé
nejvétsi druhym nejmensim atd. Nejmensi hodnoty S naopak Pepicek dosdhne pii vyuziti sestupného
usporadani. K nejvétsi chybé ocividné dojde pfi jednom z téchto krajnich usporadani. Spravny aritme-
ticky primér ma hodnotu 35/6. S vyuZitim rostouciho uspofddanim dostaneme S = 67/8, coz vede
k chybé 61/24. Klesajici uspofadani vede k vysledku S = 3 a chybé 17/6, kterd je vétsi nez 61/24, a je
tedy hledanym vysledkem.



Uloha 22. Na jedné strané rovné silnice je pét pouli¢nich lamp Li, Lo, L3, Ly a Ls uspofadanych
s jednotnym rozestupem 12m v jedné primce. Na druhé strané silnice stoji stanek se zmrzlinou. Kdyz
Honza postava u vchodu do obchodu v bodé FE, vidi tisek mezi lampami Ly a Lo pod tthlem a = 27°.
Pokud si stoupne k lampé Ls, vidi isek mezi body L; a F rovnéz pod thlem 27°.

Ls Ly Ls Ly Ly
~J

%
E

Jak daleko jsou od sebe Ly a E?

Vysledek. 24 m

Resent. Trojahelniky EL;Ls a EL,Ls jsou podobné, protoZe v obou najdeme vnitini dhly o a <tLs L1 E.
Diky tomu dostavame

[BLy| _ |LsL|
\LoLi|  |ELy|’

atedy |ELi|? = |LoLy|-|LsLy| = 12-48 = 576,

z ¢ehoZ spoc¢itdme uvedenou vzdalenost jako |FLq| = 24 m.

Uloha 23. Savlik si vybral dvé rizna cel ¢isla od 1 do 17 (véetné) a vynasobil je. Kupodivu se ukazalo,
ze vysledny soudin je rovny souc¢tu zbyljch patnacti ¢isel. Naleznéte Savlikovu dvojici ¢isel.

Vysledek. 10 a 13

5 % y - " . . . (s s 1T(ATH1 .
Resend. Savlikova ¢isla nazvéme a a b. Protoze soucet prvnich sedmnécti éisel je % = 153, mame

fesit rovnici 1563 — (a+b) = ab. Pfi¢tenim jednicky k obéma strandm a pfeuspofadanim ¢lentt dostavame
ekvivalentni rovnici 154 = ab+a+b+1 = (a+1)(b+1). Protoze 154 =2-7-11a2 < (a+1), (b+1) < 18,
je jedinym pouzitelnym rozkladem 154 = 11 - 14. Hledanymi ¢isly jsou tedy 10 a 13.

Uloha 24. Kolik $estic kladnych celych ¢isel (a,b,c,d, e, f) spliuje a > b > ¢ > d > e > f a zéarovei
a+f=b+e=c+d=307

Visledek. (1)) = 364

Resend. Sestice spliwjici pozadavky miZeme jednozna¢nym zptisobem zapsat jako
(a,b,c,dye, f) =154+ 2,154+ y,15+ 2,15 — 2,15 — y, 15 — x),

kde 0 < z,y,z < 15. Podminka a > b > ¢ > d > e > f je ekvivalentni x > y > z > 0, takze je kazda
Sestice jednozna¢né uréena trojici kladnych celych ¢isel mensich nez 15 (kterd potom uspotrddame). Proto
je takovych Sestic (134) = 364.

Uloha 25. K ¢asované bombé je piipojeny displej ukazujici ¢as zbyvajici do vybuchu (v minutéch a
vtefinach). Na zacatku odpoctu je na displeji 50:00. Zarovka blikne, kdykoliv je zobrazovany pocet minut
rovny poctu vtefin (napf. 15:15) nebo kdyz je ¢islo na displeji stejné pii ¢teni zleva i zprava (napf. 15:51).
V okamziku, kdy zarovka blikne posedmdesaté, mizeme bombu zneskodnit. Jaky ¢as bude v tu chvili na
displeji?

Vysledek. 03:03

Reseni. Poéet zbyvajicich sekund se poétu minut rovna v kazdé minuté pravé jednou, takze béhem 50
minut k tomu dojde padesatkrat. To, Ze se ¢islo na displeji ¢te z obou stran stejné, nastane pravé jednou
v kazdé minuté, kterd nemé na misté jednotek ¢islo vétsi nez pét; dohromady se to tedy stane tficetkrat.
V péti pripadech nastanou obé udéalosti zaroven: 00:00,11:11,...,44:44. Pfed vybuchem bomby tedy
zérovka blikne 50 + 30 — 5 = 75krat (pocitdme i bliknuti v ¢ase 00:00); ke zneskodnéni bomby dojde ve
chvili, kdy zbyva uz jen pét bliknuti (00:00, 01:01, 01:10, 02:02 a 02:20), tj. kdyz je na displeji éislo 03:03.



Uloha 26. Pét kruhti se vzajemné dotyka zptisobem znézornénym na obrazku. Urdete polomér nejme-
nstho kruhu, jestlize velky kruh ma polomér 2 a zbylé dva kruhy s vyznacenymi stfedy maji polomér
1.

Vysledek. %

Reseni. Ozna¢me podle obrazku stiedy kruhti jako My, M, a M3 a polomér druhého nejmensiho kruhu
jako 3.

A -~
/ \ M3
PR YO
M, M,

Diky symetrii celé konstelace musi platit My My 1 M M3, coz ndm umoznuje sestavit podle Pythagorovy
véty pro trojuhelnik My MsMs rovnost

1+ (2 — 7"3)2 = (1 =+ 7“3)2,

z niz dostaneme r3 = % Jako P oznac¢me bod, ktery spolu s M, My a M3 tvori obdélnik. Body, v nichz
polopiimky M; P, My P a M3 P protnou své ,mateiské“ kruznice, nazvéme A, B a C. Protoze MMy M3 P
je obdélnik, spocitéme |[PB| =3 —1=1,|PC|=1-2 =1 a |PA|=2— |[MaM3| =2— (1+7r3) = 1.
Z toho vidime, ze bod P je od vSech tfi bodid A, B a C vzdélen % Recené body tedy lezi na kruznici
se stfedem P o poloméru % Diky tomu, ze M1 P, MsP a M3P jsou polopfimky, predstavuji A, B a C
body dotyku pfislusnych kruznic s kruznici se stfedem P a polomérem %, takze tato kruznice je ptivodni

malou kruznici ze zadani.

Uloha 27. V kasinu sedélo kolem velkého stolu nékolik hrac¢i rulety. Kdy# se zvedl Vejtek a s nim i jeho
16 000 euro, prumérna hotovost pripadajici na jednoho hrace poklesla o 1000 euro. O dalsich 1000 pak
klesla, kdyz si prisedli gamblefi Marta a Tonda, kazdy vybaveny pouhymi 2000 euro. Kolik hraca sedélo
u stolu, kdyz jesté Vejtek hral?

Vysledek. 9

Reseni. Hledany pocet hra¢ predtim, nez se Vejtek zvedl, oznaé¢me n a necht x oznaduje tehdejsi
pramérnou hotovost jednoho hrace. Zadani muzeme prepsat do podoby nasledujicich dvou rovnic:
nx — 16 000 nx — 16000 + 2 - 2000
e a _

=z — 1000 =z —2-1000.
n—1 n+1




Po roznasobeni a preuspotadani kazdé rovnice dostavame tvar
x = 17000 — 1000n a 2000n — 10000 = =z,

z néhoz uz snadno vidime n = 9. Nez tedy Vejtek odesel, sedélo kolem stolu devét hraca.

Uloha 28. V krychli 7 x 7 x 7 je kazda dvojice sousedicich krychli¢ek jednotkového objemu oddélena,
prepazkou. Odebranim nékolika prepizek chceme dosdhnout toho, Ze bude kazda krychlicka spojend
s alesporii jednou z krychlicek na povrchu. Jaké nejmensi mnozstvi prepazek je tfeba odebrat?

Vysledek. 125

Reseni. Na zacatku je krychlicek 73. Odstranénim jedné pfepazky snizime pocet vzajemné oddélenjch
¢asti krychle o jedna. Na konci se smi krychle skladat nanejvys ze 7 — 5% oddélenych ¢asti (to je totiz
podet vnéjsich krychlicek). Proto je potieba odstranit alesponi 5% = 125 prepazek. Zaroveti je snadno
vidét, ze 125 uz staci.

Uloha 29. Vime, Ze 20%%x16 je sedmiciferné &islo, které je druhou mocninou néjakého celého &isla. Které
ti cifry chybéji?
Vysledek. 909

Reseni. Necht je a? &tverec celého ¢isla konéici 16. Potom je
a’> =16 = (a —4)(a +4)

deélitelné 100, takze a = 2b a (b—2)(b+2) je délitelné 25. Proto musi platit b = 25n+2, a tedy a = 50n+4.
Jelikoz
14042 < (1,414 - 1000) < (1000v/2)% = 2000000

1454% > 1450% = 2102500 > 2100000,
je jedinou moznosti a = 1446, coz nam dava a? = 2090916.
Uloha 30. Trojihelnik ABC' s délkami stran |[AB| = |AC| = 5m a |BC| = 6m je ¢4stené napustény

vodou. Kdyz trojihelnik lezi na strané BC, je hladina ve vysSce 3m nad touto stranou. Pokud bude
trojuhelnik spocivat na strané AB, jakd bude vyska vodou naplnéné ¢asti? Uvadéjte v metrech.

4 C

Vysledek. 18/5

Reseni. Kdyz oznaéime stfed strany BC' jako D, je ABD pravouhly trojthelnik, takze z Pythagorovy
véty vyplyva |[AD| = 4. Cést trojtihelnika, v niZ neni voda, je podobné trojihelniku ABC s pomérem
podobnosti 1/4. ProtoZe pomér velikosti ploch naplnéné a nenaplnéné ¢asti musi po otoceni trojihelnika
zastat zachovan, musi platit obdobné podobnost celku s prazdnou ¢éasti i v nové poloze. Hladina je
tedy opét ve 3/4 vysky, takZe nam staci umét vyjadfit vysku na AB. ProtoZe plocha trojihelnika ABC
je 3 -|AD| - |BC| = 12, vychézi vap = 2-12/|AB| = 24/5. Plocha naplnén4 vodou mé tedy vysku
3/4-24/5 =18/5.



Uloha 31. Mame Sest beden oznacenjch 1 az 6 a v nich né&jak rozdélenych 17 broskvi. Jediny krok,
ktery smime udélat, je nasledujici: Jestlize je v n-té bedné pravé n broskvi, jednu snime a zbylych n — 1
rozdélime po jedné do beden 1 az n — 1. Jak jsou broskve rozdélené, jestlize vime, ze nam jejich rozlozeni
umoznuje postupné snist vsechny?

Vysledek. 1,1,3,2,4,6

Reseni. Pii hledani vhodného rozdéleni budeme postupovat pozpatku. Zavéreéného stavu (0, 0,0, 0,0, 0),
kdy jsme snédli vSechny broskve, mtizeme dosdhnout jen ze stavu (1,0,0,0,0,0), ktery zase mohl vznik-
nout jediné z (0,2,0,0,0,0) atd. Timto zptsobem sestavime Fetézec stavii, ktery ndm jednoznacné ¥ika,
jak jsme museli postupovat, abychom sméli snist vSechny broskve. Tento fetézec

...(0,2,0,0,0,0), (1,2,0,0,0,0), (0,1, 3,0,0,0), (1,1,3,0,0,0), ...
konéi (1,1,3,2,4,6), coz je hledané rozlozeni sedmndcti broskvi.

Uloha 32. Na vrchol hory vede jednoducha lanovka s pevné pfipojenymi dvojicemi sedadel. Celkem
74 1idi chce vyjet nahoru, zatimco 26 pasazérti ¢ekd u horni stanice na cestu zpét. Pfesné v poledne se
mechanismus spusti a na obou stanicich nasedne do lanovky prvni dvojice; ostatni cestujici pak plynule
nastupuji, kdykoli pfijede dalsi sedacka. Ve 12:16 se dvojsedacka vezouci prvni dva cestujici vzhiru
setkd s posledni obsazenou dvojsedackou sméfujici dolti. Ve 12:22 naopak sedacka vezouci prvni dvojici
smérem dold mine posledni obsazenou sedacku sméfujici na vrchol. Sedacky jsou podél lana rozmistény
rovnomeérné (tj. ve stejnych vzdjemnych vzdalenostech), lanovka se pohybuje stalou rychlosti a vSichni
cestujici jezdi ve dvojicich. Kolik minut trva jizda ze spodni stanice do horni?

Vysledek. 26

Resend. Vzdalenost mezi prvni a posledni obsazenou sedackou sméfujici vzhiiru je trojnasobkem vzdale-
nosti prvni a posledni obsazené sedacky smétujici doli: Oznacime-li totiz vzdalenost mezi dvéma sedac-
kami d, pak 74 lidi obsadi 37 sedacek a mezi prvni a posledni je vzdalenost 36d; podobné sedacky jedouci
doli tvori tsek délky 12d. Z toho muzeme usoudit, Ze doba, jez uplyne mezi dvéma okamziky popsanymi
v zadéni, je dvojndsobkem c¢asu, ktery uplyne mezi setkdnim prvnich sedacek v obou smérech a setkdnim
predni sedacky jedouci vzhiru s posledni naloZzenou sedackou sméfujici doli. Proto se predni sedacky
setkaly ve 12:13. Protoze jedou stejné rychle, musely se potkat pfesné uprostfed, takze ¢as potfebny
k absolvovani celé trasy je 26 minut.

Uloha 33. M¢jme kosoétverec ABCD a body M, N lezici na tiseckich AB, BC riizné od A, B, C
takové, Ze DM N je rovnostranny trojihelnik a |AD| = |M D|. Urcete velikost thlu ABC' (ve stupnich).
Vysledek. 100°

Reseni. Protoze |CD| = |AD| = |[MD| = |ND|, jsou trojuhelniky AMD a NCD rovnoramenné se
zékladnami AM a NC. Oznagime-li § = |<DAB|, pak mame |<ABC| = |<ADC| = 180° — 6. Na druhé

strané muzeme také z rovnosti
|[<DAM| = |<AMD| = |<DNC|=|<NCD| =10

odvodit
|<ADM| = |<NDC| = 180° — 26

a pokracovat
|<ADC| = |[<ADM| + |<MDN| + |<NDC| = 420° — 46.

Zjistili jsme tedy, ze
420° — 46 = 180° — 6,

z ¢ehoz vyjde 6 = 80°. Odtud uz je jen krucek k rovnosti |<ABC| = 100°.
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Uloha 34. Kolika zptisoby je mozné obarvit policka tabulky 2 x 7 zluté a zelené tak, aby v zadném
misté nevzniklo ani zelené, ani zluté L-trimino?

Pozndmka: L-trimino je nésledujici tvar (pfipadné otoéeny o né&jaky ndsobek pravého tihlu):

Vysledek. 130

Reseni. Pokud je néktery ze sloupeckii jednobarevny, pak museji mit oba s nim sousedici sloupce opa¢nou
barvu, jejich sousedé museji mit zase ptivodni barvu atd. Dohromady tedy existuji dvé obarveni tohoto
typu rozliSena tim, kterou barvu zvolime pro prvni sloupecek.

Na druhé strané plati, Ze pokud jsou v nékterém sloupecku pouzity obé barvy, pak museji byt pouzity
obé& i ve vSech ostatnich sloupcich. Pokud méme takové obarveni, snadno vidime, ze at uz jsou barvy
mezi horni a dolni sloupecek rozdélené jakkoli, nikdy nemtize vzniknout zakazané trimino. Existuje tedy
27 = 128 obarveni tohoto typu.

Dohromady lze tabulku obarvit 2 4+ 128 = 130 riznymi zptsoby.

Uloha 35. Filip je nadsenym sbératelem diamantii, ale zatim jich vlastni méné nez 200. Aby se jimi
mohl 1épe kochat, rozdélil vSechny své diamanty do nékolika (nejméné dvou) hroméadek tak, ze

e kazda hroméadka se sklada z jiného poctu diamanti,
e na zadné hroméadce nejsou pravé dva diamanty,

e pro kazdou hromadku plati, Ze kdykoli by byla rozdélena na dvé mensi ¢asti, skladala by se alespon
jedna z nich ze stejného poctu diamantt jako néktera z nerozdélenych hromadek.

Jaké nejvétsi mnozstvi diamantd mutze Filip vlastnit?
Poznédmka: Hromédka musi vzdy obsahovat alespon jeden diamant.

Vysledek. 196

Reseni. Podivejme se, jaké dalsi vlastnosti musi mit rozdéleni na hromadky, aby spliiovalo pozadavky
ulohy. Pocet diamantd na nejmensi hromadce ozna¢me m. Kdyby bylo m > 2, mohla by tato nejmensi
hromadka byt rozdélena na hromadky o velikostech 1 a m — 1, z nichz ani jedna neni stejné velka jako
nékterd z jiz existujicich hromadek. Proto m = 1.

Dale ukazme, Ze druhéd nejmensi hromédka obsahuje t¥i diamanty. ProtoZze nemtize obsahovat dva,
chceme ukazat, ze se neskldadd z n > 4 diamanti. To je ale skutec¢né vylouceno diky rozdéleni n =
2+ (n—2).

Nakonec dokdZeme, Ze pokud mé k nejmensich hromdadek velikosti 1,3,...,2k — 1 (k > 1), potom se
(k41)-t4 nejmensi hromadka (existuje-li) sklada z 2k+1 diamantt. Ozna¢me tedy velikost této hromadky
jako p. Zjevné musi byt p liché, jinak by bylo mozno hromadku rozdélit na dvé mensi sudé ¢asti. Kdyby
bylo p > 2k + 3, pak dojdeme ke sporu diky rozdéleni p = 2 + (p — 2). Indukci tedy dokdzeme, ze pokud
ma Filip diamanty rozdélené na n hromadek, pak museji mit po fadé velikosti 1,3,...,2n — 1. Kazdé
takovéto rozdéleni uz pozadované podminky spliuje, protoze rozdélenim kterékoli hromadky vznikne
jedna hroméadka liché velikosti s mensim poc¢tem diamant.

Filip tedy dohromady vlastni 1 + 3 + --- + (2n — 1) = n? diamant@ pro né&jaké vhodné n. Nejvetsi
¢tverec mensi nez 200 je 142 = 196, coz je také feseni tlohy.

11



Uloha 36. Ve hie kdmen, nizky, papir mame ti¥i mozné symboly: kimen K, ntizky N a papir P. P¥itom
K>N,N>P,P>KaK=K,N=N,P =P, kde A > B znadi, ze A vitézi nad B, a A = B
znamend remizu. Turnaj v obourucéni hie kdmen, niuzky, papir bez opakovani sestava z deviti her, které
proti sobé hraji dva hraci obéma rukama soucasné, a to levou proti levé a pravou proti pravé. Za vitézstvi
ziskava hrac¢ 2 body, za remizu 1 a za prohru 0 bodd. V jedné hie se tedy mezi hrace rozdéli celkem
¢tyfi body. Béhem turnaje musi kazdy hraé¢ zahrat kazdou moznou (uspofaddanou) dvojici symboli prévé
jednou. Jaka je pravdépodobnost, ze vSech devét her turnaje skonéi skérem 2:2, voli-li oba hraci dvojice
symbolti ndhodné?

Vijsledek. 312 /9! = 1/1680
Resend. Definujme t¥i mnoZiny, z nichz kazda obsahuje tii pary symbolii:

Dy :{(K,K),(P,N),(N,P)},
Dy :{(N,N),(K,P),(P,K)},
Dp :{(P’P)’(N7K)’(K7N)}'

Vsimnéme si, ze jednotliva hra turnaje skonéi nerozhodné, praveé kdyz hraci proti sobé zahraji dva pary
symboll obsazené ve stejné mnoziné — jedné z Dy, Dy, Dp.

MozZné prubéhy celého turnaje predstavuji vSechny dvojice permutaci mnoziny Dx U Dy U Dp.
Vsechny hry turnaje skonc¢i nerozhodné pravé tehdy, kdyz se prvky kazdé z mnozin Dy, Dy, Dp vysky-
tuji na stejnych tfech pozicich v permutaci hrace H; a permutaci hrace Hy. Uvazme libovolnou permutaci
— ta necht predstavuje poradi dvojic symboli, které v jednotlivych hréch postupné hraje hra¢ H;. Podcet
moznych pofadi dvojic symbol hranych hracem Hs, které vedou k tomu, ze kazda hra dopadne ne-
rozhodné, je roven 3!3, a to bez ohledu na zvolenou permutaci hrace H;. Hledani pravdépodobnost je

tedy
313 1

91~ 1680

Uloha 37. Sit télesa sestdva z osmi rovnostrannych trojthelnikii a Sesti ¢tvercii jako na obrazku.

Je-li délka kazdé hrany 1km, jaky je objem télesa (v km®)?
Vysledek. %ﬂ

Reseni. Uvedené téleso miizeme ziskat z krychle odifznutim jejich rohii tak, aby fez prochazel vidy stfedy
hran vychézejicich z odstrafiovaného vrcholu. Délka hrany takové krychle je /2, jeji objem je tedy 2v/2.
Celkem takto odfizneme osm jehlanti, z nichz kazdy mé zakladnu tvaru rovnoramenného pravotuhlého
trojuhelniku s odvésnou délky /2 /2 a vysku taktéz V2 /2. Objem jednoho takového odf{znutého rohu je
tedy % . % . (\/5/2)2 . (\/5/2) = 1/2/24 a objem daného télesa je pak 2v/2 — 8 - ﬂ/24 = 5v/2/3.

Uloha 38. Najdéte jediného trojciferného prvoéiselného délitele ¢isla

999999 995 904.

Vysledek. 601
Reseni. Povsimnéme si, ze
999 999995904 = 10'% — 212 = 212(512 _ 1)
52 1=6-1D6+DGE2+1)G2-5+1)G2+5+1)(5" =52 +1),
pri¢emz pouze posledni ¢initel je vétsi nez 100. Protoze ze zadani vime, Ze trojciferny prvociselny délitel

existuje a 54 — 52 +1 = 601 zjevné neni délitelné 2, 3 ani 5, musi to byt prvoéislo, a tedy kyZeny vysledek.
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Uloha 39. T¥inéct véel — jedna malé a dvanact velkych — zije v plastvi o 37 buiikach. Kazda velké véela
zabere t¥i po dvou sousedni builky, zatimco malé véela obsadi jen jednu buiku (viz obrazek). Kolika
zpusoby muze byt plastev rozdélena na t¥inact neprekryvajicich se sektorid tak, aby je mohlo vSech tfinact
vcel obsadit v souladu s popsanymi pozadavky?

Vysledek. 20

Reseni. Uvazme tfinadct bunék naznacenych Sedé na obrazku nize:

Kazdy tfibunkovy sektor obsahuje pravé jednu Ssedou buriku, a tudiz musi byt burka pro malou véelu
jedna z Sedych. Pokud je to ta uprostfed plastve, pak jsou pravé dva zpisoby, jak rozdélit zbytek plastve
na dvandact sektort uréenych pro velké véely (jeden je naznaden na obrazku, druhy dostaneme oto¢enim
prvniho 0 60°). Pro kazdou ze Sesti , prostfednich“ Sedych bunék existuje pravé jeden zptisob, jak rozmistit
velké véely do zbytku plastve. A konecné pro kazdou ze Sesti krajnich Sedych bunék méame pravé dveé
moznosti rozdéleni zbyvajicich bunék na tiibuiikové sektory (jednu naznacenou na obrazku a druhou
zrcadlové pfevracenou podle vodorovné osy).

Dohromady tedy existuje 246 -1+ 6 - 2 = 20 zptsob1, jak rozdélit plastev podle zadanych pozadavk.
Uloha 40. Do kruZnice w je vepsan rovnostranny trojihelnik ABC. Na krat$im oblouku BC' kruznice
w zvolme bod X a ozna¢me T prisetik AB s CX. Je-li |[AX| =5 a|TX| =3, uréete |[BX]|.

Visledek. 15/8

Resend. Protoze |[<AXB| = |<ACB| = 60° a |[<AXC| = |[<ABC| = 60°, je [<BXT| = 180° — |<AX B| -
|<AXC| = 60°. Ozna¢me U bod na AX takovy, ze TU || BX.
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Pak TUX je rovnostranny trojuhelnik a ATUA ~ ABX A. Dostavame tudiz

70| ITX|-|AX] 15
|BX] |AU| [AX] ITX|+|AX] 8

Uloha 41. Uvazme rovnostranny trojihelnik ABC. Vnitini bod P trojihelnika ABC nazveme zdivym,
pokud lze najit pfesné 27 paprsku vychazejicich z P a protinajicich strany trojuhelnika ABC' takovych,
ze trojuhelnik je témito paprsky rozdélen na 27 mensich trojihelnikti stejného obsahu. Urcete pocet
zafivych bodu v trojuhelniku ABC.

Vysledek. (%) = 325

Reseni. Je zfejmé, 7e PA, PB a PC musi bjt mezi onémi 27 paprsky vychazejicimi z P — kdyby
ne, ziskali bychom ¢tytuhelnik, coz je ve sporu se zadanim. Rozdélme obvod trojuhelniku ABC na 27
usecek tak, aby kazda jeho strana byla rozdélena na tsecky stejné délky; celkem existuje (226) = 325
takovych déleni, nebotf zafixujeme-li A jako prvni délici bod, mtzeme pak jiz B a C vybrat libovolné
ze zbylych 26. Nakonec si povsimnéme, ze existuje vzajemné jednoznacné korespondence mezi vSemi
takovymi délenimi a v8emi zafivymi body v trojihelniku ABC. Ziejmé totiz kazdy zafivy bod (resp.
paprsky z ného vychazejici) dava takové déleni. Jsou-li naopak dény poéty a, b, ¢ isefek, na které jsou
rozdéleny pfislusné strany, najdeme jediny bod P uvnitf AABC takovy, ze jeho vzdalenosti od stran
BC, CA, AB jsou v poméru a : b : c. Piimoc¢arym vypoc¢tem ovéfime, Ze P je skuteéné zérivy bod,
z néhoz vychéazejici paprsky délici AABC vedou do bodu daného déleni.

Uloha 42. Kolik kladnych déliteli &isla 20162 mensich nez 2016 nedgli &islo 20167
Vysledek. 47

Reseni. 7 prvoéiselného rozkladu 2016 = 2° - 32 . 7 dostavame 20162 = 210 .34 .72, Cislo 20162 ma
tedy 11 -5 -3 = 165 kladnych déliteld, z nichz % - (165 — 1) = 82 je mensich nez 2016 — vyjma 2016
miizeme viechny délitele rozdélit do pari (z,y) splitujicich x - y = 20162 a x < 2016 < y. Cislo 2016 m4
6-3-2—1 =35 délitelft mensich nez 2016 a tito délitelé pfirozené déli i 20162. Hledany pocet déliteli je
tudiz roven 82 — 35 = 47.

Uloha 43. Necht
dn ++4n? -1

- )
T V2n—14++2n+1

Spoététe Zl + Z2 + -+ Z2016.
Vijsledek. 1(40331/4033 — 1)

Reseni. VSimnéme si, ze pro n € N plati

4n ++/4n2? — 1 (V2n+1—v2n=1)((v2n+ 1)+ (V2n+1)(v2n — 1) + (v2n — 1)?)

V2n—1++2n+1 (V2n+1—v2n—1)(V2n+1++2n—1)
= %((W)?’—(\/ﬁ)%.
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Proto

1
Zy+ -+ Zopre = 5((\/3)3 — (V1)? + (V5)* — (V3)® + -+ + (V4033)® — (v/4031)%)
1
= 5(4033\/4033 —1).
Uloha 44. Posloupnost celjch &isel ag,ay,as ... je konstruovana nasledujicim zptisobem: Je-li a; dé-

litelné tfemi, poloZime a;+; = a;/3, v opa¢ném piipadé polozime a;11 = a; + 1. Pro kolik rtznych
nezapornych celych ¢isel ag dosdhne tato posloupnost poprvé hodnoty 1 po pfesné jedendacti krocich (tj.
ai; =1, ale ap,a1,...,a10 #1)?

Vysledek. 423

Resend. Cisla 1 je mozné dosdhnout pouze z &isla 3, které pro zménu mizeme dostat z 2 nebo 9. Cislo
9 muze vzniknout z 8 nebo 27 a ¢islo 2 je dosazitelné z 1 nebo 6, ovSem pouze 6 je pripustnd s ohledem
na zadani problému. Zkonstruujme nyni dalsi pfedchtidce: Necht P, je mnozina nezdpornych celych &isel
takovéa, ze posloupnost ze zadani dosdhne 1 po pfesné n krocich, pravé kdyz ag € P,. VSechny prvky
mnoziny P,4+1 pro n > 3 najdeme tak, ze vezmeme 3x za kazdé x € P, a dale x — 1 pro kazdé = € P,,
pro néz x — 1 neni nasobkem t¥i.

Bud p,, pocet prvkt mnoziny P, a ozna¢me déale f,, gn, resp. h, po¢ty prvki mnoziny P, tvaru 3k,
3k + 1, resp. 3k + 2. VSimnéme si, ze pro n > 3 jsou vSechna ¢isla v mnoziné P, vétsi nez 3, a tudiz

® fni1 = pn, nebot pro kazdé x € P, mame 3z € P, 41,
® g,11 = hy, nebot pro kazdé x € P, tvaru 3k +2 mdme x — 1 =3k +1 € P11, a

e h,11 = fn z podobnych divoda.
Dostavame tak
Pn="Jn+Ggn+hn=Dn-1+DPn-3+DPn2
pro n > 4. Uvodni vypoéty davaji p; = 1, po = 2 a p3 = 3 a nasledujici ¢leny mtizeme spoéitat
pfimocarym pouzitim vyse nalezeného rekurentniho vztahu. Kyzeny vysledek je p11 = 423.

Uloha 45. Necht ABCD, AEFG a EDHI jsou obdélniky se stfedy po fadé K, L a J. Pfedpoklidejme
déle, ze A, D, E jsou po fadé vnitini body tse¢ek HI, FG, BC a ze |<AED| = 53°. Urcete velikost
<JKL (ve stupnich).

Vysledek. 74°

Regend. Protoze K J je stiedni piitkou trojihelniku DIB, je KJ || BI. Podobné nahlédneme KL | CF.
Tedy |<JKL| = |<IBA|+|<DCF|, a protoze |<AIE| = |[<ABE| = 90°, je ¢tyfuhelnik FAIB tétivovy.
Odtud

|<IBA| = |<IEA| = 90° — |<AED| = 37°.
Stejnym zpiisobem dostaneme |<DCF| = 37°, tedy |<JKL| = 74°.
¢c ... E B
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Uloha 46. Béra si vybrala nékolik (ne nutné riiznych) éisel z mnoziny {—1,0, 1,2} takovym zpiisobem,
Ze jejich soucet je roven 19 a soucet jejich druhych mocnin je 99. Jaké nejvétsi hodnoty mize nabyvat
soucet tretich mocnin Barinych cisel?

Vysledek. 133

Reseni. Ptedpokladejme, Ze mezi Bafingmi ¢isly je pravé a, b, resp. ¢ ¢isel rovnych —1, 1, resp. 2 (ta,
kterd se rovnaji 0, zfejmé nehraji roli). Podminky ze zadani se nyni daji zapsat jako

—a+b+2c=19,
a+b+4c=299.

Nasim cilem je maximalizovat vyraz —a+b+8c = 19+ 6¢. Sectenim dvou vyse uvedenych rovnosti ovsem
zjistime, ze 6¢ = 118 — 2b, tedy ¢ < 19. Hodnoty ¢ = 19 mtuzeme dosahnout volbou a = 21, b = 2, takze
hledané maximum je 19 + 6 - 19 = 133.

Uloha 47. Najdéte nejvétsi deviticiferné &islo s néasledujicimi vlastnostmi:
e 74dna cislice se v ném nevyskytuje vice nez jednou,
e vyskrtneme-li jeho k-tou cifru (pro k =1,2,...,9), dostaneme osmiciferné ¢islo délitelné k.

Vysledek. 876 513 240

Reseni. Oznacéime-li k-tou cifru hledaného ¢isla jako Ay, mizeme ¢islo samotné zapsat ve tvaru

A1 Ay AsAyAs Ag A7 As Ag.

Ziejmeé existuje praveé jedna cislice, ktera v dekadickém zapise hledaného ¢isla chybi — oznacme ji d. Dale
necht Ny znad¢i osmiciferné ¢islo, které vznikne z hledaného éisla vySkrtnutim k-té cifry.

Jelikoz N, je sudé, musi platit 2 | Ag, a protoze N5 je délitelné péti, plati také 5 | Ag. Z toho vyplyva,
7e Ag je nula. Cislo Ny je délitelné deviti, a tedy i jeho ciferny soucet musi byt délitelny deviti, jinak
feceno 9|1 +2+3+4+54+6+7+8+9—d=45—d. Tedy d je devitka. Cisla Ny a N4 jsou délitelna
Gtyfmi, a proto jsou cifry A; a Ag obé sudé. Kromé toho je Ng délitelné osmi, takze dvojcisli AgAz je
délitelné ¢tyfmi. Cisla N3 a Ng jsou délitelna tiemi, stejné jako ciferny soucet hledaného ¢sla. Z toho
plyne, ze {As, Ag} = {3,6}.

Hledame nejvétsi ¢islo splnujici zadané vlastnosti. Pfedpokladejme proto, ze A; =8, A3 =6 a Ag = 3.
Potom nutné {47, As} = {2,4}, a protoze 4 | AgA7, dostdvame A7 = 2 a Ag = 4. Nyni staci ovéfit, ze
pokud zbylé ¢islice doplnime v sestupném poradi na dosud neobsazené pozice, pak bude mit vzniklé ¢islo
876513240 vSechny pozadované vlastnosti (N; = 87651340 je skuteéné délitelné sedmi).

Uloha 48. Je dan obdélnik ABCD se stranou AB délky 12 a bod P lezici uvnit¥ tohoto obdélnika.
Pro kazdy z trojthelniki ABP, BCP a DAP plati, ze jeho obvod je roven jeho obsahu. Jaky je obvod

trojuhelnika C'DP?
D C

Vysledek. 25
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Reseni. Rovnost mezi obsahem a obvodem trojihelnika nastava pravé tehdy, kdyZ mé kruZnice troji-
helniku vepsana polomér 2. Kdyby bod P lezel bliz k AD nez k BC, byl by polomér kruznice vepsané
trojihelniku D AP mens$i nez polomér kruznice vepsané trojihelniku BC' P. Podobny problém by nastal,
kdyby byl P bliz k BC nez AD. To znamen4, Ze P lezi na ose stran AB a CD.

D C
Y
L +Q
\
1
| T
|
|
.
A M 6 B

Necht @) znaci kolmou projekci bodu P na pfimku BC, M stied tsecky AB, x délku tsecky BQ a y délku
usecky C'Q. Potom je obsah trojihelnika ABP roven 6x. Z Pythagorovy véty v trojuhelniku M B P plyne,
Ze |BP| = v/x% 4 62. Z rovnosti mezi obvodem a obsahem trojihelnika ABP pak dostaneme rovnici

6x = 12 4 2v/ 22 4 62
s jedinym FeSenim z = 9/2.
Délku y nalezneme podobné. Vime, ze |BP| = 15/2 a |CP| = /y? 4 62, a z rovnosti mezi obvodem
a obsahem trojuhelnika BC'P obdrzime rovnici

1 9 9 15
6 ly+o ) =y+ o+ +Vy2+62
2 2 2 2
s jedinym kladnym FeSenim y = 5/2.
Dosazenim dostdvame |C'P| = 13/2 = |DP)|, takZe obvod trojthelnika CDP je 25.

Uloha 49. Na tabuli je napsana (usporadana) dvojice ¢isel (0,0). V kazdém kroku smazeme aktualni
dvojici (a,b) a napiSeme misto ni dvojici (a + b+ ¢, b + ¢), kde ¢ je rovno bud 247, nebo —118 (z téchto
dvou hodnot si miizeme v kazdém kroku vybrat). Najdéte nejmensi nenulovy pocet krokd, po kterém se
na tabuli mtze objevit dvojice (0, b) pro né&jaké b.

Vysledek. 145

Resend. Oznacme c; volbu ¢ v i-tém kroku. Po n krocich je prvni &islo z dvojice a = ncy+(n—1)ca+- - -+c,.
Zafixujme n a definujme s = ney + (n — 1)eg + -+ + €5, kde ¢; = 1, pokud ¢; = 247, a ; = 0 jinak.
Analogicky definujme ¢t = nd; + (n — 1)d2 + - - - + d,,, kde 6; = 1, pokud ¢; = —118, a é; = 0 jinak. Pak
a = 247s — 118t a podminka a = 0 dava, ze 247s = 118t. Jelikoz 247 a 118 jsou nesoudélnd, existuje celé
dislo k takové, ze s = 118k a t = 247k. Upravou predchozich rovnosti dostaneme

n(n+1)

2 )
a protoze 365 = 5- 73, po vyzkousSeni dvou nevyhovujicich ptfipadu zjistime, Ze n musi byt rovno alespon
2-73 —1=145.

Ukézeme, Ze pro n = 145 existuji éisla ¢; takové, ze 247s = 118t. Necht m je nejmensi pfirozené ¢islo
splnujici nerovnost

360k =s5+t=14+2+---4+n=

247
14924 > 1494 '
+2+ +m_365 (1+2+---+n)

Polozme ¢; = —118 proi € {1,...,m} \ {r}, kde

247
r=14+2+--4m—-_——-(1+2+---+n),

365
a ¢; = 247 jinak. (Plati m = 120 a r = 97.) Takto dostaneme pfesné
118 -24
247s = 118t = y.(1+2+...+n)_

365
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Uloha 50. Cikcak je lomena ¢ara, kterd vznikne ze dvou rovnobéznych polopiimek opaéného sméru
spojenim jejich pocatecnich bodt. Na kolik nejvice oblasti mize deset cikcakt rozdélit rovinu?

Vysledek. 416

Resend. Kazdé dva cikcaky se mohou protnout nejvyse v deviti bodech (kdyZ pomineme zjevné nevyhodny
pripad, kdy se nékteré dvé polopfimky ptrekryvaji). Do roviny lze navic umistit libovolny pocet cikcakt
tak, aby se kazdé dva z nich protinaly pravé v deviti bodech a Zadné t¥i nemély spoleé¢ny bod. Predstavme
si nyni, Ze mame v roviné takto umisténo n—1 cikcaki a pfiddvame k nim n-ty. Tento je 9(n—1) priiseciky
rozdélen na 9(n — 1) + 1 ¢4sti, z nichz kazda déli nékterou jiz existujici oblast na dvé nové. Dostavame
tedy rekurentni vztah pro maximalni pocet oblasti Z,,, na které muze n cikcakl rozdélit rovinu: Z; = 2
aZy, = Zp—1+9n — 8 pro n > 2. Indukel snadno odvodime explicitni vyjadieni Z,, = %nQ - %n + 1.
Dosazenim dostavame kyzeny vysledek Z19 = 416.

Uloha 51. Mé&jme étyistén, jehoz kazd4 sténa je trojuhelnik se stranami délek 1, v/2 a ¢. Polomér sféry
opsané tomuto ¢tyfsténu je 5/6. Najdéte c.

Visledek. +/23/3

Reseni. Dokazeme obecnéjsi tvrzeni — pokud je kazda sténa ¢tyisténu trojuhelnik se stranami délek a,
b, ¢ a polomér sféry opsané Ctyisténu je o, pak a? + b% + ¢ = 80°. Reseni tilohy dostaneme dosazenim
do tohoto vzorce.

OpiSme ¢tyfsténu kvadr s hranami délek p, ¢, r takovy, Ze hrany ¢tyfsténu jsou jeho sténové thlopiicky.
Z Pythagorovy véty plyne, Ze

PP =a, pPP4r=0 a @+ri=c
Sféra opsana Ctyfsténu navic splyva se sférou opsanou kvadru, jejimz prumeérem je télesova thlopricka
kvadru. Tudiz 1
(207 =p* + ¢ +7° = S (a® +1” + %),

coz po upravé dava dokazovanou rovnost.

Uloha 52. Na uvitaci piipitek vyrovnal vrchni ¢isnik do fady 2016 sklenek s vynikajicim vistiovym
koktejlem. Pikolik dostal za tkol jednu z nich pfekryt stfibrnym tackem, na néj postavit sosku a do
ostatnich rozmistit lichy pocet visni tak, aby v kazdé sklence byla nejvyse jedna. Navic mélo napravo od
sklenky prekryté tackem skoncit vice visni nez nalevo od ni. Kolika zptsoby to pikolik mize provést?

Vysledek. 2016 - 22013

Reseni. Nejprve spo¢téme vSechny moznosti umisténi tacku a nejvyse jedné visné do kazdé nezakryté
sklenice, aniZ bychom si kladli dalsi podminky. Téchto je evidentné 2016 - 22015, Dale méame

2016 1008 1008
2016 . 2016 2016
=(=1 12016:§ _11:§ _§

i=0 =0 i=1

coz ukazuje, ze pocet rozmisténi zahrnujicich sudy pocet visni je stejny jako pocet rozmisténi s lichym
poctem visni, konkrétné % 2016 - 22015 = 2016 - 22°™. Nyni si v§imnéme, ze ke kazdému rozmisténi
existuje rozmisténi zrcadlové prevracené. V pripadé lichého poctu visni jsou tato dvé rozmisténi vzdy
rizné, nebot pocet visni nalevo od técku je jiny nez pocet visni napravo od né&j. Z kazdé dvojice rozmisténi
vyhovuje podminkam ze zadani ziejmé pravé jedno. Reseni je tedy 1 - 2016 - 2201 = 2016 - 22013,

Uloha 53. Jirka mél dievénou krychli. ProtoZe nebyl spokojen s jeji barvou, rozhodl se ji natiit nazeleno.
Ani to ho ale neuspokojilo, a tak si usmyslel, Ze ji rozfeze na malé kvadry. Vybral si proto 33 raznych
rovin, z nichz kazdé se nachazela mezi nékterymi dvéma protilehlymi sténami krychle a byla s nimi
rovnobézné, a provedl podél nich fezy. Kdyz se krychle rozpadla, spocital vSechny kvadry s alespon
jednou zelenou sténou a s udivem zjistil, Ze je jich stejné jako kvadrd, které nemaji zadnou zelenou
sténu. Na kolik kvadri mohl krychli roziezat?

Vysledek. 1260 nebo 1344 (dvé feSeni)
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Resent. Snadno nahlédneme, 7e Jirka musel vybrat alespoii étyfi roviny v kazdém ze ti¥f moznjch smért.

Kdyby jich totiz byl v nékterém sméru vybral méné, byl by pocet kvadri s alespoii jednou zelenou sténou

veétsi nez pocet kvadra bez zelené stény. Ozna¢me pocet rovin v jednotlivych smérech jako a + 3, b + 3,

¢+ 3, kde a, b, ¢ jsou kladné cela ¢isla. Plati (a 4+ 3) + (b + 3) + (¢ + 3) = 33, takze a + b+ c = 24.
Podminku ze zadani ulohy lze prepsat jako

(a+4)b+4)(c+4) =2(a+2)(b+2)(c+2),

coz po zjednoduseni dava abc = 240 = 2* . 3 - 5. Jelikoz a + b + ¢ je sudé &slo, musi byt bud vsechna
t¥i ¢isla sud4, nebo BUNO a sudé a b, ¢ licha. V prvnim p¥ipadé je BUNO a = 4z, b = 2y, ¢ = 2z,
pficemz zyz = 15 a 2z +y + z = 12. Tedy « = 3, {y,2} = {1,5}, coz dévéa celkovy pocet kvadrt
(a+4)(b+4)(c+4)=16-6-14 = 1344.

Ve druhém piipad€ je a délitelné Sestnécti, a protoze a + b+ c = 24 < 2 - 16, je nutné a = 16.
Tedy b+ ¢ = 8 a be = 15, odkud mame {b,c} = {3,5}. Celkovy pocet kvadri je v tomto piipadé
(a+4)(b+4)(c+4)=20-7-9=1260.

Uloha 54. Pro piirozené &islo n definujme p(n) jako souéin vsech nenulovych cifer éisla n. Najdéte
nejvétsiho prvodiselného délitele &isla p(1) + - - - + p(999).

Vysledek. 103

Reseni. Polozme S = p(1) + --- + p(999). Kdyby bylo p(n) definovano jako soucin vsech cifer, vysledek
by byl
O4+1+24--+9O0+1+2+4--+9)(O0+1+2+---+9),

coz snadno nahlédneme po roznasobeni zavorek. Tedy
S=14+1+2+-49A+142+--+9)A+1+24---+9) -1,
protoze zapoc¢itavame jednicku navic. Po tpravé dostaneme
S =46 —1= (46 —1)(46* + 46 +1) = 3% .5.7- 103,
odkud dostavame vysledek 103.

Uloha 55. Necht (a, )2, je rostouci posloupnost kladnych celych éisel takova, e 9 | asp_2, 14 | azr_1
a 19 | ag pro kazdé piirozené ¢islo k. Najdéte nejmensi moznou hodnotu agpie.

Vysledek. 14478

Reseni. Mtzeme predpokladat, Ze pro viechna n je hodnota a, nejmensi pfirozené é&islo vé&tsi nez a,,_1,
které spliiuje odpovidajici podminku délitelnosti. Pokud je élen azx dén, pak asiis nabyva bud hodnoty
ask + 19, nebo azr + 38. Druhéd z moznosti nastava pravé tehdy, kdyz existuji ¢isla ¢ a d takova, ze
5<d<c<9a9|as+c 14| ag; + d. Pak totiz asgr1 = ask + ¢ a agxro = azp + 14+ d > agp + 19.

Dvojic (¢, d) spliiujicich podminku 5 < d < ¢ <9 je (g) = 15. Protoze ¢isla 9, 14 a 19 jsou po dvou
nesoudélna, plyne z Cinské zbytkové véty, ze pro kazdy takovy pér (c,d) existuje pravé jedno nezdporné
celé ¢islo agy, mensi nez 9-14 - 19 takové, ze 19 | ask, 9 | ask +c¢ a 14 | azx, + d. Mame tudiz piesné patnact
hodnot asj mensich nez 9-14 - 19, pro které agyy3 = asy + 38. Zfejmé neni rozdil zadnych dvou z téchto
hodnot roven 19 a zaddna z téchto hodnot neni 9-14-19 — 19, proto 9-14 - 19 = a3, pro néjaké £. Z faktu,
Ze rovnost agit3 = asy + 38 nastava praveé patnactkrat, odvodime £ =9-14 — 15 = 111.

Pro kazdy ¢len a,, vétsi nez asss jsou zbytky modulo 9, 14 a 19 stejné jako odpovidajici zbytky pro
Gp—333, Proto an4333 = ap +9- 14 - 19. Déle lze snadno spocitat, ze a;g = 114. Dohromady méame

a2016 = 46-333+18 = 6-9-14-19+ 114 = 14478.
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Uloha 56. Uvniti trojihelnika ABC' se nachazi bod P. Prusediky ptimek AP, BP a CP s protilehlymi
stranami ozna¢me postupné D, E a F. Spo¢téte obsah trojuhelnika ABC, pokud vite, ze |PA| = 6,
|PB| =9, |PD| =6, |PE| =3 a |CF|=20.

Vysledek. 108

Reseni. Ozna¢me [XY Z] obsah trojthelnika XY Z. Z rovnosti |AP| = |DP| plyne, e [ABP] = [BDP]
a [APC] = [DCP)]. Déle 3|EP| = |BP| znamen4, 7e 3[APE] = [ABP] a

3[CEP] = [BCP] = [BDP] + [DCP] = 3[APE] + [APE] + [CEP)].

Upravou posledniho vztahu dostaneme [CEP] = 2[APE]. Z predchozich rovnosti vyplyvad [ABP] =
[BDP] = [APC]| = [DCP], specidlné |BD| = |CD|.

Necht k zna¢i pomér |F'P|: |CP|. Pak z rovnosti |AP| = |DP| a |<APF| = |[<CPD| mame [AFP| =
k[DCP] a podobné [FBP] = 3k[CEP]. Uvazime-li jiz zndmé poméry, dostaneme k = 1/3, a tudiz
|FP| = 5, |CP| = 15. Doplnénim trojthelnika C'PB na rovnobé&Znik CPBQ ziskdme vztah |BP|? +
|PQ|? = |BQ|?, z néhoz plyne, ze tthel DPB je pravy.

Hledany obsah spocitame jako

[ABC] = 4[BDP] — 4. % .6-9 = 108,

Uloha 57. Najdéte posledni dvojcisli pred desetinnou ¢arkou é&isla (7 + 1/44)2016.
Vysledek. 05

Reseni. Za¢néme pozorovanim, ze 0 < 7 — /44 < 1, a tedy také 0 < (7 — 1/44)2016 < 1. Cislo (7 +
V44)2016 4 (7 — /44)2016 je celé, jak je vidét z binomického rozvoje dvojélent 7+ v/44 a 7 — /44 (liché
mocuniny ¢isla v/44 se odeétou). Proto

I_(7+ M)2016J — (7+ \/ﬂ)2016 + (7 _ \/ﬂ)2016 _1.
Jelikoz 122 = 44 (mod 100), miizeme psat
(74 V44)2016 1 (7 — /44)2016 = (7 4 12)2016 (7 — 12)?916 " (mod 100).

Abychom nasli pozadované dvojcisli, sta¢i nalézt posledni dvé cifry ¢isel 192916 a 52016, Ve druhém
pifpadé je to 25, protoze 5% = 5% (mod 100). V prvnim pifpadé pouZijeme binomickou vétu:

2016 2016
(20 — 1)2016 = (2015> 201 - (=1)%015 4 (2016) (-1)*1¢ = 19 (mod 100),

protoze vSechny ¢leny v binomickém rozvoji kromé poslednich dvou jsou délitelné 400. Z vyse uvedeného
dostavame, ze hledané dvojéisli je —19 + 25 — 1 = 05.

Jin€ teseni. Vzhledem k tomu, Ze &isla 7++/44 a 7— /44 jsou kofeny kvadratické rovnice 22 — 14z +5 =
0, lze posloupnosti (ap)n>0 @ (Bn)n>0 definované jako a,, = (7 + vV44)" a f, = (7 — v44)" zapsat

rekurentnimi vzorci

O[n+2 — 140én+1 + San = O a Bn+2 — 1451’7,4»1 + 5671 = 0

20



Totéz plati pro jejich soucet v, = (7 + \/éﬂ)” +(7- \/ﬂ)" Nasim cilem je spocitat 2916 mod 100.

Oznaéme 7, = 7, mod 100. Posloupnost (¥,,)n>0 je jednozna¢né uréena vztahem 7,12 = (149,41 —
5%5) mod 100 a hodnotami prvnich dvou ¢élent 4y = 2 a 4, = 14. Déle plati, ze posloupnost je periodick,
protoze 7, nabyvéa kone¢né mnoha hodnot a kazdy ¢len zavisi na dvou pfedchozich (kromé prvnich dvou
¢lent, které jsou dany). Spocteme nékolik prvnich élentt této posloupnosti:

2,14,86,34,46,74,6, 14,66, 54, 26,94, 86,34, .. ..
Posloupnost je tedy periodickd od 7, déle a jeji perioda ma délku 10. Proto A2916 = 76 = 6. Z prvniho

odstavce predchoziho feseni plyne, ze hledané ¢islo je rovno 2916 —1 = 5, a tudiz je jeho posledni dvoj¢isli
05.
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