1. feladat Egy régi villamos ablakai igy néznek ki, mint az dbrakon. Minden sarok lekerekitett része egy negyedkor
10 cm-es sugarral. A csusztathato felsé rész 10 centiméterrel van eltolva, ahogy a masodik abran lathaté. A nyitott
rész magassaga 13 cm. Mekkora a nyilds teriilete cm?-ben?

Eredmény. 130

Megoldas. Ugyanakkora a teriilete, mint a elcsisztatott rész és a fix rész kozotti atfedésnek, ami egy 10 cm x 13 cm-es
téglalap.

2. feladat Egy téglalapot felosztottunk kilenc kisebb téglalapra az dbréan lathaté médon. Az egyes kis téglalapokba
irt szdmok az adott kis téglalap keriiletét jelentik. Adjuk meg a nagy téglalap keriiletét.

14 10 17

12

Eredmény. 42

Megoldds. Az abran lathatd, hogy a nagy téglalap keriilete ugyanannyi mint a négy kiilsé kis téglalap keriileteinek
Osszege minusz a kozépso téglalap kertilete. Tehat a valasz

144+9+174+12 - 10 = 42.

3. feladat Péter kitorolte egy négyjegyli prim egyik szamjegyét és igy 630-at kapott. Mi volt ez a primszam?
Eredmény. 6301

Megoldds. Mivel egy négyjegyti prim utolsé szamjegye nem lehet péaros, a primszam 630% alakd volt. Tovabba, az
utolsé szdmjegy nem lehet 5, mert akkor a szdm 5-tel oszthaté volna. Tehat csak az 1, 3, 7 és 9 lehetoségek maradtak.
Mivel 630 oszthat6é 3-mal, a 3-as és 9-es szamjegyek nem lehetségesek. Hasonldéan, 630 oszthatéd 7-tel igy Tse lehet.
Tehat a szam 6301 volt.

4. feladat Patricia, a sztarépitész egy nagyon modern 6tszog alakt hazat épit egy téglalap alakd telken. A telek
oldalai 35m és 25m hossziiak. A héz alaprajza az abran lathaté médon passzol a telekre:

° Py Py ° Py Py
@ @ @ @ @

(A hatédrokon a pontok 5 méteres tdvolsdgot jelolnek). A telek hényadrészét fedi le a hdz?

Eredmény. %

Megoldds. Mivel csak telekhez viszonyitott ardny érdekel, tekinthetjiik az 5 métert egységnek. A harom derékszogi
haromszog teriiletét kivonva a teljesbél, kapjuk az

L5, 61 42 41
35 \ 2 2 2 ) 70

eredményt.



5. feladat Egy 16 pontbol all6 négyzetracs (mint az dbrén) tartalmazza 9 darab 1 x 1-es négyzet cstcsait, négy
darab 2 x 2-es négyzet és egy darab 3 x 3-as négyzet csucsait. Ez 6sszesen 14 olyan négyzet amelyeknek az oldalai
parhuzamosak a racs oldalaival. Mi a legkevesebb szamu pont amelyeket kitordlve mind a 14 négyzetnek hidnyzik

legalabb egy csucsa?
([ J ] ® ( J

Eredmény. 4

Megoldds. Sziikséges legaldbb 4 cstcsot torolni, mert a sarkokban taldlhatd négy 1 x 1-es négyzetnek nincs kozos
pontja. Ha két atellenes sarkot és két bels6 pontot a masik atlon kitorlink, lathatd, hogy nem marad ép négyzet, tehat
4 pont torlése elegendod is.

6. feladat Adjatok meg az
12422 4+ 3% + ...+ 20172
négyzetosszeg egyes helyiértéken allé szamjegyét.
Eredmény. 5
Megoldds. A négyzetszamok utolsé szamjegyei periodikusan, tizesével ismétlédnek.

124224324+ 4102 =1+4+9+ 16+ 25+ 36 + 49 + 64 + 81 + 100 = 385,

tehdt ennek utolsé szdmjegye 5. Ebbél kévetkezik, hogy 12 +22 4 - - - + 20102 utolsé szdmjegye is 5, hiszen 201 -5 = 1005.
Tovébba, 20112 + 20122 + - - - 4 20172 utolsé szdmjegye 0, azért a teljes Osszegnek is 5 lesz az utolsé szamjegye.

7. feladat Fejezzik ki a B
0,2
0,

=
=~

héanyadost % alaki tortként a lehetd legkisebb a és b pozitiv egészekkel.

Megjegyzés: A feliilvonas azt jeloli, hogy a tizedesjegyek periodikusan ismétlédnek, példdul 0,123 = 0,123123.. ..

Eredmény. %

Megoldds. A hényados felirhaté az aldbbi mdédon:
02 022 22.0.01 11

024 024 24-001 12

8. feladat Passauban egy vastutallomés haromszoget formédz. Anna, Boris és Cathy megfigyelik a vonatforgalmat
rendre Linzben, Regensburgban és Waldkirchenben a Passaubdl jov6 sinek mentén. Anna 190, Boris 208, Cathy pedig
72 bejovd és kimend vonatot szdmolt Osszesen. Hany vonat ment Linzbél Regensburgba vagy Regensburgbdl Linzbe, ha
semelyik vonatnak sem kiindul6 vagy végéallomésa Passau, és nem is fordulhat vissza Passauban?

Waldkirchen

Linz

Regensburg



Eredmény. 163

Megoldas. Legyen a Linz és Waldkirchen kozott kozlekedd vonatok szama r, Linz és Regensburg kozott w, Waldkirchen
és Regensburg kozott pedig I. Anna megszdmolja a Linz és barmely maésik elmitett varos kozott a vonatokat, tehat
r+w = 190. Hasonléan [ 4+w = 208 és | +r = 72. Osszeadva az elsd két egyenletet majd kivonva a harmadikat, kapjuk
hogy 2w = 190 + 208 — 72, amibdl w = % - 326 = 163.

9. feladat Adjuk meg az Gsszes olyan x < 10000 pozitiv egész szédmot, amelyre x egy paros szam negyedik hatvénya,
és permutéalni tudjuk z szamjegyeit gy, hogy egy pdratlan szdm negyedik hatvanyat kapjuk. A szdmjegycsere utan
kapott szdm nem kezdddhet nullaval.

Eredmény. 256

Megoldds. Legyen x = a* valamilyen paros a szdmra, és az 4talakitds utan b* egy pératlan b-re. Mivel 10000 = 10%, a
és b kisebbek mint 10. Egy pozitiv egyjegyl paros szamot négyzetre emelve, majd utolsé szdmjegyét megint négyzetre
emelve lathatjuk, hogy a* biztosan 6-ra végzddik. Megnézve b lehetséges értékeit, csak 5% = 625 és 9* = 6561 tartalmazza
a 6-os szamjegyet. De 9% a szdmjegyeinek barmilyen permutaciéja utan oszthaté lenne 3-mal (a szdmjegyek Osszege
nem véltozik). Ekkor csak a* = 6* = 1296 lehetséges, de ez nem viheté at 6561-be. Marad az 5% = 625, és konnyen
megtaldlhatd, hogy ekkor x = a* = 256 az egyetlen megoldds.

10. feladat Az ABCD paralelogramméban egy C-n dtmend egyenes az AB oldalt egy E pontban metszi, ugy hogy
EB = %AE. A CF szakasz a BD atlot az F' pontban metszi. Adjuk meg a BF : BD aréanyt.

D C

FEredmény. 1:7

Megoldds. Az EF B haromszog és a C'DF haromszog hasonlé egymashoz, EB : DC =1 : 6 ardnnyal. Ebbol kévetkezik,
hogy BF : FD =1:6 is ilyen aranyt, tehat BF : BD =1: 7.

11. feladat Egy nagy tarsashdzban 100 szamozott lakas taldlhaté. Minden lakasban egy, kett6 vagy harom ember
lakik. Az elsétdl az 52-edik lakdsig Osszesen 56 ember lakik, az 51-ediktél a 100-adik lakésokban pedig osszesen 150
ember. Osszesen hanyan élnek a hazban?

Eredmény. 200

Megoldds. Mivel egy lakdsban maximum 3 ember lakhat, az 51.-100. lakdsokban mind pontosan harom ember él.
Tehat 56 — 2 - 3 = 50 ember él az els6 6tven lakdsban 0sszesen. Ebbol kévetkezik, hogy 50 + 150 = 200 lakéja van a
tarsashaznak.

12. feladat Miklds leirta a 3-as szdmot piros ceruzaval és a 2-es szamot zold ceruzaval egy papirra. Ez volt az elsd
1épés. Minden tovdbbi lépésben pirossal leirta az el6z6 1épésbeli két szdm Osszegét, és zolddel a (pozitiv) kiilonbségiiket.
Milyen szamot irt le pirossal a 2017. 1épésben?

Eredmény. 3 -21008

Megoldds. Konnyen lathatd, hogy minden 1épésben a piros szém nagyobb mint a z6ld. Ha az n. 1épésben a piros szam
P, és a zold szam Z,, akkor az n + 1. 1épésben P, 11 = P, + Z,, és Zp41 = P, — Z,,, és az n + 2. 1épésben

Pn+2 = Pn+1 + ZnJrl = 2Pn;
Zn+2 = Pn+1 - ZnJrl =22,.

Tehat mindkét szam dupldzédik két 1épésenként. Az elsd és a 2017. 1épés kozott ez 1008-szor torténik meg, ezért az
eredmény 3 - 21008,



13. feladat Piroska a Négyszogletii-erddé bejaratanal 4ll. Az A pontbdl indulva el kell jutnia B-be, amilyen
gyorsan csak lehet. Egy lehet6ség az erd6 széle mentén sétalni, ami 6sszesen 140 m lenne. Persze tudja a haromszog-
egyenlOtlenségbol, hogy egy egyenes ut rovidebb volna. De sajnos csak az abran lathaté cikkcakkos it van. Ha Piroska
tudnd, hogy ez az 1t révidebb mint 140 m, akkor meg merné kockaztatni az dtvagast. Adjuk meg a cikkcakkos 1t

hossz4t!
B

60m

80 m

Eredmény. 124 m

Megoldds. A Pitagorasz-tétel alapjan a téglalap atloja /602 + 802 = 100. A befogdtételbdl meg tudjuk hatdrozni
az 4tlé rovidebb (szaggatottal jelolt) szakaszdnak hosszat: 602/100 = 36. Ez alapjan a hosszabb szakasz hossza
100 — 36 = 64. A magassagtétel alapjan a magassig hossza v/36 - 64 = 48. Osszességében a cikkcakkos 1t hossza
48 4 (64 — 36) + 48 = 124.

14. feladat A nyolcjegy(i palindrom szdmok abeddcba alakiak, ahol a, b, ¢ és d nem feltétlen kiilonb6zé szdmjegyek.
Hény olyan nyolcjegyi palindrom szdm van, amibdl torélhetiink néhany szamjegyet ugy, hogy a torlés utan megmaradd
szam 2017 legyen?

Eredmény. 8

Megoldds. Mivel 2017 minden szamjegye kiilonboz6, az a, b, ¢, d szamjegyek kiillonbo6zoek és mindbdl egyet torlink.
Torlés utédn 2017 vagy els6 vagy utolsd szémjegye a. Az els esetben a = 2 és egy analég feladathoz jutunk egy hatjegyt
palindrommal és a 0,1, 7 szamjegyekkel. A méasodik esetben a = 7 és szintén egy analég feladathoz jutunk hatjegyii
palindrommal és a 2,0,1 szamjegyekkel. Mindkét esetben ismét két valasztasuk van az elsé szamjegyre, széval 4
darab feladatot kapunk négyjegyili palindromra, majd 8 db feladatot kétjegyii palindromra, aminek mar egyértelmi a
megoldédsa. Tehat Gsszesen 8 lehetOség van.

15. feladat Egy n egész szdm szdmjegyeinek Osszegét jeldljik S(n)-nel, a szdmjegyeinek szorzatét pedig P(n)-nel.
Hény olyan pozitiv egész n van, amelyre n = S(n) + P(n)?
Eredmény. 9

Megoldas. Egyjegyii n esetén S(n) + P(n) = 2n > n. A tovébbiakban feltessziik, hogy n legaldbb kétjegyii. Mivel
ekkor S(n) < n, szitkségképpen P(n) > 0, igy n mindegyik szdmjegye nulldtdl kiilonbozé kell, hogy legyen. Legyen
m > 1 olyan, melyre n = a,,10™ + - - - + ag, ahol 1 < a; < 9 valamennyi 0 < k < m esetén egész. Ekkor

n—S(n) —P(n) =anl0™ 4+ - +ag — (am + -+ ap) — am - ao
= (10" =1 —am_1 - ag)am + (10" = Dapm_1 + -+ 9a
(10m -1 _9m)am

2
=0,

egyenl6ség pedig csakis m = 1 esetén lehetséges. Tehat a feltételnek megfelelé n szamok felirhatok, mint
n = 10a; + agp = a1 + ag + a1ag

ez pedig a1(9 — ap) = 0 egyenldséggel ekvivalens, ebbdl adédéan pedig ap = 9. A feladat feltételét {gy tehdt pontosan
kilenc szam elégiti ki: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, valamint 99.

16. feladat Egy gyar tulajdonosa 100 embert foglalkoztat. Minden csoportvezetd havi fizetése 5000 €, minden
szerel6é 1000 € és minden részmunkaidés munkdsé 50 €. Osszesen a tulajdonos havi 100000 Eurédt fizet a dolgozdknak,
és mindharom tipusbdl van legalabb egy dolgozé. Hany csoportvezetd dolgozik ennél a gyarnal?

Eredmény. 19

Megoldds. Jeldlje x, y, z rendre a csoportvezetOk, szerelok és részmunkaidés munkasok szamat. Ekkor a feladat
feltételei felirhatdk egyenletrendszerként az alabbi mdédon:

r+y+2z=100 (1)
5000z + 1000y + 50z = 100000 (2)



Fejezziik ki z-t (2) egyenletb8l: z = 2000 — 20y — 100z, ekkor az egyenlet jobb oldala 20-szal oszthatd, ezért z felirhatd
z = 20k alakban, ahol k pozitv egész. Ekkor a (2) egyenletet egyszeriisitve az 5z + y + k = 100 egyenletet kapjuk.
Kivonva ebbél (1) egyenletet, szintén z = 20k helyettesitéssel 4o = 19k adddik. Mivel 4 és 19 relativ primek, = oszthaté
19-cel. Mivel z, y, és z pozitivak, (2) miatt 2 < 20. Igy tehat z = 19 (y = 1 és z = 80) az egyetlen megoldas.

17. feladat Az alabbi mozaik szabdlyos sokszogekbdl all. A hatszog és a sotét hdaromszog koréirt kore megegyezik.
Feltéve, hogy egy csikos haromszog teriilete 17, hatarozzatok meg a sotét haromszog tertiletét.

Eredmény. 51

Megoldds. El6szor forgassuk el a s6tét haromszoget 30°-kal koréirt korének kozéppontja koriil, ekkor csucsai egybeesnek
a hatszog csucsaival. Vilagos tehdt, hogy teriilete a hatszog teriiletének fele.

Ugyanakkor vegyiik észre, hogy a csikos szabdlyos haromszogek oldalhossza megegyezik a hatszog oldalhosszaval. Ezért
a csikos haromszog teriilete a hatszog teriiletének %—a. Mindent Osszevetve a sotét haromszog teriiletére 3 - 17 = 51
adodik.

18. feladat A passaui vasitdllomads felijitdsa soran specidlis mintdzati burkolatot akarnak a latdssériilt emberek
szaméra létrehozni. A kovezet dbraja a lenti dbrdn taldlhatd. Sajnos csak 1 x 2-es csempék allnak rendelkezésre.
Héanyféleképpen lehet a burkolatot lefedni veliik? A csempék megkiilonboztethetetlenek, és két csempézést akkor
tekintlink kiilonboz6ének, ha benniik a csempék valamely ponton eltéré helyzetben vannak.

Eredmény. 15

Megoldas. A vékony savok mentén kezdve a csempék lerakasat, egyértelmii, hogy a csempézés varidlasara csak egy



3 x 5-0s teriileten van lehet&ség:

Harom lehetdségiink van a kovetkezd csempénél: vagy ugyanabban az irdnyban helyezziik el, mint az el6z6t (1d. (1)),
amely két kiilonallé 3 x 2-es teriilethez vezet, vagy tehetjik rd merdlegesen ((2) és (3) szerint, az iranytol fiiggben).
Ezekben az esetekben a csempézés egyértelmii egy 3 x 2-es teriilet kivételével.

| | |

(1) (2) (3)

Minden 3 x 2-es teriiletet haromféleképpen fedhetiink le a kovetkezd abra szerint:

Tehat 3 -3 =9 lehetdségilink van az (1) esetben, 3-3 pedig a mésik kett&ben. Osszesen igy 9+ 3 + 3 = 15 kiilonbozd
csempézés lehetséges.

19. feladat Misi gondolt egy n pozitiv egész szamra. Ezutdn kivélaszotta n egy pozitiv osztéjat, megszorozta 4-gyel,
majd kivonva ezt a szamot n-bol 2017-et kapott eredményiil. Adjatok meg az Gsszes lehetséges szamot, amire Misi
gondolhatott.

Eredmény. 2021, 10085

Megoldas. Legyen d az az osztdja n-nek, amit Misi véalasztott. Ekkor n = kd valamely k pozitiv egészre. Ebbdl a
kovetkezd egyenletet kapjuk:
kd —4d = (k — 4)d = 2017.

Mivel 2017 prim, igy d = 1 vagy d = 2017. ElI6bbi esetben n = k = 2017 + 4 = 2021, mig utébbi esetben k = 5, és igy
n = 2017 -5 = 10085 adddik.

20. feladat Grizsa és Vanyecska nagyon j6 baratok, igy mindig elkezdenek csevegni, ha egymads mellé tilnek. Ot disdk
(Grizsét és Vanyecskét is beleértve) szeretne egy konstruktiv kerekasztal beszélgetést, vagyis 6t székre akarnak leiilni
egy korasztal mentén tigy, hogy Grizsa és Vanyecska ne legyenek szomszédok. Hanyféleképpen tudjik ezt megtenni? A
forgatéssal egymésba vihetd elrendezések is kiilonbozének szamitanak.

Eredmény. 60

Megoldas. Miutan Grizsa szabadon elfoglalta az 6t hely egyikét, Vanyecska leliltetésére 2 lehet&ségiink van, hogy
ne iiljenek egymas mellett. Ez 5 - 2 kiillénb6z6 esetet ad. Mindegyikben a harom masik diak szabadon leiiltetheto,
3l-féleképpen, gy Osszesen 5 - 2 - 3! = 60 lehetéségiink van.

21. feladat Az dbran AB egy M kozépponti kor atmérdje. D és C pontok tgy illeszkednek a kérre, hogy AC L DM
és M AC< = 56°. Adjétok meg az AC és BD é&ltal bezart hegyesszog nagysagat.

c



Eredmény. 73°

Megoldds.
Jeloljik AC' és DM metszéspontjat S-sel, AC' és BD metszéspontjat pedig T-vel.
C
D
A M B

MAC< = 56° és az S-beli derékszog ismeretébdl SM A<t = 34° adddik, az AM S haromszog szogeinek vizsgdlatabdl.
Tovabba, BMD< = 180° — SM A< = 146°. Mivel M D és MB egyarant a kor sugarai, BDMA egyenld szard
(MBD< = MDB<), ezért MDB< = 17°. CTB< szoget akarjuk meghatdrozni, ami megegyezik ST D< szoggel,
ez pedig a DST derékszogli haromszog szogeinek segitségével kiszamolhatd, ugyanis SDT<t = M DB<. Tehat
CTB<=173°.

22. feladat Egy egységnégyzetekbol felépiilé alakzat ugy épiil fel, hogy egy négyzetbdl kiindulva minden 1épésben
az aktudlis allapot egy-egy példanyat illeszti maga mellé az dbranak megfelel6 médon. Milyen hosszu a vastaggal jelolt
hatarolévonal a hatodik allapotban?

[]

1 2 3

Eredmény. 488

Megoldds. Jeldlje f, a vastag hatarvonalat az n-edik 1épésben. Figyeljiikk meg, hogy minden allapot az el6z6bol tgy
keletkezik, hogy két, az el6z6 allapottal egybevagd alakzatot ragasztunk egy-egy egység hosszi vonal mentén az eggyel
korabbi dllapothoz, és a ragasztds menti hatarvonalok eltiinnek. Ebbol a megfigyelésbél az f,11 =3 - f, — 2 - 2 képlet
adédik minden n > 1 esetén, tovabba tudjuk, hogy f1 = 4, igy tehdt fg = 488-at kapjuk eredményiil.

23. feladat FEgy hatalmas kerekasztal koriil 2017 széket helyeztek el, a székeken szuperhdsok és fogonoszok iilnek.
A szuperhdsok mindig igazat mondanak, mig a fégonoszok mindig hazudnak. Valamennyi, az asztalnél iil6 személy
kijelentette, hogy egy szuperhds és egy fégonosz kozott foglal helyet. Utédlag azonban kideriilt, hogy valamiért pontosan
egy szuperh0s tévedett ezt illetden. Hany szuperhos il az asztalnél?

Eredmény. 1345

Megoldas. Elsoként figyeljiik meg, hogy két fégonosz nem iilhet egyméas mellett: ha ez lenne a helyzet, akkor mind-
kettGjik masik szomszédja is f6gonosz kellene, hogy legyen, ezt a gondolatmenetet kbvetve pedig arra a kovetkeztetésre
jutnank, hogy az asztalnal egyetlen szuperhés sem iil, ez azonban ellentmond annak a feltételnek, hogy pontosan egy
szuperhés tévedett. Ha elhagyjuk a téved6 szuperhést, igaz lesz, hogy barmely szuperhés egy szuperhGs és egy f6gonosz
kozott foglal helyet, valamint barmely fogonosz két szuperhos kozott, igy az asztaltarsasag egymast kovetd ivekre
bonthatd, ahol egy-egy iv szuperhds-szuperhés-fégonosz alaki. A tévedésbe esé szuperhds vagy két szuperhés kozott,
vagy két f6gonosz kozott til. Az iiléhelyek szdma 3-mal osztva 1-et ad maradékul, igy az tilésrend mintajit alapulvéve
csak az els6 eset fordulhat eld, ezért % -2016 4+ 1 = 1345 szuperhés il az asztalndl.

24. feladat Talaljatok meg az Gsszes pozitiv valds x-et, amelyre

22017 = (20172)".

Eredmény. *°%/2017

Megoldds. Mivel z pozitiv, mindkét oldalt 1 /z-edik hatvanyra emelhetjiik, amibdl z
22016 = 2017. Igy 2 = *°"/2017 a megoldas.

2017 — 20172 vagy mésképp



25. feladat Leo egy szabalyos dodekaéder éleit akarja kiszinezni a kovetkez6 médon: kivalaszt egy szines filctollat,
majd az egyik csicsbol kiindulva a filctoll felemelése nélkiil sorra kiszinez éleket gy, hogy semelyik élt nem szinezi ki
kétszer, ezt az eljarast addig folytatja, ameddig tudja. Ezutan el6vesz egy masik szinii filctollat, majd kezdve egy még
ki nem szinezett éllel az elézdekben leirtakat koveti ismét. Ezt addig folytatja, amig a dodekaéder minden éle ki nincs
szinezve pontosan egy szinnel. Legaldbb hany filctoll hasznélata sziikséges?

Megjegyzés: A szabalyos dodekaéder olyan test, melynek tizenkét 6tszdglapja van, ahogy azt az dbra is mutatja:

Eredmény. 10

Megoldds. Egy szabéalyos dodekaédernek 20 csicsa van, és minden csiucsa pontosan 3 élre illeszkedik. Most tekintsiik a
dodekaéder grafjat. Minden 1épésben egy sétat szineziink a grafban, aminek éleit aztan toroljink a grafbél. Ha az
eltavolitott séta zart, igy minden csticsra igaz, hogy 0 vagy 2 ra illeszkedd élt toroltiink a grafbdl. Ha az aktudlisan
torolt séta kiinduld cstcsa b, a zard csicsa pedig egy ettol kiilonbozo e, gy a b-re és e-re illeszkedo élek koziil pontosan
egy keriilt torlésre, mig a graf 6sszes tobbi csticsara szintén igaz, hogy 0 vagy 2 ra illeszkedd élt toroltiink. Ezért

minden cstics egy séta kezdd-/végpontja kell, hogy legyen, ezért legaldbb 10 1épés sziikséges az iires graf eléréséhez,
tehat legaldbb 10 szin kellett a dodekaéder éleinek kiszinezéséhez.

A kovetkez6 abra azt mutatja meg, hogy 10 szinnel mér ki tudjuk szinezni az éleket:
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26. feladat Joci, a tajépitész tervezett egy murvéval felszort utat, mely egy tavat keriil meg. Az ABC haromszog
jeloli az ut kozepét, ennek pedig rendre a = 80m, b = 100m és ¢ = 120 m hosszi oldalai vannak. Az 1t széleinek ettdl a
héromszogtdl valé tavolsdga 1 m. Hiny m> murvét kell Jocinak rendelnie, ha dtlagosan 4 cm a murvaréteg vastagsiga?

Eredmény. 24

Megoldds. Az 1t feliiletét feloszthatjuk hdrom trapézra, melyek magassdga rendre 2, kézépvonalaik pedig a, b, valamint



Mivel egy trapéz teriilete megegyezik a magassaganak és a kozépvonaldnak szorzatéval, az 1t feliilete igy négyzetméterben
kifejezve
2- (80 + 100 + 120) = 2 - 300 = 600.

Ezért a sziikséges murva mennyisége 600m? - 0,04 m = 24 m3.

27. feladat Adjuk meg az Osszes négyjegyil négyzetszamot amelynek az elsé két szamjegye egyenls, és a két utolsd
szamjegye szintén egyenld.
Eredmény. 7744

Megoldds. Legyen N a keresett szam, és jelolje x az elsO, y az utolsé szamjegyét. Ekkor
N = 1000z + 100z + 10y + y = 11(100x + y),

tehat N oszthaté 11-gyel. Mivel négyzetszdm, oszthaténak kell lennie 112-tel is. Tehdt N = 112k? valamilyen k
pozitiv egészre és 100x + y = 11k%. Mivel ennek az egyenl6tlenségnek a baloldala a hiromjegyti 0y amelynek a tizes
helyiértékén 0 4ll, k? egy kétjegyti szdm kell legyen, aminek szdmjegyeinek 6sszege 10. Az egyetlen ilyen szam a 82 = 64.
Tehat kapjuk hogy 100z +y = 11 - 82 és ez alapjan N = 112 - 82 = 882 = 7744.

28. feladat A viddmparkban van egy lottdsorsolas a kovetkez6 szabdlyokkal: a résztvevonek négy megkiilonboztet-
hetetlen doboz koziil kell egyet vélasztania, és abbdl egy golyot kihuznia. Ha a golyd fehér, a résztvevd nyert, ha fekete,
vesztett. Példaul, ha a golydk eloszlasa a négy dobozban

(6,6), (5,3), (4,0), (3,5),

ahol minden (w,b) par egy dobozt jelol, amiben w fehér és b fekete golyé van, a jatékos g eséllyel nyer. Minden
1000. résztvevd megnyeri a szuper jokert: tetszolegesen tjraoszthatja a golydkat az egyes dobozok kozt. Ezek utan
a dobozokat Osszekeverik, és a résztvevo valaszthat egy dobozt, amibdl hiz egyet. Johanna egy szerencsés lany, és
megnyerte ezt a szuper jokert. Mekkora a legnagyobb valészintiség, amit a példdban szerepl6 eloszlasbdl kiindulva érhet
el idedlis stratégiaval?

51

58
Megoldds. Ha Johanna pontosan egy fehér golyot helyez a négy dobozbdl haromba, automatikusan nyer, ha ebbdl a
hérom dobozbdl vélaszt egyet. A (1,0), (1,0), (1,0), (15,14) kiinduldsi (w, b)-eloszlésban fgy +(1+1+ 1+ 33) = 2L
val6szintiiséggel nyer.

Konnyen beldthato, hogy minden més eloszlas kisebb gy6zelmi esélyhez vezet: a vesztés esélyét az egyes fekete
golydk kivalasztédsi valdszintiségét Osszegezve kapjuk meg. Ez a valésziniiség pedig akkor minimalis, ha a fekete golydk
olyan dobozban vannak, ahol a lehetd legtobb golyé van.

Eredmény.

29. feladat Egy autdbusz, egy kamion és egy motorbicikli dllandé sebességgel haladnak, majd ebben a sorrendben,
egyenld 1d6kozonként elmennek egy traffipax mellett. Az titon késébb egy wjabb traffipax mellett haladnak el, szintén
azonos id6kozonként (rdaddsul ugyanannyi idével valtjdk egymadst, mint az elsd traffipax esetén), 4m ezuttal més
sorrendben: autébusz, motorbicikli, kamion. Hatdrozzatok meg az autébusz sebességét, ha a kamion sebessége 60 km /h,
a motorbiciklié pedig 120 km /h.

Eredmény. 80km/h

Megoldds. Legyen t az az id6, ami az egymést kovetd jarmiivek traffipaxhoz érése kozt eltelik. fgy a motorbicikli ¢
oraval a kamiont kévetden éri el az elsé traffipaxot, illetve ¢ éraval hamarabb a méasodikat. Ezért a motorbicikli 2¢
ora alatt teszi meg a két traffipax kozotti tavolsagot. A kamionnak ez 4t 6raba telik, hiszen fele olyan gyors, mint a
motorbicikli.

Az autdébusz t éraval el6bb éri el az elsd traffipaxot, mint kamion, tovabba 2t éraval hamarabb éri el a masodikat.
fgy amig a kamionnak 4¢ éréba telik megtenni a két traffipax kozti tavolsidgot, addig az autébusznak ez csak 3t érat
vesz igénybe. Kovetkezésképp az autébusz sebessége %—szorosa a kamionénak, vagyis 80 km /h.



30. feladat Keressiik meg az 0sszes szamharmast a kovetkezd allitdsban szereplo lyukak pozitiv egészekkel vald
betoltésére, ugy, hogy az allitas igaz legyen: ,,Ebben az allitdsban, I:]%-a a szamjegyeknek nagyobb mint 4, D%—a

a szamjegyeknek kisebb mint 5, és I:]%—a a szamjegyeknek vagy 4, vagy 5”.
Eredmény. 50, 50, 60

Megoldds. A szamjegyek teljes n szdma 7-t6] 10-ig terjedhet. Mivel egész szdzalékokat akarunk kapni, az egyediili
lehetséges primtényezdk a 2 és az 5. Ez kizdrja az n = 7 és n = 9 eseteket. Mivel n = 8-ra négy szamjegy mar rogzitett,
konnyen ellendrizhetjiik, hogy a harom lyukat nem lehet megfeleléen kitolteni még négy szamjegy felhasznalasaval. fgy
n = 10-et kapjuk. Tehdt minden szdm a lyukakban 0-ra végzédik, és igy eljelolhetjiik ¢ket rendre a0-lal, b0-lal és cO-lal,
ahol a, b és ¢ szamjegyek, és a + b = 10.

Mivel legalabb két szamjegy nagyobb mint 4, és legalabb 6t szamjegy kisebb, vagy egyenlé mint 4, levonhatjuk azt
a kovetkeztetést, hogy 5 > a > 2. Sot, legaldbb egy a és b koziil nagyobb mint négy, tehat 5 > a > 3.

Mivel négy szamjegy legalabb 4 vagy 5, ¢ > 4. Ezen kiviil c0 % definicié szerint kizdrja a ¢ = 4 esetet, igy ¢ > 5,
amibll 5 > a > 4. Az a = 4 esetben b = 6 lenne, de ehhez egyik ¢ > 5 értékre se teljesiil az allitds. Legyen tehdt a = 5.
Ebbol b = 5, és az allitas teljesiil ¢ = 6-ra.

31. feladat Pali marhai egy haromszog alaku réten legelnek, jeloljuk ezt ABC-vel. Mivel a pottyos és egyszini
tehenei nem jonnek ki jol egymdssal, Pali épitett egy huiszméteres keritést, az AC oldalra merdlegesen, a P pontbdl
kiindulva, aminek a mésik vége a B pontba keriilt. Ez a kerités a rétet két derékszogii haromszogre osztotta. A
kerités ellen az A pont koriil legelé pottyos tehenek hamar elkezdtek tiltakozni, rAmutatva, hogy AP : PC =2:7, és
egy tisztességesebb elosztast koveteltek. Ezutan Pali kicserélte a keritést egy, az el6z6vel parhuzamos maéasikra, ami
hasonléan a rét hatarainal ér véget, de két egyenlé teriiletl részre osztja a rétet. Mi az Gj kerités hossza méterben?

; 2
Eredmény. 304/%

Megoldds. Legyen X és Y az 1j kerités két végpontja rendre az AC' és BC oldalon. Mivel a PBC' haromszognek
nagyobb a tertilete, mint az ABP-nek, az X pont C és P kozott helyezkedik. A PBC' és XY C héromszogek hasonldak,
igcy XY : XC=PB: PC.

B
Y
c b 2 A
Tovéabba, mivel az XY C haromszog teriilete fele az ABC haromszog teriiletének,
1 11
5 XY~XC—§-§ PB-AC
ezt atirva L Xy ) AP 4+ PO
Xy?=-.__.PB-AC=--PB*>. ———
2 XC ¢ 2 pc

tehat
1 AP 2
XY =PB /= (1+%=) =30y/=.
2( +PC) 30\/;

32. feladat Egy tablan 6t, egymastdl nem feltétleniil kiilonbozo valés szam &allt. Minden lehetséges szampar esetén
Wendy kiszamolta a szamparok tagjainak osszegét, majd felirta az igy kapott tiz szdmot a tablara:

1,2, 3 55 6,7, 8,9, 10

valamint letorolte a kordbbi szamokat. Hatdrozzatok meg a letorolt szamok szorzatanak Osszes lehetséges értékét.
Eredmény. —144

Megoldas. Legyenek a < b < ¢ <d < e aletorolt szamok. A tiz felirt szam legkisebbje a + b = 1, a médsodik legkisebb
a + ¢ = 2, a legnagyobb d + e = 10, a masodik legnagyobb pedig ¢ + e = 9. Mivel a tiz szdmot Osszeadva

dla+b+c+d+e)=14+24+3+5+5+6+7+8+9+10=56,

ekkor a+b+c+d+e=14ésc=14—1—10 = 3 addédik. Kovetkezésképpa=2—c=—-1,b=1—a=2,¢e=9—c =6,
és d = 10 — e = 4. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy ezek a szdmok valéban kielégitik valamennyi egyenletet. A keresett
szorzat tehat —1-2-3-4-6 = —144.
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33. feladat frjétok fel 333-at kiillonb6z6 paratlan pozitiv egészek négyzetosszegeként.

Eredmény. 32452+ 72 +92 + 132

Megoldds. TetszOleges paratlan szam négyzete 8-cal osztva 1-et ad maradékul. Mivel 333-nak 5 a 8-as maradéka, az
Osszeadandd négyzetszamok szamanak 8-as maradéka 5 kell, hogy legyen.

Mivel 12 +32 +52 + 72 + 172 > 333, 172 mér nem fordulhat el az Gsszegben, tovdbbé az 6sszeadandé négyzetszamok
szama sem lehet 5-nél tobb. Most vessiink egy pillantast a lehetséges 0sszeadanddék 5-6s maradékéra: Kettd koziiliik
oszthaté 5-tel (52, 152), harom 1-et ad maradékul (12, 92, 112), és harom pedig —1-et (32, 72, 132). Mivel 333-nak
3 az 5-0s maradéka (vagy mésképp —2), két eset johet széba. Eldszor adjuk Ossze valamennyi 0 vagy 1 maradéku
négyzetszamot; ez azonban nem 333-at eredményez. A maésik lehetéség a —2 eléréséhez, ha Gsszeadjuk az Gsszes —1
maradékot adé szdmot, majd hozzdadunk egy 0 és egy 1 maradékot adét. Konnyti latni, hogy a 11%-et vagy 15%-et
tartalmazé Gsszegek tiil nagyok, és a fennmaradé két lehet6ségbdl csak a 32 + 52 + 72 + 92 + 132 lesz egyenld 333-mal.

34. feladat Zsuzsi kivéalasztott 3 valds szamot: a, b, ¢, majd bevezette a ©® miveletet: =z ® y = ax + by + cxy.
Példaképpen kiszamitotta, hogy 1 ® 2 = 3 és 2 ® 3 = 4. Ezutan észrevette, hogy létezik egy nullatdl kiillonb6z6 u valds
szam, amelyre z ® v = z minden valds z szdm esetén. Mennyi u értéke?

Eredmény. 4
Megoldds. 0 =0 u = bu-bdl b =0 adédik (hiszen u # 0). Ez alapjén tjra felirva a feltételben szerepld egyenleteket:

a-+2c=3,
2a 4 6¢c =4
Ennek az egyenletrendszernek az egyértelmii megoldédsai a = 5 és ¢ = —1. Végezetil 1 = 1O u =5 — u-bdl u = 4 adddik.

35. feladat Egy egyenes és négy kor: harom koziiliikk egyarant r sugart, egy pedig 1 sugard, az abranak megfeleléen
helyezkedik el a sikon. Hatarozzatok meg r-et.

1+v5
2

Megoldds. Jeloljiik az érintési pontokat és a kozéppontokat az dbran lathaté modon.

Eredmény.

Alkalmazva a Pitagorasz-tételt, kapjuk:
AB? = XY? - (BY —AX)? = (r+ 1) = (r — 1)? = 4r.
Mivel BY || TZ és BY =TZ =r, BY ZT paralelogramma és BT =Y Z = 2r. ABT derékszog(i hdromszogben:
AB? + AT? = BT? <= r+1=1r"

. . sy ‘ _ 145
Ennek a mésodfoki egyenletnek az egyetlen pozitiv megolddsa r = ==,
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36. feladat Valaki egy betonfalra graffitizett 6t, nem feltétleniil kiillonbozé valds szamot, melyek Gsszege 20. Kincsé
kiszamitotta ezen 0t szam koziil kivalasztott szampéarok Osszegének alsd egészrészét valamennyi lehetséges szdmpar
esetén (tehdt a ndla nem nagyobb egész szdmok koziil a maximédlisat), igy tehat tiz egész szdmot kapva eredményiil.
Végezetiil osszeadta az igy kapott szamokat. Mi a legkisebb érték, amit Kincs6 eredményiil kaphatott?

Eredmény. 72

Megoldds. Legyen az 0t falra irt szam rendre ay,...,as. Ekkor tehat a kovetkezo kifejezés minimumat keresstik:
W = Z Lai + ajj,
1<i<j<5

ahol |x] jeloli z alsé egészrészét. Ezt a kifejezést ekvivalensen {gy alakithatjuk:

Yoolatal= ) (aita)— Y A{aita}=80— > {aital,

1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<j<5

ahol {z} =z — |z jeloli z tortrészét. Igy tehét célunk, hogy maximalizaljuk az aldbbi dsszeget:

S = Z {ai—i—aj}.

1<i<j<5

Ez tovabb bonthato két Osszegre:
5 5
Z{ai + a1} + Z{ai + ait2}
i=1 i=1

(legyen ag = aq és a7 = az). Ekkor

5

5
S1= {ai+aip1} =40 = |a; + a1,
i=1

i=1
5 5
SQ = Z{az —|— CLH_Q} = 40 — ZLal —|— CLH_QJ
=1 =1

egyenletek kovetkeztében S; és Sy egészek, ugyanakkor mind 5, 1-nél kisebb szdm Osszege, azaz legfeljebb 4; tehat
S < 8. Ezért az eredeti 6sszegre W > 72 adddik, ez pedig felvétetik, amennyiben aq, ..., as tortrésze rendre 0.4.

37. feladat Valamely n pozitiv Osszetett egész szdm esetén £(n) jeldlje n harom legkisebb pozitiv osztéjanak
Osszegét, ¥(n) pedig n két legnagyobb pozitiv osztdjanak osszegét. Taldljatok meg az Gsszes n Osszetett szdmot, amelyre
9(n) = (&(n))* teljesiil.

Eredmény. 864

Megoldds. n legkisebb pozitiv osztéja 1. Legyen n mdsodik- és harmadik legkisebb pozitiv osztéja rendre p és ¢ (ekkor
p prim és q prim vagy ¢ = p?). Ekkor £(n) = 1 +p+q és 9(n) = n+n/p. Igy ha a feltételbeli egyenletet megszorozzuk
p-vel, a feltétel a kovetkez6 alakra hozhato:

np+1)=p(l+p+q*

Az egyenlet jobb oldala oszthaté p + 1-gyel, és mivel p és p + 1 relativ primek, sziikségképpen ekkor p+1 | (1+p+ ¢)*.
Beldthatd, hogy ekkor p + 1 sziikségképpen osztja 1+ p + ¢-t, ezért p+ 1| g. Ha ¢ = p?, akkor p+ 1 | p, ami lehetetlen.
Ha pedig g prim, p+ 1| q csak p = 2 és ¢ = 3 esetén lehetséges. Ebbdl n = 2° - 33 adddik.

38. feladat Egy 3 x 3-as tdbla bal alsé sarkdban egy kisegér tildogél. A tébla jobb fels§ sarkdban egy darabka sajt
van, az egér ezt akarja megszerezni, de csak egyesével tud haladni a tdbla szomszédos mez6in. (Csak a kozos oldallal
rendelkezd négyzetek szomszédosak.) Hanyféleképp tudunk gy akadélyokat elhelyezni a tébla valahdny (esetleg nulla)
kordbban tires mez6jén ugy, hogy az egér tovabbra is elérjen a sajthoz?

-+ B ] £

Tl T
o] [®
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Eredmény. 51

Megoldds. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor beépitjiik a kozépsé mezot. Ekkor az egér csak a széleken kozlekedve
kozelitheti meg a sajtot, ezt pedig két itvonalon teheti meg, igy csak az egyik tutvonalon helyezhetiink el akadédlyokat
ekkor. Mindegyik ttvonalon harom szabad mezé van, ahol pedig 23 = 8 féleképp helyezhetiink el akadalyt, ezért ekkor
8 + 8 — 1 = 15 féleképp hagyhatunk egérutat a sajtig (a —1 amiatt van, mert eredetileg kétszer szamoltuk azt az esetet,
amikor mindkét folyosét szabadon hagytuk).

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a kdzéps6 mezét szabadon hagyjuk. Ekkor pontosan akkor juthat el az egér
a sajthoz, ha legalabb egy szomszédos mez6é mind az egér, mind a sajt mellett szabadon marad. Szamoljuk Ossze,
hényféleképp tudjuk eldllni az egér dtjat: Ha az egér kiinduld helyzetével szomszédos két mezét lefoglaljuk, 24 = 16
médon tolthetjiik ki a maradékot (a kozéppontot ugyanis most szabadon hagyjuk). Hasonléképp, 16 féleképp tolthetjiik
ki a tablat, ha mindkét mezdt elzarjuk a sajt szomszédsagaban. Kétszer szamoltuk azokat az eseteket, amikor mind az
egér, mind a sajt mindkét szomszédos mez6jét eltorlaszoltuk, igy ekkor 16 + 16 — 4 = 28 féleképp akaddalyozhatjuk meg,
hogy az egér eljusson a sajtig. Az Osszes lehetéségek szdma a kézéppont szabadon hagydséval viszont 26 = 64, igy a j6
esetek szama 64 — 28 = 36.

Osszevetve a két esetet dsszesen tehdt 15 + 36 = 51 féleképp helyezhetjiik el az akadélyokat.

39. feladat Valamennyi (z,y) valés szdmpdr koziil, amely kielégiti a kdvetkez6 egyenletet:
22y? 4 62%y + 1022 + 3% + 6y = 42,

legyen (xg,y0) olyan, melyre 2y minimélis. Mennyi lehet yo?
Eredmény. —3
Megoldas. Vegylik észre, hogy az egyenlet mindkét oldaldhoz 10-et hozzadadva, az egyenlet bal oldala szorzatta
alakithato:
(2% 4+ 1)(y* + 6y + 10) = 52.

Az igy kapott egyenlet bal oldala felirhaté két médsodfoki fiiggvény szorzataként: f(x) = 22 + 1 és g(y) = y? + 6y + 10.
Mivel mindkét fiiggvény képe felfele nyilé parabola, tovabba f(—z) - g(y) = f(z) - g(y), igy zp minimalitdsa f
maximalitdsat eredményezi, amibdl adédéan g(yo) minél kisebb kell, hogy legyen (hiszen f(z)g(y) pozitiv konstans).
g(y) = (y + 3)? + 1 minimuma pedig az yo = —3 pontban van.

40. feladat Legyen AABC derékszogl haromszog, melynek C a derékszogii csicsa. Legyenek D és E bels6 pontjai
az AB szakasznak tgy, hogy a D pont A és E kozott helyezkedik el, tovdbba C'D és C'E harmadoljédk az AC B< szoget.
Amennyiben DE : BE = 8 : 15, talaljuk meg tan ABC< értékét.

43
11

Megoldds. CUFE felezi DCB< szoget, igy a szogfelezotétel értelmében

ACDB hiromszigre, Gg = SEpES = bt ps adodik. lgy,

Eredmény.

¢b _ DE _ %. Alkalmazva a szinusztételt

CB = EB

15 sin(120° — B)  sin120° cos B — cos 120° sin B V3 1
2 : = . =—cotB+ -.
8 sin B sin B 2 2
Kovetkezésképp,
VBp 1 1_1
2 8 2 8

Ebbél pedig tan B = %. Legyen P olyan pont BC-n, melyre DP || AC. Ekkor ABC és DBP hdromszogek hasonldk,
AC :BC =DP: BP.

B e

Mivel CE a BC'D haromszog egy szogfelezije, a szogfelezo tétel értelmében CD : CB = ED : EB = 8 : 15. Tovéabba,
DP =CD -sin60° és BP=CB—CP =CB—CD -cos60°, ezért

DP Bep 43

BP Bep-Icp 1
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41. feladat Maté a kovetkezo jatékot jatssza: Egy egész szamot kell kitaldlnia 1 és N kozott, beleértve a végpontokat.
Minden 1épésben megnevez egy szamot; ha ez épp a kitalaland6 szam, a jaték véget ér, maskiilonben elaruljak neki,
hogy a tippje nagy vagy kicsi volt. Amennyiben a tippje til nagy volt, be kell fizetnie 1€-t, ha pedig tul kicsi, ugy a
fizetendd Osszeg 2€ (pontos taldlat esetén nem kell fizetnie). Melyik az a legnagyobb N egész, amelyre teljesiil, hogy
Maté mindig be tudja a jatékot fejezni legfeljebb 10€ koltéssel?

Eredmény. 232

Megoldds. Jeloljiik Ng-val a legnagyobb olyan N szamot, melyre teljesiil, hogy legfeljebb k eurd felhasznalasdval Maté
mindig megtaldlja a keresett szamot az 1,..., N szamok koziil; tehat a célunk Ny meghatarozasa. Vilagos, hogy
Ny =1 és Ny = 2. Azt fogjuk megmutatni, hogy az Ny sorozat tovébbi tagjait az aldbbi rekurziv Gsszefiiggés alapjan
hatarozhatjuk meg:

Nii2 = Ngy1 + N+ L

Valéban, ha Méténak k + 2 eurdja van és tippel egy szdmra, akkor vagy eltaldlja, vagy til nagy szdmot tippel (ebben
az esetben k + 1 eurdja marad és egy legfeljebb Nj_; hosszi sorozatban van a kitaldlandé szdm) vagy pedig a tippje
tul kicsi (ekkor k eurdja marad egy Ny hosszi sorozatra). Ez a megfigyelés egytttal mddot is ad Maténak, hogyan
tippeljen: az 1,..., Niy1 sorozatbol Ny + 1-et tippeli meg; ekkor a rekurzié valéban a legnagyobb N-hez vezet.

fgy hét kiszdmitva a keresett szamot, N1o = 232 adddik.

42. feladat a, b, c pozitiv egészek, hogy a > b > ¢ és
a+ b+ c+ 2ab+ 2bc + 2ca + 4abc = 2017.

Talaljatok meg a Osszes lehetséges értékét.
Eredmény. 134

Megoldds. Vegylik észre, hogy az egyenletet megszorozva 2-vel, majd hozzdadva 1-et, a bal oldal szorzattd alakithato:
1+ 2a + 2b+ 2¢ + 4ab + 4bc + 4ca + 8abe = (2a + 1)(2b + 1)(2¢ + 1).

Az egyenlet jobb oldala pedig 2 - 2017 + 1 = 4035 lesz. Ennek felirva a primtényezés felbontasat: 4035 =3 -5 - 269, és
mivel a > b > ¢ > 1, sziikségképpen 2a + 1 =269, 2b+ 1 =5, és 2c + 1 = 3. Ebbdl pedig a = 134.

43. feladat Egy foldonkiviiliek dltal hasznalt tirhajoénak tokéletes gomb alakja van, melynek sugara R, illetve hdrom
parhuzamos, 1 {im ({irlény méter) hosszi, elhanyagolhaté szélességii egyenes rud tdmasztja fliggdlegesen. Ezeknek
a labaknak az alsé vége egy 9 im oldalhosszisagu szabdlyos haromszoget hataroz meg, és ha az tirhajé sik terepen
nyugszik, a géomb pont érinti a talajt. Mekkora az {irhajé R sugara ({irlény méterben kifejezve)?

Eredmény. 14

Megoldas.
Jelolje a ldbak alsé végeit rendre A, B, C, fels6 végeiket pedig A’, B, C'. Legyen O az ABC hdromszog kozéppontja

(azaz a pont ahol a gémb érinti a foldet), legyen S az (irhajé kézéppontja és D = AONBC. Ekkor AO = AB- ? =3V3,
AA" =1 és SO = SA’ = R. Pitagorasz tétele szerint

(SO — AA")? + AO? = SA” azaz (R—1)% 427 = R?,
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tehat R = 14 .

44. feladat Négy testvér, Adéum7 Balazs, Csilla és Dani, rengeteg mogyordt gytijtottek dssze az erdében. Ejjel Addm
mokuséhesen ébredt, igy nem birta megallni, hogy egyen néhanyat a mogyorékbdl. Miutan Gsszeszamolta a mogyordkat,
arra jutott, hogy ha eggyel kevesebb mogyor6 lenne, négy egyenld részre lehetne osztani a maradékot. Igy tehét félretett
egyet, majd megette a részét (vagyis a maradék egynegyedét); majd visszafekiidt aludni. Az éjszaka folyamdn kés6bb
Balazs is felébredt a gyomra korgasara, és 6 is igy szamolta, hogy egy mogyorét félretéve elnegyedelheti a maradékot,
majd megette a ra es6 negyedet. Az éjszaka folyamédn aztan ugyanigy jart el Csilla és Dani is. Miutdn mind felkeltek
reggel, Ujfent megszamoltak a megmaradt mogyordkat, és megint csak azt fedezték fel, hogy egyet félretéve a maradékot
fel tudjak osztani négy egyenld részre. Minimalisan hany mogyorét gytjtottek ossze a testvérek?

Eredmény. 1021

Megoldas. Adjunk hozza harom képzeletbeli mogyordt az Osszegyijtottekhez még lefekvés elétt (ezeket nem eszik
meg a testvérek). Ekkor az &sszes mogyord szama oszthaté 4-gyel. Vegyiik észre, hogy miutdn Adam belakott, a
maradék mogyordk szama is 4 tobbszorose, a képzeletbeli mogyordkat is beleszdamolva. Ezt a gondolatmenetet folytatva
azt kapjuk, hogy a mogyordk szdma lefekvéskor k - 4% valamilyen k pozitiv egészre, viszont ebbe beleszamoltuk a
képzeletbeli mogyorodkat is.

Itt k = l-et behelyettesitve kapjuk hogy a mogyordk szdama 4° — 3 = 1021 volt.

45. feladat Egy pozitiv egész szamot kellemesnek neveziink, ha minden primosztéja 2, 3, és 7 koziil keriil ki. Hany
kellemes szam van az 1000, 1001, . ..,2000 szamok kozott?

Eredmény. 19

Megoldds. Elészor vegyiik észre, hogy ha x olyan valds szém, melyre x > 1/2, akkor 2-nek pontosan egy egész kitevds
hatvanya esik a félig nyilt [z, 2z) intervallumba.

A tovéabbiakban nevezziink egy pozitiv egész szdmot t6bb mint kellemesnek, ha minden primosztdja 2 vagy 3. A
[x,22) intervallumba esé t6bb mint kellemes szdmok szdménak meghatérozasat a kévetkez6 mddon végezziik: ElGszor
is, [z, 22) intervallumban pontosan egy 2-hatvény van. Tovdbbd [z, 2x) intervallumban legfeljebb egy 3-mal oszthaté de
9-cel nem oszthaté t6bb mint kellemes szém van, legyen ez ¢; ha létezik. Ekkor ¢ /3 az egyetlen 2-hatvény az [x/3, 22/3)
intervallumban, feltéve, hogy = > 1/6. Ilyen médon keressiik co tobb mint kellemes szdmot, amely oszthaté 32-nel, de
nem oszthaté 3%-nal, majd ezt az eljarast folytatjuk, amig [x/3%,22/3%) "N = () valamely k-ra, ahol z < 37%/2. Ebbél
kovetkezden a tobb mint kellemes szdmok szdma az [x,2z) intervallumban 1 + a legnagyobb k, amire 3% < 2z; jeldljiik
ezt a szamot (3(x)-szel.

Hasonlé médon hatérozzuk meg a [z, 2x) intervallumbeli kellemes szdmok szdmdt is: Ugyanis keressiink t6bb mint
kellemes szamokat a [z,2x), [x/7,2x/7), [x/7?,22/7?) stb. intervallumokban. Ezt tgy tudjuk &sszeszamlalni, mint
O3(x) + €3(x)7) + l3(x/T?) + ..., ezt az Osszeget £7(z)-nek jelolve.

Végiil, mivel 2000 nem kellemes szdm, a kellemes szamok szdma a megadott intervallumon:

£7(1000) = £5(1000) + £5(1000/7) + £5(1000/49) + £5(1000/343) =7 + 6 + 4 + 2 = 19.

46. feladat Decimus csdszar betiltotta a 0 szamjegy hasznélatat (amit elédje, Nullus vezetett be) és bevezette
helyette a D szimbdélumot, ami a tizes szdmjegynek felel meg. Minden pozitiv egész szam egyértelmiien kifejezhet6 igy,
példaul

3DD6 =3-1000+10-100+10-10+6 -1 = 4106.

Az atallas megkonnyitése végett Osszeirtak egy listat, ami minden egész szdmot tartalmaz 1-t61 DDD-ig. Hanyszor
szerepel az 1j szamjegy, D a listan? Ha egy szamnak tobb D szamjegye is van, azt annyiszor szamoljuk, ahanyszor
elofordul.
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Eredmény. 321

Megoldas. Figyeljiik meg, hogy a k-jegy(i szdmok (Decimus jelolése szerint) az aldbbi médon rendezhetdk sorba:

1...1,...,D...D.
<~ —
k k

fgy tehat ahhoz, hogy D el6fordulésait sorra vegyiik a k-jegyli szamok korében, el6szor Osszecsoportositjuk azokat a
szamokat, melyek els szamjegye D, majd a masodik, stb., k-adik helyen. Minden helyiértékhez 10~ ilyen k-jegyti
szam van, hiszen ennyiféleképp tolthetjik fel a maradék k — 1 helyet a 1,...,9,D szamjegyekkel. Mivel minden D-t
tartalmazé szamndl az Gsszes el6fordulast szamoljuk, igy nem okoz gondot, hogy ezeket a szadmokat minden megfeleld
csoportban szamon tartjuk, igy k- 10°~! darab D-t szdmolunk 6ssze a k-jegyti szamok korében.

Ezért az 1,...,DDD szdmok kézott D Osszes eléforduldsainak szama 1-10° +2- 101 + 3 - 102 = 321.

47. feladat Az ABCD négyzet beirt kore w, ez a négyzet oldalait a W, X, Y, Z pontokban érinti, melyek rendre
az AB, BC, CD, DA oldalakon helyezkednek el. Legyen F egy belsd pontja az w kor W és X kozé es6 (rovidebb)
ivének, és legyen F' a BC' és EY egyenesek metszéspontja. Feltéve, hogy FF =5 és FY = 7, hatarozzitok meg F'YC
haromszog teriiletét.

Eredmény. 21

Megoldas. Egészitsiik ki C DF hdromszoget CDTF' téglalappd és legyen M a T'F szakasz felezépontja. A Thalész-tétel
kovetkezményeképp W EF < = 90°, tovabba WM F< = 90°, igy W EF M hurnégyszog; legyen £ a koréirt kore. Ekkor
Y pont &-re vonatkozé hatvanya

EY -FY = MY -WY.

FY C haromszog teriilete megegyezik C DT F téglalap teriiletének a negyedével, amit ki tudunk szdmolni, mint
CF-CD=WY  -MY = 84.
fgy a keresett teriilet 21.

48. feladat
WE -LIKE = NABOJ

A fenti egyenletben kiilonbo6z6 betiik kiilonbozd szdmjegyeket jelolnek. Tovébba tudjuk, hogy D(WE) = 11, D(LIKE) =
23 és D(NABOJ) = 19, ahol D(n) tetsz6leges pozitiv egész n esetén n szdmjegyeinek Osszegét jeloli. A hdrom szadm
egyike sem nulldaval kezdédik. Adjatok meg az 6tbetiis NABOJ szd értékét.

Eredmény. 60724

Megoldds. Mivel a fenti egyenletben tiz kiilonbozé betii szerepel, a 0,1, ...,9 szamjegyek mindegyike eléfordul. Az
Osszes szamjegy Osszege 45. Ha 0Osszeadjuk a harom sz6 szdmjegyeinek Osszegét, 11 + 23 4+ 19 = 53-at kapunk, ami
megegyezik 45+ E-vel. Ez E = 8-hoz vezet, amibél, J = 4 kovetkezik. A D(WE) = 11 feltételbél W = 3. Most figyeljiik
meg, hogy 38-3000 > 100000, ezért sziikségképpen L = 1 vagy L = 2. Ha L = 2, akkor LI K FE szdmjegyeinek 6sszegébdl
I+ K =13 adddik, igy (I, K) vagy (K, I) rendezett pér értéke (4,9), (5,8), vagy (6,7) valamelyike. Ugyanakkor a 4-es
és 8-as szamjegyekhez mdr rendeltiink értéket, igy csak a (6,7) johet széba, ekkor viszont a LIKE sz6 értéke tiil nagy
ahhoz, hogy a szorzat 6tjegyl legyen. Kovetkezésképpen tehdt L = 1. Ekkor viszont I + K = 14, igy (I, K) vagy (K, I)
egyenld kell, hogy legyen az (5,9) szdmpérral. Konnyen kiszamithaté, hogy csak az (I, K) = (5,9) ad jé megolddst.
Tehat 38 - 1598 = 60 724 a feladatbeli egyenlet megoldasa, azaz NABOJ = 60 724.

49. feladat Taldljatok meg az Gsszes pozitiv egész n szamot, melynek valédi osztdinak s Gsszege 63.
d valédi osztdja n-nek, ha osztdja n-nek és 1 < d < n teljestil.
Eredmény. 56, 76, 122

Megoldas. Konnyen latszik, hogy nem lehet megoldas, ha n-nek legalabb 3 primosztdja van, azaz n-nek legfeljebb két
kiilonbozé prim lehet osztéja, legyenek ezek py és pa, ekkor egy lehetséges megoldas n = pi* - p5? alaku. Ha a; = ag = 2,
tovabba p; = 2, po = 3, gy s = 54, més primosztdk esetén pedig ekkor s > 63. Ezért legalabb az egyik primoszté
kitevéjének kisebbnek kell lennie 2-nél. Ha a1 = as = 1, akkor p; +ps = 63, ez pedig p1 = 2 és po = 61 esetén teljestilhet
(vagy forditva). Ekkor tehdt n = 2 - 61 = 122 megoldast ad.

Ha pedig n = p{* - py feltéve, hogy a1 > 1:

s = pi+pi+o+pl +po+pipe+pipe + o+ 08 D2
= m+pi+ - +pP A +p2) + 0 +p2
> pi’ +pa.
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Miutan py > 2, a 61-nél kisebb primhatvanyokat kell megvizsgalni. Ezek pedig 22, 23, 24, 25, 32, 33, 52, 72, Ha p; = 2
és a1 = 2, po = 19-et kapunk, p; = 2 és a1 = 3 esetében pedig ps = 7 adédik. Minden mas eset eredményeképp ps nem
lenne prim. Ez tehat tovabbi két megoldashoz vezet: n =22-19 = 76 és n = 23 - 7 = 56.

Végiil ha n = pJ* és a; > 1, kénnyen latszik, hogy s = p1 + p7 + --- 4+ p{* ' # 63. Minden lehetséges esetet
Osszevetve, a kovetkezd harom szam elégiti ki a feltételeket: ny = 56, ny = 76 és ng = 122.

50. feladat Robinak mend kocsija van négyzet alaku hdtsé kerekekkel (az els6 kerekeknek a szokdsoknak megfeleléen
kor alakjuk van). Egy ilyen autét meglehetésen kényelmetlen lenne vezetni, de Robi kitiiné lengéscsillapitorél
gondoskodott a hatsé kerekek miatt, igy az auté a sik terepen haladva végig a talajjal parhuzamos helyzetii maradhat.
A hatsé kerekek oldalhossza 40 cm. Mekkora az eliils6 kerekek sugara (cm-ben kifejezve), ha tudjuk, hogy amikor az
auté egyenletes sebességgel halad el6re, a hatso kerekek tengelye pontosan annyit tartézkodik az elsé kerekek tengelye
folott, mint alatt?

Eredmény. 107

Megoldas. Figyeljik meg, hogy a négyzet kozéppontja mindig egy negyedkort ir le, amig egy csiicsa mentén egyik
oldalardl a masikra atfordul.

°
&

V2r
4

Ha az auté egyenletesen halad elére, ez a negyedkoriv lesz a hatsé tengely magassagfiiggvényének grafikonja az id6
fiiggvényében. Ezért a kor alaku kerék kozéppontja annyit halad el6re vizszintesen, mint a négyzet alaki kerék oldalanak
a fele, ami alatt a négyzet egy oldalardl a szomszédos oldalara fordul. Legyen r ennek a negyedkorivnek a sugara; igy
ekkor az elsé kerék kozéppontjanak titja v/2r/2. fgy az elso kerék kozéppontjanak magassaga a Pitagorasz-tétel szerint:

2
\[r2— (%r) = \/Zr.
Behelyettesitve 7 = 20v/2-t adédik az eredmény.

51. feladat A jovo varosa szabalyos 2017-sz0g alaki. A véros cstucsaiban 2017 metrémegall van, melyeknek
1,2,...,2017 a nevei, az éramutato jardsaval ellentétesen, a varos térképét nézve. Két metrévonal van: Oldal és Atls.
Az Oldal nevili metrévonal kozvetlenill kozlekedik a megall6bol b megalléba (de visszafele nem) pontosan akkor, ha
a — b+ 1 oszthatd 2017-tel, tovdbba egy megdllét 1 perc alatt tesz meg. Az At16 nevii metrévonal kézvetleniil elmegy a
megallobdl b-be pontosan akkor, ha 2b — 2a + 1 oszthatd 2017-tel, és egy ilyen megallé megtétele 15 percig tart. Tibi
nagyon szeret metroval utazni. Kiindulva az 1-es megdllobdl, el szeretne jutni egy n jelzési megédlloba, ami a kévetkezdt
teljesiti: ha minden megélléhoz tekintjiik az 1-bdl odavezeto, legkisebb 0sszidejli utat, akkor ezek koziil az n-be vive a
lehetd leghosszabb. Adjatok meg az Gsszes ilyen n lehetséges 1iticél megalldhelyet Tibi szamara.

Eredmény. 1984, 1985

Megoldds. Vegyiik észre, hogy n > 1009 esetén Tibi az Atlé vonalat egyszer, valamint az Oldal vonalat n — 1009
alkalommal n megdlléba tud jutni 154 (n—1009) perc alatt. Mdsrészt ha csak az Atlé vonalat hasznélja, 2- (2018/771) 15
perc alatt juthat el n-be. Kevesebb id¢ alatt lehetetlen n-be metrézni: ha/ ugyanis az utvonal legaldabb két Atlé-beli
megallot és legalabb egy Oldal-belit tartalmaz, az id6ét lerovidithetjiik az Atlé helyett az Oldal hasznalataval.

Most meg szeretnénk taldlni azon n > 1009 szdmo(ka)t, mely(ek)re M (n) = min{n — 994, 30-2018 — 30n} maximadlis.
30-2018 4994  31-2018 — 1024 1 1

- =2018 — 33— — = 1985 — —.

31 31 018 =33 31 985 31
Igy ha n < 1984: M(n) = n—994 < 1984 —990 = 990, ha pedig n > 1985: M(n) = 30- (2018 —n) < 30- (2018 —1985) =
990, azaz ekkor a keresett legnagyobb minimum 990, és ez n = 1984 és n = 1985 esetén vétetik fel.

n—994 <30-2018 = 30n <= n <
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Meg kell még gondolni, hogy ha n < 1009, akkor el tudunk jutni n-be 990 percnél kevesebb id6 alatt: n < 990 esetén
Tibi n — 1 perc alatt n-be ér csak az Oldal haszndlatéval, n > 991 esetén pedig 15 - (2- (1009 —n) + 1) < 15- 37 = 555
perc alatt csak az Atlé hasznalatdval.

52. feladat Legyen f(n) azon n jegyl pozitiv egészek szdma, melyek szdmjegyeinek sszege 5. Szamitsatok ki, hogy
az f(1), f(2),..., f(2017) szdmok koziil mennyi végzédik az l-es szdmjegyre.

Eredmény. 202

Megoldds. Minden n-jegyl szam, mely szamjegyeinek Osszege 5, kolcsonosen egyértelmiien kifejezhet6, mint 5 darab
l-es n helyre vald elosztdsa gy, hogy egy helyre t6bb 1-es is keriilhet. Az elsé helyre azonban sziikséges, hogy legaldbb
egy l-es keriiljon, igy a feladat valéjaban 4 darab 1-es n helyre vald kiosztasaval ekvivalens. Igy tehat azon n-jegyt
szamok szama, melyek szamjegyeinek Osszege 5 az ismétléses kombinacié képlete szerint:

_(n+3) _ (n+3)(n+2)(n+1)n
s =("77) s .

Ezzel meghatéroztuk f(n) értékét.

Ezutdn meghatdrozzuk az 1-esre végzéds f(n)-eket. Ha n &ttel osztva 0-t, 2-t, 3-at vagy 4-et ad maradékul, akkor
n, n+ 3, n+ 2 vagy n + 1 oszthaté 5-tel. Mivel 24 és 5 relativ primek, ekkor f(n) szintén oszthaté lesz 5-tel, azaz O-ra
vagy 5-re végzddik. Emiatt f(n) csak igy végzddhet 1-esre, ha n-nek az 6tés maradéka 1. Most szorozzuk meg f(n)-et

3-mal: 5 5 )
35 = O+ Dt

Nyilvén f(n) utolsé szdmjegye pontosan akkor 1, ha 3f(n) utolsé szémjegye 3. Mivel f(n) egész, nyilvén (n + 3)(n +
2)(n 4+ 1)n minden n-re oszthaté 8-cal. Eppen ezért (n + 3)(n + 2)(n + 1)n-nek a 40-es maradékét fogjuk vizsgdlni (ami

5 és 8 legkisebb kozos t6bbszorose). Irjuk fel n-et 40k + r alakban, ahol r € {1,6,11, 16,21, 26,21, 36}.
Ha n = 40k + 1, akkor

(40k + 1)(40k + 2)(40k + 3)(40k + 4)

3f(n) = = (40k 4 1)(20k 4 1)(40k + 3)(10k + 1),

8
ennek pedig utolsé jegye a 3. Hasonlé mdédon fogjuk 3(f) utolsé szédmjegyét kiszamolni a t6bbi esetben is:
n 3f(n) egszeriisitett alakban 3f(n) utols6 szdmjegye
40k +1 (40k + 1)(20k + 1)(40k + 3)(10k + 1) 3

40k 4+ 11 | (40k + 11)(10k + 3)(40k + 13)(20k + 7)
40k + 21 | (40k + 21)(20k + 11)(40k + 23)(10k + 6)
40k 4+ 31 | (40k + 31)(10k + 8)(40k + 33)(20k + 17)
40k + 6 (20k + 3)(40k + 7)(10k + 2)(40k + 9)
40k +16 | (10K + 4)(40k + 17)(20k + 9)(40k + 19)
40k + 26 | (20K + 13)(40k + 27)(10k + 7)(40k + 29)
40k + 36 | (10k + 9)(40k + 37)(20k + 19)(40k + 39) 3
Lathaté tehdt, hogy 40 maradékosztélyai kéziil 5-re végzddik 3-asra 3f(n) (és igy 1-esre f(n)). Ebbdl adédéan 1-t8l
2000-ig 50 - 40 = 200 olyan f(n) van, amely l-esre végz6dik. Tovabbd pedig 2001 = 50 - 40 + 1 és 2011 = 50 - 40 + 11
végzddnek még 1-esre. Vagyis f(1), f(2), ..., f(2017) szdmok koziil 202-nek 1 az utolsé jegye.

LW 0o 0o 00 0o W

53. feladat Az dbran két, kozéppontosan hasonlé hatszog lathatd, melyek bizonyos oldalhosszai rendre a, b, ¢, d
és A, B, C, D. Ha ezt a két alakzatot az dbrdnak megfeleléen Gsszeillesztjiik, egy, a két kisebb hatszoghoz hasonlé

hatszoget kapunk (mely irdnyitastartéan hasonl6 a jobb oldali hatszoghtz). Taldljatok meg a p = % aranyszamot.

C

Eredmény. HT\/B
Megoldds. Nevezziik a tovabbiakban a harom hasonlé hatszoget kis, kozepes, illetve nagy hatszogeknek értelemszertien.
A kis és kozépsd hatszogek hasonlésaga alapjan p = 4 = % =< %. Tovabba konnyen lathato, hogy D = B + a és

a C
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C+b=A+d. A kozéps6 és a nagy hatszogek hasonlésaga miatt % = % fgy hat % = % = p, aminek kovetkeztében
B = p?a adédik. Hasonlé médon kovetkezik & = & = L és fgy

d_d ¢ b_.3

a ¢ b oa '

Behelyettesitve a kapott eredményeket a D = B + a egyenletbe pd = p?a + a = a(p? + 1) egyenlethez jutunk, amibdl

p* = p? + 1 adddik. p* — p? — 1 = 0 egyenlet egyetlen pozitiv megoldasa p? = 1+2\/g, ezért p = 4/ # a keresett

aranyszam.

54. feladat Hatdrozzuk meg az Gsszes (a,b), pozitiv egész szampart, ha az aldbbi egyenletek
> —ax+a+b—3=0,
> —br+a+b—3=0
minden gyoke szintén pozitiv egész.
Eredmény. (2,2), (6,6), (7,8), (8,7)
Megoldds. Legyenek k és [ az els6 egyenlet gyokei, mig m és n a masodik egyenleté. Viete-formuldk szerint
k+1=a, mi+n=bkl=mn=a+b-—3
. Ezeket Gsszevetve a kovetkezo egyenletet kapjuk:
kl4+mn=2a+2b—3=2k+ 2+ 2m + 2n — 3,
ami pedig ilyenképp alakithato szorzatta:
k—=2)(l-2)+(m—-2)(n—2) =2.

Vildgosan latszik, hogy ha (k,l,m,n) megoldés, k és [ vagy m és n felcserélésével ijabb megoldasokhoz jutunk. Az
ilyen médon egymadsba viheté megoldasok koziil a tovabbiakban csak egyet sorolunk fel. Ha mind (k — 2)(I — 2),
mind pedig (m — 2)(n — 2) pozitiv, (k,I,m,n) = (3,3,3,3) az egyediili megoldas. Ha valamelyik 6sszeadandé nulla,
(k,l,m,n) =(2,6,3,4), (3,4,2,6) tovdbbi megolddsok.

Vizsgaljuk végiil azt az esetet, amikor valamely Osszeadand6 negativ. Ez akkor fordulhat eld, ha k, I, m és n kozil
valamelyik 1. Tegyiik fel, hogy k = 1. Ekkor | = mn, és az egyenlet igy mdédosul:

—1+2+(m—-2)(n—2)=—-mn+2+mn—2m—2n+4=-2m—2n+6 =4.

Ez m + n = 2-hoz vezet, ami csak m = n = 1 esetén lehetséges, | = mn = 1. Ekkor (k,l,m,n) = (1,1,1,1) tjabb
megoldast ad.

Igy tehat (a,b) = (k4 1, m 4 n) lehetséges értékei (6,6), (8,7), (7,8), (2,2). Kénnyedén leellenérizhetjiik, hogy
mindegyik (a,b) valéban kielégiti a feltételeket.

55. feladat ABC haromszog koréirt kore w, a hdromszog oldalai pedig AB =3, BC =17, és AC = 5. Az A-nél 1év6
sz0g szogfelezoje a BC oldalt a D pontban metszi, mig az w kort E-ben. Legyen v a DE-re mint atmérore emelt kor.
Az w és v korok egymast E és F pontokban metszik. Szamitsatok ki az AF' szakasz hosszat.

Eredmény. j—% = 301V919

Megoldds. A koszinusztételbdl konnyen kiszdmithatjuk, hogy cos BAC'<t = —%, igy BAC<t =120°. A keriileti szogek

tételébdl EBC'<t = ECB< = 60°. fgy BCEFE szabélyos haromszog. Ekkor nyilvan BC oldalfelez6 merélegese dtmegy
E-n. Legyen G ennek az egyenesnek w-val vett masik metszéspontja.
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A Thalész-tételt alkalmazva w és v korokon GFE< = 90° és DFE< = 90°. Ekkor viszont F, D és G pontok egy
egyenesre kell, hogy essenek. Ismét a keriileti szogek tételét w-ra alkalmazva BGF< = BEG< = %BEC’<I = 30°
adodik, és hasonloképp GFC< = 30°. Tehat FG felezi BFC' szoget, igy pedig

BF BC AB 5

CF CD AC 3

Legyen BF = 5z, CF = 3z. BCF haromszogre alkalmazva a koszinusztételt a 49 = 2522 + 922 — 30 cos 60° egyenletet
kapjuk, aminek megoldasa x = \/%.

Végezetiill BFC A, kiszdmithatjuk:

AB-FC+ BF - AC 30z 30 30v19
BC 7 V19 19

56. feladat Hatédrozzatok meg az (x,y, z) rendezett szdmharmasok szamat, ahol z, y, z olyan 2017-nél kisebb
nemnegativ egész szamok, melyekre
(x +y+ 2)* — 704xyz

oszthatd 2017-tel.
Eredmény. 20172 +1 = 4068290

Megoldds. 2017 | (x + y + 2)? — 7T04zyz ekvivalensen (x + y + 2)? = 704xyz (mod 2017). Vegyiik észre, hogy 2017
prim. fgy tehat minden a < 2017 szdmhoz pontosan egy olyan, a~!'-nek jelolt 2017-nél kisebb pozitiv egész 1étezik,
amelyre a-a~* =1 (mod 2017).

El6szor hatdrozzuk meg az Gsszes (z,y, z) szamhdrmast, melyre x, y és z mind nulldtél kilénboznek. Legyen y = kx
és z = Iz (ilyen k és | mindig létezik: k =z -y~ 1, =z -271). A feltétel ekkor atirhaté, mint (z + ka + l2)? = 704klx®
(mod 2017), és (x~1)2-tel szorozva (1 + k + 1)? = 704klz adédik. A kongruencidt megszorozva (704kl)~1-zel:

x = (704kl) "' (1 +k+1)* (mod 2017).

Ebbdl minden &, I € {1,2,...,2016} esetén kivetkezik, hogy pontosan egy x 1étezik, ami kielégiti az 4llitds feltételeit
(minden 1épés ekvivalens volt). Ilyen k-t és I-t tehdt 20162 féleképp valaszthatunk. Tudjuk, hogy  # 0. Ez pontosan
akkor lehetséges, ha k + 1 = 2016 (mod 2017). 2015 ilyen (k,!) par van, minden nulldtél kiilonbozé k-ra 2016-ot kivéve.
Igy tehat 20162 — 2015 megfelels (z,vy, z) szdmhdrmas van, ha zyz # 0.

Ha 2 = 0 és y illetve 2 nulldtél kiilonbéznek, akkor a feltételbél (y + 2)2 = 0 (mod 2017), amivel ekvivalens y = —z
(mod 2017). Ekkor tehdt 2016 megfelels (0,y, z) harmas taldlhaté. Hasonléan 2016 szdmhdrmas ad megolddst rendre
y =0 és z = 0 esetében is. Végil pedig ha z, y, z kozil valamelyik kett6 nullaval egyenld, a harmadiknak is nullanak
kell lennie. Ez tehdt egy tjabb megoldast ad: (z,y,z) = (0,0,0).

Nincs mas hatra, mint 0sszeszamlalni a megoldasokat:

20162 — 2015+ 3-2016 + 1 = 20162 +2-2016 + 1 + 1 = 2017 + 1.

57. feladat Juli és Tama&s jatszanak egy szabalyos dobdkockaval, amelynek két oldala pirosra, két oldala zoldre és
két oldala kékre van festve. Felvaltva dobnak a kockdval, addig amig valamelyikiik nem latta mar mindharom szint a
sajat korei alatt. Ez a jatékos gyoz. Mekkora a valdsziniisége, hogy Juli gy6z, ha 6 dob eldszor?

Eredmény. 81/140

Megoldds. Legyen Pj(z,y) annak a valdsziniisége, hogy a most sorra keriil§ jatékos nyeri a jatékot, feltéve hogy 6 x-féle,
ellenfele y-féle szint latott eddig. Legyen Ps(x,y) ugyanez a nem sorra keriil jétékosra (azaz Pi(x,y) + Pe(x,y) = 1).
Célunk kiszamolni P; (1, 1)-et, azaz annak a valészinliségét, hogy az els§ jatékos nyer, miutdn mér mindketten egyszer
dobtak.

Mivel P(2,2) = 2P;(2,2), kapjuk hogy P;(2,2) = 2, P»(2,2) = 2. Tovabb4, mivel

Py(2,1) =
Pi(1,2) =

kapjuk hogy Py(1,2) = 12, Py(1,2) = 22, Py(2,1) = 27 és Py(2,1) = . Végiil,

— 35 — 35’

P1(17 1) = %P2(1? 1) + %P2(1a2)7

tehdt Py(1,1) = 3.
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58. feladat Adott a kovetkez6 egyenlet:
E(k+1)(k+3)(k+6)=n(n+1),

hatdrozzatok meg a legnagyobb n egész szdmot, amelyre 1étezik (k,n) egész megoldds.
Eredmény. 104

Megoldds. A bal oldali szorzasok elvégzése utan a kovetkezd negyedfoki polinom addédik:
k(k+1)(k+3)(k+6) = (k* + k)(k* + 9% + 18) = k* + 10k + 27k* + 18k.

Most tekintsiik az egyenlet jobb oldaldt, és azon egyszer(i megallapitdst, mint hogy n(n+1) és (n+1)(n+2) kozétt nines
olyan egész szdm, amely eléall két szomszédos egész szdm szorzataként. Igy a jobb oldalt (ak2 +bk+c)(ak®+bk+ (c+1))
alakban prébéaljuk becsiilni, ahol k valtozé, a, b és c pedig egész egyiitthaték. Vessiink egy pillantést k* és k3
egyiitthatodira, ez a = 1-et és b = 5-6t ad eredményiil a bal oldali kifejezéssel Gsszevetve. EbbAl:

(ak® + bk + c)(ak® + bk + (c+ 1)) = (k* + 5k + ¢)(k* + 5k + (c + 1)) = k* + 10k + (26 + 2¢)k* + (10c + 5)k + (c* + ¢).

Mivel semmilyen c egész szdm nem elégiti ki a 26 + 2c = 27 egyenletet, ¢ = 0 és ¢ = 1 behelyettesitésével elegendéen
nagy k-ra a kovetkezd egyenlGtlenségek adédnak:

k* 4+ 10k + 26k% + 5k < k* + 10k + 27k + 18k < k* + 10k> + 28K2 + 15k + 2.

A kozépen all6 kifejezés felvett értékei két szomszédos, n(n + 1) alakd szdm kozott van. Most azon k szdmokat akarjuk
meghatdrozni, amik ezen egyenlétlenségeket kielégitik. Az elsd ekvivalensen igy alakithato:

E* + 1053 + 26k% + 5k < k*+ 10k + 27k + 18k
0 < k*+13k
0 < k(k+13)

ebbdl pedig k > 0 vagy k < —13. Hasonléképp a masodik egyenl6tlenségbol:

k* 4+ 10k3 + 27k + 18k < k* + 10k> + 28K2 + 15k + 2
3k < k*+42
0 < (k=1)(k—2)

ami pedig k > 2 vagy k < 1 esetén teljesiil. Ennélfogva k < —13 vagy k > 2 kielégiti mindkét egyenlétlenséget, és
k(k+1)(k+3)(k+ 6) két szomszédos, n(n + 1) alakd szdm kozé esik. Ezért tehdt azokat a k-kat kell végignézni, melyre
—13 < k <2 fenndll. A (k,n) megoldasokat az aldbbi tdbldzat foglalja magaba:

k “13 | 6] 6]-3]-3[-1]-1]0]0] 1] 2
k(k+1)(k+3)(k+6) | 10920 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0] 56| 240
n 104 |-1] 0 |-1] 0 |-1]0]-1]0]7]15

Tehat n = 104 a keresett szam.

59. feladat A Quarter-Pizzéria egyedi, 0tszog alaki pizzasdobozokban szallitja ki a pizzdit, amelyben éppen elfér
egy negyed nagy pizza, vagy hdromnegyed kis pizza (az dbrdn ldthaté médon). Mekkora a kis pizza sugara, ha a nagy
pizzaé 30 cm?

Eredmény. 5(1 ++7— /27 —4)cm
Megoldds. Legyen ABDEF egy, a dobozhoz hasonlé o6tszog, legyen EF = 1 (ha 30 cm-t tekintiink egységnek, a
feladatbeli otszoggel egybevagét kapunk). Nyilvdn AF = EF (a nagy pizza sugara) és AFE< = BAF< = 90°

21



(negyedkorok kozépponti szogei), igy 1étezik egy C pont, melyre ACEF négyzet. Legyen K, M rendre a BC, BD
szakaszok felez6pontjai és legyen T a nagy pizza BD szakasszal vett érintési pontja.

F ! E F E

2x+2y-1

222y

Legyen x a kis pizza keresett sugara, ekkor ugyebar BD = 2x. Mivel a kis pizzak is érintik egymést, AM = 2z, tovdbba
AB = BT és DE = DT, hiszen kiils6 pontbdl egyazon kérhoz huzott érinté szakaszok egyenlé hossziak. Ennek
eredményeképp AB+ DE = BD. Ha BC =2y, ugy AB=1—-2y, DE=BD - AB=2x+4+2y—1,CD=2—-2x—2y
és KM =CD/2=1-—xz —y. Alkalmazva a Pitagorasz-tételt BKM és AK M, derékszogli hdromszogekre:

VPH+(l—z—y2=22 é (1-y?+(1—x—y)?=4a>

Ezért )
1-3
v +4r? — (1 —y)? =22, amibdl y= 5 T

Behelyettesitve valamely fenti egyenletbe egyszeriibb alaku egyenletet kapunk:
92* — 62° — 22 + 1 =0.
Vegyiik észre, hogy
924 —62° — 2241 = (322)2+(2—1)%—2-32%(x—1)—T2? = (322 —2+1)2=72% = 322+ (VT—1)z+1)(32% - (VT+1)z+1),
ez pedig a kovetkez6 egyenlethez vezet:
(32 + (VT —Da+1)(322 = (V7 + 1z +1) = 0.

Innen mar vildgosan latszik, hogy az els6 tényezonek nincs valds gyoke, a masodik gyokei pedig

é(1+\ﬁi\/2\ﬁ—4).

A nagyobb gyok viszont 1/2-nél nagyobb, ez pedig ellentmond a
2BD =BD+AB+DE<BC+CD+AB+DE =2

egyenl6tlenségnek. Ez pedig azt jelenti, hogy x = %(1 + /T — /27 — 4), igy hat a kisebbik pizza sugara

30z = 5(1 + V7 —1/2V7 — 4) cm.
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