Zadanie 1. Okna w starym tramwaju maja ksztalt przedstawiony na pierwszym rysunku. Wszystkie cztery zaokragle-
nia rogdéw to ¢wiartki okregu o promieniu 10 cm. Okno zostalo uchylone poprzez przesuniecie lewego gérnego segmentu
0 10 cm w prawo, jak pokazano na drugim rysunku. Wysokos¢ przesunietego segmentu jest rowna 13 cm. Ile wynosi,
w cm?, pole powierzchni otwartego fragmentu okna (oznaczonego szarym kolorem)?

N (L
Wynik. 130 J L

Rozwigzanie. To pole jest réwne polu czesci wspdlnej przesuwanego segmentu i sztywnego segmentu, ktora jest
prostokatem o wymiarach 10 cm x 13 cm.

Zadanie 2. Prostokat zostal podzielony na dziewige¢ mniejszych prostokatéw w sposéb pokazany na rysunku.
Wewnatrz pieciu z nich napisano ich obwody. Znajdz obwdéd duzego prostokata.
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Wynik. 42
Rozwigzanie. Patrzac na rysunek, stwierdzamy, ze obwod duzego prostokata jest réwny sumie obwodéw czterech
bocznych malych prostokatéw (tych, ktérych obwody sa zaznaczone na rysunku) pomniejszonej o obwdd srodkowego
prostokata. Wobec tego szukany obwdd duzego prostokata wynosi

144+94+17+12-10=42.

Zadanie 3. Piotr usunatl jedna cyfre z czterocyfrowej liczby pierwszej i otrzymat 630. Jaka byla wyjéciowa liczba
pierwsza?

Wynik. 6301

Rozwigzanie. Poniewaz ostatnia cyfra liczby pierwszej nie moze by¢ parzysta, wiec Piotr rozwazal liczbe postaci 630x.
Skoro ostatnia cyfra nie moze by¢ 5, to pozostaje rozpatrzeé¢ cztery mozliwoéci dla ostatniej cyfry: 1, 3, 71 9. Liczba
630 jest podzielna przez 3, wigc 6303 i 6309 odrzucamy. Ponadto liczba 630 jest réwniez podzielna przez 7, zatem Piotr
nie mégl poczatkowo rozwazaé¢ 6307. Ostatecznie, szukana liczba jest 6301.

Zadanie 4. Jarek, najwieksza gwiazda wsrdd architektow, chce zbudowaé¢ bardzo nowoczesna pigciokatna wille na
prostokatnej posesji o wymiarach 35 m x 25 m. Powierzchnia dzialki przeznaczona na budowe jest zaznaczona na
rysunku:

Py Py ° Py Py
@ L g @ @

°
L g

(Kolejne kropki na brzegu wyznaczaja odlegloéci 5 m.) Jaka czesé powierzchni posesji zajmuje pigciokat, na planie
ktorego zostanie zbudowana willa?

Wynik. 41/70

Rozwigzanie. Poniewaz poszukujemy stosunku pol, wiec mozemy przyja¢ 5m jako jednostke. Sumujac pola trzech
naroznych trojkatéw prostokatnych, dostajemy wynik
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Zadanie 5. Kwadratowa siatka (widoczna na rysunku) skladajaca sie z 16 kropek zawiera wierzchotki dziewieciu
kwadratéw o wymiarach 1 x 1, czterech 2 x 2 i jednego 3 x 3, co daje 14 kwadratéw o bokach rownoleglych do krawedzi
siatki. Jaka jest najmniejsza liczba kropek, ktore mozna usunaé¢ w taki sposéb, zeby kazdemu z tych 14 kwadratow
brakowalo co najmniej jednego wierzchotka?
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Wynik. 4

Rozwigzanie. Cztery kwadraty 1 x 1 lezace w rogach siatki nie maja wspolnych wierzchotkéw, wiec musimy usunaé co
najmniej cztery kropki. Jezeli usuniemy dwie narozne kropki lezace naprzeciwko siebie i dwie lezace wewnatrz siatki na
drugiej przekatnej, otrzymamy uklad spelniajacy wymagane warunki.

Zadanie 6. Znajdz cyfre jednosci liczby
12422432 4... 420172

Wynik. 5
Rozwigzanie. Wykorzystamy okresowo$é¢ (modulo 10) ostatnich cyfr kwadratéw liczb catkowitych. Latwo sprawdzié, ze

12422432 4., +10°=1+4+9+16+25+36+49+64 + 81+ 100 = 385,
wiec ostatnia cyfra tej liczby jest 5. Wobec tego ostatnig cyfra liczby 12422 +...4-2010? jest réwniez 5, gdyz 201-5=1005.
Ponadto ostatnia cyfra sumy 20112420122 +...+20172 jest réwna 0. Ostatecznie, szukana cyfra jednosci jest 5.
Uwaga. Bezposrednio wykorzystujac wzér 12 +22 4 ... +n? = %n(n—i— 1)(2n+1), mozemy stwierdzié¢, ze dana suma jest
réwna 2017-1009- 1345, wiec jako liczba nieparzysta podzielna przez 5 konczy sie cyfra 5.

Zadanie 7. Zapisz iloraz
0,(2)
0,(24)

w postaci ulamka nieskracalnego % (gdzie a i b sa calkowite dodatnie).

Uwaga. Powyzszy zapis oznacza ulamek dziesietny okresowy, np. 0,(123) =0,123123....
Wynik. 11/12
Rozwigzanie. Mozemy przeksztalci¢ dany iloraz w nastepujacy sposob:

0,(2) 0,(22) 22-0,(01) 11

0,(24) 0,(24) 24-0,(01) 12°

Zadanie 8. Stacja kolejowa w Sosnowcu ma ksztalt trojkata. Karolina, Jurand i Bercik obserwuja ruch pociagéw
kursujacych przez Sosnowiec odpowiednio w Katowicach, Jaworznie i Bedzinie. Karolina naliczyta 190, Jurand — 208,
a Bercik — 72 pociagi w obu kierunkach. Ile pociagéw odbylo kurs na trasie Katowice—Jaworzno (w ktérymkolwiek
kierunku)? Zakladamy, ze zaden pociag nie zaczyna ani nie koriczy swojego biegu w Sosnowcu i zaden pociag w nim



nie zawraca.
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Wynik. 163

Rozwigzanie. Oznaczmy liczbe pociagéw, ktére odbyly kurs na trasie Katowice-Bedzin przez j, na trasie Katowice—
Jaworzno przez b, a na trasie Bedzin—Jaworzno przez k. Karolina liczy wszystkie pociagi obstugujace polaczenia miedzy
Katowicami i pozostalymi dwoma miastami, a zatem j+b=190. Podobnie uzyskujemy réwnosci k+b=208 oraz k+j="72.
Dodajac stronami pierwsze dwie rownosci, a nastepnie odejmujac stronami trzecia, uzyskujemy 2b =190+ 208 — 72, co
prowadzi do b= 1326 =163.

Zadanie 9. Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite =< 10000, Ze x jest czwarta potega pewnej liczby parzystej
oraz mozna przestawié¢ cyfry liczby x tak, aby otrzymaé czwarta potege pewnej liczby nieparzystej (przyjmujemy, ze
zapis liczby w systemie dziesietnym nie moze zaczynaé sie cyfra 0).

Wynik. 256

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze szukana liczba jest réwna a* dla pewnej liczby parzystej a oraz, ze mozna przestawié
jej cyfry tak, aby otrzymaé b* dla pewnej liczby nieparzystej b. Poniewaz 10000 = 10*, wiec obydwie liczby a oraz b
sa mniejsze od 10. Podnoszac do kwadratu wszystkie parzyste liczby jednocyfrowe, a nastepnie ponownie podnoszac
do kwadratu ich cyfry jednoéci, stwierdzamy, ze liczba a* jest zakoniczona cyfra 6. Rozwazajac mozliwe wartosci b,
zauwazamy, ze tylko 5% =625 oraz 9* = 6561 zawieraja cyfre 6. Jednak dowolna liczba utworzona z cyfr liczby 9% jest
podzielna przez 3 (gdyz jej suma cyfr jest podzielna przez 3), wiec w tym wypadku jedyna mozliwoscia jest a =6,
ale 6* = 1296 nie powstaje z 6561 przez przestawienie cyfr. Z kolei dla b= 5 mamy 5* =625 z latwoscia odnajdujemy
x = a* =4* =256 jako jedyny mozliwy wynik.

Zadanie 10. W réwnolegtoboku ABC D prosta przechodzaca przez punkt C' przecina bok AB w punkcie F, przy
czym EB = %AE. Odcinek C'E przecina przekatna BD w punkcie F'. Znajdz stosunek BF' : BD.
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Wynik. 1:7
Rozwigzanie. Tréjkaty EBF i CDF sa podobne w skali EB:CD=1:6. Wobec tego BF: DF =1:6, wiec BF:BD=1:7.

Zadanie 11. W budynku jest 100 ponumerowanych mieszkan. Kazde z nich ma jednego, dwéch lub trzech lokatoréw.
Faczna liczba mieszkancéw lokali od 1 do 52 jest réwna 56, a taczna liczba mieszkancéw lokali od 51 do 100 jest réwna
150. Ile 0s6b mieszka w tym budynku?

Wynik. 200
Rozwigzanie. Skoro maksymalna liczba 0séb zajmujacych jedno mieszkanie jest réwna trzy, to w kazdym z mieszkan

od 51 do 100 mieszkaja doktadnie trzy osoby. Wobec tego, mieszkancéw lokali od 1 do 50 jest doktadnie 56 —2-3 =50.
Stad wniosek, ze w calym budynku mieszka dokladnie 50+ 150 = 200 oséb.



Zadanie 12. W pierwszym kroku Mikolaj napisal na kartce liczbe 3 pistacjowa kredka oraz liczbe 2 limonkowa
kredka. W kazdym nastepnym kroku napisat na kartce sume liczb z poprzedniego kroku na pistacjowo, natomiast na
limonkowo ich (dodatnia) réznice. Jaka liczbe napisal na pistacjowo w 2017 kroku?

Wynik. 3-21008
Rozwigzanie. Nietrudno uzasadnié, ze w kazdym kroku pistacjowa liczba jest wieksza od limonkowej. Jezeli w n-tym
kroku liczby P,, L, sa napisane odpowiednio na pistacjowo i limonkowo, to w kroku n+1 mamy P, =P, + L,, oraz
Ly+1=P,—L,, aw kroku n+2 uzyskujemy

Pn+2 :Pn+1 +Ln+1 :2Pn;

Ln+2 = PnJrl - Ln+1 =2L,.
Wobec tego co dwa kroki zaréwno pistacjowa, jak i limonkowa liczba, ulegaja podwojeniu. Miedzy pierwszym a 2017-tym
krokiem nastapi to doktadnie 1008 razy, co oznacza, ze Pagy7 = 3-21008,

Zadanie 13. Czerwony Kapturek stoi i mysli przy wejsciu do ,,Prostokatnego Lasu”. Zaczynajac z punktu A chce ona
dotrze¢ do punktu B najszybciej, jak to mozliwe. Jedna z mozliwosci jest spacer skrajem lasu o tacznej dlugoéci 140 m.
Oczywiscie Kapturek zna nieréwnos$é trojkata i wie, ze droga po przekatnej lasu bytaby najkrétsza, ale niestety przez
las wiedzie tylko przedstawiona na rysunku droga w ksztalcie zygzaka z dwoma zakretami o 90°. Gdyby Kapturek
wiedziala, ze ta droga jest krétsza niz 140 m, chetnie skorzystataby ze skrétu. .. Jaka jest dtugo$é (w metrach) zygzaka

prowadzacego przez las?
B

60m

80m

Wynik. 124

Rozwigzanie. 7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przekatna lasu ma dlugo$é v/602+ 802 = 100. Z podobieristwa
odpowiednich trojkatéw prostokatnych wynika, ze kazdy z krétszych odcinkéw przekatnej (od wierzchotka do najblizszego
zakretu zygzaka) ma dlugosé % =36. Wobec tego érodkowy odcinek zygzaka ma dlugos¢ 100 —2-36 = 28. Podobnie
z podobienstwa trojkatow uzyskujemy, ze kazdy z dwdch skrajnych odcinkéw zygzaka ma diugosé % -60 =48. Wobec

tego cala droga przez las ma dlugosé 2-48+28 =124 m, czyli jest odrobing krétsza niz 140 m.

Zadanie 14. O$miocyfrowym palindromem nazywamy kazda liczbe postaci abeddcba, gdzie a, b, ¢, d sa cyframi
(niekoniecznie réznymi). Ile réznych o$miocyfrowych palindroméw ma te wlasno$é, ze po usunigciu z nich pewnych cyfr
mozna otrzymac liczbe 20177

Wynik. 8

Rozwigzanie. Skoro wszystkie cyfry 2017 sa rézne, to réwniez cyfry a,b, ¢,d musza by¢ rézne i z wyjsciowego palindromu
nalezy usunaé po jednym wystapieniu kazdej z nich. Zauwazmy, ze po usunieciu czterech cyfr, pierwsza lub ostatnia cyfra
2017 jest réwna a. W pierwszym przypadku mamy a =2 i otrzymujemy analogiczne zagadnienie dla szeSciocyfrowego
palindromu o cyfrach 0,1,7. Z kolei w drugim przypadku mamy a =7 i réwniez otrzymujemy analogiczne zagadnienie
dla szesciocyfrowego palindromu o cyfrach 2,0,1. W obu przypadkach mamy ponownie podobna sytuacje do wyjsciowej:
dwa wybory wartosci b, z ktérej kazdy prowadzi do zagadnienia wyboru czterocyfrowego palindromu. W konicu kazdy
z tych probleméw rozbija sie na dwa dla dwucyfrowych palindroméw, a te maja jednoznaczne rozwiazania. Lacznie jest
wiec 2% =8 palindroméw spetniajacych warunki zadania.

Zadanie 15. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n przez S(n) i P(n) oznaczamy odpowiednio sume i iloczyn
cyfr liczby n. Ile dodatnich liczb calkowitych n ma te wlasnosé, ze n=38(n)+P(n)?

Wynik. 9
Rozwigzanie. Dla jednocyfrowej dodatniej liczby calkowitej n mamy S(n)+P(n) =2n >n. Rozwazmy zatem dodatnia
liczbe catkowita n, ktéra ma wiecej niz jedna cyfre. Poniewaz S(n) <n, wiec P(n) > 0. Oznacza to, ze wszystkie cyfry
n musza by¢ rézne od 0. Niech m>1in=a,10"+...4+ag bedzie liczba caltkowita, gdzie 1 <ar <9 dla 0 < k< m.
Wéwezas

n—S(n)—Pn) = anl0™+...4a0—(am~+...+a0) —@m...ap =

= (10™ ~1—am_1...0)am + (10" ~Day, 1 +...+9a; =

(10™ =1-9)a,, >

>
>0



przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy m = 1. Zatem dla liczby n spelniajacej warunki zadania mamy
n=10a; +ag = a1 +ap+aiaog,

co jest réwnowazne z a1 (9—ap) =0 i w konsekwencji z ag = 9. Ostatecznie, warunki zadania spetnia dziewieé liczb: 19,
29, 39, 49, 59, 69, 79, 89 i 99.

Zadanie 16. Wlasciciel fabryki zatrudnia 100 pracownikéw — brygadzistéw, robotnikéw i stazystéow (na kazdym
stanowisku pracuje przynajmniej jedna osoba). Miesieczne wynagrodzenie brygadzisty wynosi 5000 z1, robotnika 1000 zt,
a stazysty 50 zt. Kazdego miesiaca wlasciciel wyptaca swoim pracownikom tacznie 100 000 zt. Ilu brygadzistéw jest
zatrudnionych w tej fabryce?

Wynik. 19

Rozwigzanie. Oznaczmy przez x, y, z odpowiednio liczbe brygadzistéw, robotnikéw i stazystow. Warunki zadania
mozemy zapisa¢ za pomoca ukladu réwnan

r+y+2=100 (1)
5000z + 1000y + 50z =100 000 (2)
w dodatnich liczbach catkowitych. Przypisujac réwnowaznie réwnanie (2), otrzymujemy zaleznosé
2z =2000— 20y — 100z.

Stad wynika, ze z jest liczba podzielng przez 20, a zatem z =20k dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Wyjsciowy
uktad przybiera wiec postaé

& +y-+20k =100 (3)
52 4y + k= 100. (4)
Odejmujac (3) od (4), dostajemy réwnosé
4 =19k.

Poniewaz liczby 4 i 19 sa wzglednie pierwsze, wiec x jest wielokrotnoscig 19. Z drugiej strony, réwnanie (4) prowadzi do
wniosku, ze x < 20. Zatem x =19 i jedynym rozwiazaniem uktadu jest tréjka (19,1,80).

Zadanie 17. Ponizsza mozaika sklada sie z wielokatéw foremnych. Jasnoszary szeSciokat i ciemnoszary trojkat sa
wpisane w ten sam okrag. Wiedzac, ze pole kazdego z zakreskowanych trojkatéw wynosi 17, znajdz pole ciemnoszarego
tréjkata.

Wynik. 51

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze ciemnoszary trojkat mozemy obréci¢ wokol srodka okregu tak, aby jego wierzchotki
pokryty sie z wierzchotkami szesciokata. Wobec tego pole tego trojkata stanowi dokladnie potowe pola szesciokata
(rysunek).

Kazdy zakreskowany tréjkat jest trojkatem réwnobocznym o boku tej samej dtugosci, co bok sze$ciokata. Zatem pole
kazdego zakreskowanego trojkata stanowi % pola szedciokata. Ostatecznie pole ciemnoszarego trojkata jest wiec rowne
3-17=51.



Zadanie 18. W ramach renowacji dworca w Sosnowcu budowany jest specjalny chodnik z kostki brukowej przystoso-
wany dla os6b niedowidzacych. Ksztalt chodnika jest przedstawiony na ponizszym rysunku. Niestety, dostepne sa jedynie
kostki o wymiarach 1 x 2. Na ile sposobéw mozna wybrukowa¢ chodnik takimi kostkami? Kostki sg nierozréznialne.
Dwa brukowania sa uznawane za rozne, jesli w ktoryms miejscu kostki sg ustawione w roéznej pozycji.

Wynik. 15

Rozwigzanie. Rozpoczynajac od wylozenia kostka cienkich paskéw, dochodzimy do wniosku, ze cale pokrycie jest
okredlone jednoznacznie z dokladno$cia do dolnego prostokata 3 x 5:

Sa trzy opcje ulozenia kostki zawierajacej pole oznaczone kropka: albo moze byé ona ulozona pionowo (przypadek (1)),
co prowadzi do brukowania dwdch rozlacznych prostokatéw 3 x 2, albo poziomo (przypadki (2) oraz (3)) — wéwczas
pozostale pokrycie jest jednoznaczne oprécz jednego prostokata 3 x 2.

| |

(1) (2) 3)

Kazdy prostokat 3 x 2 mozna wybrukowaé¢ trzema kostkami na doktadnie trzy sposoby:

Wobec tego jest 3-3 =9 sposobéw dokoriczenia pokrycia w przypadku (1) oraz po 3 sposoby w kazdym z przypadkéw
(2) i (3). Lacznie mamy wiec 9+3+3 =15 mozliwosci.

Zadanie 19. Michal wybrat dodatnia liczbe catkowita n. Nastepnie wybral dodatni dzielnik n, pomnozyt go przez 4
i otrzymany wynik odjal od n, uzyskujac 2017. Znajdz wszystkie liczby, ktére mégt wybraé¢ Michal.

Wynik. 2021, 10085

Rozwigzanie. Dla wybranego dzielnika d liczby n istnieje liczba catkowita k taka, ze n =kd. Rownanie z treéci zadania
mozna przepisa¢ w postaci
kd—4d = (k—4)d=2017.

Skoro 2017 jest liczba pierwsza, to d=1 lub d =2017. W pierwszym przypadku otrzymujemy n =k =2017+4=2021.
W drugim za$§ mamy k=5, skad n=2017-5=10085.

Zadanie 20. Dominik i Tomek sa dobrymi przyjaciotmi, wiec kiedy tylko usiada obok siebie, zaczynaja rozmawiac.
Piecioro studentow, wlaczajac Dominika i Tomka, chce odby¢ konstruktywna dyskusje, wiec chca usia$é przy okraglym
stole w taki sposéb, aby Dominik i Tomek nie siedzieli obok siebie. Ile jest mozliwych usadzen wokotl stotu spetniajacych
ten warunek? Przyjmujemy, ze dwa usadzenia takie, ze jedno z nich powstaje z drugiego przez obrot, sg rézne.

Wynik. 60



Rozwigzanie. Kazde usadzenie spelniajace warunki zadania mozemy uzyskaé¢ w nastepujacy sposéb: Najpierw na
5 sposobow wybieramy miejsce dla Dominika. Nastepnie Tomka sadzamy na jednym z miejsc, ktore nie sasiaduja
z miejscem Dominika, co mozemy zrobi¢ na 2 sposoby. W koncu pozostale osoby sadzamy przy stole w dowolny sposob,
co mozemy uczyni¢ na 3! =6 sposobow. Lacznie uzyskujemy wiec 5-2-6 =60 konfiguracji studentéw spelniajacych
warunki zadania.

Zadanie 21. W konfiguracji przedstawionej na rysunku odcinek AB jest srednica okregu o srodku M. Punkty C' i D
leza na tym okregu, przy czym proste AC i DM sa prostopadle oraz M AC =56°. Znajdz miare kata ostrego miedzy
prostymi AC i BD (w stopniach).

C

D

A M B
Wynik. 73°
Rozwigzanie. Oznaczmy punkt przeciecia prostych AC i DM przez S, a punkt przeciecia prostych AC i BD przez T.

C
D
A M B

Z réwnosci M AC =56° oraz z faktu, ze kat przy wierzcholku S jest prosty otrzymujemy, ze SL.SMA=34°, przy czym
wykorzystaliSmy fakt iz suma miar katow wewnetrznych trojkata AM S jest réwna 180°. Ponadto
IBMD =180° — 4SM A = 146°.
Odcinki M D i M B s3 promieniami okregu, wiec tréjkat BDM jest réwnoramienny, w szczegdlnosci M BD = <M DB,
wiec M DB =17°. Aby znalezé S CTB, ktéry jest rtéwny <STD, wykorzystamy sume katéw tréjkata prostokatnego
DST, wiedzac, ze LSDT = <M DB. Powyzszy rachunck daje réwnosé
ICTB=180°= ¥DST — LSDT =180° —90° —17° = 73°.

Zadanie 22. Budujemy figure ztozona z kwadratéw jednostkowych poprzez sukcesywne sklejanie jej kopii, tak jak na
ponizszym rysunku. Jaka jest dlugo$é brzegu (na rysunku oznaczonego pogrubiong linia) figury otrzymanej w széstym
kroku?

[]

1 2 3

Wynik. 488

Rozwigzanie. Niech f,, oznacza dlugosé brzegu figury uzyskanej w n-tym kroku. Zauwazmy, ze w kazdym kroku trzy
przystajace figury z poprzedniego kroku sa sklejane razem wzdtuz dwéch odcinkéw jednostkowych, ktore przestaja by¢
czescia brzegu. Dzieki tej obserwacji uzyskujemy wzor f,11 =3 f,, —2-2 dla kazdego n > 1. W polaczeniu z warunkiem
poczatkowym fi; =4 pozwala to na wykonanie bezposrednich rachunkéw, ktére prowadza do réwnoéci fg = 488.

Zadanie 23. Rycerze i totrzy zajmuja wszystkie 2017 miejsc przy bardzo duzym okraglym stole. Rycerze zawsze
moéwig prawde, a totrzy zawsze kltamia. Kazda osoba przy stole stwierdzilta, ze siedzi pomiedzy rycerzem a totrem.
7 niewiadomych powoddéw jeden rycerz sie pomylil. Ilu rycerzy siedzi przy stole?

Wynik. 1345



Rozwigzanie. Zauwazmy, ze nie ma dwoch totréw siedzacych obok siebie. Gdyby tak byto, to kolo kazdego z nich
musialby siedzie¢ kolejny lotr itd., wiec przy stole byliby sami lotrzy, co nie jest zgodne z tre$cia zadania (wiemy, ze
jest co najmniej jeden rycerz). Jesli pominiemy rycerza, ktéry sie pomylil, to kazdy rycerz siedzi pomiedzy innym
rycerzem, a totrem. Zatem mozemy podzieli¢ uczestnikéw spotkania na bloki postaci rycerz—rycerz—totr. Wracajac do
omylnego rycerza: siedzi on albo pomiedzy dwoma innymi rycerzami w bloku (r—-r-r—1), albo pomiedzy dodatkowym
lotrem, a innym z obecnych (r-r-t-r—1). Reszta z dzielenia liczby uczestnikéw przez 3 wynosi 1 w pierwszym przypadku
i 2 w drugim. Skoro 2017=3-672+1, to mamy pierwszy przypadek, a wtedy przy stole siedzi 2-672+4 1= 1345 rycerzy.

Zadanie 24. Znajdz wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste x spelniajace réwnanie
2017 = (20172)".

Wynik.  *°3/2017

Rozwigzanie. Skoro z >0, to dana réwno$é mozemy podniesé stronami do potegi 1/, otrzymujac 22917 = 2017z, czyli
22016 =2017. Jedynym rozwiazaniem réwnania jest wiec x = *°8/2017.

Zadanie 25. Piotrus chce pokolorowaé¢ krawedzie dwunastoécianu foremnego w nastepujacy sposéb: wybiera pisak
jednego koloru i zaczynajac w dowolnym wierzchotku koloruje krawedzie bez odrywania reki do momentu, az chce lub
musi sie zatrzymaé (kazda krawedz moze pokolorowaé tylko raz). Nastepnie wybiera inny kolor i powtarza ten proces,
uzywajac réznych kolorow, az kazda krawedz bedzie pokolorowana. Jaka jest minimalna liczba koloréw, ktorych Piotrus
musi uzy¢, zeby pokolorowaé¢ dwunastoécian foremny w taki sposéb?

Uwaga. Dwunastoscian foremny to wieloscian o 12 Scianach w ksztalcie pieciokatéw foremnych, jak pokazano na
rysunku:

Wynik. 10

Rozwigzanie. Dwunastoscian foremny ma 20 wierzchotkéw, a w kazdym schodza si¢ po 3 krawedzie. Rozwazmy graf
skladajacy sie z wierzchotkow i krawedzi dwunastos$cianu. Po kazdym kroku usuwamy z grafu krawedzie pokolorowane
danym kolorem. Jezeli usuniemy w ten sposéb zamknieta Sciezke, to w kazdym wierzchotku zostana usuniete 0 lub 2
krawedzie. Jezeli w Sciezce wierzcholek poczatkowy p jest rézny od wierzchotka koncowego k, to w wierzchotkach p
i k beda usuniete 1 lub 3 krawedzie, a w pozostalych — 0 lub 2. Zatem kazdy wierzcholek musi by¢ poczatkiem lub
koricem co najmniej jednej $ciezki, wiec $ciezek (koloréw) musi byé co najmniej 10.

Na rysunku zostalo przedstawione przykladowe kolorowanie z wykorzystaniem 10 kolorow:
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Zadanie 26. Ogrodnik Andrzej zaprojektowal zwirows droge dookola jeziora. Tréjkat ABC wyznacza $rodek drogi,
a jego boki maja dlugoséci 80 m, 100 m oraz 120 m. Granice drogi sa zawarte w prostych odlegtych o 1 m od prostych
zawierajacych boki tréjkata, jak pokazano na rysunku. Ile m? zwiru potrzebuje Andrzej, jezeli chce, aby wysoko$é



warstwy zwiru, z ktérego zostanie usypana droga, miala srednio 4 cm?

Wynik. 24
Rozwigzanie. Powierzchnie drogi mozna podzieli¢ na trzy trapezy o wysokosci 2 i dlugosciach linii sSrodkowych 80 m,
100 m, 120 m.

Poniewaz pole trapezu jest réwne iloczynowi jego wysokoéci oraz dlugosci linii $rodkowej, wiec
2-(80+4100+120) =2-300 =600
jest polem drogi w m2. Objeto$¢ potrzebnego Andrzejowi zwiru jest wiec réwna
600 m?-0,04 m =24 m>.

Zadanie 27. Znajdz wszystkie liczby czterocyfrowe bedace kwadratami liczb catkowitych, ktérych dwie pierwsze
cyfry sa réwne oraz dwie ostatnie cyfry sa rowne.

Wynik. 7744
Rozwigzanie. Niech N oznacza jedng z szukanych liczb a = i y bedg odpowiednio jej pierwsza i ostatnia cyfra. Wowczas
N =1000z + 100z + 10y +y =11(100z +y),

wiec liczba N jest podzielna przez 11. Jednakze N, jako kwadrat liczby calkowitej, jest rowniez liczba podzielna przez
112. Wobec tego N =112k? dla pewnej dodatniej liczby calkowitej k i 100x +y = 11k2. Poniewaz lewa strona ostatniej
réwnoséci jest liczba trzycyfrowa postaci 0y, wiec k2 jest dwucyfrowym kwadratem liczby calkowitej o sumie cyfr
réwnej 10. Jedyna taka liczba jest 82 =64. Zatem 100z +y = 11-82, skad ostatecznie N = 11282 =882 =7744.

Zadanie 28. Podczas festynu urzadzono loteri¢ o nastepujacych zasadach: uczestnik najpierw wybiera jedno z czterech
nieodréznialnych pudelek, a nastepnie losuje z wybranego pudetka jedna ze znajdujacych sie w nim kul. Jezeli wylosowana
kula jest biata, uczestnik wygrywa, a jezeli czarna — przegrywa. Przyktadowo, jezeli poczatkowy rozktad kul w czterech

pudelkach jest nastepujacy
(6,6), (5,3), (4,0), (3,5),

gdzie kazda z par (b,c) oznacza pudeltko zawierajace b bialych oraz ¢ czarnych kul, to uczestnik wygrywa z prawdopo-
dobienstwem g. Dodatkowa zasada jest, ze co tysieczny uczestnik otrzymuje super-jokera, czyli specjalny przywilej
polegajacy na mozliwosci rozmieszczenia kul w pudetkach (co najmniej jednej w kazdym) przed losowaniem zgodnie
z wlasnym pomystem. Nastepnie pudetka sg mieszane, a uczestnik na normalnych zasadach wybiera jedno z nich i losuje
kule. Natalia ma dzi$ szczescie i wladnie otrzymala super-jokera. Jakie jest najwigksze mozliwe prawdopodobienstwo
zwyciestwa, jakie Natalia moze uzyska¢, odpowiednio rozmieszczajac kule z powyzszego przykladu w pudetkach?
Wynik. 51/58
Rozwigzanie. Jezeli Natalia umiesci po jednej biatej kuli w trzech z czterech pudelek, wygra w przypadku wyboru
dowolnego z nich. Przy rozkladzie (1,0), (1,0), (1,0), (15,14) par (b,c) kul w pudetkach, Natalia wygra z prawdopodo-
biefistwem §(1+1+41+42)= 2L

Latwo zauwazy¢, ze kazdy inny rozktad prowadzi do mniejszej szansy zwycigstwa: prawdopodobienstwo przegranej
jest réwne sumie prawdopodobienstw wylosowania kazdej z czarnych kul, a dla pojedynczej kuli prawdopodobienistwo
wylosowania jest oczywiScie najmniejsze, jezeli znajduje sie ona w pudetku, w ktérym jest tak duzo kul, jak to mozliwe.



Zadanie 29. Trzy pojazdy: autobus, ciezaréwka i motocykl, z ktorych kazdy porusza sie ze stala predkoscia, minety
stojacego nieruchomo przy ulicy obserwatora w tej wlasnie kolejnosci, w réwnych odstepach czasu. Wkrétce pdzniej
minely one innego (stojacego dalej) obserwatora w réwnych odstepach czasu o tej samej dlugosci, co za pierwszym
razem, ale w innej kolejnosci: autobus, motocykl, ciezaréwka. ZnajdZ predkosé autobusu (w km/h), jezeli predkosé
cigzar6wki to 60 km/h, a predko$¢ motocykla to 120 km /h.

Wynik. 80

Rozwigzanie. Oznaczmy przez t dlugos¢ kazdego z réwnych odstepoéw miedzy minieciami obserwatorow przez pojazdy
(w godzinach). Motocykl mija pierwszego obserwatora t godzin po ciezaréwee, a drugiego obserwatora — ¢ godzin przed
ciezaréwka. Wobec tego odleglos¢ miedzy obserwatorami jest przez motocykl pokonana w czasie o 2t godzin krétszym
niz przez ciezaréwke. Z drugiej strony, motocykl porusza sie dwa razy szybciej niz ciezaréowka, wiec czas przejazdu
od pierwszego obserwatora do drugiego jest polowa odpowiedniego czasu dla ciezaréwki. W konsekwencji, przejechanie
odlegtosci miedzy dwoma obserwatorami zajmuje 4t godzin ciezaréwce oraz 2t godzin motocyklowi.

Z kolei autobus mija pierwszego obserwatora o t godzin wczesniej niz ciezaréwka, a drugiego — o 2t godzin wczesniej
niz ciezaréwka. Poniewaz pokonanie odlegloéci miedzy obserwatorami zajmuje ciezaréowce 4t godzin, wiec autobusowi
ten sam dystans zabiera 3t godzin. To oznacza, ze autobus porusza si¢ z predkoécia réwna % predkosci cigzaréwki, czyli
90 km/h.

Zadanie 30. Znajdz wszystkie sposoby wypeltnienia luk w ponizszym stwierdzeniu dodatnimi liczbami catkowitymi
w taki sposob, aby stalo sie ono prawdziwe: ,Spoéréod wszystkich cyfr wystepujacych w niniejszym stwierdzeniu,
dokladnie D% cyfr jest wiekszych od 4, doktadnie D% cyfr jest mniejszych od 5 i dokladnie D% cyfr jest réwnych
4 lub 5.
Wynik. 50, 50, 60
Rozwigzanie. Yaczna liczba uzytych cyfr n jest rowna co najmniej 7 i co najwyzej 10. Skoro chcemy, aby wpisywane
wartosci procentowe byty liczbami catkowitymi, jedynymi mozliwymi dzielnikami pierwszymi n sa 2 oraz 5. To wyklucza
opcje n=7 oraz n=9. Dla n =38, przy znanych 4 cyfrach, bezposrednio sprawdzamy, ze nie mozna wypetnié¢ luk tylko
czterema cyframi, aby stwierdzenie stalo sie prawdziwe. Wobec tego n =10, co oznacza, ze wszystkie trzy liczby, ktore
nalezy wpisa¢ w luki koricza si¢ cyfra 0. Oznaczmy kolejne liczby przez a0, 00, c0, gdzie a, b, ¢ sa cyframi oraz a+b=10.
Poniewaz sa co najmniej dwie cyfry wieksze od 4 i co najmniej pie¢ cyfr nie wiekszych od 4, wiec 5>a>2. Co
wiecej, co najmniej jedna z cyfr a i b jest wieksza od 4, a zatem 5>a > 3.
Skoro juz co najmniej cztery cyfry sa réwne 4 lub 5, to ¢ > 4. Jednak definicja liczby c0 wyklucza przypadek ¢ =4,
wiec ¢ > 5, skad 5 > a >4. Dla a =4 otrzymujemy b= 6, ale wéwczas nie istnieje wybér ¢ > 5 prowadzacy do spetnienia
warunkow zadania. Pozostaje przypadek a =5, ktéry prowadzi do b=>5 i wowczas dla ¢ =6 stwierdzenie jest prawdziwe.

Zadanie 31. Bydlo Dominika jest wyprowadzane na lake w ksztalcie tréjkata ABC. Poniewaz jego taciate krowy
i te bez plam nie zyja w zgodzie, Dominik postanowil wybudowaé¢ dwudziestometrowy ptot prostopadly do boku AC
zaczynajac w punkcie P na AC, a koniczac w punkcie B, dzielac cala take na dwa tréjkaty prostokatne. Jednakze taciate
krowy (zyjace w czesci z wierzcholtkiem A) w protescie wskazaly, ze AP: PC =2:7 i zazadaly bardziej sprawiedliwego
podziatu. Dominik, postanowil wiec zamieni¢ wybudowany ptot innym, réwnoleglym do starego o koncach lezacych na
bokach taki, lecz dzielacy take na dwie czeéci o réwnych polach. Jakiej dtugosci ptot powinien wybudowaé Dominik?

Wynik. 304/2/7

Rozwigzanie. Niech X, Y beda koncami nowego ptotu miedzy AC i BC, odpowiednio. Poniewaz trojkat PBC ma
wieksze pole niz ABP, punkt X lezy miedzy C i P. Trojkaty PBC i XY C sa podobne, wiec XY : XC=PB: PC.
B

Y

c b P A

7 faktu, ze pole tréjkata XY C stanowi potowe pola tréjkata ABC mamy
1 11
—. XY .- XC==----PB-AC
2 2 2 ’

skad
1 XY 1 AP+ PC
XY?==.——_.PB-AC==-PB?.
2 XC ¢ 2 prPCc
a zatem
1 AP 2
XY =PB 2(1+PC) 30 7



Zadanie 32. Pieé liczb rzeczywistych (niekoniecznie réznych) napisano na tablicy. Dla kazdej pary liczb, Lukasz
obliczyt ich sume i napisal dziesie¢ wynikéw
1,2,3,5,5,6,7,8,9,10

na tablicy, wymazujac poczatkowe liczby. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci iloczynu wymazanych liczb.
Wynik. —144
Rozwigzanie. Oznaczmy poczatkowe liczby przez a <b< c<d < e. Wirdd dziesieciu obliczonych sum, najmniejsza jest
a+b=1, druga w kolejnosci jest a+c =2, najwieksza zas d+e =10 i druga po najwiekszej jest c+e=9. Wszystkie
wyniki sumuja sie do

4(a+b+c+d+e)=1424+3+5+5+6+7+8+9+10=56,

wiec a+b+c+d+e=14ic=14—1-10=3. Wobec tego a=2—c=—-1,b=1-a=2,e=9—c=61d=10—e=4. Dla
tych wartosci mozemy z latwoscia sprawdzié, ze pozostale 6 wynikow pasuja do tych, ktére napisal FLukasz. Ostatecznie,
szukany iloczyn jest rowny —1-2-3-4-6=—144.

Zadanie 33. Zapisz 333 jako sume dowolnej liczby kwadratéw réznych nieparzystych dodatnich liczb catkowitych.
Wynik. 3%2+52+724+92 4132
Rozwigzanie. Poniewaz 172 =289 < 333 < 361 =192, wiec jedynie liczby 12,32,...,17? (lacznie dziewigé réznych liczb)
moga pojawié sie jako sktadniki. Ponadto kwadrat liczby nieparzystej daje reszte 1 przy dzieleniu przez 8, a poniewaz
333 daje reszte 5 z dzielenia przez 8, to liczba sktadnikéw szukanego przedstawienia jest réwna 5.

Poniewaz 12 +32 452+ 72 4172 > 333, wiec 172 nie moze pojawié sie¢ w sumie. Popatrzmy na reszty z dzielenia przez
5 pozostatych skladnikéw (utozsamiamy reszty 3 i 4 odpowiednio z —2 i —1). Dwa z nich sa podzielne przez 5 (52, 152),
trzy daja reszte 1 (12, 92, 112) i trzy daja reszte —1 (32, 72, 132). Jako, ze 333 daje reszte —2, pozostaje rozpatrzeé
dwa przypadki. W pierwszym z nich, sumujemy wszystkie liczby z resztami 0 lub 1; jednakze wynik przekroczy 333.
W drugim, by otrzyma¢ —2, sumujemy wszystkie sktadniki, ktére daja reszte —1, jeden z reszta 0 i jeden z reszta 1.
Latwo sprawdzi¢ ze sumy wykorzystujace liczby 112 i 152 sa zbyt duze i z pozostatych dwéch mozliwoéci otrzymujemy
szukany rozklad: 32 +52 472 +9% +13% =333.

Zadanie 34. Agnieszka wybrala trzy liczby rzeczywiste a, b, ¢ i zdefiniowala dzialanie ® wzorem x®y=ax+by+cxy.
W ramach ¢éwiczenia policzyla, ze 1©2 =23 oraz 203 =4. Po dluzszych rozwazaniach doszla do wniosku, ze istnieje
niezerowa liczba rzeczywista u taka, ze z®u =z dla dowolnej liczby rzeczywistej z. Wyznacz u.

Wynik. 4
Rozwigzanie. 7 réwnoéci 0=00u=bu dostajemy b=0, gdyz u+# 0. Zalozenie zadania moze by¢ zapisane jako uktad
réwnan

a+2c=3
2a+6¢c=4,
ktoérego rozwiazaniami sg liczby a =5, ¢ = —1. Ostatecznie réwnosci 1 =10 u=>5—u daja wynik u=4.

Zadanie 35. Trzy okregi o promieniu r i okrag o promieniu 1 sa styczne do siebie i do prostej, jak pokazano na
rysunku. Znajdz r.

Wynik. (14++/5)/2
Rozwigzanie. Oznaczmy niektére punkty stycznosci przez A, B, T a Srodki pewnych okregéow przez X, Y, Z, jak
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pokazano na rysunku:

A 27 B

Na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy
AB?=XY? - (BY —AX)?=(r+1)?—(r—1)*>=4r.
Poniewaz proste BY oraz T'Z sa rownoleglte i BY =TZ =r, wiec czworokat BY ZT jest réwnoleglobokiem oraz
BT =Y 7 =2r. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla tréjkata ABT uzyskujemy, ze AB? + AT? = BT?, wiec
4r+2% = (2r)? co po uproszczeniu daje
r?—r—1=0.

1+v5
5=

Szukana liczba to jedyny dodatni pierwiastek powyzszego rownania kwadratowego, ktéry jest rowny r =

Zadanie 36. Na starym betonowym murze kto$ umiescil matematyczne graffiti sktadajace si¢ z pieciu (niekoniecznie
réznych) liczb rzeczywistych, ktérych suma jest réwna 20. Dla kazdej pary sposrdd tych liczb Kamil obliczyl ich sume
i zaokraglil ja w dét (tj. do najwiekszej liczby calkowitej, ktéra nie przekracza uzyskanej sumy), otrzymujac w ten
sposob dziesieé liczb catkowitych. W konicu dodal do siebie wszystkie te liczby. Jaka jest najmniejsza mozliwa suma,
ktéra moégl uzyskaé?
Wynik. 72
Rozwigzanie. Niech aq,a2,a3,a4,a5 beda liczbami z muru. Interesuje nas najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia
W= Z la;+ ajj ,
1<i<j<5
gdzie | x| oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od x. Wyrazenie to mozemy przepisaé¢ réwnowaznie w postaci
Z la;+a;] = Z (ai+aj)— Z {ai+a;}=80— Z {a;+a;},
1<i<j<5 1<i<j<5 1<i<5<5 1<i<j<5
gdzie z kolei {x} =z — | x| oznacza cze$¢ ulamkows liczby x. Zadanie sprowadza sie wiec do maksymalizacji sumy
S= > A{ait+a;},
1<i<j<5
ktoéra z kolei mozna rozbié¢ na dwie sumy
5 5

Z{az‘ +aip1} +Z{ai +aito}

i=1 i=1
(gdzie ag = a1 oraz a7y = as). Woéwczas réwnosci
5 5

S = Z{ai +ait1}=40— ZL% +aiq1],

i=1 =1

5 5
So = Z{ai +ai2}=40— Z lai +ait2)
i=1 i=1
prowadza do wniosku, ze obie liczby S7, So sa catkowite. Co wiecej, kazda z nich jest suma pieciu liczb mniejszych od

1, wiec obie sa réwne co najwyzej 4 i w konsekwencji S < 8. Dla wyjsciowej sumy otrzymujemy wiec szacowanie W > 72.
Pozostaje zauwazy¢, ze réwnosé ta jest osiagalna, gdy kazda z liczb aq,a2,a3,a4,a5 ma czes¢ utamkowa réowna 0,4.
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Zadanie 37. Dla dodatniej liczby catkowitej zlozonej n oznaczmy przez {(n) sume trzech najmniejszych dodatnich
dzielnikéw liczby n, a przez ¥(n) — sume dwdch najwiekszych dzielnikéw n. Znajdz wszystkie liczby zlozone n, dla
ktérych 9(n) = (£(n))%.
Wynik. 864
Rozwigzanie. Najmniejszy dzielnik n jest réwny 1. Niech p, ¢ beda drugim i trzecim najmniejszym dzielnikiem n,
odpowiednio (p jest liczbg pierwsza i g jest liczba pierwsza lub ¢ =p?). Wéwczas £(n) =1+p+q i 9(n) =n+n/p. Wobec
tego warunek z tresci zadania moze by¢ zapisany jako

n(p+1)=p(l+p+q)".
Prawa strona powyzszej réwnosci jest podzielna przez p+1, a skoro p i p+1 sa wzglednie pierwsze, to p+1|(1+p+q)*.
Jedli p i ¢ bylyby nieparzyste, to p+ 1 byloby parzyste a (14p+q)* nieparzyste, co jest niemozliwe, wiec p=2 (2 musi
by¢ dzielnikiem n i p jest najmniejszym pierwszym dzielnikiem n). Wéwczas podzielnosé p+1| (1+p+q)?* przybiera
postaé 3| (3+q)*%, skad uzyskujemy 3|3+¢q i w konsekwencji 3| q. Z racji iz przypadek ¢=p? nie moze zajé¢ wnioskujemy,
ze q jest liczbg pierwsza, zatem g=3. Ostatecznie, n-3 =2-6%, wiec n=2%-33 =864.

Zadanie 38. W lewym dolnym polu tablicy 3 x 3 znajduje si¢ mysz, ktorej celem jest dojscie do sera znajdujacego sie
w prawym gérnym rogu, poruszajac sie tylko pomiedzy sasiednimi polami. Na ile sposobéw mozna umiesci¢ przeszkody
na niektérych wolnych polach tablicy (by¢ moze zadnym) w taki sposéb, aby mysz wciaz mogla dotrzeé do sera?

-+ 5 ] £

\/ L)%
] @

Rozwigzanie. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy ustawimy przeszkode w centralnym polu. Wéwczas mysz moze
dotrze¢ do sera tylko poruszajac sie jednym z dwéch ,,bocznych korytarzy”, wiec kolejne przeszkody mozemy umieszczaé
tylko w jednym z nich. Kazdy korytarz sktada sie z trzech pél, wobec czego jest 22 =8 sposobéw ustawienia przeszkéd
w jednym z nich i w konsekwencji 848 —1 =15 sposobdéw ustawienia przeszkdd tak, aby co najmniej jeden korytarz
pozostal wolny (skladnik —1 odpowiada za dwukrotne policzenie sytuacji, w ktérej obydwa korytarze nie zawieraja
przeszkod).

Pozostaje przypadek, gdy centralne pole jest wolne. Wéwcezas droga od myszy do sera istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy co najmniej jedno pole przylegte do pola z mysza jest wolne i co najmniej jedno pole przylegte do pola z serem jest
wolne. To oznacza, ze mamy trzy opcje umieszczenia przeszkéd w polach sasiadujacych z mysza, trzy opcje dla pol
sasiadujacych z serem (tj. co najwyzej jedna przeszkoda na kazdej z tych par pol) oraz dwie opcje dla kazdego z dwdch
pozostalych naroznikéw tablicy. f.aczna liczba umieszczen przeszkéd w taki sposéb, aby mysz wciaz miata dostep do
sera jest wiec w tym przypadku rowna 3-3-2-2 = 36.

Ostatecznie uzyskujemy, ze taczna liczba umieszczen przeszkod jest réwna 15436 =51.

Zadanie 39. Sposréd wszystkich par liczb rzeczywistych (x,y) spelniajacych réwnosé
z2y% + 622y + 1022 +y2 + 6y = 42,
niech (z9,y0) bedzie ta, w ktérej zo jest mozliwie najmniejsze. Znajdz yo.
Wynik. —3
Rozwigzanie. Po dodaniu liczby 10 do obu stron danej réwnoéci i wyciggnieciu przed nawias czynnika 2241 po lewej

stronie, uzyskujemy
(2% 4+1)(y* + 6y +10) = 52.

Obecne po lewej stronie powyzszej réwnosci wyrazenie mozemy potraktowaé jako iloczyn dwéch funkeji kwadratowych
f(x) =22 +1 oraz g(y) =y*+6y+ 10. Poniewaz wykresy funkcji kwadratowych sa symetryczne, a w tym wypadku
kazda z nich jest najpierw malejaca, a potem rosnaca, wiec najmniejsza wartos¢ xg prowadzi do najwiekszej wartosci f.
To z kolei oznacza, ze g(yo) jest najmniejsze mozliwe (iloczyn f(z)g(y) jest pewna dodatnia stala). Wystarczy wiec
znalezé punkt, w ktérym funkcja g(y) = (y+3)?+1 osiaga minimum, a jest nim yo = —3.

13



Zadanie 40. W tréjkacie ABC kat przy wierzcholtku C' jest prosty. Punkty D i E leza na boku AB, przy czym
punkt D lezy miedzy punktami A i E, oraz polproste CD i CE dziela kat AC'B na trzy réwne czesci. Znajdz AC : BC
wiedzac, ze DFE: BE=8:15.

Wynik. 4/3/11

Rozwigzanie. Niech P bedzie punktem na odcinku BC' takim, ze DP || AC. Jako, ze tréjkaty ABC i DBP sa podobne,
to AC: BC=DP:BP.

B e

Poniewaz CE dwusieczng kata wewnetrznego w trojkacie BC D, wiec z twierdzenia o dwusiecznej uzyskujemy réwnosé
CD:CB=ED:EB=8:15. Ponadto trojkat prostokatny C' DP jest potéwka tréjkata rownobocznego, wiec DP = @C’D
oraz BP=CB—-CP=(CB- %CD, a zatem

DP Bep 43

BP_ Bop-Icp 11

Zadanie 41. Mikolaj gra ze starszym bratem w gre. Jego brat wybiera w tajemnicy liczbe catkowita z przedziatu od
1 do N (wlacznie), a zadaniem Mikolaja jest jej odgadniecie. W kazdej turze Mikolaj wybiera pewna liczbe calkowita.
Jedli trafit w tajemna liczbe brata, gra sie koniczy, w przeciwnym razie dostaje informacje o tym, czy jego strzal
jest wiekszy, czy mniejszy od tajemnej liczby. Niestety, jego brat, korzystajac z przewagi wieku, wprowadzit do gry
dodatkowsg regule: jesli podana przez Mikotaja liczba jest za mala, Mikotaj musi mu zaplaci¢ 2 zl, a jedli jest za duza 1
zt (w przypadku trafienia brat nie pobiera oplaty). Wyznacz najwigksze takie N, ze Mikolaj moze zawsze zgadnaé
liczbe brata dysponujac budzetem 10 zl.

Wynik. 232
Rozwigzanie. Oznaczmy przez N maksymalne N takie, ze dysponujac kwota k zt Mikolaj moze zawsze zgadnac
liczbe z przedziatu 1,..., N (lub réwnowaznie, z dowolnego N-elementowego zbioru liczb calkowitych); naszym celem

jest znalezienie Npg. Jasne jest, ze Ny =1 oraz N; =2. Wykazemy, ze te liczby spelniajg zalezno$é¢ rekurencyjna
Niyo=Npy1+Np+1.

Istotnie, jesli Mikotaj ma k+2 zt i wybiera numer Ny, + 1, wtedy albo jest to szukany numer, albo jest za duzy
(w takiej sytuacji kontynuuje z kwota k+1 zt i zbiorem dlugosci Ni41), albo za maly (co skutkuje kwota k zt i Ny,
mozliwoéciami). Stad mamy Ngyo > Niiq1+ N+ 1. Z drugiej strony, jesli jest wiecej niz Niy1+ Ni+1 liczb z ktérych
Mikotaj moze wybiera¢, to wybranie numeru wiekszego niz Ni11+1 daje wiecej niz Ny mozliwosci, lecz wtedy zostaje
tylko k41 z1 (zbyt duzy numer). Analogicznie, wyb6r numeru mniejszego niz Ny41 +2 moze prowadzi¢ do wiecej niz
N mozliwosci, ale zostanie tylko k zl (zbyt maly numer). To koniczy dowéd postulowanej rekurencji.

Wartos¢ Nyg =232 moze by¢ teraz bezposrednio obliczona za pomoca podanej rekurencji.

Zadanie 42. Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniaja nieréwnoéci a > b > ¢ oraz réwnosé
a+b+c+2ab+2bc+2ca+4abc=2017.
Zmajdz wszystkie mozliwe wartosci liczby a.
Wynik. 134
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze po pomnozeniu lewej strony réwnania przez 2 i dodaniu 1 otrzymujemy
142a+2b+2c+4ab+4bc+4ca+8abe= (2a+1)(2b+1)(2¢+1).

Te same rachunki zastosowane do prawej strony daja 2-2017+1=4035. Rozkladajac te liczbe na czynniki pierwsze
otrzymujemy 4035 =3-5-269. Jednakze a > b>c > 1, wiec musza zajS¢ nastepujace réwnosci: 2a+1=269, 2b+1=5
oraz 2c+1=3. Stad a=134.
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Zadanie 43. Statek kosmitéw ma ksztalt idealnej kuli o promieniu R, podpartej na trzech réwnolegtych pionowych
nogach o dlugosci 1 sk (sazni kosmickich) i zaniedbywalnej grubosci. Dolne konice nég tworza tréjkat réwnoboczny
o boku dlugoéci 9 sk, a gdy statek spoczywa na plaskiej powierzchni, najnizszy punkt kuli dokladnie sie z nia styka. Ile
wynosi R (w sk)?

Wynik. 14
Rozwigzanie. Oznaczmy dolne konice nég statku przez A, B, C, a odpowiadajace im gérne korice odpowiednio przez
A’, B’, C'. Niech O bedzie $rodkiem tréjkata ABC' (czyli punktem stycznosci statku z podlozem), S bedzie srodkiem

kulistej czesci statku oraz D=AONBC. Wéwezas AO=AB- ? =33 sk, AA’ =1 sk oraz SO=SA’' = R. 7 twierdzenia
Pitagorasa wynika, ze

SO—AA"?+AO*=SA?, czyli (R-1)*4+27=R?

( . czy ;

skad otrzymujemy R =14 sk.

>
A
R R—1
5
B b ¢ .
A5

Zadanie 44. Czterej bracia Arek, Bartek, Czarek i Darek zebrali duza liczbe orzechéw pistacjowych. W nocy Arek
obudzit sie z nieodparta checia jedzenia, wiec zdecydowal sie zje$¢ pewna czesé orzechow. Policzywszy je, stwierdzil, ze
po odrzuceniu jednego orzeszka, pozostala cze$¢ mozna podzieli¢ na cztery réwne czedci; zjadt wiec jeden z orzechow
oraz jedna czwarta reszty i wrocil do t6zka. Pdzniej tej samej nocy obudzil sie glodny Bartek i podobnie zjadl jednego
orzecha, a nastepnie czwarta czesé pozostalych. Do rana to samo przydarzylo sie takze Czarkowi i Darkowi. Gdy rano
bracia spotkali sie, zauwazyli, ze liczba orzechéw po odrzuceniu jednego dzieli si¢ przez cztery. Jaka jest najmniejsza
liczba orzechéw, ktore mogli zebraé bracia?

Wynik. 1021

Rozwigzanie. Na poczatku nocy dodajmy do zebranych orzechéw trzy ,sztuczne” (np. kamienie). Wéwczas taczna
liczba wszystkich orzechéw jest wielokrotnoscia czwérki. Co wiecej, po przekasce Arka taczna liczba orzechéw wcigz
jest wielokrotnoscia 4, a wsréd nich pozostaja trzy ,,sztuczne”. Powtarzajac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku,
ze poczatkowa taczna liczba orzechéw (wlaczajac ,sztuczne”) jest réwna 4%k dla pewnej dodatniej liczby catkowitej
k. Wobec tego liczba zebranych orzechéw jest postaci 4°k — 3. Podstawiajac k=1, otrzymujemy szukane minimum
4% —3=1021.

Zadanie 45. Dodatnia liczbe calkowita nazywamy pistacjowq, jezeli kazdy z jej dzielnikow pierwszych jest réwny 2,
3 lub 7. Ile sposrdd liczb 1000,1001,...,2000 jest pistacjowych?
Wynik. 19
Rozwigzanie. Rozpoczniemy od obserwacji: Jesli x jest liczba rzeczywista taka, ze = > 1/2, to istnieje dokladnie jedna
calkowita potega dwdjki w przedziale [z,2z).

Nazwijmy liczbe limonkowq jesli wszystkie jej dzielniki pierwsze to 2 i 3. Liczbe limonkowych liczb w przedziale
[,22) mozemy obliczy¢ w nastepujacy sposob: Istnieje dokladnie jedna potega dwojki w przedziale [x,2z). Ponadto,
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w przedziale [x,2r) istnieje co najwyzej jedna limonkowa liczba (powiedzmy c1) podzielna przez 3, ale nie przez 32, jesli
¢1/3 jest jedyna potega dwojki w przedziale [2/3,2x/3) zakladajac, ze x >1/6. Kontynuujac to rozumowanie, znajdziemy
wszystkie liczby limonkowe podzielne przez 3% ale nie przez 32 itd. dopéki [z/3F,22/3F) NN =0 tzn. z < 37% /2. Wobec
tego liczba liczb limonkowych w przedziale [x,2z) jest o 1 wigksza od najwigkszej liczby k takiej, ze 3% < 2x; oznaczmy,
te liczbe przez l5(x).

Aby obliczyé sume wszystkich liczb pistacjowych w przedziale [z,2x), wykorzystamy podobny argument: szukana
liczba jest suma liczb limonkowych w przedziatach [z,2x), [2/7,22/7), [v/7%,22/7?) itd. Zatem mozemy ja wyrazié
jako sume £3(z)+03(x/7)+L3(x/7?)+..., majaca l7(z) skladnikéw, gdzie symbol ¢; definiujemy analogicznie jak /3.

Ostatecznie z tego, ze 2000 nie jest pistacjowa liczba, nasze zadanie sprowadza sie do obliczenia wartosci wyrazenia

£5(1000) + £5(1000/7) + £5(1000,/49) + £5(1000/343) = 7+ 6 + 4 +2 =19.

Zadanie 46. Imperator Decymus zakazal uzywania cyfry 0 (wprowadzonej przez jego poprzednika, Nullusa) i wpro-
wadzil zamiast niej do uzycia cyfre D dla oznaczenia wielkosci 10, ustanawiajac tym samym notacje Decymusa. Kazda
dodatnia liczba catkowita ma w tej notacji jednoznaczne przedstawienie, np. dotychczas zawierajaca 0 liczba 4106 ma
nowa postaé¢ 3DD6, gdyz

3DD6=3-1000+10-1004+10-104+6-1=4106.

Aby ulatwi¢ przejscie na nowy system liczbowy, powstala lista wszystkich dodatnich liczb catkowitych od 1 do DDD
(wlacznie). Ile razy nowa cyfra D wystepuje na tej liscie? Liczymy wszystkie wystapienia, nawet wielokrotne w tej
samej liczbie, np. DD daje dwa wystapienia D.

Wynik. 321

Rozwigzanie. Zauwazmy ze wszystkie liczby k-cyfrowe (w notacji Decymusa) maja dokladne przedstawienia za pomoca
ukladow

1...1,...,D...D.
TN~
k k

W zwiazku z tym, aby obliczy¢ calkowita liczbe wystapien cyfry D wérdd liczb k-cyfrowych, mozemy pogrupowaé liczby
majace w zapisie D na pierwszej pozycji, drugiej itd. az do k-tej pozycji (jedna liczba moze naleze¢ do kilku grup gdy
ma w swoim zapisie wigcej niz jedno D). Dla kazdej takiej wybranej pozycji jest doktadnie 10¥~! takich liczb w danej
grupie-pozostaje uzupelni¢ brakujace k — 1 pozycji za pomoca symboli 1,...,9,D. Poniewaz dla kazdej liczby zliczamy
wszystkie wystapienia D, wiec mozemy dowolne takie liczby w ktorych D wystepuje wielokrotnie, zlicza¢ wielokrotnie
jako elementy wszystkich takich grup dostajac prawidlowy wynik, wiec jest k-10¥~1 wystapien cyfr D wéréd liczb
k-cyfrowych. Z powyzszego wnosimy ze wéréd liczb 1,...,DDD, cyfra D pojawia sie 1-10°+2-10! +3-10% = 321 razy.

Zadanie 47. W kwadrat ABC D wpisano okrag w, ktory jest styczny do bokéw AB, BC, C'D i DA odpowiednio
w punktach W, X, Y, Z. Niech F bedzie punktem lezacym na krétszym tuku WX okregu w, a F' bedzie punktem
przeciecia prostych BC' i EY. Wiedzac, ze EF =51 EY =7, znajdz pole tréjkata FYC.

Wynik. 21

Rozwigzanie. 7 twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym otrzymujemy JEXF = JEY X. Wobec tego tréjkaty
FEX i FY X sa podobne (bowiem maja tez wspdlny kat przy wierzchotku F). Zatem EF:XF=XF:YF, skad
wniosek, ze XF2=EF-YF=5-12=60 (réwno$¢ t¢ mozna bylo tez uzasadni¢ powotujac twierdzenie o potedze punktu
wzgledem okregu).

A Z D
w
W e » Y
E
F/

i B X c
Niech t = %AB bedzie potowa dlugosci boku kwadratu ABCD. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy
YF?=t*+(t+ XF)* =22 +2t- XF+ XF? =2t(t + XF) + X F?,

zatem pole tréjkata F'Y'C' mozna wyrazié¢ nastepujaco:

%-YC’-CF:ét-(t—s—XF):i(YFQ—XF2):21.
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Zadanie 48. W dzialaniu
WE-LIKE=NABOJ

kazda cyfre zastapiono litera, przy czym takie same cyfry zastapiono takimi samymi literami, a rézne cyfry — réznymi
literami. Przy tym wiemy, ze S(WE) =11, S(LIKE) =23 oraz S(NABOJ) =19, gdzie S(n) oznacza sume cyfr liczby n.
Zadna z trzech liczb w powyzszym dzialaniu nie moze zaczynaé sie od zera. Wyznacz liczbe NABOJ.

Wynik. 60724

Rozwigzanie. Poniewaz w dzialaniu wystepuje 10 réznych liter, wiec wszystkie cyfry 0,1,...,9 zostaly w nim uzyte.
Suma wszystkich cyfr jest rowna 45. Dodajac trzy dane sumy cyfr, otrzymujemy z jednej strony 11+ 23+19=153,
z drugiej zas 45+ E. To prowadzi do wniosku F =8 i w konsekwencji J =4 (gdyz liczba NABOJ koficzy sie ta sama
cyfra, co E?). Ponadto, z warunku S(WE) =11, otrzymujemy W = 3.

Dalej, zauwazmy, ze
100000

LIKE < < 2636.

Wobec tego L=1 lub L =2. W przypadku L =2 warunek dotyczacy sumy cyfr LIKFE prowadzi do I + K =13, co
oznacza, ze {I,K} €{{4,9},{5,8},{6,7}}. Jednak zadna z tych par nie jest mozliwa, gdyz liczby 4 oraz 8 zostaly juz
przyporzadkowane do innych liter, a dla {I, K} ={6,7} czynnik LIKFE przekracza gérne oszacowanie uzyskane wyzej.
Stad wniosek, ze L =1. Warunek S(LIK E) =23 prowadzi do I + K =14, co ogranicza mozliwe pary (I, K) do (5,9) lub
(9,5). Bezposrednio obliczajac, stwierdzamy, ze tylko (I, K)=(5,9) prowadzi do rozwiazania wyjsciowego kryptogramu.
Poniewaz 38-1598 = 60724, wiec wynik to NABOJ =60724.

Zadanie 49. Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite n, dla ktérych suma wszystkich nietrywialnych dzielnikéw
liczby n jest rowna 63.

Uwaga. Dzielnik d liczby n nazywamy nietrywialnym, jezeli 1 <d <n.
Wynik. 56, 76, 122

Rozwigzanie. Oznaczmy przez s(n) sume wszystkich nietrywialnych dzielnikéw dodatniej liczby calkowitej n. Prosta
analiza prowadzi do wniosku, ze zadanie nie ma rozwiazania, jezeli liczba n ma co najmniej trzy rézne dzielniki pierwsze:
s(2-3-5) =41, s(2-3-7) =53, a dla wiekszych wartosci n liczba s(n) przekracza 63. Co wigcej, jezeli n jest potega liczby
pierwszej p, to s(n) jest liczba podzielna przez p. Jedyne potencjalne rozwiazania w tym przypadku moglyby istnie¢
dla p=3 lub p=17, ale bezposrednio sprawdzamy, ze zadna potega 3 ani 7 nie spelnia warunkéw zadania.

W zwiazku z powyzszym liczba n ma doktadnie dwa rézne dzielniki pierwsze p, ¢, tzn. kazde rozwiazanie zadania
mozna przedstawié w postaci n=p®-¢? dla a,3>1. Jezeli a =3 =2, to dla p=2, ¢ =3 otrzymujemy s(n) = 54,
a dla wiekszych parametréw a, 8, p, ¢ (co najmniej jednego z nich) — s(n) > 63. To oznacza, ze co najmniej jeden
z wykladnikéw «, S musi by¢ mniejszy od 2; w szczegdlnosdci n nie jest kwadratem liczby catkowitej, wobec czego
ma parzysta liczbe nietrywialnych dzielnikéw. Stad, gdyby wszystkie dzielniki byly nieparzyste, liczba s(n) bylaby
parzysta, czyli rézna od 63. Stad wniosek, ze jedna z liczb p, ¢ jest réwna 2; bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze g = 2.

Z tych samych przyczyn, laczna liczba nietrywialnych dzielnikéw nieparzystych (konkretnie p,p?,...,p%) jest
nieparzysta, wiec « jest liczba nieparzysta. Jednak nawet w przypadku p=3, =3, S =1, wartos¢ s(n) przekracza 63,
wobec czego a=1. W takim razie

s(n)=2+22+.. 42 4 p+2p+...+2°7p=(2° 1) (p+2).
Sposréd wszystkich dzielnikéw liczby 63 tylko 1, 3 oraz 7 sg postaci 2% —1 dla pewnej liczby catkowitej 3. Prowadza

one odpowiednio do p=61, p=19 oraz p=7 i w konsekwencji mozliwe wartoéci liczby n to 2-61 =122, 22-19 =76 oraz
23.7=56.

Zadanie 50. Beata ma odjazdowy samochéd z kwadratowymi tylnymi kotami (przednie sa standardowo okragte).
Taki samochdd zwykle nie jest przyjemny do prowadzenia, ale Beata zamontowala bardzo dobry amortyzator do tylnych
kot, dzieki ktoremu podczas jazdy po plaskiej drodze, nadwozie jest caly czas réwnolegte do drogi oraz nie rusza sie
kierunku pionowym. Dlugo$¢ boku tylnego kota wynosi 40 cm oraz o$ tylnych kél nie zmienia pozycji w kierunku
poziomym w stosunku do nadwozia. Jaki jest promien przedniego kola (w cm), ktéry powoduje, ze kiedy samochéd
porusza sie ze stala predkoscia do przodu (po plaskiej drodze), o$ tylnych kol jest dokladnie przez polowe czasu nizej
i przez polowe czasu wyzej od osi przednich két?

Wynik. 107
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Rozwigzanie. Rozwazmy trajektorie srodka kwadratu gdy samochdd porusza sie w przéd — sktada sie ona z ¢wiartek
okregéw o srodkach w wierzchotku kwadratu

Jesli samochdd porusza sie w przod ze stala szybkoscia, taka é¢wiartka okregu moze byé rozpatrywana jako wykres
wysokosci polozenia tylnej osi jako funkcji w czasie. Stad poszukiwany promien przedniego kola jest réwny wysokosci
doktadnie w jednej czwartej odleglosci poziomej. Niech 7 bedzie promieniem tuku; wtedy ta é¢wiartka réwna sie 7v/2/4.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy ze wysokos¢ w takim momencie wynosi

Ostatecznie podstawiajac r = 20/2 otrzymujemy wynik.

Zadanie 51. Miasto Przyszloéci ma ksztalt 2017-kata foremnego, w ktorego wierzcholkach rozmieszczonych jest 2017
stacji metra. Na planie miasta sg one ponumerowane kolejno liczbami 1,2, ...,2017 przeciwnie do ruchu wskazdéwek
zegara. W miescie sg dwie linie metra: brzegowa i diagonalna. Linia brzegowa zapewnia bezposrednie polaczenie ze
stacji a do stacji b (ale nie w przeciwnym kierunku) wtedy i tylko wtedy, gdy a—b+1 jest liczba podzielna przez
2017. Podréz na kazdym takim odcinku trwa 1 minute. Linia diagonalna obstuguje bezposrednie polaczenie ze stacji a
do stacji b wtedy i tylko wtedy, gdy 2b—2a+1 jest liczba podzielna przez 2017. Podréz na kazdym takim odcinku trwa
15 minut. Maciek jest zapalonym uzytkownikiem metra i rozpoczynajac ze stacji 1 chce on wybraé sie w podréz metrem
do stacji n o nastepujacej wlasnosci: najkrotszy mozliwy czas dojazdu metrem do stacji n jest nie krotszy niz najkrétszy
mozliwy czas dojazdu do ktérejkolwiek innej stacji. Znajdz wszystkie mozliwe numery n docelowych stacji Macka.
Wynik. 1984, 1985

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze zarowno stacja docelowa, jak i laczny czas przejazdu, zaleza tylko od liczby przejazdow
linig brzegowa i liczby przejazdéw linig diagonalna, nie zas od kolejnosci wyboru poszczegélnych linii. Co wigcej, kazda
trasa zlozona z co najmniej dwoch polaczen diagonalnych i co najmniej jednego brzegowego moze zostaé¢ skrécona
przez ominiecie takich trzech przejazdéw (nie zmieniajac stacji koricowej) — jest to jasne, gdy takie trzy przejazdy sa
kolejne, a w ogélnosci wynika z poprzedniej obserwacji. Wobec tego mozemy ograniczy¢ si¢ do rozwazania jedynie tras,
w ktorych Maciek korzysta wylacznie z linii diagonalnej lub korzysta z niej co najwyzej raz.

Jezeli n > 1009, to korzystajac raz z linii diagonalnej oraz n— 1009 razy z linii brzegowej, Maciek dotrze do
stacji n w ciagu 15+ (n—1009) minut. Z drugiej strony, korzystajac tylko z linii diagonalnej, dotrze on do stacji n
w 2-(2018 —n)-15 minut. Checemy wiec znalezé n > 1009 o tej wlasnosci, ze M (n) =min{n —994,30-2018 —30n} ma
najwieksza mozliwg warto$¢. Mamy

n—994 <30-2018 —30n <=n < 30-2018+994 =2018—-33— 1 =1985— i
31 31 31
Wobec tego dla n < 1984:
M(n)=n—994 <1984 —994 =990,

a dla n > 1985:
M(n)=30-(2018 —n) < 30- (2018 — 1985) =990,

wiec szukany najdluzszy posréd wszystkich stacji najkrotszy czas dotarcia jest réwny 990 i jest osiagalny dla n = 1984
oraz n=1985.

Pozostaje sprawdzié, ze dla n < 1009 mozna dotrzeé¢ do stacji o numerze n w mniej niz 990 minut. Dla n < 990
Maciek moze dostaé sie¢ do stacji n w n—1 minut korzystajac tylko z linii brzegowej. Z kolei dla n > 991 moze on dostaé
sie do odpowiedniej stacji w 15-(2- (1009 —n)+1) < 15-37 =555 minut korzystajac tylko z linii diagonalnej.

Zadanie 52. Niech f(n) oznacza liczbe dodatnich liczb calkowitych, ktére maja dokladnie n cyfr i ktérych suma cyfr
jest réwna 5. Ile sposrdd 2017 liezb catkowitych f(1), f(2),...,f(2017) ma cyfre jednosci réwna 17

Wynik. 202

Rozwigzanie. Kazda n-cyfrowa liczbe o sumie cyfr réwnej 5 mozna utozsamié z przyporzadkowaniem 5 jedynek do
pewnych sposréd n mozliwych pozycji cyfr tej liczby. Kazda z tych pozycji moze mieé¢ przyporzadkowang nieujemna
liczbe jedynek, a pierwsza z lewej — dodatnia liczbe jedynek (czyli co najmniej jedna). Wobec tego liczba n-cyfrowych
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liczb o sumie cyfr réwnej 5 jest réwna liczbie sposobéw rozmieszczenia 4 jedynek (wszystkich oprécz pierwszej) na n
pozycjach. Innymi stowy, interesuje nas liczba 4-elementowych kombinacji z powtérzeniami liczby n, czyli
f(n) = <n+il) _ (n+3)(n;42)(n+1)n.

W dalszej czesci rozwiazania funkcja f bedzie odnosila sie do powyzszego iloczynu, a nie wyjéciowej definicji.

PrzejdZzmy do policzenia tych wartoéci f(n), ktérych cyfra jednoéci jest réwna 1. Zauwazmy najpierw, ze jezeli
liczba n daje przy dzieleniu przez 5 jedna z reszt 0, 2, 3 lub 4, to jedna z liczb n, n+3, n+2 lub n+1 jest podzielna
przez 5. Poniewaz liczby 24 i 5 sa wzglednie pierwsze, wiec wéwcezas f(n) réwniez jest liczba podzielna przez 5, a zatem
ostatnia cyfra tej liczby jest 0 lub 5. To oznacza, ze ostatnia cyfra liczby f(n) moze by¢ réwna 1 tylko wtedy, gdy n
daje reszte 1 przy dzieleniu przez 5.

Zauwazmy ponadto, ze f(n) oraz f(n+40) maja te sama cyfre jednosci. Rzeczywiscie, aby to uzasadnié, wystarczy
stwierdzié, ze réznica liczb jest podzielna przez 10. Po odjeciu od

24f(n+40) = (40+(n)) (40+ (n+1)) (40+ (n+2)) (40+ (n+3)),

liczby 24f(n) =n(n+1)(n+2)(n+3), uzyskujemy sume iloczynéw czterech liczb, z ktérych kazdy zawiera albo co
najmniej dwa czynniki réwne 40, albo co najmniej trzy czynniki postaci n+1, i € {0,1,2,3}. Kazdy skladnik pierwszego
typu jest podzielny przez 40%, a kazdy sktadnik drugiego typu jest podzielny przez 80 (gdyz oprécz 40 zawiera dwa
czynniki bedace kolejnymi liczbami naturalnymi). Po podzieleniu calej sumy przez 24 =83, uzyskujemy liczbe podzielna
przez 10, zgodnie ze sformulowanym stwierdzeniem. W konsekwencji, wystarczy sprawdzié¢ cyfry jednosci wartosci f
tylko dla pewnych (dowolnych) 40 kolejnych argumentéw catkowitych.

Bezposrednio sprawdzamy, ze

f(n)=f(=3-n). (*)
Biorac pod uwage wszystkie poczynione spostrzezenia, wystarczy obliczy¢ wartosci: f(1)=1, f(6) =126, f(11)=1001
oraz f(16)=23876. Tozsamos¢ (%) prowadzi do wniosku, ze wéréd pozostalych czterech liczb postaci f(5k+1) (tj. f(—4),
f(=9), f(—14) i f(—19)) dwie maja cyfre jednosci 1 i dwie maja cyfre jednosci 6. Wobec tego 4-2000/40 = 200 sposrdd
liczb f(1),...,f(2000) ma cyfre jednosci réwna 1, a posrdd liczb f(2001),..., f(2017) wlasno$¢ te maja f(2001) oraz
f(2011). Lacznie sa wiec 202 liczby o opisanej wlasnosci.

Zadanie 53. Rysunek przedstawia dwa podobne szesciokaty wkleste, ktorych pewne boki maja odpowiednio dlugosci
a, b, ¢, d oraz. A, B, C, D. Ukladajac te dwa sze$ciokaty obok siebie, jak pokazano na rysunku, uzyskujemy szesciokat
podobny do kazdego z nich. ZnajdZ stosunek A: a.

C

Wynik. (1++/5)/2
Rozwigzanie. Nazwijmy trzy podobne szesciokaty znajdujace sie na rysunku malym, srednim i duzym oraz oznaczmy
szukang proporcje przez p. Z podobienstwa matego i Sredniego szesciokata wynika, ze
p=A:a=B:b=C:c=D:d.
Ponadto bezpo$rednio z rysunku odczytujemy réwnoséci D = B+a oraz C+b= A+d. Poniewaz A: D < C: D, wiec
w opisanym podobieristwie $redniego i duzego sze$ciokata bok A odpowiada bokowi ¢ (a nie C'). Stosunek B: A
w $rednim szesciokacie odpowiada wiec stosunkowi C': ¢ w duzym szeSciokacie. Wobec tego B: A=p i w konsekwencji
B = p?a. Analogiczne obserwacje dla éredniego i duzego szeéciokata prowadza do b:a=C:B=D:C, skad
d b
d:a:f-g-f:p;
Uwzgledniajac wszystkie trzy otrzymane réwnoéci w zwiazku D = B +a, otrzymujemy pd = p?a+a=a(p?+1), a zatem
p*=p?+1. Jedynym dodatnim rozwiazaniem réwnania p* —p? —1 =0 (kwadratowego wzgledem zmiennej p?) jest
p?= 1+T\/g Stad uzyskujemy odpowiedz p =/ 1+T‘/5
Zadanie 54. Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a,b), dla ktérych wszystkie pierwiastki kazdego
z rOwnan

2’ —arx+a+b—3=0,
22—br+a+b—3=0

rowniez sa dodatnimi liczbami catkowitymi.
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Wynik. (2,2), (6,6), (7,8), (8,7)
Rozwigzanie. Niech k, | beda pierwiastkami pierwszego réwnania, a m, n beda pierwiastkami drugiego réwnania.
Latwo zauwazy¢, ze jezeli czwérka (k,l,m,n) jest rozwiazaniem, to zamieniajac k z [ lub m z n, réwniez otrzymujemy
rozwiazanie — w zwiazku z tym bedziemy rozwazacé tylko jedno z takich czterech rozwiazan. Ze wzoréw Viéte’a
otrzymujemy

k+l=a, m+n=>b, kl=mn=a+b-—3,

skad
kl+mn=2a+2b—6=2k+2l+2m+2n—6,

czyli
(k—2)(1—2)+(m—2)(n—2) =2.

Jezeli obydwa skladniki (k—2)(I—2) oraz (m—2)(n—2) sa dodatnie (tj. réwne 1), to uzyskujemy rozwiazania
(k,l,m,n)=(3,3,3,3) oraz (k,l,m,n)=(1,1,1,1). Jezeli jeden z tych skladnikéw jest réwny 0, to mamy rozwiazania
(k,l,m,n)=(2,6,3,4) oraz (k,l,m,n)=(3,4,2,6).

Pozostaje przypadek, w ktérym jeden ze sktadnikéw (k—2)(I—2) oraz (m—2)(n—2) jest liczba ujemna; aby bylo to
mozliwe, jedna z liczb k, [, m, n musi by¢ rowna 1. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze k=1. Wéwczas [ =mn i rozwazane
réwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci

2=—(1-2)+(m—-2)(n—2)=—mn+2+mn—2m—2n+4=—-2m—2n+6,
czyli m+n=2, skad m=n=1 oraz [ =mn=1. Stad wniosek, ze nie istnieje rozwigzanie, w ktorym jeden ze sktadnikéw
jest ujemny.
Ostatecznie, mozliwymi wartodciami (a,b) = (k+1,m+n) sa (6,6), (8,7), (7,8), (2,2). Bezposrednio sprawdzamy, ze
wszystkie te pary spelniaja warunki zadania.

Zadanie 55. Trojkat ABC jest wpisany w okrag w, przy czym AB =3, BC =7 oraz AC'=5. Dwusieczna kata BAC
przecina bok BC' w punkcie D, a okrag w w punkcie F (r6znym od A). Niech 7 bedzie okregiem o $rednicy DE, a F —
réoznym od F punktem przeciecia okregdéw w i . Wyznacz dtugo$¢ odcinka AF'.

Wynik. 30/v/19
Rozwigzanie. Symetralna odcinka BC przechodzi przez punkt E, gdyz BE = CE. Oznaczmy drugi punkt przeciecia

tej symetralnej z okregiem w przez G. Wtedy EG jest $rednica tego okregu. Niech M bedzie srodkiem odcinka BC.
Korzystajac z faktu, ze kat oparty na érednicy okregu jest prosty, otrzymujemy SGFE = <DFE =90°.

Whioskujemy stad, ze punkty G, D, F sa wspétliniowe. Dalej, réwnoéci SGM D =90° oraz SGAD = 4GAE = 90°
pokazuja, ze punkty D, M, G, A leza na jednym okregu; oznaczmy go przez 0. Korzystajac z réwnosci katéw wpisanych
opartych na tym samym tuku otrzymujemy
JAFD = JAFG = JAEG = SAEM
oraz
IFAD = YFAE = 4FGE = 4DGM = ¥DAM = SEAM.

Wynika stad, ze trojkaty AFD i AEM sa podobne. Podobnie dowodzimy, ze
JACD = YACB = JAEB,
co, razem z réwnoécia YDAC = SEAB (AE jest dwusieczng kata A), dowodzi podobiefistwa tréjkatéw CAD i EAB.
Wobec tego
AD AB-4%  AB-AC

AF:AE~—AM:AE O =AM
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Dhugo$é odcinka AM mozna obliczy¢ na przyklad korzystajac z twierdzenia kosinuséw dla trojkata ABA’, gdzie
punkt A’ jest taki, ze czworokat ABA’C' jest réwnoleglobokiem:

AM = %\/ABQJFAC? —AB-AC = %\/ﬁ

Whnioskujemy stad, ze
35 30

S Iv19 V19
Uwaga. Dhugosé odcinka AM mozna takze wyznaczy¢ ze wzoru na srodkowa trdjkata:

AM = %\/2(/132 +AC?) - BC2,

ktéry z kolei mozna uzyskaé jako bezposredni wniosek z twierdzenia Stewarta.

Zadanie 56. Wyznacz liczbe uporzadkowanych tréjek (x,y,z) nieujemnych liczb catkowitych mniejszych od 2017,
dla ktérych liczba
(z+y+2)*—T04zyz

jest podzielna przez 2017.
Wynik. 20172 +1=4068290

Rozwigzanie. Warunek 2017 | (z +y+ 2)? — 704zyz mozna przepisa¢ w postaci 704zyz = (z+y+2)? (mod 2017).
W dalszej czesci rozwiazania wszystkie kongruencje rozwazane beda modulo 2017. Poniewaz 2017 jest liczba pierwsza,
wiec dla kazdej dodatniej liczby catkowitej a < 2017 istnieje doktadnie jedna liczba catkowita mniejsza od 2017 (oznaczmy
ja przez a=t) taka, ze a-a~' =1 (jest to tzw. odwrotnosé liczby a modulo 2017).

Zajmijmy sie najpierw tréjkami (z,y,z), w ktérych wszystkie trzy liczby x, y, z sa rézne od zera. Niech y = kx
i z=Iz dla pewnych dodatnich liczb catkowitych k, [ (takie liczby zawsze istnieja: k=y-2~!, =2z -2~ 1). Podstawiajac
te réwnoéci do warunku z tredci zadania, uzyskujemy

704klz® = (z+ka +1z)?,
co po pomnozeniu obu stron przez (x~!)? przybiera postaé
704klz = (1+k+1)%.
W koticu, mnozac ostatniag kongruencje stronami przez (704kl) !, otrzymujemy
x = (704k0) " (1+k+1)°.

Stad wynika, ze dla kazdych k,l€{1,2,...,2016} istnieje dokladnie jedna liczba = spelniajaca warunki zadania. Pare
liczb k, I mozemy wybraé na 20162 sposobéw. Jednak warunek x #0 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy k-+1#2016.
Jest dokladnie 2015 takich par (k,1), po jednej dla kazdej wartodci k z wyjatkiem 2016. Ostatecznie mamy wiec
doktadnie 20162 — 2015 tréjek (z,y,2) spetniajacych warunki zadania i takich, ze x,y, 2 #0.

Jezeli =0 oraz y,z#0, to (y+2)? =0, co ma miejsce dokladnie wtedy, gdy y= —=z. Jest wiec doktadnie 2016
szukanych tréjek postaci (0,y,z2).

Analogicznie uzyskujemy po 2016 trdjek dla y=01 xz#0 oraz z=0 i zy #0. W koncu jezeli dwie z liczb z, y, z sa
zerami, to trzecia réwniez musi by¢ réwna 0, co daje jeszcze jedna tréjke: (x,y,2) =(0,0,0).

Podsumowujac, taczna liczba szukanych tréjek (x,y,z) jest réwna

2016° —2015+3-2016+1=2016" +2-2016 + 1 +1=2017%+1.

Zadanie 57. Ela i Adam uzywaja do gry symetrycznej kostki szesciennej, ktéra ma dwie $ciany czerwone, dwie zielone
i dwie niebieskie. Na przemian rzucaja oni kostka, dopdki ktére$ z nich nie wyrzuci wszystkich trzech koloréw — ten
gracz oglaszany jest zwyciezca. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Ela wygra, jezeli jest ona graczem rozpoczynajacym?

Wynik. 81/140

Rozwigzanie. Oznaczmy przez P (z,y) prawdopodobiefistwo, ze rzucajacy wlasnie kostka gracz wygra w tym rzucie,
przy zalozeniu, ze wyrzucil dotad x réznych koloréw, a jego przeciwnik wyrzucit dotad y koloréw. Niech P (x,y) bedzie
analogicznie okre$lonym prawdopodobieristwem dla gracza, ktéry nie rzuca kostka w danym ruchu (czyli takim, ze
Pl(xvy)—’_PZ(x»y) = 1)

Chcemy wiec wyznaczy¢ warto$é Py (1,1), tj. prawdopodobiefistwo wygranej gracza rozpoczynajacego (w momencie
bezposrednio po wykonaniu przez kazdego z graczy po jednym rzucie, ktory jest praktycznie réwnowazny z poczatkiem
gry).

Skoro P»(2,2) =2Py(2,2), toPy(2,2) =2, P»(2,2) = 2. Co wiccej, poniewaz

Py(2,1) = %P (1,2),
Pi(1,2)=1Py(2,1)+ 2 P(2,2),
(2,

wiee Py(1,2)=122, P5(1,2) =22, P(2,1) =2 oraz P»(2,1) = .
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Wreszcie, zachodzi réwnosé
Pi(1,1) =3P (1,1) + 3 Po(1,2),

ktéra prowadzi do Py(1,1) = 2k,

Zadanie 58. Znajdz najwigksza liczbe catkowita n, dla ktérej istnieje taka liczba catkowita k, ze
E(k+1)(k+3)(k+6)=n(n+1).

Wynik. 104

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdej pary (k,n) spelniajacej dane réwnanie, jedynym innym rozwigzaniem

o tej samej wartosci k jest (k,—1—n). Posrdd liczb calkowitych n, —1 —n, jedna jest zawsze nieujemna, a druga

— ujemna. Skoro interesuje nas znalezienie najwiekszej mozliwej wartosci n, mozemy w dalszej czesci rozwigzania

zaltozyé, ze n > 0. Przy tym warunku prawa strona danego réwnania n(n—+1) jest $cile rosnaca funkcja n, wiec aby

zmaksymalizowa¢ n, nalezy zmaksymalizowaé lewa strone danej réwnosci.

Przyjmijmy oznaczenie

P(k)=k(k+1)(k+3)(k+6) = k* +10k> 4+ 27k* + 18k.

Wykorzystamy fakt, ze posrod dwoch kolejnych iloczynéw dwéch kolejnych liczb catkowitych, tj. liczb postaci n(n+1)
oraz (n+1)(n+2), nie wystepuje zadna liczba bedaca iloczynem dwéch kolejnych liczb caltkowitych. W tym celu
rozwazmy przyblizenie wielomianu P(k) przez wielomian postaci

(k? +ak+0b)(k* +ak+ (b+1)),
gdzie a, b s liczbami calkowitymi. Poréwnujac wspétczynniki przy k2, przyjmujemy a = 5. Po wymnozeniu nawiaséw
otrzymujemy
(K> +ak+b) (k> +ak+ (b+1)) = (k* + 5k +b) (k> + 5k + (b+1)) =
= k* +10k® 4 (26 +20)k* + (10b+5)k -+ (b% +b).

Nie istnieje catkowita wartosé¢ b, dla ktérej 26+ 2b = 27. Podstawiajac b=0 oraz b= 1, otrzymujemy szacowania

(1) (2)
k*4+10k3 +26k% + 5k < k* +10k3 +27k> + 18k < k*+10k> +28k% + 15k +2,

prawdziwe dla odpowiednio duzej wartosci bezwzglednej k. Wartosé P(k) jest wéwcezas Sci$le pomiedzy dwoma kolejnymi
liczbami postaci n(n+ 1), wiec rozwiazanie nie istnieje. Pozostaje wiec sprawdzié, dla jakich wartoéci k powyzsze
nieréwnosci zachodza. Nieréwnoéé (1) sprowadza sie do
0<k®+13k=k(k+13),

skad k>0 lub k < —13. Podobnie, (2) implikuje

0<k*—3k+2=(k—1)(k—-2),
skad k> 2 lub k < 1. Wobec tego dla k< —13 lub k£ > 2 obydwie nieréwnosci sg prawdziwe. Dane rownanie moze miec¢
wiec rozwigzanie jedynie wtedy, gdy —13 <k < 2.

Jezeli w jednej z nieréwnodci (1), (2) zachodzi réwnosé, to warto$é P(k) jest postaci n(n+1). To oznacza, ze
rozwiazania (k,n) istnieja dla k=—13,0,1,2. Poniewaz wielomian P(k) jest rosnacy dla k>0, a interesuje nas najwicksza
wartosé tego wielomianu, przypadki k=0, k=1 nie sa istotne. Podobnie, skoro P(k) jest malejacy dla k< —6, to
wystarczy rozwazy¢ k= —5,—4,—3,—2,—1. Jednak P(k) <0 dla —6 <k < —3 oraz dla —1 < k <0, wiec sposréd tych
wartosci potencjalne maksimum moze byé osiagniete tylko dla k=2. Bezposrednio sprawdzamy, ze sposrdd liczb P(—13),
P(—2), P(2), pierwsza jest najwicksza. Dla k= —13 nieréwnosé¢ (1) staje sie réwnoscia, wiec n = k? +5k = 104 stanowi
rozwigzanie zadania.

Zadanie 59. Pizzeria ,Obiady Cwiartkowe” dostarcza pizze w unikalnych pieciokatnych pudelkach, ktére s przysto-
sowane zaréwno do przewozu ¢wiartki duzej pizzy, jak i trzech éwiartek malej pizzy (jak pokazano na rysunku). Ile
wynosi (w ¢cm) promien malej pizzy, jezeli promiert duzej pizzy jest réwny 30 cm?

Wynik. 5(1+V7—2V7—4)
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Rozwigzanie. Niech ABDEF bedzie pigciokatem podobnym do opisanego pudetka takim, ze EF =1 (uznajac
30 cm za jednostke, otrzymujemy warunki zadania). Zauwazmy, ze AF = EF (jako promienie duzej pizzy) oraz
JAFE = 4BAF =90° (jako katy $rodkowe w éwiartkach két), wiec istnieje taki punkt C, ze czworokat ACEF jest
kwadratem.
Niech K, M beda srodkami odpowiednio odcinkéw BC, BD i niech T bedzie punktem stycznosci ¢wiartki duzej
pizzy do odcinka BD.
F 1 EF F E

7 - 9
2c+2y—1
D D
1 x
r 2—2x—2
M o
: = l—z—y
a2
. VARNO' SN
A B A 1-2y B v K v (C

Oznaczmy przez x szukany promien malej pizzy. Woéwczas BD = 2z. Ze stycznosci odpowiednich fragmentéw két,
otrzymujemy AM =2z oraz AB=BT, DFE=DT, skad AB+ DFE = BD. Oznaczajac BC =2y, mamy wiegc AB=1-2y,
DE=BD—-AB=2z+2y—1,CD=2—-2x—2yiw koiicu KM =CD/2=1—x—y. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do
tréjkatow BKM i AK M, otrzymujemy

Y4+ (1—z—y)?=2% oraz (1—-y)*+(1—z—y)*> =42
Stad
1—322
5
Podstawiajac te zaleznos¢ do jednej z powyzszych réwnoéci, otrzymujemy po uproszczeniach
92" —62° —22+1=0.

vV rdr? —(1—y)? =22 czyli y=

Zauwazmy, ze
924 623 —22+1= (32224 (2—1)2 =232} (z—1) - 722 = (32® —2+1)2 =722 = (322 + (VT - 1)z +1) (322 = (VT +1)z+1),

wiec uzyskujemy rownanie
322+ (VT -1z +1)(32% - (VT +1)z+1)=0.

Latwo zauwazy¢, ze pierwszy czynnik nie ma pierwiastkdw rzeczywistych, natomiast pierwiastki drugiego czynnika sa

postaci
1
-1 TEV\2V7T—4]).
(17 v2vi-a)

Jednak wigkszy z tych dwoch pierwiastkéw jest wiekszy od 1/2, co jest sprzeczne z nieréwnoscia
2BD=BD+AB+DE<BC+CD+AB+DE=2.
To oznacza, ze x = %(1 +/7—/2y/7—4), skad uzyskujemy odpowiedz:

30x=5 (1+xﬁ—\/2\f7—4) cm.
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