Uloha 1.  Sousedn{ strany desetithelniku sviraji pravy dhel. Délky nékterych jeho stran v centimetrech jsou znazornény

na obrazku.
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Jaky je obvod desetithelniku v centimetrech?
Vysledek. 4444

Reseni. Nahradime-li ,vnitini“ rohy ,vnéjsimi“, dostaneme obdélnik o stranach 2018 a 70 + 134 = 204, ktery ma
ziejmé stejny obvod jako ptuvodni desetitithelnik. Obvod obdélniku spocéteme jako 2 - (2018 + 204) = 4444.

2018

Uloha 2. Zéskodnik ulomil minutovou ruéicku stolnich hodin. Kolik minut ubghlo od posledni celé hodiny, jestlize je
thel mezi hodinovou rucickou a dvanactou hodinou 137°7

Vysledek. 34
Reseni. Hodinova rucicka urazi 360° : 12 = 30° za hodinu, coz déla 1° za dvé minuty. Jelikoz 137° = 4 - 30° + 17°,
urazila hodinova ruc¢icka od 12:00 ¢tyfti celé hodiny a 17 - 2 = 34 minut.

Uloha 3. Jirka, Karel, Lucien a Marta testovali nébojové tlohy. Poéty bodu, které ziskali, jsou 2, 12, 86 a 6, oviem
ne nutné v tomto poradi. Také vime, ze

e Jirka ziskal pampam bodu nez Lucien,
e Lucien ziskal pampam bodu nez Karel,
e Marta ziskala pampam bodu nez Karel,
e Jirka ziskal pampam bodu nez Marta.

kde pampam znamend bud ,vice“, nebo ,méné“ (stejny vyznam ve viech étyfech p¥ipadech). Jaky je soucet bodu
Marty a Luciena?

Vysledek. 18

Reseni. Pokud pampam znamend méné, pak Jirka ziskal nejvice bodil a Karel nejméné, a pokud pampam znamend

vice, je tomu praveé naopak. V kazdém piipadé Lucien a Marta dosghli prostfednich dvou vysledkt, to je 6 a 12 bodu.
Hledany soucet je tedy 18.



Uloha 4. Kuba a Kubikula stoji uprostied ndmeésti a (po sméru hodinovych rucicek) pocitaji okolni domy. Kazdy
vsak zaCne v jiném misté, takze Kubuv dum ¢. 4 je Kubikuliv dium ¢. 16 a Kubuv dum ¢. 12 ma u Kubikuly ¢. 7. Kolik
je na nameésti celkem domu?

Vysledek. 17
Resend. Jelikoz Kubiv ditm ¢. 12 mé u Kubikuly &. 7, je zfejmé Kubtiv dim ¢. 6 = 12 — 6 Kubikulovym ¢ 1 =7 — 6.
Zérovenn ma Kubuv dum ¢. 5 = 4 + 1 pro Kubikulu ¢islo 17 = 16 + 1; na namésti tudiz stoji 17 dom.

Uloha 5. Bira potiebuje odvépnit kdvovar. Podle pifrucky by méla smichat ctyfi dily vody a jeden dil 10% octového
koncentratu. Bohuzel mé jenom 40% octovy koncentrdt. Kolik dili vody musi smichat s jednim dilem 40% octového
koncentratu, aby ziskala koncentraci predepsanou pro odvapnéni kavovaru?

Pozndmka: n% octovy koncentrét se sklddd z n dili octa a 100 — n dilu vody.
Viysledek. 19

Reseni. Podle ptivodniho névodu tvoif ocet deset procent jednoho z péti dilii. Stejné koncentrace je dosazeno, pokud
ocet tvori 40 = 4 - 10 procent jednoho z 4 - 5 = 20 dila. Potiebujeme tedy ptidat 19 dila vody.

Uloha 6. Jestlize jsou g a h rovnobézné piimky a tihly u vrcholu A a C jsou po fadé 105° a 145° jako na obrédzku,
jaka je velikost thlu CBA?
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Vysledek. 110°

Reseni. Doplime body D a E lezici po fadé na h a g tak, aby tihly v zaddn{ byly vnitinimi hly pétitthelniku ABCDE.
Jelikoz soucet nové pfidanych whla je 180° (muzeme dokonce zvolit D a E stejné jako na obrazku tak, aby thly u nich byly
pravé) a soucet vnitinich ihlu pétitihelniku je 540°, odvodime, ze hledand hodnota je 540° — 180° — 105° — 145° = 110°.

A E g
105° N
B 110°
145°
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C D

Uloha 7. Je-li ABCD &tverec, urcete velikost tthlu e (ve stupnich).

A D
3

o

B C

Vysledek. 67,5°

Reseni. Ozna¢me X, Y ony dva body, u nichz je na obrazku znézornén tihel . Pak |<AXY| = |<AY X| = ¢. Navic
|<XAY| = |<CAB| = 45°, takze vnitin{ dhly trojihelniku XY A spliuji rovnost

45° + e+ =180°

ae = 67,5°.



Uloha 8. Zuzka se narodila v den 27. narozenin své matky. Kolikrat nejvyse se mohlo stat, ze Zuzéin vék byl stejny
jako vék jeji matky ¢teny pozpatku?
Poznamka: Piipadné nuly na zac¢atku nevadi, napiiklad 470 se pozpatku piecte jako 74.
Vysledek. 7
Reseni. Uvazme situaci, kdy je Zuzce z let, jeji matce m let a z je m pozpéatku. Cisla z a m maji stejny pocet &islic
(ovSem z muze za¢inat nulou, pokud m nulou konéf) a tento pocet je nejméné 2. Oznaéme a a b po fadé ¢islice na misté
jednotek z a m. Zuzéina matka je o 27 let starsi, takze bud a + 7 = b, nebo a + 7 = 10 + b. Pokud je matce alespoii 100
let, pak rozdil prvnich ¢islic jejich véku je nejvyse 1, coz nenf mozné, protoze tyto ¢éislice jsou pravé b a a. Takze z i m
maji dvé ¢islice. o

Potiebujeme tedy najit vSechna ¢isla ab spliujici

ab = ba + 27.

Zjevné a > b, takze podminka a + 7 = b nemuZze byt splnéna. Tudiz a + 7 = 10 4+ b neboli a = b+ 3. Z b > 0 plyne,
ze a > 3. Pro kazdou éislici b € {0,1,...,6} dostaneme a = b + 3. Je snadné ovérit, ze pro tyto &islice je rovnost
(b+3)b=0b(b+ 3) + 27 splnéna. Hledand situace nastane sedmkrat, a to pro Zuzéin vék 3, 14, 25, 36, 47, 58 a 69 let.

Uloha 9. Marian m4 32 bilych a 32 ¢ernych kostek se stranou délky 1. Lepi z nich krychli o rozmérech 4 x 4 x 4.
Chece, aby jeji povrch krychle obsahoval co nejvice bilych stén jednotkovych kostek. Jaky nejvétsi podil povrchu krychle
muze byt bily?

Visledek. 3/4

Reseni. Pokud je kostka v rohu krychle, pak jsou viditelné t¥i jeji stény, pokud je v jedné z hran, jsou viditelné dve,
pokud je ve sténé, je vidét jedna, a pokud je uvnit¥, neni z ni vidét nic. Krychle mé celkem osm rohu a kazda z jejich
dvanécti hran obsahuje dvé kostky — to je celkem 32 pozic. Je zfejmé, ze nejvétsiho podilu bilého povrchu je dosazeno
umisténim bilych krychli pravé na tyto pozice. V tomto uspofadani vypadé kazda sténa krychle stejné a obsahuje
dvandct bilych a ¢tyfi Gerné stény. Maximélni podil bilé v celém povrchu je tedy 12/16 = 3/4.

Uloha 10. Sto lid{ se zicastnilo vybérového fizeni na posadku vesmirné lodi pro let na Merkur. Kazdy potencialni
astronaut musel projit tfemi testy, které hodnotily jeho zdravi, psychologické predpoklady a zkuSenosti. Pouze dvacet
Sest kandidati proslo ispésné zdravotnim testem. Sedesat tcastniki selhalo ve vice nez jednom testu. Celkem osmdesét
tfi lidf selhalo v psychologickém nebo zkuSenostnim testu, ale nikdo neselhal v obou téchto testech zaroven. Kolik
ucastniku bylo vybrano pro misi, tj. kolik jich proslo vsemi tifemi testy?

Vysledek. 3

Resend. Jelikoz nikdo neselhal v psychologickém a zkuSenostnim testu zaroven, vsichni i¢astnici, kteff selhali v alespon
dvou testech, selhali ve zdravotnim testu. Tedy (100 — 26) — 60 = 14 lidi selhalo ve zdravotnim testu. Spole¢né s 83
lidmi, kteti selhali z hlediska psychologie nebo zkusenosti, je to celkem 97 nedspésnych kandidata. Vybrani byli tedy
pouze 3 astronauti.

Uloha 11. Kruznice na obrazku mé stied v jednom vrcholu ¢tverce A a polomér rovny délce jeho strany. Na této
kruznici lezi déle dva vrcholy ¢tverce B, ktery mé se ¢tvercem A spoleénou ¢ast jedné strany. Jaky je pomér obsahu
¢tvercu A a B?

Vysledek. 5:4

Reseni. Oznaéme s délku strany ¢tverce B. Ze symetrie je ziejmé, ze stied kruznice déli stranu ¢tverce B, kterd lezi
na pruméru kruznice, na dva stejné dily o délce s/2. Za pomoci Pythagorovy véty spocteme



a tudiz je pomér obsaht 5 : 4.

[S]1)

Uloha 12. Urcete, jaké jsou posledni dvé ¢&islice souc¢inu
2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31 - 37.

Vysledek. 10

Resend. 'V soucinu se vyskytuje 2 - 5, takze ¢islice na misté jednotek je 0. Cislice na misté desitek je posledni cifrou
sou¢inu 3-7-11-...-37. Sta¢i se zabyvat ¢islicemi na misté jednotek ¢initell, tedy hleddme posledni ¢islici soucinu

3-7-3-7-9-3-9-7=3-7-3-7-3-7-9-9.

Jelikoz 3 - 7 = 21 m& 1 na misté jednotek, muzeme sparovat 3 a 7 a tyto pary odstranit. Zbyde ndm 9 -9, coz dava
¢islici 1 na misté jednotek. Posledni dvé ¢islice soucinu jsou tedy 10.

Uloha 13. Po vyslechnut{ péti ze Sesti podezielych si vySetfovatel uvédomil, ze maji po fadé 1, 2, 3, 4 a 5 pratel
mezi ostatnimi podezielymi. Navic vi, ze pratelstvi je vzdy vzdjemné. Rozhodl se tedy urcit pocet pratel posledniho
podezielého jesté pred vyslechem. Kolik pratel ma posledni podeziely?

Vysledek. 3

Reseni. Oznacéme n pocet piatel posledniho podezielého. Podeziely s péti piateli se zng s kazdym, takze jeho vyfazenim
ze skupiny snizime pocet znamych vSech ostatnich o jedna. Pak muzeme vytadit podezielého s jedinym pritelem,
jelikoz pocet jeho pratel klesl na nulu a jeho odstranénim neovlivnime pocet zndmych ostatnich. Zustane nam skupina
¢tyt podezielych, kteff maji po fadé 1, 2, 3 a n — 1 zndmych mezi ostatnimi. Po zopakovéani pfedchozich dvou kroku
obdrzime par s poc¢tem znamych 1 a n — 2; nyni je zfejmé, ze n — 2 = 1 neboli n = 3.

Poznamka: Toto feSeni vede ke konstrukei skupiny podeztelych, ktera splituje podminky zadani. Vysledek konstrukce je

znézornén nasledujicim grafem:
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B

Uloha 14. Kostka na obrdzku md na kazdé sténé napsané kladné celé ¢islo, pficemz Cisla na ruznych sténdch mohou
byt stejnd. Vynasobime-li ¢isla napsand na libovolné dvojici protilehlych stén, dostaneme vzdy stejny vysledek. Jaky je
nejmensi mozny soucet vSech ¢isel na kostce?

>~



Vysledek. 40

Reseni. Oznacéme P soucin &isel na protilehlych sténéch. Cim vétsi je P, tim vétsi je celkovy soucet, chceme tedy
co nejmensi P. Cislo P musi byt délitelné vSemi tfemi ¢isly na obrazku, takze nejmensi hodnota je ddna nejmensim
spoleénym nasobkem téchto ¢isel, coz je P = 36. Z toho plyne, zZe ¢isla, kterd nejsou vidét, jsou 3, 4 a 6 a celkova suma
¢inf 64+9+12+64+4+ 3 =40.

Uloha 15. Na obréazku je znazornén pravidelny pétidhelnik a pravidelny osmiuihelnik. Jestlize je vysrafovany
¢tytihelnik ¢tverec, urcete velikost 1thlu mezi tuénymi ¢arami, oznac¢eného na obrazku otaznikem.

Vysledek. 99°

Reseni. Oznacme body jako na nasledujicim obrazku.

D

Uhel CBD je dén rozdilem vnitinich dhli osmitthelniku a pétithelniku. Z toho |<<CBD| = 135° — 108° = 27°. Snadno
téz spocteme, ze |[<ABD| = 135°. Protoze jsou trojihelniky ABD a C'BD rovnoramenné, plati, ze

|<CDB| = 1(180° — |[<CBD|) = 76,5°,
|<BDA| = 1(180° — |<ABD|) = 22,5°.

Odtud dostavame
|<CDA| = |<CDB|+ |<BDA| =99°.

Uloha 16. Ministr m4 osobnfho $oféra, ktery kazdé rano v pevné stanovenou dobu opousti ministerstvo, aby vyzvedl
ministra u néj doma a zavezl ho na ministerstvo. Ministr se kazdy den probouzi ve stejnou dobu a auto prijizdi presné
v moment, kdy je pfipraven. Dnes se vSak ministr probudil ¢asné a byl pfipraven odejit o hodinu diiv. Rozhodl se tedy
vyrazit autu (které vyjelo z ministerstva ve stejny ¢as jako obvykle) naproti. Kdyz se s nim setkal, nasedl a dorazil na
ministerstvo o dvacet minut diive, nez je u néj zvykem. Kolik minut stravil chuz{? Muzete predpoklddat, ze auto se
pohybuje stale stejnou rychlosti a ze nasednuti do néj nezabere zadny cas.

Viysledek. 50

Reseni. Hodina, kterou ministr ziskal casnym vstavanim, je rozdélena na nezndmy cas ¢, ktery stravil chuzi, a ¢as,
ktery by Sofér obvykle stravil cestou z mista jejich dnesniho setkani k ministrovu domu, coz je polovina uSetieného

casu. Tedy
20
60 =1t+ —
+ 2

at=>50.



Uloha 17. Najdéte nejmensi prirozené ¢islo, které ma alespon dvé cifry a po odstranéni prvni cifry (tj. té nejvice
vlevo) klesne jeho hodnota 29krat.
Vysledek. 725
Reseni. Oznacéme d prvni éislici, k ¢islo obdrzené vymazanim prvnf &slice a n pocet &islic k. Potom je piivodni &slo
rovno 10™"d + k a mame

10"d + k =29k

neboli
28k = 10™d.

Obé strany rovnice jsou délitelné 28 = 22 - 7, takze d = 7 a n > 2. Pokud vyzkousime n = 2, dostaneme k = 25, coz je
nejmensi mozné feSeni.
Uloha 18. Kolikrat béhem 24 hodin je minutova ruc¢icka kolmd na hodinovou?

Vysledek. 44

Reseni. Minutovéa rucicka se behem 24 hodin oto¢i 24krat dokola, zatimco hodinové jen dvakrat. Minutové rucicka
tedy hodinovou béhem 24 hodin 22krat predbéhne. V kazdém z 22 ¢asovych tseku mezi ,predbéhnutimi“ je minutova
rucicka dvakrit kolmé na hodinovou. Odpovéd je tedy 44.

Uloha 19. Najdéte vsechny ctyfciferné palindromy, které Ize napsat jako soucet dvou trojcifernych palindrom.
Poznamka: Palindrom je ¢islo, které zustane stejné, kdyz prevratime poradi jeho cifer — napiiklad 2018102 je palindrom.
Cislo nemuze zac¢inat nulou.

Vysledek. 1111, 1221

Reseni. Oznac¢me né&jaky palindrom vyhovujici zadéni jako abba. Protoze je souc¢tem dvou trojcifernych ¢isel, nemuze
byt v&tsi nez 1998, takze a = 1. Dale necht 1bb1 se rovnd cdc + zyz. Pak plati

1001 + 110 - b = 101(c + ) + 10(d + y).

Protoze leva strana konéi 1, musi ¢ + x také koncit jednickou. Ale ¢ a x jsou aspon jedna a nejvyse devét, takze musi
byt ¢ + x = 11. Dosazenim do ptedchoziho vztahu po zjednoduseni dostaneme

1b—1)=d+y.

Protoze d a y jsou &islice, prava strana muze byt nejvyse 18, takze b — 1 je bud 0, nebo 1. Obé moZnosti vedou
k hledanym palindromim: 1111 = 505 + 606, 1221 = 565 + 656.

Uloha 20. Strany rovnostranného trojihelniku rozdélime v poméru 6 : 1 tak, aby délicf body také tvofily rovnostranny
trojihelnik (viz obrézek). Urcete pomér obsahu menstho rovnostranného trojihelniku a obsahu pavodntho trojihelniku.

Vysledek. 31/49
Regeni. Obsah kazdého ze t¥{ malych shodnych postrannich trojihelniki je roven
1 6 6
77 49
obsahu puvodniho rovnostranného trojihelniku, protoze vyska malého trojihelniku je 1/7 a zdkladna 6/7 pifslusnych

délek v puvodnim trojihelniku. Proto je hledany pomeér obsaht roven

6 31

1-3. — =2
TR



Uloha 21. Najdéte vsechny ¢tverice (a, b, ¢, d) celych kladnych ¢isel s nédsledujici vlastnosti: doplnime-li ¢isla a, b, ¢,
d do tabulky nize, pak a udava celkovy pocet vyskytu ¢islice 1 v tabulce, b pocet vyskytu dvojky, ¢ pocet vyskytu
trojky a d pocet vyskytu ctyrky.

Visledek. (2,3,2,1), (3,1,3,1)

Reseni. Zjevné se v tabulce nemtize 74dné &islo vyskytovat vice nez pétkrét, a dokonce ani pravé pétkrat. Kdyby se
tam totiz objevilo ¢islo pét, zabiralo by misto tomu éislu, které se v tabulce vyskytuje pétkrat. Muzeme tedy dopliiovat
jen ¢isla 1, 2, 3 a 4.

Ukazme nyni, ze d = 1. Kdyby d = 2, muselo by jedno z ¢isel a, b, ¢ byt rovno 4. V tabulce by pak byla jedna
jednicka, dvé dvojky, jedna trojka a dvé zatim neznamé hodnoty, takze by se nabizelo pouze doplnéni b =4 a a = c = 2.
Nicméné (2,4, 2,2) evidentné neni vyhovujici ¢tvefice. Moznosti d = 3 a d = 4 vedou ke sporu jesté rychleji.

Nyni tedy vime, ze d = 1, odkud plyne a € {2,3}. Pokud a = 2, plati b,c € {2,3} (v tabulce uz nesmi byt dalsi
jednicky a ¢tyiky). MoZnost b = 2 nevyhovuje, nebot v tu chvili jiz mame v tabulce t¥i dvojky. Tedy b = 3, coz ndm
dava vyhovujici ctverici (2, 3,2,1). Pokud a = 3, musi se v tabulce objevit jesté jedna jednicka. Vzhledem k tomu, ze
tabulka obsahuje uz dvé trojky, je nutné b = 1. Dostdvame tak vyhovujici ¢tvefici (3,1, 3,1).

Uloha 22. Honza zapomnél své heslo. Pamatuje si jen, ze se skladalo z deviti malych pismen a obsahovalo slova
»sele“ a prase“. Kolik takovych hesel pripada v avahu?

Poznamka: Dand slova jsou obsazena jako podretézce, tedy napf. ,steleme® neobsahuje ,sele“. Pracujeme s anglickou
abecedou, pouzivame 26 pismen.

Vysledek. 2030

Reseni. Nejprve uvazujme pifpad, kdy se slova ,sele“ a ,prase“ nepfekryvaji. Pak z nich lze vytvorit pravé dvé riznd
hesla: ,seleprase” a ,prasesele®.

Pokud se slova prekryvaji, existuje jen jeden zpusob, jak je usporadat: ,prasele“. Potom méame tii moznosti, jak
ur¢it mista pro dveé zbyvajici pismena: ,**prasele”, ,*prasele**, | prasele**“.

V kazdém z téchto pifpadil lze dvojici doplitujicich pismen vybrat 262 = 676 zptisoby. Pii prekryvu tedy existuje
676 - 3 = 2028 moznych hesel.

Dohromady mé Honza 2028 + 2 = 2030 hesel na vyzkousSeni.

Uloha 23. Pokud ndhodné zvolime dvé riznd &isla z mnoziny {1,2,3,...,n —1,n}, budou to s pravdépodobnost{ %
po sobé jdouci ¢isla. Urcete n.

Vysledek. 42

Reseni. V mnoziné {1,2,3,...,n — 1,n} je n — 1 parti po sobé jdoucich ¢isel. Déle mame %n(n — 1) moznosti pro
vybrani dvou ruznych &isel. Plati tedy rovnice

n—1 2 1

%n(n—l) n 21’

jejimz vyteSenim dostaneme n = 42.

Uloha 24. David, ET a Felicie hrali stolni tenis. V kazdém kole se utkali dva z nich, zatimco tfeti odpocival. Nejprve
hral David s ETm, v dalsich kolech pak vzdy vitéz predchoziho kola s tim, kdo si pravé odpocinul. Po nékolika kolech
mél David na svém konté 17 vitézstvi a ET 22. Kolikrat se spolu David a ET utkali?

Vysledek. 20

Reseni. Kdykoli Felicie vyhraje, nem4 to zadny vliv na pocet her vyhranych Davidem nebo ETm ani to neovliviiuje
pocet her, které spolu ti dva sehrali. Muzeme tedy predpokldadat, ze Felicie vzdy prohraje. Jinymi slovy kazdé vitézstvi
Davida nad ETm zvysi Davidovo celkové skére o dva (pokud to nebyl posledn{ zdpas) a naopak. Jelikoz pocet Davidovych
vitézstvi je lichy, posledni kolo muselo byt mezi Davidem a ETm a vyhral jej David. Pokud pfidame jesté jedno, fiktivni
kolo (David vs. Felicie, kde David vyhral), pak celkovy pocet kol, kdy Felicie nehréla, bude polovinou souc¢tu koneéného
skére Davida a ETho, tj. (18 + 22)/2 = 20.



Uloha 25. Zakaznici e-shopu maji moznost vyjadiit svou spokojenost s pofizenym produktem hodnocenim na
pétibodové stupnici (1 hvézdicka = velmi nespokojen, 5 hvézdicek = velmi spokojen). Prumérné hodnoceni nového
smartphonu bylo minuly tyden 3,46 hvézdicky. Poté, co v tomto tydnu ohodnotili smartphone dalsi dva lidé, stouplo
jeho hodnoceni na soucasnou troven 3,5 hvézdicky. Kolik lidi dosud ohodnotilo tento smartphone?

Vysledek. 52

Reseni. Oznacéme k puvodni pocet hodnoceni a x jejich soucet. Déle oznaéme a a b dvé nova hodnoceni z tohoto
tydne. Pak

x r+a+bd
— 4 _— =
R0 k+2 3
a
z=(3+2)k, (1)
c+at+b=(3+3)k+T. (2)

Z rovnice (1) plyne, ze k je ndsobek 50. Po odecteni (1) od (2) dostaneme

k
b—7=—.
a—+ 25
Jelikoz a,b < 5, je leva strana rovnice kladné ¢islo mensi nebo rovné 3, takze k < 75. Z toho odvodime, ze k = 50, a po
pfidani dvou novych hodnoceni vidime, ze celkovy pocet hodnoceni je 52.

Uloha 26. Viki m4 CtyTi pary ponozek s ndpisy ,pondéli“,  atery“,  stfeda“ a ,ctvrtek®. Kolika zpusoby si muze
od pondélka do ¢tvrtka obléct postupné vSechny tyto ponozky, jestlize kazdy den chce mit na nohou dvojici ponozek
s riiznymi napisy, z nichz se navic ani jeden neshoduje s tim, jaky je zrovna den v tydnu? Zadnou z ponozek si Viki
nemuze vzit vickrat.
Poznamka: Obé ponozky v paru jsou stejné, tedy neexistuji zddné ,levé“ a ,pravé“ ponozky. Stejné tak nehraje roli,
ktera ponozka je v dany den na které noze.
Vysledek. 9
Reseni. Pro prehlednost budeme misto ndzvi dnti v tydnu pouzivat ¢isla 1, 2, 3, 4. Vsimnéme si, ze pro libovolny
zpusob spliujici uvedené pozadavky je kazdy den uréen tfemi navzdjem ruznymi ¢isly: ¢islem dne a ¢isly dvou nosenych
ponozek. Ekvivalentné tedy muzeme priradit kazdému dni jedno ¢islo: to zbyvajici, které se v trojici nevyskytuje. Neni
tezké si uvédomit, ze pocet zpusobu je diky tomu roven po¢tu permutaci ¢tvetice (1,2,3,4), které nenechaji zaddné
z ¢isel na jeho puvodni pozici.

Mame tii moznosti, kam umistit jednicku. Je-li n # 1 jeji pozice, pak pro n mame také tii moznosti. Snadno si
rozmyslime, Ze po umisténi jednicky a n uz jsou ostatni dvé pozice jednoznacné urceny. To ndm déva 3 -3 = 9 zpusobu,
jak si obléct onéch osm ponozek.

Uloha 27. Komise 26 matematiki méla navrhnout nejméné pét filma na ocenéni na festivalu matematickych filmua.
Celkem vybirali z 16 filmu. Komise se usnesla na nasledujicim postupu: Kazdy ¢len da po hlase péti raznym filmum a
pét filmu s nejvétdim poctem hlasu bude nominovano; v pripadé rovnosti na patém misté budou vsechny filmy na
sdilené paté pozici nominovany. Jaky je nejmensi pocet hlasu, ktery filmu zaruéi, ze bude nominovén bez ohledu na
ostatni vysledky?

Vysledek. 21

Reseni. Celkem bylo mezi filmy rozdéleno 26 - 5 = 130 hlast. Pokud film ziskal 20 bodi, zbyvajicich 110 hlast mohlo
byt snadno rozdéleno tak, aby pét jinych filmu ziskalo 21 hlasu. Na druhou stranu pokud film obdrzel 21 hlasu a
nebyl nominovéan, pak kazdy z alespon péti jinych filmu ziskal nejméné 22 hlasu. Celkovy pocet hlasu je pak alespon
21 +5-22 =131, coz je spor.

Uloha 28. Redlns funkee f spliuje f(z) + zf(1 — ) = & pro viechna redlnd . Uréete hodnotu f(—2).

. 4
Visledek. =

Reseni. 7 rovnice f(—2) — 2f(3) = —2 plyne, ze ekvivalentné staci urcit hodnotu f(3). Jelikoz f(3) + 3f(—2) = 3,
dostaneme dvé linedrni rovnice pro nezndmé f(—2) a f(3). Vyndsobenim druhé rovnice dvéma a jejim pfictenim k prvn{

dostaneme f(—2) =4/7.



Uloha 29. Souéin dvoucifernych ¢isel n, a, b, o, j je délitelny 4420. Urcete nejvétsi moznou hodnotu n+a+b+ o+ j.
Vysledek. 471
Reseni. Rozlozme 4420 jako 2-2-5-13-17. Jelikoz 13 a 17 jsou prvoéisla, jedno z ¢isel n, a, b, o, j je délitelné
13 a jedno je délitelné 17. Nejmensi spoleé¢ny nasobek 13 a 17 je 221, takze zadné dvouciferné ¢islo neni délitelné
obéma z nich. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze n je délitelné 17 a a je délitelné 13. To znamena, ze
n<8 =5-17Taa<91="7-13.

Uvazme piipad, kdy n = 85 a a = 91. Pak n = 85 je délitelné 5, takze potfebujeme pouze zarucit délitelnost 4. Jak
n, tak i a jsou lichd, takze 4 déli boj. Jedno z ¢isel b, o, 7 je délitelné 4 nebo dvé z nich jsou délitelnd 2. Vétsi soucet
obdrzime v druhém piipadé pro b =0 =98. Potomn+a+b+0+j =85+91 +98 +98 499 = 471.

Posledni moznosti je n < 85 nebo a < 91. Jelikoz jsou n a a po fadé délitelnd 17 a 13, dostaneme n < 68 = 85 — 17
nebo a < 78 = 91 — 13. Pak by soucet n + a + b+ o+ j byl nejvyse 68 + 91 + 3 - 99 = 456 (v prvnim piipadé) nebo
85+ 78 +3-99 = 460 (v druhém piipadé), a to je méné nez 471.

Uloha 30. Martina si v online sportovnim obchodé objednala osm tenisovych micka a mi¢ na hdzenou. Dokonale
kulové micky a mi¢ dorazily v krychlové krabici sbalené tak, ze se kazdy micek dotykal tii ze Sesti stén krabice a
mice na hazenou. Polomér mic¢e na hézenou je 10 cm a polomér tenisovych micku je 5 cm. Urcete délku hrany krabice
v centimetrech.

Vijsledek. 10(1+ v/3)
Reseni. Télesova thlopiicka krychle prochézi stfedem mice na hazenou a dvéma tenisovymi micky. Prochazi také
body, v nichz se tyto tii koule dotykaji. Jedind ¢ast thlopticky, kterd neni uvniti zadné koule, je isek mezi tenisovym
mickem a rohem krabice. Vzdalenost od stfedu tenisové koule do rohu krabice je polovina télesové uihlopiicky krychle
opsané tenisovému micku. Takze délka tihlopricky krabice je sou¢tem

e (2x) 1/2 télesové tihlopficky krychle opsané tenisovému micku,

e (2x) poloméru tenisového micku,

e pruméru mice na hézenou.
Délka télesové thlopticky krabice je tedy
10v3 4 10 + 20 = 30 + 10v/3

a délka hrany se rovna

30+ 10v3
— - 10(1 + V3).

Uloha 31. Pokud zapiseme 229 v desftkové soustavé, dostaneme deviticiferné éislo, jehoz &fslice jsou po dvou rizné.
Ktera cislice chybi?
Vysledek. 4

Reseni. Vime, ze 2'0 = 1024. Hodnotu 229 muizeme spoéitat piimo jako 10242 - 1024/2. Dostaneme 229 = 536 870 912.
Alternativné lze vyuzit faktu, ze prirozené ¢islo davéa po déleni deviti stejny zbytek jako jeho ciferny soucet. Navic
zbytkova tiida 2™ modulo 9 je periodicka s periodou 6. Soucet v8ech deseti ¢islic je 45, z ¢ehoz odvodime

45—2=2%=2=5 (mod9),
kde x znaéi chybéjici éfslici v desitkové reprezentaci 22°. Po zjednoduseni x = 4 (mod 9) a chybéjici &islice je 4.

Uloha 32. Pii tklidu pudy nasel Olin starou kalkulacku, kterd zobrazovala pouze prvni dvé ¢islice za desetinnou
¢arkou. Napiiklad pro v/4 zobrazila 2,00 a pro v/6 = 2,44949 . .. zobrazila 2,44. Jaké je nejmensi pFirozené ¢islo, které
neni druhou mocninou celého ¢&isla, ale pro jehoz odmocninu zobrazi Olinova kalkulacka dvé nuly za desetinnou ¢arkou?
Vysledek. 2501
Reseni. Oznacme pde(n) prvni dvé cifry za desetinnou ¢drkou &isla y/n. Je zfejmé, ze s n zvySujicim se od jedné
druhé mocniny k nésledujici roste i pdc(n). Jelikoz hleddme nejmensi mozné éislo, n musi byt ve tvaru k% + 1 pro
néjaké prirozené ¢islo k.

Cislo V&2 + 1 zaokrouhleno dolt je k, takze vk2Z + 1 — k je ostie mezi 0 a 1. Tvrzeni pdc(k? + 1) = 0 je tedy

ekvivalentni .
VE2+1-k < —

100°
Po pricteni k k obéma strandm nerovnosti, umocnéni na druhou (obé strany jsou kladné) a zjednoduseni dostaneme

1
1—-—.
k>50< 1002)

Pravé strana je ostfe mezi 49 a 50, a jelikoz k je celé ¢islo, dostaneme k > 50. Hledans hodnota je n = 502 + 1 = 2501.



Uloha 33. V kazdém poli Sachovnice 2018 x 2018 ma byt zapsano jedno z ¢isel od 1 do 9 tak, aby soucet cisel
v kazdém ctverci 3 x 3 byl délitelny 9. Kolika riznymi zptsoby toho lze dosdhnout?

Vijsledek. 93068

Resend. Vyplnéni 8068 poli, ktera tvoii dvé spodni fady a dva levé sloupce, uréi jednoznaéné hodnoty v ostatnich
polich, nebot zbyvajici pole miZzeme vyplnit diagonalu po diagonéle — viz obrazek. Na druhou stranu kazdé sprévné
vyplnéni celé Sachovnice uréi vyplnéni téchto 8068 poli. Takze pocet libovolnych vyplnéni téchto poli je stejny jako
hledany pocet vyplnéni celé tabulky.

9|8 9|8 918 9|8

9|7 9|7 9|7 9|7]2

5|2 %52 %525 *)5251
4|1 4|1]1 41|12 4|1]1|2
3|6 9]1]3 3|6 9|1]3 3|16(9]9]1]3 31619]9]1(3
219]|1|7]4(4 2|9[1]7|4]4 219[1[7]4]|4 2|19|1|7 4

Uloha 34. Naleznéte véechny dvojice kladnych celych ¢isel (n,m), které splituji 4" + 260 = m?2.
Vysledek. (3,18), (6,66)

Reseni. Rovnice v zadéni je ekvivalentni m?2 — (27)2 = 260. Upravou levé strany dostaneme (m — 2")(m + 2™) = 260.
Prvoéiselny rozklad 260 = 22 -5 - 13 vede k rozndsoben{

260=1-260=2-130=4-65=5-52=10-26 =13 - 20,

kdy# vezmeme v potaz, ze (m — 2") < (m + 2"). Protoze plati (m + 2") — (m — 2") = 2"*1 ovéifme tento vztah pro
jednotlivd rozndsoben{ a dostaneme moznosti 26 — 10 = 2% a 130 — 2 = 27, které vedou ke dvéma fesenim (3,18) a
(6,66).

Uloha 35. V rovnostranném trojihelniku ABC jsme z vrcholu B vyslali svételny paprsek, ktery se od strany AC
odrazil v bodé D spliujicim |DC|: |AC| =1 :2018. Uhel dopadu byl stejny jako thel odrazu. Paprsek pokracoval dél
a odrazil se pokazdé, kdyz narazil na néjakou stranu trojihelniku ABC'. Kolikrét se odrazil (pocitdme-li i prvni odraz),
nez se dostal do néjakého vrcholu trojihelniku ABC?

Vysledek. 4033

Resendi. Namisto sledovani odrazii paprsku v trojihelniku nechdme paprsek pokracovat rovné a budeme pievracet
trojuhelniky podle pfislusné strany, na kterou zrovna paprsek narazil. Ukdzeme, ze jedna fada takto zobrazenych
trojihelniku uz sta¢i k tomu, aby paprsek dorazil do vrcholu.

Ozna¢me FE prusecik polopiimky BD s pfimkou vedenou bodem A rovnobéznou s BC'. Déle oznaéme F' bod na
pifmce BC, pro ktery je EF || AC. Potom jsou trojihelniky BCD a BFE podobné a plati |BF| = 2018 - |BC|. To
znamend, ze pirevracenim trojihelntku ABC se jednim z vrcholu po ¢ase dostaneme do bodu E a bod E je ziejmé
prvnim bodem na polopiimce BD s touto vlastnosti.

Snadno zjistime, ze isec¢ka BFE protina 2 - 2017 — 1 = 4033 stran v fadé trojuhelniki, coz odpovidd poctu odrazu
svételného paprsku v puvodn{ tloze. Obrazek ilustruje feSeni se zménénou pocéteéni podminkou na |DC| : |[AC| =1 : 5.

Uloha 36. Obdélnikovy list papiru ABC'D jsme ptelozili tak, aby se bod A pfesunul na stranu BC' a aby bod M,
v némz se nyn{ strana C'D protind se stranou DA, byl pfesné ve tietiné strany CD, tedy |CD| = 3|CM]|. Jestlize je
obsah Sedého trojuhelniku roven 1, jaky je obsah srafovaného trojuhelniku?
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Viysledek. 9/4

Reseni. Ozna¢me jednotlivé priseciky jako na obrézku.

D/
D K/(\?\M c
» A’
A I B

Vsechny t¥i trojuhelniky KM D', A’MC a LA’B jsou pravouhlé a navzijem podobné, coz snadno zjistime nalezenim
shodnych dhlu v obrizku. Hledame tedy koeficient podobnosti mezi vyznatenymi trojiuhelniky. Vsimneme si, ze
|[KD| =|KD'| a |LA| = |LA’|, a dostaneme

|D'K|+ |KM| = |DM| = §|DC| = |AB|
|A'L| + |LB| = |AB.

Protoze ve vyse zminéné podobnosti trojihelniku si odpovidaji strany A'L a KM a strany LB a KD’, je hledany
koeficient 3/2. Pomér obsahti je tedy (3/2)% = 9/4.

Uloha 37. Zkusime-li vydélit polynom 2 + x® + 27 + 2 + 211 + 22°17 + 12918 polynomem z2 — 1, dostaneme nenulovy
zbytek. Najdéte hodnotu x, pro kterou je tento zbytek roven 1111.

Viysledek. 185

Reseni. Dany polynom muzeme piepsat do tvaru

2P 4 42T 2 gl g 2017 | 2018
=x(x? = 1) + 2@ — 1)+ 2@ — 1)+ z(2® - 1)+
+a(z'® = 1) + 2(2?°1 — 1) + (2®°'8 — 1) 4 62 + 1.
Déle protoze plati
$2k —1= ($2 _ 1)(x2k72 _|_m2k74 N 1)7

jsou zjevné véechny zavorky na pravé strané piedchozi rovnosti délitelné x2 — 1. Jelikoz stupen polynomu 6z + 1 je
mensi nez stupeni 2 — 1, je jisté 62 + 1 hledany zbytek. Nyni uz staci vyfesit rovnici 1111 = 6z + 1, éfm#z dostaneme
odpovéd = = 185.

Uloha 38. V Pentagonii je deset mést a kazdé z nich je propojeno primou zZelezni¢ni trati se tfemi jinymi mésty jako

na obrazku. Antimonopolni zékony vyzaduji, aby zddné dvé traté, které vedou do stejného mésta, nebyly provozovany

stejnym dopravcem. Kolika zptsoby lze pfifadit traté tfem dopravcum a neporusit pfitom predpisy?

Vysledek. 30
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Regeni. 'V platném piifazeni trat{ ,vnéjstho pétihelniku® maji dvé spolecnosti (feknéme X a Y') po dvou tratich a
jedna spolecnost (Z) jednu trat. Spole¢nosti také musi byt v pofadi XY XY Z poéinaje néjakym méstem. Je snadné
ukdzat, ze prifazeni zbylych trati je pak jednoznaéné: traté ,vnitiniho pétithelniku® jsou prirazeny stejnym spolec¢nostem
jako odpovidajici strany vnéjsiho pétithelniku a traté spojujici pétithelniky musi byt pritazeny posledni zbyvajici
spole¢nosti.

To znamenad, Ze pocet platnych prifazeni celé sité je roven poctu pritazeni vnéjsiho pétitthelniku. Mame Sest moznosti,
jak pritadit tfem spolec¢nostem oznaceni X, Y a Z, a pét moznosti pro mésto na poc¢atku posloupnosti XY XY Z.
Celkem tedy dostavame 5 -6 = 30 moznosti.

Uloha 39. UvnitF pravothlého trojihelniku je 25 kruznic o poloméru 1 jako na obrazku.

Jaky je polomér kruznice vepsané tomuto trojihelniku?
Visledek. 25— 13v/2

Reseni. Uvazme trojihelnik, jehoz vrcholy jsou stiedy tif kruznic v rozich. Tento trojihelnik je pravouhly s délkami
odvésen 14 a 34. Z Pythagorovy véty spo¢teme délku prepony jako

V142 + 342 = 26V/2.

Polomér kruznice vepsané tomuto trojithelnfku je (14434 —26+/2)/2 = 24 —13+/2. Jelikoz strany ptivodniho trojihelniku
jsou rovnobézné se stranami nového trojuhelniku a lezi od nich ve vzdalenosti 1, stfedy kruznic vepsanych obéma
trojihelnikim splyvaji a hledany polomér je 25 — 13v/2.

Uloha 40. P4ja vymyslela operaci spdjent na (konetném) seznamu celych éisel: vezme Etyfi kopie tohoto seznamu,
zvetsi hodnoty v nich postupné o 0, 2, 3 a 5 a vysledek napiSe za sebe do jediného seznamu. Napiiklad pro seznam
(8,3) je vysledek spéjeni (8,3,10,5,11,6,13,8). Pokud P4ja zacne s jednoprvkovym seznamem (0) a opakované provadi
spajeni, dokud nedostane seznam o alespon 2018 prvcich, jaky bude 2018. prvek vysledného seznamu? Potadi prvku
bereme zleva doprava.

Vysledek. 17
Reseni. Pro zjednoduseni notace oéislujme pozice v seznamu od nuly. V takovém piipadé plyne ze snadného indukéntho
argumentu, ze pozice ¢isla zapsand ve ¢tyfkové soustavé popisuje, jaké operace (a v jakém poradi) byly aplikovdny na
¢islo na dané pozici. Pro ilustraci — takto vypada Pajin seznam po dvou iteracich spédjent:
(040,042, 043,045, 2+0, 242, 2+3, 2+5,
00 01 02 03 10 11 12 13
3+0, 342,343, 3+5, 540, 542, 5+3, 5+5).
20 21 22 23 30 31 32 33
(Cfsla pod prvky uddvaji pozici ve étyfkové soustavé.) Jelikoz 2017 je 133201 ve étyfkové soustavé, ¢islo na pozici 2017

neboli 2018. prvek seznamu je
24+5+54+3+0+2=17.
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Uloha 41. Urcete, pro které nejmensi kladné celé ¢islo n mé rovnice

(.172 4 y2)2 4 2nx(x2 4 y2) — Tl2y2

feseni (z,y) v kladnych celych éislech.
Vysledek. 25

Resend. Tato rovnice je kvadratickd v n s feSenim

(2% +9°)(z + V2’ +1°)
y2

(druhé fesen{ je zdporné, nebot /22 + y? > x) neboli
ny? = (z* + y2)(x + V2 + y2).

Definujme d = NSD(z,y) a = zod, y = yod. Po dosazeni a zjednoduseni dostaneme

nys = d(xg +y3) (vo + \/2% + 43).

Jelikoz x¢ a yo jsou nesoudélnd, také y32 a z3 + y2 jsou nesoudélna, takze 3 + y3 | n. Navic 22 + y2 musi byt druhd
mocnina néjakého piirozeného éisla. Je dobfe zndmy fakt, ze 52 = 25 je nejmensi ¢tverec, ktery miize byt zapsan jako
soucet dvou étvercii, jmenovité 32 4+ 42. Takze n > 25 a dosazenim = = 4, y = 3 dostaneme, ze n = 25 je skuteéné feseni.

Uloha 42. V pokoji s obdélnikovym pudorysem, ktery ma rozméry 6 m x 2.4m x 2,4m (délka x siika x vyska), sed{
na jedné ¢tvercové sténé 2,4 m x 2.4 m pavouk. Nachazi se 20 cm od stropu, piesné uprostied mezi svislymi hranami
stény. Na proteéjsi sténé sedi moucha — také piresné uprostied, jen 20 cm od podlahy. Pokud se moucha nepohne a
pavouk smi lézt jen po sténach, po stropé a po podlaze, jakou nejkratsi vzdalenost v metrech musi urazit, aby ji chytil?

|
: 20 cm
: pavouk 24m
mouchal ’
e e e L — —
20cm| 7
7 2,4 m

6m

Vysledek. 8

Reseni. Pavoukova nejkratsi cesta bude na siti kvadru zifejmé rovnou tseckou. Na obrazku znazornuje bilé kolecko
mouchu, ¢erné pavouka. Poloha ¢erného kolecka zavisi na zpusobu rozvinuti plasté kvadru.

A7 na symetrii existuji tfi mozné cesty pavouka k mousSe, postupné prochazejici pies jednu, dvé a tfi obdélnikové stény
kvadru. V obrazku je znaé¢ime A, B a C. (Cestu, kterd by vyuzivala ¢tyii obdélnikové stény, bychom evidentné mohli
zkratit.) Snadno spocteme, Ze cesta A méfi 8,4 m. Pomoci Pythagorovy véty zjistime, ze cesty B a C' maji postupné
délku /66,32 m a 8 m. Nejkratsi je tedy cesta C.
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Naésledujici obrazek ukazuje nejkratsi cestu ve tfech dimenzich:

Uloha 43. Najdéte minimum vyrazu
(6 + 2 cos(x) — cos(y))? + (8 4 2sin(z) — sin(y))?

pro z,y € R.
Vysledek. 49

Reseni. Oznaéme zkoumany vyraz jako V (z,v). Piipomeinime, 7e kruznice k(S, R) se stiedem S = [S, So] a polomérem
R > 0 se d& parametrizovat (tj. souradnice vSech bodu lezicich na ni muzeme vyjadrit) pomoci tihlu « jako [x1,z2] =
[S1 4+ Rcos(a), Se + Rsin(«)]. Uvazme body P = [0,0] a @ = [6, 8] a kruznice k1 (P,2) a ky(Q,1). Pak z Pythagorovy
véty plyne, ze V(x,y) = |AB|?, kde A € k; odpovid4 ihlu 2 a B € ks tihlu y. Z toho dostaneme, ze minimum V (z,y)
je druhd mocnina vzdélenosti nejblizsich bodu na k1 a ko, coz muzeme spocitat ze vzdalenosti stfedu a poloméru ki a
ko: /62 + 82 — 2 — 1 = 7. Minimum V (z,y) je tedy rovno 7% = 49.

Uloha 44. Jaké je nejmens{ prirozené &slo, jehoz posledni éfslict (tj. ¢islici na misté jednotek) je 2 a zéroven jejim
presunutim pred prvni ¢islici dostaneme dvojndsobek puvodniho ¢isla?
Vysledek. 105263 157 894 736 842

Reseni. Ozna¢me hledané ¢fslo jako N. Kdyz odstranime posledni &slici, dostaneme viechny ¢islice ésla 2N kromé té
nejvice vlevo. Protoze N konéi na 2, musi 2N koncit na 4, neboli ¢islice na misté desitek ¢isla N je 4. Jako d; ozna¢me
i-tou &islici N, tentokrdt pocitanou zprava doleva (tj. d; je éislice na misté jednotek). Kdyz uvdzime, jak funguje
nasobeni dvéma, zjistime, ze ¢islice N musi splnovat

g — 2d;_1 mod 10 pro d;_o < 5,
" l2diy mod 10+1 prod;_5>5

pro v8echna i > 2. Diky témto pravidlum muzeme rovnou psat ¢islice N. Zastavime se, kdyz napiseme 1, za niz by
nasledovala 2. Cislo za¢inajici touto 1 je N, protoze nasobeni dvéma presné odstrani ¢islici na misté jednotek a prida
dvojku pred ¢islo. Vysledek je

N = 105263157894 736 842.

Uloha 45. Madam Veréa rozdélila své trojuhelnikové pole dvéma rovnymi ploty na ¢tyfi ¢asti. Pozemek o velikosti
6 dala své dcefi Beaté, ten o velikosti 4 své dcefi Blance a nejmensi kus o velikosti 3 vénovala své nejmladsi dcefi
Barbafe. Nejvétsi ¢ast pole si nechala. Jak velka je tato ¢ast?

Visledek. 19/2
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Reseni. Budeme pouzivat znaceni jako na obrazku.

A
D B
7 poméru obsahu vyplyvé, ze bod S déli isecku @B v poméru 1 : 2 a tsecku PC v poméru 2 : 3. Dopliime tsecku AS
a oznatme obsahy trojihelniki APS a ASQ postupné jako a a b. Dostavame rovnice

b —
at+4
b+3

a

b

N W DN =

)

ekvivalentné

2b = a + 4,
2b 4+ 6 = 3a.

To ndm dé fesenia =5a b= %. Obsah ¢tyithelniku APSQ je tedy 12—9.

Uloha 46. Ctyii bratii maji dohromady 2018 korun. Vime, ze jméni kazdého z nich je kladné celé ¢islo, zadni dva
nevlastni stejné korun a kdykoli je jeden z bratrti bohatsi nez jiny, je jeho jmeéni celo¢iselnym nasobkem jmeéni toho
chudsiho. Kolik nejméné korun muze nejbohatsi bratr mit?

Vysledek. 1152

Resend. Protoze jméni kazdého bratra je ndsobkem majetku toho nejchudstho, jejich soucet, tedy 2018, musi byt také
jeho nasobkem. Nicméné prvociselny rozklad 2018 = 2 - 1009 dava pro pocet korun nejchudsiho jen t¥i moznosti: 1, 2,
nebo 1009. Zjevné neni mozné, aby mél 1009 korun, protoze pak by nejchudsi bratr mél vic nez kterykoli jiny. Dale
kdyby meél jen korunu, na ostatni bratry by zbylo 2017 korun, coz je prvocislo, takze druhy nejchudsi bratr by musel
mit také jen korunu, coz ale odporuje podminkam ze zadani. Nejchudsi bratr tedy ma 2 koruny a zbyli tfi vlastni
dohromady 2016 korun.

Nechf a < b < ¢ jsou pocty korun zbylych tif bratrii. Musi spliiovat podminky a | b | ¢ a a+ b+ ¢ = 2016. Délitelnost
spolu s ostrou nerovnosti implikuje, ze 2a < b a 2b < ¢. Kdybychom dokézali splnit rovnosti, zjevné bychom dostali
feSeni s nejmensi hodnotou c. Nastésti 1 4+ 2 + 4 = 7 déli 2016, muzeme tedy opravdu soucet rozdélit na

2016 = 7 - 2016 + 2 - 2016 + 7 - 2016.

Lp -4 o
Odpoved je = - 2016 = 1152.

Uloha 47. Michal nakreslil na tabuli symbol &. Potom tfindctkrat zopakoval nésledujici postup: Smazal tabuli
a napsal na ni novou posloupnost symbolu, pficemz misto kazdého & v predchozi posloupnosti nyni napsal dvojici
Q& a misto kazdého O v predchozi posloupnosti nyni napsal &O. Napiiklad posloupnost &0 by Michal prepsal
jako O&dORQ. Kolik dvojic OO (bez dalsiho symbolu mezi nimi) zistalo na tabuli, kdyz to Michala pfestalo bavit?
Pocitané dvojice se mohou piekryvat, tedy napi. v posloupnosti QOO jsou tii dvojice Q0.

Viysledek. 1365

Reseni. Nechf A, je posloupnost symboli, které ziistaly na tabuli po n-tém zopakovéani celé procedury (Ag = ()).
Déle h,, bude znagcit pocet dvojic OO v A,. Protoze dvojice O0 v A, vznikne jen z dvojice O v A, _1, kterd zase
vznikne jen z QO nebo & v A, _o, vidime, Ze hy, = hy,—o + 2773 pro n > 3, protoze v A,_o je piesné 2”3 symbold .
Pro lichd n tedy mame

hn:2n73+2n75+.“+20+h1: (2n71_1)’

1
3

protoze hy = 0. Hledany pocet dvojic je hi3 = 1365.

15



Uloha 48. Nech{ ABCDEFGHI je pravidelny devitithelnik s kruznici opsanou g a stfedem O. Oznatme M bod
uprostied kratsiho oblouku AB kruznice g, P stied usecky MO a N stied usecky BC'. Prusecik piimek OC a PN
nazveme Q. Jakd je velikost ithlu NQC' (ve stupnich)?
Vysledek. 10°
Reseni. Dokazeme, ze ¢tyFihelnik OCNP je tétivovy. Protoze |[<ONC| = 90°, staci ukézat, ze |<OPC| = 90°. To
ovéfime ndsledovné: Protoze body C' i M lezi na p, plati |OC| = |OM|. Snadnym vypoctem zjistime, ze |[<MOC| = 60°,
takze AOCM je rovnostranny. Nakonec P je stfedem usecky OM, a tak plati [<OPC| = 90°.

Dalsim snadnym vypoctem dostaneme |[<OCN| = 70°, tedy |<OPN| = 180° — |[<OCN| = 110°. Vyuzitim
trojihelniku OQP dostaneme

I<KNQC| = |[<PQO| = 180° — |[<POQ| — |<OPQ| = 180° — 60° — 110° = 10°.

Uloha 49. Jana si vymyslela trojici (x,y, z) kladngch celych ¢isel takovou, ze x + y + z = 2018. Cislo x poseptala
Xeneé, y Yené a z Zené. Zadna z téchto tii neznala zbyla dvé ¢isla a jediné, co jim Jana prozradila, byl onen soucet.
Nésledovala tato konverzace:

e Xena: Vim, Ze Yena a Zena maji ruzné ¢isla.
e Yena: Diky Xené nyni vim, ze vSechna nase ¢isla jsou navzajem ruzné!
e Zena: A ja ted uz vim, kterd z nds ma jaké &islo.

Najdéte trojici (z,vy, 2).
Visledek. (3,2,2013)
Reseni. Vyrok Xeny znamens, ze z je liché. Kdyby bylo sudé, mohlo by byt y = 2.

Predpoklddejme nyni, Ze y je liché. To znamend, Ze Yena od zacatku védéla, ze x a z jsou ruzna. Kdyby bylo navic
y > 1009, Yena by uz také védéla, ze x a z jsou ruznd od y, a nepotiebovala by Xenin vyrok. Kdyby vsak y < 1007,
pak by navzdory Xeniné vyroku Yena porad neumeéla Fict, jestli je jeji ¢islo ruzné od x. Muzeme z toho vyvodit, Ze y je
sudé, a tedy ze z je liché.

Kdyby y bylo ndsobkem ¢ty¥, platilo by x + z = 2018 — y = 2 (mod 4), jinymi slovy x + z by bylo dvojndsobkem
lichého éfsla. V takovém pifpadé by ale Yena nemohla usoudit, Ze = a z jsou ruznd. Kdyby naopak y = 2 (mod 4), pak
by ¢isla z a z musela ddvat ruzné zbytky modulo 4 a Yenin vyrok by tim byl vysvétleny.

Nakonec prozkoumejme Zenin vyrok. Musi platit y = 2, protoze jinak by y mohlo byt o 4 mensi a x o 4 vétsi a Zena
by nepoznala rozdil. Z podobnych ditvodi je x < 4, takZe bud = = 1, nebo 2 = 3. Nicméné v prvnim pifpadé by Zena,
kterd védeéla, ze 2018 — z = x + y = 3, mohla urcit = a y i bez Yenina vyroku. Proto x = 3 a z = 2013.

Uloha 50. Carodsj Aritmetix a ¢arodéjka Kombinatorika spolu soupeif v duelu. Na zacdtku maji oba 100 Zivoti.
Aritmetixova kouzla zasdhnou Kombinatoriku s pravdépodobnosti 90 % a v ptripadé zdsahu ji zrani za 60 zivotu.
Kombinatori¢ina kouzla zasdéhnou Aritmetixe s pravdépodobnosti 60 % a zranuji za 130 zivotu. Soupefi se sti{daji
v sesildni kouzel a Aritmetix za¢ind. Souboj konéi, jakmile nékterému z ¢arodéju dojdou zivoty, prohrou tohoto ¢arodgje.
Urcete pravdépodobnost Aritmetixova vitézstvi.

Vysledek. 45/128

Reseni. Piesny pocet zivotu neni tak dilezity — staci vedét, ze Aritmetix prohraje, jakmile je poprvé zasazen, a
Kombinatorika prohraje po dvou zdsazich. Uvazme stav, kdy Kombinatorika jiz byla jednou zasazena a Aritmetix je na
radé se sesilanim kouzla. Ozna¢me pravdépodobnost Aritmetixovy vyhry za tohoto stavu g. Aritmetix muze za této
situace vyhrat bud jisté tim, 7ze tispésné zasdhne (coZ se stane s pravdépodobnosti 9/10), nebo moznd v piipadé, ze
mine a pak mine i Kombinatorika (coz se stane s pravdépodobnosti 1/10 - 4/10); tim se totiz opét dostaneme do stavu,
v némz Aritmetix vyhraje s pravdépodobnosti q. Obdrzeli jsme tedy rovnici

9 1 4

q,
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ze které plyne ¢ = 15/16.

Nyni spocitejme pravdépodobnost p Aritmetixova vitézstvi z vychozi situace. Pokud Aritmetix zasdhne a Kombina-
torika mine (pravdépodobnost 9/10-4/10), dostaneme se do situace popsané v predchozim odstavci a Aritmetix vyhraje
s pravdépodobnosti ¢ = 15/16. Na druhou stranu, pokud Aritmetix mine a Kombinatorika také mine (pravdépodobnost
1/10 - 4/10), pak Aritmetix zvitéz{ s pravdépodobnosti p. Mdme tedy

9 4 15 1 4

1010
Vyfesenim rovnice dostaneme, ze Aritmetix vyhraje duel s pravdépodobnosti p = 45/128.

Uloha 51. Necht a(1),a(2),...,a(n),... je rostouci posloupnost kladnych celych &sel splitujicia(a(n)) = 3n pro
kazdé kladné celé n. Spocitejte a(2018).

Pozndmka: Posloupnost je rostoucs, pokud a(m) < a(n), kdykoli m < n.

Viysledek. 3867

Reseni. Pokud a(1) = 1, musi platit také a(a(1)) = 1 # 3 -1, coz nenf mozné. Protoze je posloupnost rostouct,
plati tudiz 1 < a(1) < a(a(1)) = 3, a tedy a(l) = 2. Ze zadané rovnice také vhodnym dosazenim vyvodime vztah
a(3n) = a(a(a(n))) = 3a(n) pro kazdé n. Vyjdeme-li z rovnosti a(1) = 2, snadno pak pro kazdé m indukei odvodime
a(3™) = 2-3™. Vyuzitim tohoto vztahu déle dostaneme a(2 - 3™) = a(a(3™)) = 3m*.

Existuje 3™ — 1 pfirozenych ¢isel 7, pro néz je 3" < i < 2- 3", a podobné 3™ — 1 pfirozenych ¢isel j, pro néz je
a(3") =2-3" < j < 3"t =q(2-3"). Protoze a(n) je rostouci, nemame jinou moznost nez a(3" +b) = 2- 3" + b pro
viechna 0 < b < 3™. Z toho a(2-3" +b) = a(a(3" + b)) = 3"+ 4 3b pro 0 < b < 3™. Protoze 2018 = 2 - 35 + 560, mdme
a(2018) = 37 + 3 - 560 = 3867.

Uloha 52. Rovnostranny trojihelnik 7" se stranou délky 2018 je rozdéleny na 20182 rovnostrannych trojihelnicki
se stranou délky 1. Mnozinu M vrcholu téchto trojihelnicktt nazveme nezqvislou, pokud pro kazdé dva ruzné body
A, B € M plati, ze isecka AB neni rovnobézna s zddnou stranou trojihelniku 7T'. Kolik nejvice vrcholi muze nezavisla
mnozina obsahovat?

Vysledek. 1346
Reseni. Kazdému vrcholu v mifzce miizeme piifadit trojici jeho vzdélenosti od tif stran trojihelniku T (jako jednotku
této vzdalenosti budeme brat vysku trojihelnicku). Soucet téchto vzdalenosti je vzdy roven 2018. Naopak, libovolnd
trojice nezdpornych celych ¢isel se souc¢tem 2018 udava pravé jeden vrchol miizky. Muzeme tedy namisto vrcholu
pracovat ekvivalentné jen s témito trojicemi, kterym budeme fikat souradnice.

Podminka nezavislosti v fe¢i soufadnic znamend, ze zadné dvé trojice v mnoziné nesmi mit stejnou prvni, druhou
nebo tieti soufadnici. Necht

M= {(l‘1, Y1, Zl)v (332, Y2, ZQ)a cey (xkvyka Zk:)}

je nezavisla mnozina. Protoze x1, ..., T, jsou navzdjem ruzné nezaporné celd ¢isla, jejich soucet je aspon
k(k—1)
—
Totéz plati pro soucty y1 + -+ yx a z1 + - - - + 2. Na druhé strané mame x; + y; + z; = 2018 pro kazdé i = 1,... )k,
tedy

O+14--+(k—1)=

kE(k—1)

3.
2

(@4 dag) + W+ ye) + (2 4o+ 2) = 2018k,
7 toho plyne, ze
E <14 % - 2018
neboli k < 1346.
Nésledujici dvé posloupnosti bodu tvoii dohromady nezivislou mnozinu o velikosti 1346:
(0,672,1346), (2,671, 1345), (4,670,1344), ..., (1344,0,674);
(1,1345,672), (3,1344,671), (5,1343,670), ..., (1345,673,0).
Hledany maximélni mozny pocet prvki nezdvislé mnoziny je tedy 1346.
Na obrazku je konstrukce nezavislé mnoziny pro trojihelnik se stranou délky 11:

AN VAVAVAVAN
INONINININONINININEN
NAANNNNNNN
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Uloha 53. Nechf ABC je trojthelnik s |[AB| =5, |AC| = 6 a opsanou kruZnic{ w. Déle necht F, G jsou body na
strané AC takové, ze |AF| =1, |[FG| =3 a |GC| = 2, a necht piimky BF a BG protinaji kruznici w postupné v bodech
D a E. Pokud jsou usecky AC a DFE rovnobézné, jaks je délka strany BC?
Vysledek. 5+/5/2
Resend.  Oznaéme x = |BC|. Protoze ACED je rovnoramenny lichobéznik, miizeme polozit y = |AFE| = |C'D|. Nakonec
jesté ozna¢me p = |BF|, ¢ = |DF|, u = |BG| av = |GE|.

Uhly BAC a BDC jsou stejné velké, protoze body A a D lezi na stejném oblouku BC' kruznice w. Z toho plyne, ze
trojuhelniky ABF a DCF jsou podobné, takze

Stejnym zpusobem dostaneme podobnost trojihelniki BCG a AEG, z ¢ehoz plyne

y v 4
r 2 u
Protoze jsou tsecky AC' a DE rovnobézné, plati
p_u
g v
Dosazenim z ptedchozich rovnosti dostaneme
25 Az
v o_ Y
¥y T2y
5 -

neboli 2% = 125/2. Proto x = 5./5/2.

Uloha 54. Vime, ze
222000 — 4569878 . ..229376 .

6623 cislic

Pro kolik kladnych celych ¢isel n < 22000 je prvni cifrou 2" rovnéz 47

Vysledek. 2132

Reseni. Pokud prvni cifra k-ciferného ¢isla N je ¢, pak ¢- 1051 < N < (¢ +1) - 10*~1. Z toho plyne, ze 2¢ - 101 <
2N < (2¢+2) - 101, specidlné je prvni cifra éfsla 2V asponi tak velks jako prvni cifra 2¢ a nejvys tak velkd jako prvni
cifra 2c¢ + 1. Toto pozorovani aplikujeme na prvni cifry mocnin dvojky. Pro mocninu dvojky za¢inajici jednickou mame
pét moznosti, jak budou vypadat prvni cifry u nasledujicich mocnin dvojky:

Necht k je nezdporné celé ¢islo takové, ze 2% zacind jednickou a mé d cifer. Pak existuje pravé jedna mocnina dvojky,
kterd zacina jednickou a ma d + 1 cifer, a je to bud 2¥*3 (pokud jsme v situaci (3), (4) nebo (5) vyse), nebo 2F+4
(v pifpadé (1) nebo (2)). Jelikoz 2° (jednociferné éislo) a 221998 (6623ciferné &fslo) zaéinajf jednickou, miZzeme spoéitat,
kolikrdt pfi pocitani po sobé jdoucich mocnin dvou nastdva piipad (1) nebo (2). Je to presné 21998 — 3 - 6622 = 2132krét.

Nakonec si jesté vSimneme, ze piipady (1) a (2) jsou pfesné ty, po kterych vzniknou mocniny dvojky za¢inajici
¢tytkou. V daném rozmezi se tedy nachazi 2132 ¢éisel spliujicich podminku v zadani.

Uloha 55. Najdeéte racionalni ¢isla a, b, ¢, pro ktera plati

VV2—1=Ya+ Vo+ Ve

Poznamka: Raciondlni ¢islo je takové, které lze zapsat jako podil dvou celych éisel.
Vysledek. (a,b,c) =(1/9,-2/9,4/9)
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Regeni. Polozme y = ¢/2ax = /2 —1= ¢y — 1. Chtéli bychom vyuzit faktu, ze ¢isla y* £ 1 jsou celd, a pomoci
vzorct pro A% 4+ B3 najit vztah mezi x a y ve vhodném tvaru, abychom pak mohli x vyjadiit jako souéet tif tietich
odmocnin z raciondlnich ¢isel. Nejprve si povS§imnéme, ze

1=y’ —1=(y—-DE*+y+1),
a protoze 3 = y® + 1, plati

3y +3y+3 3P 43y+yi+1 (y+1)3
3 n 3 -3

v ry+l=

Déme-li odvozené vztahy dohromady, dostaneme 2% =y — 1 = m = ﬁ

Dale 3= +1=(y+1)(y®> —y+ 1), a tedy plati ﬁ = 92_731”'1 Dosazenim do pfedeslého odvodime

\?/g 3 1 3 3
r=——={/-(V4i-V2+1).
y+1 9( )
Dokazali jsme, Ze trojice (a,b,c) = (3, —2, &) vyhovuje zadani.
Dokonce je mozné dokazat, ze toto vyjadieni = ve tvaru souc¢tu tif tFetich odmocnin racionélnich ¢isel je jednoznacné

az na preuspofradani.
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