1. Feladat Az dbran lithaté tizszog barmely két szomszédos oldala derékszoget zar be. Néhdny (szaggatott vonallal
jelolt) oldal hosszat ismerjik, centiméterben megadva.
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Hany centiméter a tizszog keriilete?
Eredmény. 4444

Megoldds. A konkav szdgeket “kiforditva” at tudjuk alakitani a tizszoget egy téglalappd, amelynek oldalhosszai 2018
és 70 + 134 = 204. Tehat a keriilet 2 - (2018 + 204) = 4444.

2018

2. Feladat Az ébrén lathat6 éra percmutatéja hidanyzik. Hény perc telt el a legutdbbi egész éra éta, ha az éramutatd
és a 12 éra kozotti szog 137°7

Eredmény. 34

Megoldds. Mivel az éramutaté egy ora alatt 360° : 12 = 30°-ot fordul, 2 perc alatt fordul 1 fokot. Tehat 137° —4-30° =
17° fokot fordult 4 6ra éta, ami 34 percbe telt.

3. Feladat Négy didk, Jakab, Klara, Lilla és Maria megirtak egy dolgozatot. Tudjuk, hogy a pontszamaik 2, 12, 86
és 6 valamilyen sorrendben. Tovabba,

e Jakab pontszama pampam mint Lilla pontszama,
e Lilla pontszama pampam mint Klara pontszama,
e Maria pontszama pampam mint Klara pontszama,
e Jakab pontszdma pampam mint Maria pontszama.

ahol pampam azt jelenti, hogy “nagyobb” vagy “kisebb” (mind a négy helyen ugyanazt jelenti). Mi Lilla és Méaria
pontszdmainak 6sszege?

Eredmény. 18

Megoldas. Lathatjuk, hogy ha a pampam nagyobbat jelent, akkor Jakabnak van legtobb pontja és Klaranak a
legkevesebb. Ha a pampam kevesebbet jelent, akkor épp forditva. Mindkét esetben Lilla és Maria kaptak a két kdzépso
pontszamot, hatot és tizenkettot. Tehat ezek Gsszege 18.



4. Feladat Jend és Jani egy téren allnak és megszdmoljak, hany haz van koroliittikk. Mindketten az éramutatéd
jarasa szerint haladnak, de kiillénb6z6 haztdl indulva. Amelyik haz Jenének a negyedik, az Janinak a tizenhatodik, és
amelyik héz Jenének a tizenkettedik, az Janinak a hetedik. Hany haz van a téren?

Eredmény. 17

Megoldds. Mivel Jeno6 negyedik haza Janinak a tizenhatodik, van egy olyan szakasz, ahol Jani szamozasa 12-vel nagyobb
mint Jendéé. De ennek a szakasznak véget kell érnie mel6tt Jen6 12-ig ér, kiilonben Jani erre a hazra 12 + 12 = 24-et
mondana. Ha valaki végigér a hazak szamolasaval, azon a helyen az 6 szamlaldja visszaesik 1-re, azaz pont a hézak
Ossz-szaméaval kevesebbet mond, mintha folytatta volna tovabb. Ezért 24 — 7 = 17 héz van a téren.

5. Feladat Dora vizkGmentesiteni szeretné a kavégépet. A hasznalati utasitas szerint négy rész vizet keverjen Gssze
egy 1ész 10%-os ecettel. De sajnos otthon csak 40%-o0s ecetet talalt. Hany rész vizet keverjen egy rész 40%-os ecethez,
hogy pont az el6irasban szereplé higitast érje el?

Megjegyzés: egy n%-os ecet n résznyi ecetet és 100 — n résznyi vizet tartalmaz.
Eredmény. 19
Megoldds. Az eredeti leirdsban az ecet a keverék 6todének 10%-4t teszi ki, azaz 2% ecetet tartalmazé oldat kell

a tisztitdshoz. Azonos higitas érheté el, ha a 40%-os ecetet hisszorosdra higitjuk, azaz még 19 résznyi vizet kell
hozzéonteni.

6. Feladat A g és h egyenesek parhuzamosak, az dbran jelolt szogek az A-nél 105°, és a C-nél 145°. Hany fokos a
CBA< sz6g?
A 9

105°

145°

C
Eredmény. 110°

Megoldds. Vegyiik hozza az dbrdhoz a D és E pontokat, amik rendre a h és g egyeneseken fekszenek. Ekkor az
ismert szogek és a keresett szog az ABC DE 06tszog belsd szogei. Az tjonnan hozzdadott szoget Osszege 180° (lehetnek
derékszogek, mint az dbran, de nem sziikséges) és egy Otszog belsd szogeinek Osszege 540°, kapjuk hogy a keresett szog
540° — 180° — 105° — 145° = 110°.

A E g
105° N
B 110°
145°
/ol h
C D
7. Feladat ABCD egy négyzet. Hany fokos a & sz6g?
A D
€
o
B C

Eredmény. 67.5°

Megoldds. Legyen X és Y a két pont ahol a ¢ szog lathaté. Ekkor AXY< = AY X< = . Tovabba, mivel
XAY <= CAB< =45°, az XY A haromszog bels6 szogeire

45° + ¢+ =180°

azaz € = 67.5°.



8. Feladat Karcsi aznap sziiletett, mikor édesanyja a 27. sziiletésnapjat iinnepelte. Legfeljebb hanyszor fordulhat
el6, hogy Karcsi életkora az szam, amit az anyja életkordban a szamjegyeket visszafelé olvasva kapunk?

Megjegyzés: Ha egy szam 0-val kezdédne, akkor azt a nullat kihagyjuk, példaul 470 visszafelé olvasva 74.
Eredmény. 7

Megoldas. Legyen Karcsi k éves és az anyja m éves, ahol k az m visszafelé olvasva. A k és m szdmoknak ugyanannyi
szdmjegye van, legaldbb 2 szamjegy. (Megengedve, hogy k nulldval kezdédik, ha m nulldra végz6dott.) Legyen a és b
rendre k és m utolsé szdmjegyei. Mivel Karcsi anyja 27 évvel idésebb, a +7 = b vagy a + 7 = 10 + b. Ha az anya
100 évesnél idosebb lenne, akkor az életkoruk els6 szamjegyei kozott maximum egy lenne a kiilonbség, ami nem lehet,
hiszen azok éppen az a és b szamjegyek. Tehat k és m kétjegytiek.
Keressiik az 6szes olyan ab szdmot amelyre
ab = ba + 27.

tudjuk hogy a > b, tehdt az a + 7 = b eset nem lehetséges. Maradt az a + 7 = 10 4+ b eset, azaz a = b+ 3. Mivel
a <9, igy b <6. Barmely b € {0,1,...,6}, szdmjegyre legyen a = b+ 3. Konnyii l4tni, hogy ezekre mint teljesiil a
(b+3)b="0b(b+ 3) + 27 egyenléség. Tehdt a keresett szitudcié 7-szer torténhet meg, sorra amikor Karcsi 3, 14, 25, 36,
47, 58 és 69 éves.

9. Feladat Juli 32 fehér és 32 fekete egységkockat felhasznélva egy 4 x 4 x 4 méretli nagy kockat épit. Azt szeretné,
hogy nagy kocka felszine a lehetd legtobb fehér részt tartalmazza. Mi a fehér felillet és a teljes felillet ardanydnak
elérhet6 legnagyobb értéke?

Eredmény. 3/4

Megoldds. Ha egy kiskockdt a sarokba helyez, akkor 3 oldala lathatd, ha az élre, akkor 2 oldala, egyébként legfeljebb
1 oldala. Nyolc sarok van, és a 12 élen két kiskocka taldlhatd, ez Osszesen éppen 32 hely. Tehat ezekre a helyekre
helyezziik a fehéreket hogy a legjobb ardnyt érjiik el. Ekkor a nagykocka minden oldala ugyanugy néz ki: 12 fehér és 4
fekete négyzetbdl &ll, tehat a fehér feliilet és a teljes feliilet ardnya 12/16 = 3/4.

10. Feladat Szaz ember vett részt az trhajos-valogatason egy Merkurra tarté jaratra. Minden tirhajés-jeloltnek
harom teszten kellett atmennie: egészségiigyi, pszicholdgiai és gyakorlati. Csak 26 ember ment at az egészségiigyi
teszten. Hatvan jelolt bukott meg tobb mint egy teszten. Nyolcvanhdrom jelolt bukott meg a pszicholégiai vagy
gyakorlati teszten, de senki sem bukta el ezt a kettot egyszerre. Hany embert véalasztottak ki a missziéra, azaz hany
embernek lett sikeres mind a hédrom teszt?

Eredmény. 3

Megoldds. Mivel senki sem bukott a pszicholégiai és a gyakorlati teszten egyszerre, mindenki aki kettén bukott,
az az egészségylgyl teszten sem ment at. Ez alapjdn (100 — 26) — 60 = 14 ember csak az egészségiigyin bukott.
Ehhez hozzdadva azt a 83 embert, akiknek a pszicholdgiai vagy gyakorlati teszt nem sikeriilt, 6sszesen 97 jelentkezot
bocsédjtottak el, azaz csak 3 tirhajést valasztottak végil ki.

11. Feladat Az A négyzet két oldala egy kor két sugardval esik egybe. A B négyzetnek két csicsa ezen a korén van,
és egyik oldalanak egy része rafekszik A egy oldaldnak egy részére. Keressétek meg A teriiletének és B teriiletének az
aranyat.

Eredmény. 5:4

Megoldds. Legyen a kor sugara r, és a B négyzet oldalhossza s. Szimmetria miatt a kor kézéppontja felezi B oldalat,
tehédt az A val kozos rész s/2 hosszi. A Pitagorasz-tétel alapjan

2 5
r=(3) =3



tehéat a keresett ardany 5 : 4

[S]1)

12. Feladat Hatarozzatok meg a
2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31 - 37.

szorzat utolsd két szamjegyét.
Eredmény. 10

Megoldds. Mivel 2-5 szerepel a szorzatban, az utols6 szamjegy 0 lesz. A tizes helyiértéken all6 szamjegy a 3-7-11-...-37
utolsé szamjegye. Szorzaskor elegendd az utolsé szamjegyeket nézni, és az egyeseket elhanyagolhatjuk. Tehat

3-7-3-7-9-3-9-7=3-7-3-7-3-7-9-9.

utolsé szdmjegyét keressiik. Mivel 3 -7 = 21, ami 1-re végzodik, a 3, 7 parokat kihagyhatjuk. Ezutdn méar csak 9-9
marad, aminek szintén 1 az utolsé szamjegye. Az eredeti szorzat utolsé két szdmjegye 10.

13. Feladat Amikor egy detektiv kihallgatta a biincselekény 6 gyantsitottja koziil az els6 6tot, azt taldlta, hogy
ennek az 6t embernek rendre 1,2,3,4 és 5 bardtja van a 6 gyanusitott koziil. Tudja, hogy a baratsag kolcsonos. Hény
baratja van hatodik embernek a gyantsitottak koziil?

Eredmény. 3

Megoldds. Legyen n az utolsé gyanusitott bardtainak szama. Az 6t bardttal rendelkezé ember bardtja mindenkinek, 6t
torélve mindeki fokszama eggyel csokken. Ezutan akinek eredetileg egy baratja volt, 6t is elhagyhatjuk, mert nulla
baratja maradt. Maradt 4 ember, sorra 1, 2, 3 és n — 1 barattal. Az el6z6 1épést megismételve mar csak 2 ember marad,
1 és n — 2 barattal egymas kozott, tehdt n —2=1,n=3

Megjegyzés: Az aldbbi dbra mutatja hogy az n = 3 eset tényleg megvaldsithato:

) )
B

14. Feladat Az abrén lathaté kocka minden lapjdn egy pozitiv egész szam taldlhat6. Tovabbd, a szemkozti lapokon
1évé szdmok szorzata egyforma (minden szemkozti lappédrra). Nem sziikséges, hogy az Osszes szam kiilonbozé legyen.
Mi a lapokra irt szamok Osszegének lehet6 legkisebb értéke?

S



Eredmény. 40

Megoldds. Legyen P a szemkozti szdmok szorzata. Nyilvan minél nagyobb P, anndl nagyobb az Gsszeg. Mivel P
oszthatd az abran lathaté mindhérom szdmmal, P lehetd legkisebb értéke ezek legkisebb kozos tobbszorose, azaz
P = 36. Ebben az esetben a nem lathaté oldalakon a szamok 3, 4 és 6, igy a keresett 0sszeg 6 +9+ 12+ 6+ 4 4 3 = 40.

15. Feladat A sziirke nyolcszog és a csikos 0tszog szabdlyos, a csikos négyszog egy négyzet. Szamoljatok ki az dbrdn
lathato két vastag szakasz kozotti szoget.

Eredmény. 99°

Megoldds. Betlizziik meg a cstcsokat az dbran lathaté modon.

D

A CBD sz6g a nyolszog egy belso szogének és az 6tszog egy bels6 szogének a kiilonbsége, tehat C BD< = 135° —108° =
27°. Tovabba konnyen megkaphatjuk, hogy ABD< = 135°. Mivel az ABD és C'BD haromszogek egyenl6 szaruak,

CDB<« =
BDA< =

(180° — CBD<) = 76,5°,

1
2
1 o _ o
1(180° — ABD<) = 22,5°.
Tehat

CDA<=CDB<+ BDA< =99°.

16. Feladat A miniszter soférje minden nap ugyanakkor indul a minisztériumtél, elmegy a miniszter hazahoz és
beviszi 6t a minisztériumba. A miniszter minden nap ugyanakkor kel fel, és az auté pontosan akkor érkezik, mikor
készen all indulni. Ma reggel a miniszter hamarabb kelt fel ezért egy éraval hamarabb kész volt elindulni. fgy hat
elindult gyalog a kocsi irdnydba (ami a miniszériumtdl indult, mint mindig). Taldlkozott az autéval, beszallt, és igy
a szokdsoshoz képest 20 perccel hamarabb ért be a minisztériumba. Hany percet sétalt? Feltessziik, hogy az auto
egyenletes sebességel halad és nem keriil idébe beszallni a kocsiba.

Eredmény. 50

Megoldas. Ha beszallas utan a kocsi még elment volna a miniszter hazdhoz és vissza, akkor pont tigyanakkor ért
volna be, mint méas napokon. Az 1 éra amennyivel hamarabb indult otthonrdl két részre oszlik: az séta ismeretlen ¢
idGtartama és az id6 ami alatt az auté elment volna a miniszter hdzahoz, ami a megspdrolt id6 fele, azaz

20
=t —_
60 + B

fgy t = 50.



17. Feladat Mi a legkisebb pozitiv egész szdm, amely legalabb kétjegyli és ha az els6 (azaz legnagyobb helyiértéki)
szamjegyét toroljik, akkor a szam értéke a 29-ed részére csokken?

Eredmény. 725

Megoldds. Legyen d a keresett szam els6 szamjegye, k az els6 jegy torlése utan kapott szdm, és n k szamjegyeinek
szama. Ekkor az eredeti szam 10"d + k és a feltevés igy irhato fel:

10"d + k = 29k

azaz

10"d = 28k.

Mivel 28 = 22 - 7, ahhoz hogy a bal oldali érték oszthaté legyen 28-cal, d = 7 és n > 2 kell legyen. Legyen n = 2 (ekkor
k = 25), ez adja a legkisebb, a feltételeknek megfelel§ szdmot és ez a szdm a 725.

18. Feladat 24 6ra alatt hanyszor fordul el6, hogy egy dra kismutatdja és nagymutatdja merdleges egymésra?
Eredmény. 44
Megoldds. A nagymutatd 24 éra alatt 24 teljes kort tesz meg, mig a kismutatéd csak kettét. Azaz a kismutatd 22

alkalommal fogja leel6zni a nagymutatot. Minden eldzés el6tt és utan el6all valamikor hogy épp merdlegesek egymasra,
azaz Osszesen 44 alkalommal lesznek merdlegesek.

19. Feladat Keressétek meg az Osszes olyan négyjegyli palindrom szamot, ami el6all két haromjegyt palindrom
szam Osszegeként.

Megjegyzés: Egy palindrom szdm olyan szam, ami ugyanaz marad a szamjegyeit visszafele olvasva, példaul a 2018102
palindrom. Egy szam nem kezdédhet nullaval.

Eredmény. 1111, 1221

Megoldds. Legyen abba egy ilyen palindrom szdm. Mivel el6all két hdromjegy(l szdm Osszegeként, legfeljebb 1998,
tehdt a = 1. Legyen 1bbl egyenlé cdc + Tyz-vel, azaz

1001 + 110b = 101(c + ) + 10(d + y).

Mivel a bal oldal 1-re végzddik, ¢ + x is 1-re végzodik. Mivel ¢ és x egyjegyli szamok, ¢ + = = 11. Ezt behelyettesitve
egyszertusodik az egyenlet:
11b-1)=d+y.

Mivel d és y szamjegyek, a jobb oldal legfeljebb 18, azaz b — 1 vagy 0 vagy 1. Mindkét lehet&ség megvaldsulhat:
1111 = 505 + 606, 1221 = 565 + 656.

20. Feladat Egy szabdlyos hdromszog oldalait 6 : 1 aranyban osztjdk az osztopontok, gy, hogy a kijelolt pontokat
Osszekotve szintén szabdlyos haromszoget kapunk (lasd az abran). Hatdrozzdtok meg a kisebb szabélyos haromszog
teriiletének és a nagy szabalyos haromszog teriiletének az aranyét.

Eredmény. 31/49

Megoldds. Az dbran van harom egybevdgd hdromszog, amelyek levagasdval megkapjuk a kisebb szabalyos haromszoget.
Egy ilyen haromszog teriilete a nagy hiromszog teriiletének % . g = % része, mert az alapja az eredeti 6/7-e és a
magassdga az eredeti 1/7-e. Tehdt kisebb szabdlyos hdromszog teriiletének és a nagy szabdlyos hdromszog teriiletének
az aranya
6 31
1-3-—

49 ~ 49



21. Feladat Keressétek meg az sszes olyan (a,b, ¢, d) pozitiv egészekbdl allé szamnégyest, hogy ha az aldbbi
tablazatban a,b, ¢, d helyére beirjuk az értékeit, akkor pontosan a darab egyes, b darab kettes, ¢ darab harmas és d
darab négyes lesz a tablazatban.

Eredmény. (2,3,2,1), (3,1,3,1)
Megoldas. FEgyik szam sem szerepelhet a tablazatban t6bb mint 5-szor. Azonban az 6t6s nem szerepelhet, mert akkor
elvenne egy helyet az Otszor szereplo érték eldl. Tehdt csak az 1, 2, 3, 4 szamok szerepelhetnek.
Megmutatjuk, hogy d = 1: ha d = 2 lenne, akkor a, b, c egyike 4. Mivel ezutdn mér csak 2 szabad hely marad, b = 4.
De a (2,4,2,2) nem egy megengedhetd kitoltés. A d = 3 és d = 4 esetek még hamarabb ellentmonddshoz vezetnek.
Most mar tudjuk, hogy a € {2,3}. Feltételezve hogy a = 2, kapjuk hogy b,c € {2,3} (nem lehet tobb egyes és
négyes) de b = 2 ellentmonddsra vinne, mert hdrom kettes szerepelne, ezért b = 3, ebbdl kovetkezik hogy ¢ = 2. Azaz
(2,3,2,1) egy j6 megoldés. Ha a = 3, akkor kell még egy egyes a tdbldzatba, ami nem lehet ¢, hiszen méar van két
hdrmas. Tehdt b = 1, ez alapjin ¢ = 3. (3,1, 3,1) a mésik helyes megoldds.

22. Feladat Péter elfelejtette a jelszavat. Annyira emlékszik, hogy hogy a jelszé kilenc latin kisbet{ibol allt, és
tartalmazmazta a "math” és ”drama’” szavakat. Hany olyan jelsz6 van, ami teljesiti ezeket kévetelményeket?

Megjegyzés: A tarmalmazés részintervallumként tartalmazast jelent, példaul "martha” nem tartalmazza a "math” szot.
Csak ékezet nélkiili betiiket hasznélt, 6sszesen 26 betii van a ABC-ben.

Eredmény. 2030

Megoldds. El6szor nézziikk meg, ha math és drama szavaknak nincs k6zos része. Ekkor két lehetséges sorrend van:
dramamath és mathdrama.

Ha van ko6z0s résziik, akkor egyediil a “dramath” széba tudjuk Osszeolvasztani 6ket. Ezt haromféleképp egészithetjiik
ki 9 karakterré: **dramath, *dramath*, dramath**. Mindegyik esetben 262 = 676-féleképpen vélaszhatjuk ki a hidnyzé
2 betlit, ezért Osszességében 676 - 3 + 2 = 2028 + 2 = 2030 lehetséges jelsz6 van.

23. Feladat Havalakia {1,2,3,...,n—1,n} halmazbdl véletlenszeriien vélaszt két szdmot, akkor annak valésziniisége,
hogy szomszédos egészeket valasztott, T Hatarozzatok meg n értékét.

Eredmény. 42
1

Megoldds. A szdmok kozott n — 1 szomszédos par talalhaté és 5n(n — 1) féleképpen valaszthatunk ki két tetszoleges
szamot. Tehat L 5 1
7 —

in(n-1) n 21

ami alapjan n = 42.

24. Feladat Artur, Béla és Csaba pingpongoztak az aldbbi szabdlyokkal: minden meccset két jatékos jatszik,
ezalatt a harmadik pihen. A kovetkezd kort a legutébbi meccs nyertese jatssza az el6bb pihend jatékossal. Az els6
meccset Artur jatszotta Béla ellen. Néhdny kor utdn azt dllapitottdk meg, hogy Artir 17-szer nyert, Béla pedig 22-szer.
Hényszor jatszott Artdr és Béla egymés ellen?

Eredmény. 20

Megoldds. Vegyik észre, hogy amikor Csaba nyer, az nem szamit be Artir és Béla nyereségeinek szamaba, és azt
sem befolyasolja hdanyszor jatszanak Csaba nélkiil. Tehat feltételezhetjiik, hogy Csaba mindig veszit. Ez alapjan
valahdnyszor Artir megveri Bélat, az 2-vel noveli Artir 6sszpontszdmat (a kovetkezd korben Csabdval jatszik és 6t
is megveri), kivéve ha az utolsé korben tortént. Mivel Artir gybzelmeinek szdma pdratlan, az utols6 meccs Artir
vs. Béla volt és Artur nyert. Ha hozzdadunk még egy kort: Artir vs. Csaba, Artiur gy6zelmével, akkor akkor azok a
meccsek amit Csaba nélkiil jatszottak, épp Artur és Béla Gszpontszdamanak a fele, azaz (18 4 22)/2 = 20.



25. Feladat Az e-shop vasarlok kifejezhetik elégedettségiiket egy termékrol online egy Gtpontos skalan (1 csil-
lag=gyenge, 5 csillag=kivéld). Egy nemrég bevezetett okostelefon atlagos értékelése 3,46 volt mult héten. De azéta
még két ember értékelte, igy az atlag mostanra 3, 5-re javult. Hany ember értékelte a telefont eddig Gsszesen?

Eredmény. 52

Megoldds. Jelolje k a korabbi értékeldk szamat és = a korabbi pontok Gsszegét. Legyen a és b az ezen a héten leadott
két értékelés. Ekkor

T r+a-+b
Z =34 S L )
i 3.46 an 2 3.5
tehat
v=(3+2Z)k, (1)
r+a+b=(34+3)k+7. (2)

Az (1) egyenlet alapjdn k az 50 t6bbszorose, tovabbé ha kivonjuk az elsd egyenletet a mdsodikbdl, azt kapjuk hogy

k
b—7=—.
o 2
Mivel a,b < 5, a bal oldal egy pozitiv egész ami legfeljebb 3, ezért k < 75. Kapjuk, hogy k = 50 és hozzdadva a két j
értékelést, Osszesen 52 ember értékelte a telefont eddig.

26. Feladat Juliskdnak van 4 par zoknija, amelyekre rendre a hétf6, kedd, szerda és csiitortok napok vannak réirva.
Hényféleképp veheti fel ezeket a zoknikat hétf6tol csiitortokig ugy, hogy a két laban kiillonbozo feliratu zokni legyen, és
ezen feliratok egyike se egyezzen meg az aktudlis nap nevével. Egy zoknit csak egyszer vehet fel a héten.

Megjegyzés: Nincsenek kiilon jobbos és balos zoknik, vagyis az egy parba tartozé két zoknit nem kiilonboztetjik meg,
és mindegyik zoknit egyarant hordhatja a bal- és a jobb laban is. Tovabba nem szamit kiilonbo6z6 esetnek, hogy az
aznapra kivalasztott két zoknit melyik ldbara hizza.

Eredmény. 9

Megoldds. Az egyszeriliség kedvéért a napok helyett jeloljiik a zoknikat az 1, 2, 3, 4 szamokkal. Figyeljiik meg, hogy
minden naphoz 3 szdmot rendelhetiink: az adott nap sorszamat, valamint az adott napon viselt két zokni sorszamat.
Ezzel ekvivalens modon az adott naphoz hozzarendelhetjik azt a szamot az 1, 2, 3, 4 szamok koziil, ami az iménti
szamharmasbdl kimaradt. fgy a keresett szdm az (1,2,3,4) azon permutécidinak szdma, ami egyik szdmot sem hagyja
a helyén.

Ezt pedig a kovetkez6képp szamolhatjuk ki: az 1-es szam 3 helyre keriilhet; ha n jeloli azt a sorszamot, ahova
kertilt, n a fennmaradd 3 hely barmelyikére keriilhet; a maradék két szam helye pedig egyértelmii. Ez tehat azt jelenti,
hogy Juliska 3 - 3 = 9 féleképp hordhatja a zoknijat.

27. Feladat Egy 26 matematikusbdl 4116 zsiiri legalabb 5 filmet jel6lt egy matematikai téméajua filmfesztivélra. Ezeket
16 film koziil vélasztottak ki. A kivalasztas a kdvetkezOképp zajlott: mindegyik zsiiritag szavazott az altala legjobban
kedvelt 5 filmre, és az 5 legtobb szavazatot kapott film kapott jelolést. Amennyiben holtverseny alakult ki az 5. helyen,
a holtversenyben all6 filmek mindegyike kivalasztasra kertil. Legkevesebb hény szavazatra van sziikség ahhoz, hogy egy
film biztosan kivélasztésra keriiljon, fliggetleniil a tobbi szavazat megoszlasatol?

Eredmény. 21

Megoldds. Osszesen 26 - 5 = 130 szavazatot osztott szét a zsfiri a filmek kozott. Egyfelél ha egy film legfeljebb 20
szavazatot kapott, a maradék 110 szavazatot konnyedén el tudjuk tgy osztani, hogy legyen 5 masik film, melyek
egyenként legalabb 21 szavazatot kaptak. Maésrészt viszont ha egy film legaldbb 21 szavazatot kapott, akkor az csak
ugy nem keriilhet a jeloltek kozé, ha van 5 film, amire legalabb 22 szavazat érkezett. Ez azonban Osszesen legaldbb
21 4+ 522 = 131 voksot jelent, ez pedig lehetetlen.

28. Feladat Az f valds fiiggvény kielégiti az f(x) +x - f(1 — ) = x egyenletet minden x valds szdmra. Adjatok
meg f(—2) értékét.

Eredmény. %

Megoldds. A fliggvényegyenletbe = helyébe —2-t helyettesitve f(—2) — 2f(3) = —2 egyenlet adddik, amib&l lathato,
hogy elegendd f(3) értékének kiszdmitdsa. Ha x helyébe 3-at helyettesitiink, az f(3) + 3f(—2) = 3 egyenlet adddik, igy
egy két ismeretlenes egyenletrendszert kapunk f(—2)-re és f(3)-ra. Kettével megszorozva a mésodik egyenletet, majd a

két egyenletet Osszeadva f(—2) = % adddik.



29. Feladat Az n, a, b, o, j kétjegyli szamok, melyek naboj szorzata oszthatd 4420-szal. Hatérozzatok meg az
n+ a4+ b+ o+ j 0sszeg lehetséges legnagyobb értékét.

Eredmény. 471

Megoldds. FElGszor is szamitsuk ki 4420 primtényezezos felbontasat: 4420 =2-2-5-13 - 17. fgy az n, a, b, o, j egyike
oszthaté 13-mal, mig valamelyik mdsik 17-tel (mivel kétjegyliek a szdmok, mindkettGvel nem lehet oszthatd egyik sem,
hiszen legkisebb kozos tobbszorosiik 13 - 17 = 221). Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkil feltehetjiik, hogy n oszthatd
17-tel, a pedig 13-mal. Ez tehat azt jelenti, hogy n < 85=5-17ésa <91 =7-13.

Tegyiik fel, hogy n = 85 és a = 91. Mivel 85 oszthatd 5-tel, mar csak a szorzat 4-gyel vald oszthatdsdgat kell
garantalnunk. Mivel n és a paratlanok, igy 4-nek osztania kell a boj szorzatot. Tehat a b, o, j valamelyike oszthaté
4-gyel, vagy legalabb 2 koziiliikk paros. A legnagyobb 0Osszeget akkor kapjuk, ha b = o = 98 és j = 99, ekkor pedig
n+a+b+o+j=8+91+98+ 98+ 99 = 471.

Végiil nézziikk meg, mi a helyzet ha n < 85 vagy a < 91. Mivel n oszthaté 17-tel, a pedig 13-mal, ekkor
n < 68 =85—17 vagy a < 78 = 91 — 13. Ekkor az Gsszeg nem lehet tobb 68 +91 4+ 399 = 456 és 85+ 78 + 3 - 99 = 460
maximumandl, ami viszont kevesebb az el6z6 esetben meghatarozott maximaélis Gsszegnél.

30. Feladat Noémi nyolc teniszlabdat és egy kézilabdat rendelt egy sportszereket értékesité webaruhazbdl. A
tokéletes gomb alaku labdakat egy kocka alakd dobozba pakoltdk gy, hogy mindegyik teniszlabda a doboz 3 lapjat
érintette, tovabba a kézilabdat is. A kézilabda sugara 10 cm, mig a teniszlabddké 5 cm. Hény cm hosszia a doboz egy
éle?

Eredmény. 10(1 ++/3)

Megoldas. A kocka egy testatldja atmegy a kézilabda kozéppontjan, két teniszlabda kozéppontjan, valamint ezeknek
a teniszlabddknak a kézilabdaval vett érintési pontjain is. A testatld csak a kocka cstcsai és a teniszlabdak kozti
szakaszon halad labdédn kiviil. Megfigyelhetjiik, hogy a testdtlé labdakon kiviil haladé szakaszainak hossza ugyanannyi,
mint az egyik teniszlabda kéré irt kocka egy testétléjanak labdén kiviil esé részének hossza. Igy tehdt a kocka testatloja
a kovetkez6 hossztisagok Osszege:

e 2-szer egy, a teniszlabda koré irt kocka testatléjanak fele,
e 2-szer a teniszlabda sugara,
e a kézilabda atmérGje.

Igy a testatls hossza
10v/3 4 10 + 20 = 30 + 10V/3,

amibdl a kocka élének hossziisdga

30+ 10v3
—5 - 10(1 + V3).

31. Feladat Tizes szémrendszerve dtirva a 229

Melyik szamjegy nem fordul el a felirdsban?

szamot, egy kilencjegyti, paronként kiilonboz6 jegyii szamot kapunk.

Eredmény. 4

Megoldds. Egyrészt 22° kiszamithat6 viszonylag egyszertien, példdul 219 = 1024, ezt kobre emelve, majd az eredményt
2-vel osztva adédik, hogy 2%° = 536 870912.

Masrészt hasznalhatjuk azt a kozismert allitdst is, miszerint egy egész szam, valamint az adott szam szamjegyeinek
Osszege 9-cel osztva ugyanannyit ad maradékul. Ezen feliil a 2-hatvanyok 9-es maradékosztélyai 6-os periédusokban
ismétlédnek, igy mivel a lehetséges szamjegyek Osszege 45,

45 —2x=2%=2=5 (mod 9)
adodik, ahol z a kimaradd szamjegyet jeloli. Ebbol x = 4 mod 9 adédik, igy a hidnyz6 szamjegy a 4.

32. Feladat Nagytakaritas kozben Peti taldlt egy régi szamolégépet, ami minden szamitas eredményét a tizedesvesszo
uténi elsé két tizedesjegyig jelenit meg, viszont tud négyzetgyokot szamolni. Igy példdul v/4 beiitése utédn a szdmolégép
2.00-t irt ki, mig v6 = 2.44949... esetén 2.44-et. Mi a legkisebb pozitiv egész, amely nem négyzetszam, de a
négyzetgyokét a szamoldgéppel kiszamitva, az a tizedesjegy utan két nullat ir ki?

Eredmény. 2501



Megoldds. Jeldlje ftd(n) a /n tizedestort alakjadban a tizedesvesszd uténi els§ két szdmjegy alkotta szdmot. Vildgos,
hogy ha n két szomszédos négyzetszam kozott novekszik, ftd(n) is né; igy tehdt a legkisebb megfelel n szam k2 + 1
kell, hogy legyen, valamilyen alkalmas k pozitiv egészre. ;
Vk? +1 alsé egészrésze k, hiszen Vk2 + 1 — k szigortian 0 és 1 kozé esik. Igy ftd(k? + 1) = 0 ekvivalensen
atfogalmazhato6 a kovetkezdképp:
1
VE+1-k< —

100°
Az egyenlétlenség mindkét oldaldhoz k-t adva, majd négyzetre emelve (mindkét oldal pozitiv) dtrendezés utdn kapjuk:

1
1——= .
k:>50( 1002)

Az egyenlStlenség jobb oldaldn egy 49 és 50 kozotti szdm &ll; igy mivel k egész, k > 50 adddik. Tehdt n = 502 +1 = 2501
a keresett legkisebb szam.

33. Feladat Egy 2018 x 2018-as tablazat minden mezdjébe egy 1 és 9 kozotti pozitiv egészet irunk, ugy, hogy minden
3 x 3-as négyzetben a kis négyzetekbe irt szamok Osszege oszthaté 9-cel. Hany kiilonb6z6 médon tudjuk kitolteni a
tablazatot?

Eredmény. 93068

Megoldas. Toltsiik ki az alsé két sort és a bal oldali két oszlopot tetszolegesen. Ez maér egyértelmiien meghatarozza az
Osszes tObbi mez6t: az dbran lathaté mdédon, atlonként haladva. Mdsrészt, ennek a 2 sornak és 2 oszlopnak barmilyen
kitoltése befejezhetd a szabédlyoknak megfeleléen, tehat ez megadja az Osszes szabdlyos kitoltés szamét.

9|8 9|8 918 9|8

9|7 9|7 9|7 9|72

5|2 _>52 _>525 _>5251
4|1 4|1]1 41|12 4|1](1]2(2
316[(9](9[1]3 3|6 913 316/9(9[1]3 316[(9](9[1]3
219]1|7]4|4 2|9[1[7|4]4 219[1[7]4|4 219]1|7]4|4

34. Feladat Adjuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész (n, m) szampért, amelyek kielégitik a 4™ + 260 = m? egyenletet.
Eredmény. (3,18), (6,66)

Megoldds. A megadott egyenlet m? —(2")? = 260 alakban frhat6, majd a bal oldalt szorzatta bontva (m—2")(m+2") =
260 -t kapunk. Mivel 260 = 22 -5 - 13, igy a kovetkezd lehetSségek johetnek széba:

260=1-260=2-130=4-65=5-52=10-26 =13 - 20,

figyelembe véve, hogy (m — 2") < (m + 2"). Mivel (m + 2") — (m — 2") = 2"*! {gy a két lehetséges megoldas
26 — 10 = 2% és 130 — 2 = 27, amelyekbdl kapjuk a (3, 18) és (6, 66) szampdrokat, és ezek valéban kielégitik az egyenletet.

35. Feladat Az ABC szabdlyos haromszogben a B csticsbdl induld fénysugar az AC oldalt a D pontban éri el,
amelyre teljesiil, hogy DC' : AC =1 : 2018, és dgy verddik vissza, hogy a beesés szoge megegyezik a visszaverddés
szogével. Ezt kovetben pedig minden alkalommal visszaverédik, ha egy oldalhoz érkezik. Hanyszor verédik vissza a
fénysugar a hdromszog oldalairdl (az elsd visszaverddést is beleértve), amig tGjra eléri az ABCA egyik csicsét?
Eredmény. 4033

Megoldds. A fény torése helyett tekintsiik a fénysugarat egyenesnek és a haromszoget tiikrozziik minden alkalommal
arra az oldaldra, amelyen a fénysugar athalad. Megmutatjuk, hogy egy sor ilyen tiikrézott haromszog elég ahhoz, hogy
a fénysugdr elérje a hdromszog egyik csicsét.

Legyen E a BD fénysugér és az A-n athaladé BC-vel parhuzamos egyenes metszéspontja, F' pedig a BC' egyenes
egy pontja ugy, hogy EF' || AC. Ekkor BC'D és BFE haromszogek hasonléak és BF = 2018 BC. Ebbdl kovetkezik,
hogy az E pont megkaphat6 a haromszog tiikkrozéseivel, és vilagos, hogy ez az els6 ilyen pont BD-n.

Konnyen belathato, hogy a BE szakasz 2 - 2017 — 1 = 4033-szor metszi el a tikrozott haromszogek oldalait, ami
pont a fénysugdr megtoréseinek szamat adja. Az dbra a DC : AC =1 : 5 feltétel mellett mutatja a feladat megoldasat.
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36. Feladat A téglalap alaki ABCD papirlapot dgy hajtottuk be, hogy a lap A cstcsa a BC' élre keriilt, az
CD oldal pedig a hajtas utdn a régi DA oldalt az M pontban metszette, ami pont a régi C'D él C-hez kozelebbi
harmadoldpontja, azaz CD = 3CM. Ha a sziirke lel6gdé haromszog terulete 1, akkor mekkora a csikozott haromszog
teriilete?

Eredmény. 9/4

Megoldds. Vegyiik fel a metszéspontokat az abra szerint.

D/
D K/\/\y\M c
» A’
A T B

Egyszerli szogszdmolassal igazolhatd, hogy KM D', A’MC és LA’ B haromszogek hasonléak, tigyhogy keressiik a két
szinezett hdromszog hasonldsdgi keressiik. Mivel KD = KD’ és LA = LA', igy

D'K + KM =DM = 2DC = 2AB
és
A'L+ LB = AB.
Mivel A'L K M-nek felel meg a hasonlésdgban, LB pedig K D'-nek, igy kapjuk, hogy a keresett ardny 3/2. Mivel a

kérdés a haromszogek teriiletére vonatkozott, a valasz (3/2)2 = 9/4.

37. Feladat Ha az 2% +2° + 27 + 2% + 211 + 22917 4 22018 polinomot az 22 — 1 polinommal elosztjuk, az osztdsnak
lesz egy maradéka. Adjunk meg egy olyan x-et, amelyre ennek a maradéknak az értéke 1111.

Eredmény. 185
Megoldas. A polinomot az aldbbi médon irhatjuk &t:

23 4 a® T 4 9 b pll g 2017 4 2018
=z -1 +a@ ) +z@ —1) +z@ 1) +2@0 1) + 2% 1) + @2 1) + 62 +1

Tudjuk, hogy:
.732k —1= (332 _ 1)(.1321672 4 x2k74 N 1)

Ennek az egyenletnek a bal oldala tehat oszthaté z2 — 1-gyel. Mivel 6x + 1 fokszama kisebb, mint 22 — 1 fokszdma,
lathatjuk, hogy 6z + 1 a keresett maradék. Megoldva az 1111 = 62 + 1 egyenletet = 185 adddik.
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38. Feladat Pentagénidban tiz varos talalhat, mindegyiket harom vasitvonal koti 6ssze harom maésik varossal, az
abranak megfeleléen. A trosztellenes torvények megkovetelik, hogy semelyik két vastutvonalat, amelyiknek van egy
kozos megalléhelye, ne ugyanaz a vasuttarsasag iranyitsa. Hanyféleképpen lehet a vasutvonalakat torvényesen elosztani
hérom vasuttarsasag kozott?

Eredmény. 30

Megoldds. Vegyiik észre, hogy a “kiilsé otszogben” két vastuttdrsasig (legyenek X és Y) kettd vastitvonalat kell,
hogy kapjon, mig a harmadik, Z egyet. Valamelyik varosbdl kiindulva ezek XY XY Z sorrendben kell, hogy kovessék
egymast. Konnyen belathaté, hogy ha ezeket a vasitvonalakat mar hozzarendeltiik a vasuttarsasagokhoz, a halézat
tovabbi része pontosan egyféleképpen fejezheté be. A “belsé 6tszog” vasitvonalai a kiilsd 6tszogon megfelelokkel azonos
tarsasagokhoz keriilnek, mig az “Osszekotd” vasutvonalak az egyetlen ott nem hasznalt tarsasaghoz.

Ez azt jelenti, hogy a szabalyos hozzarendelések szama a kiils6 0tsz6gon megvaldsithaté szabalyos hozzarendelések
szdméval egyezik meg. Ezt szdmoljuk ki. Osszesen hatféleképpen vélaszthatjuk ki a hirom vastttérsasig koziil a
formdtumban szereplé X-et, Y-t és Z-t, és a kor 6tféle kiillonboz6 varosban kezd6dhet. Ez Gsszesen 6 - 5 = 30 lehetdség.

39. Feladat Egy derékszogli haromszog az dbran lathaté mdédon tartalmaz 25 érint6 egységsugaru kort.

Mekkora a haromszog beirt korének a sugara?

Eredmény. 25— 13v2 = ﬁ +1

Megoldds. Vegyiik azt a haromszoget, amelynek csiicsai a harom sarokban 1év6 kor kozéppontjaiba esnek. Ez egy
derékszogl hdromszog, amelynek befogéi 14 és 34 hosszuak, igy a Pitagorasz-tétel alapjan az atfogo:

V142 + 342 = 261/2

Tovabba, a beirt kor sugara is kiszdmithaté: (14 + 34 — 261/2)/2 = 24 — 13y/2. Mivel az eredeti hdromszog oldalai
parhuzamosak a széban forgd haromszogével, és 1 egység a tavolsag kozottiik, a beirt koreik kozéppontja azonos, és a
sugaraik kiilonbsége 1. A nagyobbik hiromszog beirt kérének sugara ezért 25 — 13v/2.
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40. Feladat Mark felfedezte a markolds miiveletét, egész szamok egy (véges) listdjara. Egy adott lista esetén veszi
annak négy mdsolatdt, megnoveli a tagjaikat rendre 0-val, 2-vel, 3-mal és 5-tel, és Gsszeolvassa azt. Példdul a (8, 3) lista
esetén a markolds eredmény (8,3,10,5,11,6,13,8). Ha Mérk az egyelemii (0) halmazbdl indul ki, és addig markol,
amig legaldbb 2018 tagja nem lesz a listdnak, akkor mi lesz a 2018-adik tag? (A lista legbaloldalibb tagja az elsé.)

Eredmény. 17

Megoldds. Az egyszerliség kedvéért kezdjiik a sorszamozast 0-t6l. Vegytik észre, hogy ilyen ,,kédolas” esetén a sorszam
4-es szamrendszerbeli alakjaban a szamjegyek rendre leirjak, hogy milyen miveletek soran jutottunk el az adott sorszam
alatt talalhato listaclemig. Példaul, két markolas utan igy néz ki a lista:

(040,042,043, 0+5, 2+0, 242, 2+3, 245, 340, 342, 3+3, 3+5, 5+0, 5+2, 543, 5+5)
00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33

(A szamok a tagok alatt a pozicidik négyes szdmrendszerbeli alakjit mutatjak.) Mivel a 2017 felirva 4-es szdmrendszerben
133201, a 2017-es sorszam alatti tag:
24+5+54+34+0+2=17

41. Feladat Hatéarozzuk meg a legkisebb olyan n pozitiv egész szamot, amelyre az
(332 4 y2)2 4 2nx(x2 T y2) — n2y2

egyenletnek van (z,y) pozitiv egészekbél 4116 megolddsa.
Eredmény. 25
Megoldds. Az egyenletre tekinthetiink gy is, hogy n-re masodfoku, és ekkor a gydke:

(2 +¢°) (= + V2 +1°)
y2

(A mésik gyoke negativ n-et eredményezne, mivel /22 + y2 > x.) Szorozva y>-tel:
ny? = (2 + %) (2 + Va2 + y?)

Legyen d = GCD(z,y) (legnagyobb kozds osztd), és legyenek x = zod, y = yod, ezeket behelyettesitve, majd

egyszerisitve:
nyg = d(z +y5) (vo + /23 + )

Mivel xg és yo relativ primek, y3 és 2% + y3 is sziikségképpen azok, {gy z3 + y3 | n kovetkezik. Ugyanakkor \/z2 + y2
jelenléte miatt a gyok alatt négyzetszam kell, hogy legyen. Ismeretes, hogy 52 = 25 a legkisebb négyzetszam, amely két
mésik (pozitiv) négyzetszam Osszege, 32 + 42. Mivel n > 25 és x = 4, y = 3 megolddsa az egyenletnek n = 25 esetén, ez
a feladat kérdésére a valasz.

42. Feladat Egy 6m x 2,4m x 2,4m (hosszisdg x szélesség X magassig) méretii téglatest alaku szobdban egy pok
van a 2,4m X 2,4m méretii falon, 20 cm téavolsagban a plafontdl, a fal fliggbleges éleitdl egyenlo tavolsagra. Egy légy a
szemkozti falon van éppen, szintén a fal fliggéleges szimmetriatengelyén, de a padlétol 20 cm tavolsdgban. Ha a légy
nem mozdul, a péknak méterben mérve legalabb mennyit kell masznia a szoba bels¢ feliiletein, hogy elkapja a legyet?

I
I
I
I 7
, : pok 2,4m
legy |
20 cmix/_ _______________ )
// 2,4111

6m

Eredmény. 8
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Megoldas. Vizsgaljuk meg a pok kiilénbozé lehetséges tutvonalait a téglatest testhaléjan. Vildgos, hogy a legrovidebb
Ut egyenes, ha a testhaldt sikba kiteritjik. A fehér kor mutatja a légy helyzetét, a fekete kor pedig a pdk lehetséges
helyzeteit, annak a fiiggvényében, hogyan teritjiik ki a testhalot.

Osszesen harom (a szimmetridtdl eltekintve) kiilonboz6 lehetséges itvonala van a pdknak, amelyek sordn rendre egy,
kettd, vagy hdrom nagyobb lapot érint. Ezek az itvonalak az A, B és C betlikkel vannak jelolve az dbran. Nyilvdnvaléan
egy négy lapot is felhasznalé ttvonalat le lehetne roviditeni. Az A Gt hossza 8,4 m és a Pitagorasz-tétel alapjan B
hossza méterben /66,32, C hossza pedig 8. Tehat C a legrévidebb it vonal, a vdlasz 8 m.

Az aldbbi dbra demonstralja a legrovidebb utvonalat térben:

e - - —

43. Feladat Hatarozzuk meg a
(6 4+ 2 cos(x) — cos(y))? + (8 4 2sin(x) — sin(y))?

kifejezés legkisebb lehetséges értékét, ha x,y € R.

Eredmény. 49

Megoldds. Legyen V(z,y) = (6 + 2cos(x) — cos(y))? + (8 + 2sin(z) — sin(y))?. Felhasznéljuk, hogy a k(S, R) kér,
amelynek kézéppontja S = [S1, S2] és sugara R > 0 paraméterezhetd (azaz minden pontjdnak koordindtéi kifejezhetdek)
egy « szoggel az (x1,x2) = (S1 + Rcos(a), Se + Rsin(a)) képlet szerint. Tekintsiik a P = [0, 0], és Q[6, 8] pontokat és a
k1 (P 1) és ko(Q, 2) korcket. A Pitagorasz-tétel alapjan V (z,y) = |AB|?, ahol A € k; az x szdggel, és B € ko az y szoggel
kifejezve. Ebb6l az kovetkezik, hogy V(z,y) minimuma a ki és ko legkozelebbi pontjainak tdvolsadganak a négyzete,
amelyet a kozéppontok tavolsagdbdl, valamint ki és ko sugarabdl egyszerlien kiszdmolhatunk: v/62 +82 —1—-2 =17,
ezért V(z,vy) lehetséges legkisebb értéke 72 = 49.

44. Feladat Melyik a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek az utolsé (vagyis az egyesek helyiértékén allo)
szamjegye 2, és hogy ha az utolsé szamjegyet a legels6 elé mozgatjuk, az eredmény az eredeti szam kétszerese lesz?
Eredmény. 105263157894 736 842

Megoldas. Legyen N a kérdéses szam. Ha toroljik az utolsé szamjegyét, akkor az elsé szamjegye nélkili 2N az
eredmény. Ezért, mivel N 2-re végzodik, 2N 4-re fog, azaz N tizes helyiértékén 4-es all. Legyen d; az N szam i-edik
szdmjegye, balrdl szdmozva (vagyis d; az egyesek helyén van). A szdmjegyenkénti szorzds ismert médszere alapjén N
szamjegyeire az alabbiaknak kell teljesiilnie minden ¢ > 2 esetén:

d = 2d;_1 mod 10 ha d; 5 < 5,
" )2d;—; mod10+1 had;_s>5

Ily médon n szamjegyeit rekurzivan meghatarozhatjuk. Akkor allunk meg, amikor elészor elérjiik az 1-es szamjegyet
és a kovetkez6 1épésben igy a 2 kovetkezik. Ekkor az 1-gyel kezd6d6 szam az N lesz, és az utolsé 2-est az elejére rakva
éppen a 2N-et kapjuk meg. A végerdmény

N = 105263157894 736 842.
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45. Feladat Berta any6 felosztja a haromszog alaku foldjét két egyenes vonallal négy darabra, és a 6 egységnyi
tertileti darabot legidOsebb lanya, Betty kapja meg, a 4 egységnyi teriiletiit k6zépsd lanya, Barbara kapja meg, mig
a legkisebb, 3 egységnyi tertiletii darabot a legkisebb lany, Franciska kapja meg. A legnagyobb darabot megtartja
maganak. Mekkora teriileti ez a darab?

Eredmény. 19/2

Megoldds. Az alabbi abran szerepl6 jeloléseket hasznaljuk.

A ) B

A teriilet aranyok alapjan S a QB szakaszt 1 : 2 ardmyban, a PC szakaszt 2 : 3 ardnyban osztja. Behuzva az AS
szakaszt, az AS(Q haromszog teriilete legyen b, az APS haromszog teriilete pedig a. Fz a kovetkezd két egyenlethez
vezet:

b1
at+4 2
b+3 §
a 2
Ezek az alabbival ekvivalensek:
2b=a+4
2b + 6 = 3a,

Megoldva az egyenletrendszert, az eredmény a =5 és b = %, tehat az APSQ négyszog teriilete 12—9.

46. Feladat Négy testvérnek egyiitt 2018 eurdja van. Mindegyikiik vagyona pozitiv egész szdmu eurd, semelyik
kettejliiknek nem ugyanannyi, és ha barmelyik testvér gazdagabb a masikndl, akkor a gazdagabb testvér vagyona egész
szamu tObbszorose a szegényebb testvér vagyonanak. Legkevesebb hany eurdja lehet a leggazdagabb testvérnek?

Eredmény. 1152

Megoldds. Mivel minden testvér vagyona tobbszordse a legszegényebbnek, az Osszegiik, 2018 is oszthaté ennyivel.
Viszont 2018 primtényez6s felbontasa, 2018 = 2 - 1009 alapjan csak hdromféle lehet a legszegényebb testvér vagyona: 1,
2, és 1009. Nyilvan 1009 nem lehet, mert ekkor a legszegényebb testvér vagyona annyi lenne, mint a masik harom
vagyon Osszesen. Tovabbd, ha 1 lenne, akkor a tobbieknek egyiitt 2017 eurdjuk lenne, amely primszam, de akkor
a masodik legszegényebb testvérnek is kizardlag 1 eurdja lehetne, ez ellentmondas. Vagyis, a legszegényebb testvér
vagyona 2 eurd, a tobbieknek egylitt 2016 eurdja van.

Legyen a < b < ¢ a harom gazdagabbik testvér vagyona. Ezek alapjan a | b | ¢ és a + b+ ¢ = 2016. A szigort
egyenlOtlenségek és az oszthatosag miatt 2a < b és 2b < c¢. Ha itt egyenlOség lenne, az nyilvan a legkisebb lehetséges
megoldast adna c értékére. Szerencsére 1+ 2 4+ 4 = 7, ami osztdja 2016-nak, vagyis feloszthatjuk ezt az 0sszeget az
alabbi médon:

2016 = £ - 2016 + 2 - 2016 + 3 - 2016

A vélasz a kérdésre 2 - 2016 = 1152.
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47. Feladat Andrés felrajzolta a & jelet a tabldra, majd tizenhdromszor megismételte az aldbbi eljardst: Torolte
a tablat, és felrajzolt egy 1j jelsorozatot, amelyben a &© péar jelenik meg minden, az eredeti sorozatban szerepl$ ©
helyett és a O par jelenik meg minden, az eredeti sorozatban szerepld & helyett. Példaul, a &0 sorozat helyett
Andrés a OdSdOSD sorozatot {rta volna fel. Héany QO par volt fent a tablan (koztes egyéb jelek nélkiil), amikor
Andras végzett? A pédrok atfedhetik egymadst, tehat példaul a QOQQ sorozatban hdrom darab OO0 par talalhato.
Eredmény. 1365

Megoldds. Legyen A,, a sorozat a tdbldn, amelyet Andrds n darab jrairds utdn 1t (vagyis Ag = (b)) és h,, az A,-ben
1év6 Q0 péarok szama. Minden QO par A,-ben az A, _1-beli O parokbdl kell, hogy alljon, amely pedig az A,,_s-beli
QO vagy & sorozatokbél kivetkezik. Ez alapjan h,, = h,_o + 2" "3 minden n > 3 esetén, mivel pontosan 2”3 darab &
szerepel A, _s-ben. Ezirt paratlan n esetén, hy = 0 miatt:

hn _ 2n73 +2n75 +...4»20 +h1 _ %(27171 _ 1)7
A keresett eredmény hq3 = 1365.

48. Feladat Legyen ABCDEFGHI egy szabélyos kilencszog, melynek koréirt kore g, kézéppontja O. Legyen M
az AB (rovidebb) {v felez6pontja, P az MO szakasz kozéppontja, N pedig a BC szakasz kozéppontja. Legyen az OC
és PN egyenesek metszéspontja Q. Hany fokos az NQC'< sz6g?

Eredmény. 10°

Megoldds. Bebizonyitjuk, hogy az OC N P négyszog egy hurnégyszog. Mivel ONC< = 90°, ez azzal ekvivalens, hogy
OPC<« =90°. Ezt pedig az alabi médon lehet belatni: mivel mind C' és M a g koréirt koron vannak, OC = OM,
konnyen kiszamolhaté, hogy MOC< = 60°, tehat az OCM A szabélyos, amelynek OM oldalat P felezi, tehat
OPC< =90°.
Szintén egyszeri szamolassal belathatd, hogy OCN < = 70°, amib6l OPN< = 180° — OCN < = 110° kovetkezik.
Az OQP haromszogben
NQC< = PQO< = 180° — POQ< — QPO< = 10°.

49. Feladat Anna vélasztott egy (z,y, z) pozitiv egészekbdl all6 szdmharmast, amelyre = + y + z = 2018, majd
elarulta z-et Xénanak, y-t Yénédnak, z-t Zénanak. Nem tudtik egymaés szdmait, de tudtak az Osszeget. Az aldbbi
beszélgetés zajlott le kozottiik:

e Xéna: Tudom, hogy Yéna és Zéna kiilonbo6z6 szamokat hallott.
e Yéna: Eddig nem tudtam, de hala Xéndnak, most mar tudom, hogy mindhdrman kiilonb6z6 szamokat hallottunk.
e Zena: Eddig nem tudtam, de hala Yénanak, most mar tudom, hogy ki milyen szdmot hallott.

Adjuk meg az (z,y, z) szdmhédrmast.
Eredmény. (3,2,2013)
Megoldas. Xéna allitdsa azt jelenti, hogy x paratlan. Ha péros lenne, y és z lehetne egyenlo.

Tegyiik fel most, hogy y paratlan. Ez azt jelenti, hogy Yéna tudta a kezdetektdl, hogy x és z kiilonb6z6. Tovabbd,
ha y > 1009, akkor mar az elején tudta, hogy z és z kiilonbozik y-tél, tehdt nem lett volna sziiksége Xéna allitasara.
Masrészrol, ha y < 1007, akkor Yéna még Xéna allitdsat figyelembe véve sem tudta volna eldonteni, hogy az 6 y szdma
z-t6l kiillonbozik-e. Tehat y paros, és z paratlan.

Ha y oszthaté 4-gyel, akkor 2 + z = 2018 — y = 2 (mod 4), vagyis egy paratlan szdm kétszerese, {gy Yéna nem
tudta volna megmondani, hogy x és z kiillonboznek-e. Ha viszont y = 2 (mod 4), akkor x és z négyes maradéka eltérd
kell, hogy legyen, igy Yéna éllitasa helytallo.

Végiil vizsgaljuk meg Zéna allitasat. Eloszor is, y = 2, kiilonben y csokkenthetd lenne 4-gyel, x novelhet6 lenne
4-gyel, és Zéna nem tudnd megmondani a kiilénbséget. Hasonlé megfontolasbdl x < 4, vagyis z = 1 vagy x = 3. Az
utébbi esetben viszont Zéna tudta volna, hogy 2018 — z = x + y = 3, és igy tudta volna, hogy = és y mennyi, Yéna
allitasa nélkiil is, csak Xéna &llitasa alapjan. Ezért x = 3 és z = 2013.
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50. Feladat Két mégus, Arithmetix és Combinatorica parbajt vivnak egymsasal. Mindkettejitknek 100 életerd
pontja van (EP) Arithmetix vardzslata 90% eséllyel megsebzi Combinatoricét, és ekkor 60 EP sebzést okoz (ha sikertil).
Combinatorica vardzslata 60% eséllyel taldl, és 130 EP sebzést okoz. A magusok felvaltva haszndaljak a varazslataikat,
Arithmetix kezd. A parbaj akkor ér véget, ha valamelyik mégus elveszti az Gsszes életerd pontjat, ekkor az ellenfele
nyer. Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy Arithmetix nyeri a parbajt.

Eredmény. 45/128

Megoldds. Az EP nem szdmit, csak az, hogy Arithmetixnek két, Combinatoricanak egy sikeres varazslatra van sziiksége
a gyozelemhez. Tegyiik fel, hogy a parbaj olyan allapotaban vagyunk, amikor mindkettejiiknek egy-egy sikeres vardzslat
kellene a gy6zelemhez, és Arithmetix kovetkezik a varazsldssal. Legyen g Arithmetix gyézelmi esélye. Ekkor Arithmetix
nyerni tud, ha 6 taldl, ennek az esélye 0,9, vagy ha mindketten elhibdzzak, aminek az esélye 0.1 - 0,4, amely utan ismét
q esélye lesz Arithmetixnek a gy&zelemre. Ebbdl az aldbbi egyenlet irhato fel:

¢=0,94+0,1-0,4-¢q

Ez alapjén ¢ = 15/16.

Most legyen p annak az esélye, hogy Arithmetix megnyeri (az eredeti) parbajt. Ha Arithmetix elsd vardzslata taldl
és Combinatorica hibédzik (amelynek esélye 0,9 -0,4), akkor az el6z6 bekezdésben vézolt szituicié 1ép fel, amelyben
Arithmetix ¢ = 15/16 eséllyel nyer. Ha viszont Arithmetix és utdna Combinatorica is hibdzik (aminek az esélye
0,1-0,4), akkor Arithmetix ismét p eséllyel néz a folytatds elébe. Ezuttal tehat az aldbbi egyenletet irhatjuk fel:

15
p=09-0,4-—+0,1-0,4-p
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Ezt megoldva azt kapjuk, hogy Arithmetix p = 45/128 valdszintiséggel nyeri az eredeti felalldst.

51. Feladat Legyen a(1),a(2),...,a(n),... pozitiv egész szdmok egy szigorian monoton névekvd sorozata, amelyre
a(a(n)) = 3n teljesiil minden n pozitiv egész szdm esetén. Hatdrozzuk meg a(2018) értékét.

Megjegyzés: Egy sorozatot akkor neveziink szigoriian monoton novekvének, ha a(m) < a(n), valahdnyszor m < n.
Eredmény. 3867

Megoldds. Ha a(l) = 1, akkor a(a(l)) = 1 # 3 -1, ami ellentmondds. Mivel a sorozat novekvd, ezért 1 <
a(l) < a(a(l)) = 3, vagyis a(l) = 2. Az egyenletbél azt is megkaphatjuk, hogy a(3n) = a(a(a(n)) = 3a(n)
minden n-re. Teljes indukciéval beldthatjuk, hogy a(1l) = 2 miatt minden m-re a(3™) = 2 - 3™. Ezt felhaszndlva
a(2-3™) = a(a(3™)) = 3™+1. Osszesen 3" — 1 olyan i egész szdm van, amelyre 3" < i < 2-3", és 3" — 1 olyan j egész
szdm, amelyre a(3") = 2-3" < j < 3"t = q(2-3"). Mivel a(n) szigordan monoton névekvs, nincs mds lehet6ség, mint
hogy a(3"™ +b) = 2-3" + b minden 1 < b < 3" esetén. Ez alapjdn a(2-3" +b) = a(a(3" + b)) = 3! + 3b. Mivel
2018 = 2 - 3% 4+ 560, azt kapjuk, hogy a(2018) = 37 + 3 - 560 = 3867.

52. Feladat Egy szabdlyos T hiromszoget, amelynek oldalhossza 2018, feldaraboltunk 20182 egységnyi oldald
szabdlyos haromszogre. A kis haromszogek csuicsainak egy M halmazat fiiggetlennek nevezziik, ha barmelyik két
kiillonbozé A, B € M esetén AB nem parhuzamos T egyik oldaldval sem. Legfeljebb hény eleme lehet egy fliggetlen
halmaznak?

Eredmény. 1346

Megoldds. Minden csticsnak a rdcson megfeleltethetjiik a T-t6l vett tdvolsdgat (az egységnyi hdromszog magassigdban
mérve). Konnyen beldthat6, hogy minden csticsra ezek egész szdmok, amelyek osszege 2018. Mésrészrdl, barmely nem-
negativ egész szamhdarmas, amelynek az Osszege 2018, egyértelmilen megad egy cstcsot a racson. Emiatt egyértelmiien
megfeleltethetjiik a szdmhdrmasokat és a csticsokat. A tovabbiakban a szamhérmas elemeit koordindtdknak hivjuk.

A fluggetlenségi feltétel a feladatban azt jelenti, hogy semelyik két szamhérmas nem egyezik sem az els6, sem a
masodik, sem a harmadik koordinatdjaban. Legyen

M = {(z1,y1,21), (2,92, 22), - - ., (Ths Yk, 21) }

egy figgetlen halmaz. Mivel x1, ..., x; mind kilonboznek, az 6sszegiik legalabb
k(k—1
0+1+---+(k—1):%.
Ugyanez érvényes az y1 + - - + yg és z1 + - - - + 2, Osszegekre. Masrészrol, x; + y; + z; = 2018 minden ¢ = 1,... .k

esetén, ami miatt:

k(k—1)

3- 5

S+ tar)+ i+ Fy) + (24 -+ 2) = 2018k
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Ebbdl az kovetkezik, hogy
E<1+ g - 2018

vagy masképpen k < 1346.
Az alabbi két sorozat egyiitt leir egy 1346 elemi fiiggetlen halmazt, tehat ez a méret lesz a megoldés.

(0,672, 1346), (2,671,1345), (4,670,1344), ..., (1344,0,674);
(1,1345,672), (3,1344, 671), (5,1343,670), ..., (1345,673,0).

Az alabbi abran egy 11 egységnyi oldali haromszog esetén lathatjuk az optimalis fliggetlen halmaz konstrukcidjat.

AVAVA VAVAVAVAN
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53. Feladat Adott egy ABC haromszog, amelyre AB =5, AC = 6 és w a koréirt kore. Legyenek F' és G olyan
pontok AC-n, amelyekre AF =1, FG = 3 és GC = 2, valamint legyenek BF' és BG metszéspontjai az w-val rendre D
és E. Tudjuk, hogy AC és DE pérhuzamosak. Mekkora a BC szakasz hossza?
Eredmény. 54/5/2 = 52@
Megoldds. Legyen x = BC'. Mivel ACED hurtrapéz, legyen y = AE = C'D. Tovabba legyen let p = BF, ¢ = DF,
u= BG ésv=GE.

A BAC< és BDC<« keriileti szogek egyazon ivhez, ezért egyenlok. Emiatt az ABF and DCF haromszogek
hasonléak, ez alapjan:

y_4a_5
5

L p
Ezen feliil, hasonlé meggondolédssal a BCG és AEG haromszogek is hasonléak, ami miatt:

Végiil, mivel AC' parhuzamos D E-vel:

<

Osszerakva ezt az elsé két egyenlettel, az alabbi allitast kapjuk:

cn\t:‘:: (]
N

Ebbdl 22 = 125/2 kovetkezik, vagyis # = 51/5/2.

54. Feladat Tudjuk, hogy
222000 — 4569878 ... 229376 .

6623 szamjegy

Hény olyan n < 22000 pozitiv egész szam van, amelyre 2™ els6 szamjegye 47
Eredmény. 2132

Megoldds. Ha egy k-jegyti N szam els6 szamjegye c, akkor c10¥~! < N < (c+ 1)10*~1. Ebbél az kovetkezik, hogy
2c¢10F~1 < 2N < (2¢+2)10%~1, vagyis 2N elsé szamjegye legalabb akkora, mint 2c elsé szamjegye, de legfeljebb akkora,
mint 2c 4 1 els6 szamjegye. Ezt alkalmazzuk a kettohatvanyok elsé szamjegyeire. Ha egy kettShatvany els6 szdmjegye
1, akkor 6t lehetOség van a rakévetkezo kettGhatvanyok elsé szamjegyeire:

1. 1,2,4,8,1
2.1,2,4,9,1
3.1,2,5,1
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4. 1,3,6,1
5. 1,3,7,1

Legyen k nemnegativ egész szam, amelyre 2F elsé szamjegye 1, és d szdmjegye van. Ekkor van egy egyértelmii
kettShatvany, amelyiknek 1 az elsé szdmjegye, de d+ 1 szémjegye van, és ez a hatvany vagy 2¥*2 (ha a fenti felsoroldsban
a 3., 4. vagy 5. eset all fenn), vagy 2+ (ha az 1. vagy 2. eset ll fenn). Mivel 20 (1 jeggyel) és 221998 (6623 jeggyel)
mindketten az 1 szamjeggyel kezdédnek, kiszdmolhatjuk, hogy hanyszor fordul el6 az 1. és 2. eset egytttesen, szemben
a 3., 4. és 5. esettel. Az eredmény 21998 — 3 - 6622 = 2132.

Végiil vegyiik észre, hogy pontosan az 1. és 2. esetben szerepel a 4 szamjeggyel kezd6do ketté hatvany is a
sorozatban, pontosan egyszer, tehat osszsen 2132 ilyen szdm van.

55. Feladat Adjuk meg az a, b, ¢ racionélis szamokat gy, hogy az alédbbi teljesiiljon:

VV2-1=a+ Vb+ Ve

Megjegyzés: Egy szam raciondlis, ha el6all két egész szam hanyadosaként.
Eredmény. (1/9,-2/9,4/9)
Megoldds. Legyen x = v/v/2—1 és y = /2. Vegyiik észre, hogy y° + 1 egész szamok, és alkalmazzuk a A% + B3

nevezetes szorzattd alakitdasokat, hogy x és y viszonyara egyenleteket irhassunk fel, és kifejezziik x-et harom raciondlis
kobgyok Osszegeként. Eloszor is

L=y’ —1=(y-DE*+y+1)
és mivel 3 = y> + 1, azt kapjuk, hogy:

392 +3y+3 P +3y7+3y+1  (y+1)°
3 o 3 -3

Yy ry+l=

1 _3
y2+y+1 (y+1)%°

Ezutan, mivel 3 =% + 1 = (y + 1)(y* — y + 1), azt kapjuk, hogy 17 = L=+ és végiil

Emiatt 23 =y — 1 =

V3 1 .
o= _oflya_miy
y+1 9
Ezzel bebizonyitottuk, hogy az (a,b,c) = (g, —%, %) szamhdrmas teljesiti a feltételeket.

Azt is be lehet bizonyitani, hogy x felirdsa hdrom raciondlis kobgyok Gsszegeként egyértelmii, csak a fenti megolddsnak
a permutaciéi jok még.
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