Problema 1. In figura este reprezentat un decagon in care toate laturile formeazi unghiuri drepte. Lungimile
anumitor laturi ( cele punctate ) se stiu si sunt exprimate in cm.
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Care este perimetrul decagonului exprimat in cm?
Raspuns. 4444

Solutie. Indoind colturile ”interioare” in ”exterior”, decagonul se transforma intr-un dreptunghi de dimensiuni 2018 si
70 + 134 = 204. De aceea perimetrul este 2 - (2018 4 204) = 4444.

2018

Problema 2. Minutarul acestui ceas lipseste. Céte minute au trecut de la ultima ord exacta (Intreaga), dacd unghiul
dintre orar si segmentul care uneste centrul ceasului cu 12 este de 137°7

Raspuns. 34

Solutie. Deoarece orarul parcurge 360° : 12 = 30° intr-o ord, in 2 minute parcurge 1°. De aceea, a parcurs
137° — 4 -30° = 17° dupa ora 4, deci au trecut 17 - 2 = 34 minute.

Problema 3. Patru elevi, Kevin, Liam, Madison, si Natalie, au participat la un test. Stim ca punctajele obtinute de
ei sunt 2, 12, 86 si 6 in aceastd ordine. Mai stim ca:

e punctajul obtinut de Kevin este pampam decat punctajul obtinut de Madison,
e punctajul obtinut de Madison este pampam decat punctajul obtinut de Liam,
e punctajul obtinut de Natalie este pampam decat punctajul obtinut de Liam,
e punctajul obtinut deKevin este pampam decat punctajul obtinut de Natalie.

unde pampam inseamnd “mai mare” sau “mai mic” (in toate cele patru cazuri cuvantul are acelasi inteles). Care este
suma rezultatelor obtinute de Madison si Natalie?

Raspuns. 18

Solutie. Se poate observa ca dacd pampam inseamna mai mare, atunci Kevin are cel mai mare punctaj si Liam are
cel mai mic punctaj si, daca pampam inseamna mai mic, atunci situatia este inversa. In oricare situatie, Madison si
Natalie mereu vor avea punctajele din mijloc, adica 6 si 12. De aceea suma punctajelor celor doi este 18.



Problema 4. Jack si John stau intr-o piatd de forma unui patrat si numara casele din jurul lor. Fiecare incepe sa
numere (in sensul acelor de ceasornic) de la o casa diferitd, asa cd numarul 4 al casei lui Jack este numarul 16 al cei lui
John, si casa cu numarul 12 a lui Jack corespunde casei cu numarul 7 a lui John. Cate case se afla in piata?

Raspuns. 17

Solutie. Deoarece casa 4 a lui Jack este casa cu numarul 16 a lui John, exista un segment de case unde numarul
caselor lui John este mai mare cu 12. Acest segment de case trebuie sa se termine inainte ca Jack sa ajunga la casa cu
numarul 12, deoarece, altfel, John ar obtine 12 4+ 12 = 24. Din cauza ca intotdeauna numarul scade cu numarul total
de case atunci cand se ajunge la finalul numararii, observam ca sunt 24 — 7 = 17 case in piata.

Problema 5. Doris vrea sa curete aparatul de cafea si, conform manualului de instructiuni, ea trebuie sa foloseasca
o solutie obtinuta din patru parti apa si o parte otet de concentratie 10% . Din pacate, ea are la dispozitie otet de
concentratie 40% . Cate parti de apa trebuie s& combine cu o parte de otet de concentratie 40% pentru a putea obtine
solutia necesara curatarii aparatului de cafea?

Nota: Otetul de concentratie n% este obtinut din n parti otet $i100 — n parti apa.
Raspuns. 19

Solutie. In instructiuni, solutia este obtinuta din 1 parte otet si 5 parti apa. Aceeasi solutiei se obtine din 1 parte otet
de concentratie 40% = 4 - 10% si 4 - 5 = 20 parti apa. Deci sunt necesare 19 extra parti de apa.

Problema 6. Daca g este paraleld cu h si unghiurile A si C' sunt de masura 105° ,respectiv 145° | asa cum este
indicat in figurd, care este masura unghiului ZCBA?
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Raspuns.  110°

Solutie. Se considera punctele D, E pe h, respectiv g, astfel incat ED este perpendiculara pe cele doua drepte,
formandu-se pentagonul ABCDE. Cum suma unghiurilor unui pentagon este 540°, masura unghiului cautat este
540° — 180° — 105° — 145° = 110°.
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Problema 7. Dacid ABCD este un pitrat, care este masura unghiului € (in grade)?

A D
g

o

B C

Raspuns. 67.5°

Solutie. Fie X, Y notatii pentru unghiurile de masura e. Atunci ZAXY = LAY X = €. Deoarece L XAY = ZCAB =
45°, din suma unghiurilor triunghiului XY A obtinem

45° + ¢+ =180°,

adica € = 67.5°.



Problema 8. Cederic s-a nascut in ziua in care mama sa implinea 27 de ani. De cate ori se poate intampla ca varsta
lui Cederic sa fie varsta mamei citita in sens invers?

Nota: Cifra unitatilor, daca este zero, se ignora, adicd 470 citit invers este 74.
Raspuns. 7

Solutie. Fie ¢ varsta lui Cederic si m varsta mamei, ¢ fiind egal cu m citit invers. Numerele ¢ si m au acelasi numar
de cifre (presupunem ca c este posibil si inceapa cu cifra zero, dacid m are cifra unitatilor zero), care este cel putin 2.
Fie a si b cifrele unitatilor numerelor ¢ si, respectiv m. Cum mama lui Cederic are 27 de ani, se observa ca putem avea
a+7=>bsaua+7=104b. Daca varsta mamei ar fi cel putin egala cu 100, diferenta dintre primele cifre ale varstelor
lor poate fi cel mult 1, ceea ce nu este posibil, deoarece ele sunt exact cifrele b si a. In concluzie, numerele ¢ si m au 2
cifre.

Dorim s# aflim toate numerele ab astfel incat

ab = ba + 27.

Stim ca a > b, deci conditia a + 7 = b nu este adevarata. Din relatia a + 7 = 10 4+ b obtinem a = b 4 3. Deoarece a <9,
obtinem c& b < 6. Pentru fiecare cifra b € {0,1,...,6}, obtinem cifra a astfel incdt a = b+ 3. Se observa usor ¢ pentru
aceste cifre relatia (b + 3)b = b(b+ 3) + 27 este adevaratd. Situatia ceruta se poate intdmpla de 7 ori: cadnd Cederic are
3, 14, 25, 36, 47, 58 si 69 ani.

Problema 9. Julia foloseste 32 de cuburi albe si 32 cuburi negre cu laturile de lungime egala cu 1 pentru a forma un
cub mare cu dimensiunea 4 x 4 x 4. Ea vrea ca fetele cubului mare si contina cit mai multe fete albe ale cuburilor
mici. Care este valoarea maxima a raportului dintre aria partii albe si aria cubului?

Raspuns. 3/4

Solutie. Daca un cubulet este asezat intr-un colt, atunci trei dintre fetele sale sunt vizibile. Daca este asezat pe
muchia cubului mare, doua fete sunt vizibile, iar daca este asezat in interiorul unei fete laterale a cubului mare doar o
fata este vizibila. Cum sunt opt colturi si pe fiecare muchie mai putem pune inca doua cubulete, obtinem 32 locuri in
care putem plasa cubuletele albe, obtindnd astfel raportul maxim cerut. In acest fel fiecare fata laterala a cubului mare
aratd identic, avind doisprezece fete albe si patru negre. De aceea valoarea raportului este 12/16 = 3/4.

Problema 10. O suta de persoane au participat la o selectie pentru formarea unui echipaj ce va zbura spre planeta
Mercur. Fiecare potential astronaut a participat la trei teste ce verifica anumite criterii de sanatate, psihologice si
experientad profesionald. Doar doudzeci si sase de persoane au trecut testul de sdnatate. Saizeci dintre participanti
au picat mai mult de un test dintre cele trei. Optzeci si trei de persoane au picat fie testul psihologic, fie testul de
experienta profesionala, dar niciunul nu a picat ambele teste. Cati participanti au fost alesi pentru misiune, adica au
trecut toate testele?

Raspuns. 3

Solutie. Deoarece nimeni nu a picat si testul psihologic si testul de experienta profesionald, toti participantii care au
picat la cel putin doud teste au ratat misiunea din cauza testului de sinétate. Astfel (100 — 26) — 60 = 14 persoane au

picat doar testul de sanatate. Cum 83 persoane au picat fie testul psihologic, fie testul de experienta profesionala,
obtinem 97 de persoane care au picat cel putin un test, deci doar 3 astronauti au fost selectati.

Problema 11. Patratul A are doua laturi ce reprezinta raze in cerc, iar patratul B are doud varfuri pe acelasi cerc si
o parte a unei laturi comuna cu o parte a unei laturi a patratului A. Aflati raportul dintre aria patratului A si aria
patratului B.

Raspuns. 5:4

Solutie. Fie s lungimea laturii patratului B. Observam din simetrie ca centrul cercului se afla pe mijlocul laturii
patratului B, impéartind-o pe aceasta in doud parti de lungime s/2. Din teorema lui Pitagora, obtinem

2 5
= (3) +t =7



de unde raportul cerut este 5 : 4.
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Problema 12. Determinati ultimele doua zecimale ale produsului

2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31 - 37.

Raspuns. 10

Solutie. Cum 1n produs avem 2-5, ultima cifra este 0. Cifra zecilor se obtine din ultima cifra a produsului 3-7-11-...-37.
Este suficient sa folosim ultima cifrd din fiecare rezultat obtinut in urma unei inmultiri. Mai mult, putem ignora cifra
unu daca este ultima cifra. Deci va trebui sa determinam ultima cifra a produsului

3-7-3-7-9-3-9-7=3-7-3-7-3-7-9-9.

Cum 3 -7 = 21 are ultima cifra 1, putem omite perechile de 3 si 7. Ramanem cu 9 -9, care are ultima cifra 1. In
concluzie, ultimele doua zecimale sunt 10.

Problema 13. Cand un detectiv a interogat primele cinci din sase persoane suspectate de o infractiune, el a aflat ca
au, respectiv, 1, 2, 3, 4 si 5 prieteni dintre toti cei sase suspecti. El stie ca prietenia este reciproca si a decis sa-si dea
seama de numarul de prieteni ai ultimului suspect inainte de interogatoriu. Cati au fost ei?

Raspuns. 3

Solutie. Fie n numarul de prieteni ai ultimului suspect. Suspectul cu cinci prieteni este prieten cu toti ceilalti, deci
prin omiterea acestuia, numarul de prieteni al celorlalti scade cu unu. Atunci il omitem si pe cel care avea un singur
prieten deoarece numarul sau de prieteni a scazut la zero. In acest fel am obtinut un grup de patru suspecti, despre
care stim ca au 1, 2, 3, si n — 1 prieteni printre ei. Repetand ultimii doi pasi, obtinem un grup si mai mic cu valorile 1
si n — 2; este evident acum ca n — 2 =1, adica n = 3.

Nota: Solutia problemei se poate obtine si din diagrama urmatoare:

®.
)
o

Problema 14. Zarul din imagine are un numar intreg pozitiv scris pe fiecare dintre fetele sale. In plus, produsul
numerelor de pe fetele opuse este acelasi pentru toate aceste perechi. Numerele de pe fete nu trebuie sa fie distincte.
Care este cea mai mica valoare a sumei tuturor numerelor de pe zaruri?

RN




Raspuns. 40

Solutie. Fie P rezultatul numerelor de pe fetele opuse. In mod evident, cu cat P este mai mare, cu atat este mai
mare suma totald. Din moment ce P trebuie sa fie divizibil cu toate cele trei numere afisate, valoarea cea mai mica a
lui P este cel mai mic multiplu comun, P = 36. In aceste conditii, numerele afisate pe celelalte fete sunt 3, 4 si 6, iar
suma ceruta este de 6 +9 + 12+ 6 + 4 4+ 3 = 40.

Problema 15. Daca octogonul gri si pentagonul cu dungi sunt regulate, iar patrulaterul dungat este un patrat,
determinati masura unghiului dintre segmentele ingrosate.

Raspuns.  99°

Solutie. Notam anumite varfuri ca in figura.

D

Unghiul C'BD este diferenta dintre unghiurile interioare ale octogonului si pentagonului, deci ZCBD = 135°—108° = 27°.
Se obtine usor cd ZABD = 135°. Cum triunghiurile ABD si C BD sunt isoscele,

ZCDB = £(180° — ZCBD) = 76.5°,
/BDA = 1(180° — ZABD) = 22.5°.

De aceea
/CDA=/ZCDB+ ZBDA = 99°.

Problema 16. Ministrul are un sofer personal care pleaca de la minister la aceeasi ora fixa in fiecare dimineata
pentru a il lua pe ministru de acasa si a-1 aduce la minister. Ministrul se trezeste la aceeasi ora in fiecare zi si masina
vine exact cand este gata sa plece. Astazi ministrul s-a trezit devreme si, in consecinta, a fost gata sa plece cu o ora
mai devreme decit de obicei, asa cd s-a hotirat si meargd spre masin (care a plecat de la minister ca de obicei). A
intalnit masina, a pornit si a ajuns la minister cu douazeci de minute mai devreme decat de obicei. Cate minute a mers
pe jos? Poti sa presupui ca masina se misca mereu cu aceeasi viteza si cd ministrului nu i ia timp sa intre in masina.
Raspuns. 50

Solutie. Timpul pe care ministrul l-a castigat trezindu-se mai devreme (1 ord) il impartim in timpul necesar parcurgerii
distantei necunoscute ¢ si timpul ramas masinii de a parcurge distanta de la punctul de intalnire la casa ministrului,

care este jumatate din timpul salvat, adica
60 =t + 20
B 2

de unde ¢t = 50.



Problema 17. Care este cel mai mic numar natural de cel putin doua cifre care prin eliminarea primei cifre scade de
29 ori?

Raspuns. 725

Solutie. Fie d prima cifra a numarului, £k numarul obtinut dupa eliminarea primei cifre, si n numarul de cifre al
numarului k. Atunci numarul initial este egal cu 10™d + k si ipoteza se poate scrie

10"d + k = 29k

sau

28k = 10™d.
Cum 28 = 22 . 7, si membrul drept trebuie si se divida cu 28, obtinem d = 7 si n > 2. Alegerea n = 2 (implica k = 25)
ofera cel mai mic numar natural 725.

Problema 18. De céate ori in 24 de ore este minutarul unui ceas perpendicular pe orar?
Raspuns. 44
Solutie. Minutarul face 24 de rotatii in 24 de ore, iar orarul face 2 rotatii in 24 de ore. Din aceste motiv, minutarul se

suprapune cu orarul de 22 ori in 24 de ore. In cele 22 de suprapuneri minutarul este perpendicular pe orar de 2 ori, de
aceea raspunsul este 44.

Problema 19. Determinati toate numerele palindrom de patru cifre ce pot fi scrise ca suma de doud numere
palindrom de trei cifre.

Nota: Un numar palindrom este un numar care raméane neschimbat atunci cand este citit in sens invers, spre exemplu
2018102. Un numar nu poate incepe cu zero.

Raspuns. 1111, 1221

Solutie. Fie abba un numér palindrom. Cum el se scrie ca sumd de doud numere palindrom de trei cifre, acesta nu
poate fi mai mare ca 1998, deci a = 1. Daca 1bb1 este egal cu cdc + Tyz, atunci

1001 + 110b = 101(c + z) + 10(d + y).

Cum numarul din membrul stang se termina cu cifra 1, ¢ + x se termina cu cifra unu. Cum c si x sunt cifre diferite de
0, c+ 2 = 11. Prin inlocuire, obtinem
11(b—1)=d+y.

Cum d si y sunt cifre, membrul drept nu depéaseste 18, deci b — 1 este 0 sau 1. Ambele optiuni sunt posibile:
1111 = 505 + 606, 1221 = 565 + 656.

Problema 20. Laturile unui triunghi echilateral sunt impartite in 7 segmente astfel incat punctele de divizare sa
formeze de asemenea un triunghi echilateral (a se vedea figura). Determinati raportul dintre aria triunghiului echilateral
mai mic si aria triunghiului echilateral mai mare.

Raspuns. 31/49
Solutie. Aria unui triunghi mic, din cele trei formate, este
1 6 6
77T 49
din aria triunghiului mare echilateral, deoarece inaltimea este 1/7 si baza 6/7 din laturile corespunzatoare triunghiului

mare. De aceea raportul dintre aria triunghiului mic echilateral si aria triunghiului mare echilateral este

6 31

1-3. — =2
AT



Problema 21. Gasiti toate cvadruplurile (a, b, ¢, d) de numere intregi pozitive astfel incat atunci cand vom inlocui
literele din tabelul de mai jos cu valorile atribuite, numerele a, b, ¢, d vor reprezenta cate numere de unu, doi, trei si
patru sunt in tabel.

Raspuns. (2,3,2,1), (3,1,3,1)
Solutie. Un numar nu poate sa apara in tabel mai mult de cinci ori; oricum, numarul cinci nu poate sa apara, deoarece
ar ocupa o pozitie a numarului ce apare de cinci ori. Deci, doar numerele 1, 2, 3, si 4 pot s& apara.

Sa aratam ca d = 1: Daca d = 2, atunci unul dintre numerele a, b, ¢ trebuie sa fie 4, si cum raman doar doua locuri
libere, ar trebui sa fie b. (2,4,2,2) nu este un cvadruplu valid. Alegerile d = 3 si d = 4 ne conduc si mai repede la
contradictii.

In concluzie, a € {2,3}. Presupunand ci a = 2, obtinem b, ¢ € {2,3} (nu mai putem avea alti unu si patru), dar
b = 2 ar contrazice conditia lui b (ar fi trei de doi), deci b = 3, si ¢ = 2. Daca a = 3, ar trebui sd avem in tabel incd un
unu, si acesta nu poate si fie ¢ (deja existd un alt trei), decib=1,sic=3.

Problema 22. Peter si-a uitat parola. El isi aminteste doar ca parola era alcatuita din noua litere latine si contine
cuvintele "mate” si "drama”. Cate parole indeplinesc aceste cerinte?

Nota: Cele doua cuvinte nu pot fi separate de alte litere, spre exemplu cuvantul ”marte” nu este considerat ca un
cuvant ce contine “mate”. Alfabetul contine 26 de litere.

Raspuns. 2030

Solutie. In primul rand, consideram cazul in care cele doud cuvinte nu au litere In comun. Exista doua posibilitati de
alaturare a acestora: dramamate si matedrama.

Daca au litere in comun, atunci existd o singura posibilitate, si anume: dramate. Exista doar trei posibilitati de a
alege literele lips: “**dramate’, "*dramate™’, ’dramate**’. In fiecare caz existd 262 = 676 moduri de a alege cele dous
litere. De aceea, In aceste situatii sunt 676 - 3 = 2028 parole posibile.

In total, exista 2028 + 2 = 2030 parole posibile.

Problema 23. Daca se aleg doua numere din multimea {1,2,3,...,n — 1,n}, probabilitatea ca acestea si fie
1
consecutive este o1 Determinati n.

Raspuns. 42

Solutie. Sunt n — 1 perechi de numere consecutive in multimea {1,2,3,...,n — 1,n} si sunt %n(n — 1) posibilitati de
a alege doua numere diferite. Obtinem
n—1 2 1
inn—1) n 21

de unde n = 42.

Problema 24. Arthur, Ben si Charlie au jucat tenis de masa folosind urmatoarele reguli: in fiecare runda, doi
jucatori au jucat unul impotriva celuilalt, iar celdlalt s-a odihnit. Castigatorul rundei a jucat apoi in runda urmatoare
cu jucatorul care s-a odihnit. In prima rund&, Arthur a jucat impotriva lui Ben. Dupa mai multe runde, Arthur a
marcat 17 victorii si Ben 22. De cate ori au jucat Arthur si Ben unul impotriva celuilalt?

Raspuns. 20

Solutie. Observam ca, de fiecare data cand Charlie castiga o runda, nu are niciun impact asupra numarului de runde
castigate de Arthur sau Ben, nici nu are niciun impact asupra numarului de runde cdnd Charlie nu joaca. Prin urmare,
putem presupune ca Charlie intotdeauna pierde. Cu alte cuvinte, fiecare victorie a lui Arthur impotriva lui Ben creste
scorul general al lui Arthur cu doud victorii (dacd nu s-a intdmplat in ultima rund4) si invers. Din moment ce numéarul
victoriilor lui Arthur este impar, concluzionam ca ultima runda impotriva lui Arthur sau Ben, este castigatd de Arthur.
Prin urmare, dacd vom adauga inci o rundd (Arthur impotriva lui Charlie, castigatd de Arthur), numéarul total de
runde cand Charlie nu ar juca ar fi o jumétate din suma finala a scorurilor lui Arthur si Ben, adica (18 + 22)/2 = 20.



Problema 25. Clientii din magazinul electronic isi pot exprima satisfactia fatd de un articol achizitionat, evaluand-1
online folosind o scald de rating de cinci puncte (1 stea = nesatisfacitor, 5 stele = excelent). Rating-ul mediu al unui
smartphone nou lansat a fost de 3,46 stele saptamana trecuta, cu toate acestea, In timp ce inca doua persoane si-au
prezentat evaluarile la inceputul acestei saptamani, acesta a crescut la media actuala de 3,5 stele. Cati oameni au
evaluat pana acum smartphone-ul?

Raspuns. 52

Solutie. Notam cu k numarul initial de rating-uri si cu « suma lor. Notam cu a, b rating-urile din ultima saptamana.

Atunci
T r+a+b

. 3.46 and ) 3.5
adica
z=(3+2)k, (1)
c+at+b=(3+3)k+T. (2)

Ecuatia (1) implica faptul ci k este multiplu de 50. Prin scaderea relatiei (1) din relatia (2), obtinem

k
b—T7T=—.
ot 2
Cum a,b < 5, membrul stang este un numéar natural mai mic ca 3, deci k < 75. Concluzionam k = 50, deci 52 de
persoane au evaluat produsul.

Problema 26. Juliette are patru perechi de sosete si pe fiecare soseta este scris unul dintre cuvintele luni, marti,
miercuri, joi. Cate moduri exista pentru a purta toate aceste sosete de luni pana joi, daca cele doua sosete pe care
Juliette le poarta ar trebui sa fie diferite si niciuna dintre ele nu arata ziua curenta? Niciuna dintre sosete nu poate fi
purtata in mod repetat.

Nota: Fiecare soseta poate fi purtatd pe oricare picior, deci nu exista soseta pentru picior drept sau stang. In plus,
purtarea unei sosete pe piciorul drept si a unei alte sosete pe piciorul stang conteaza la fel ca si purtarea lor inversata.

Raspuns. 9

Solutie. Vom folosi numerele 1, 2, 3, 4 in loc de numele zilelor. Observam ca in fiecare zi sunt atribuite trei numere
distincte: Numarul real al zilei si cele doua numere ale sosetelor purtate. Prin urmare, putem descrie in mod echivalent
atribuirea sosetelor cu un singur numér pentru fiecare zi - singurul numér din cele patru care nu apare in triplele
mentionate mai sus. Se deduce ci asignarile valide ale sosetelor corespund permutarilor (1,2,3,4) care nu lasd niciunul
din numere in pozitia initiala.

Numarul de rearanjari poate fi calculat dupa cum urmeaza: exista trei optiuni de plasare a lui 1, lasandu-i pozitia
n # 1. Acum, n are si trei optiuni pentru a fi puse. Este usor de vazut ca celelalte doud numere sunt acum atribuite
intr-un mod unic, deci exista 3 - 3 = 9 rearanjari si acelasi numar de alegeri ale sosetelor lui Juliette.

Problema 27. Un juriu format din 26 de matematicieni urmeazi s nominalizeze (cel putin) cinci filme pentru
premii la un festival de filme cu tematicd matematica. Au fost 16 filme dintre care acestia au putut alege. Juriul a ales
urmatoarea procedura: fiecare membru al juriului a votat cinci filme distincte, iar cele cinci filme cu cele mai multe
voturi au fost nominalizate; daca a fost egalitate pe locul cinci, toate aceste filme au fost nominalizate. Care este cel
mai mic numar de voturi pe care un film l-ar fi putut primi, astfel incat sa fie nominalizat indiferent de rezultatele altor
filme?

Raspuns. 21

Solutie. In total au fost 26 - 5 = 130 de voturi. Daci un film a primit 20 sau mai putine voturi, celelalte 110 voturi
ramase pot fi usor distribuite astfel incat sa fie cinci filme care primesc fiecare cate 21 de voturi. Daca un film primeste
cel putin 21 de voturi, atunci ca sa nu fie nominalizat ar implica ca alte cinci filme sa primeasca cel putin 22 de voturi,
obtindndu-se astfel cel putin 21 + 5 - 22 = 131 de voturi, deci o contradictie.

Problema 28. O functie f cu valori reale satisface relatia f(z) + zf(1 — ) = x pentru fiecare valoare reald a lui x.

Aflati f(—2).

Raspuns. %

Solutie. Alegdnd x = —2, obtinem f(—2) — 2f(3) = —2. Alegand x = 3, obtinem f(3) + 3f(—2) = 3. Avem astfel

doud ecuatii liniare cu necunoscutele f(—2) si f(3). Prin Inmultirea celei de a doua ecuatii cu 2 si adunarea acesteia la
4

prima, obtinem f(-2) = =.



Problema 29. Numerele de doua cifre n, a, b, o, j sunt astfel incat produsul lor, naboj este divizibil cu 4420.
Determinati cea mai mare valoare posibila a sumei n +a+b+ o0+ j.

Raspuns. 471

Solutie. Prin descompunerea in factori primi obtinem 4420 =2-2-5-13-17. Cum 13 si 17 sunt numere prime, unul
dintre numerele n, a, b, o, j trebuie sa fie divizibil 13 si altul cu 17. Cum cel mai mic multiplu comun al numerelor 13
si 17 este 221, nu exista un numar de doua cifre divizibil prin ambele. Fara a pierde generalitatea, putem presupune ca
n este divizibil cu 17 si a este divizibil cu 13. Astfel n <85 =5-17sia <91 =7-13.

Deci n =85 si a = 91. Cum n = 85 este divizibil cu 5, trebuie sa ne mai asiguram de divizibilitatea cu 4. Dar n si
a sunt impare, deci 4 trebuie sa divida boj. De aceea, unul dintre numerele b, o, j este divizibil cu 4, sau doua dintre
numere sunt divizibile cu 2. Suma mai mare se obtine in a doua situatie, caind b = 0 = 98 si j = 99. Suma ceruta este
n+a+b+o+j=85+914+98+98 + 99 = 471.

In final, sa verificam posibilitatile n < 85 sau a < 91. Deoarece numerele n si a se divid cu 17 si, respectiv 13, ar
insemna can < 68 = 85—17saua < 78 = 91 —13. Atunci suma n+a+b+o0+j ar putea fi cel mult 68+91+3-99 = 456
(in primul caz) sau 85 + 78 + 3 - 99 = 460 (in al doilea caz), adicd mai mica decat cea obtinutd anterior.

Problema 30. Naomi a cumparat opt mingi de tenis si una de handbal de la un magazin online de sport. Mingile
(cu o forma sferica perfecta) au fost ambalate intr-o cutie cubicd, astfel incat fiecare minge de tenis sa fie tangenta la
trei din cele sase fete ale cutiei si la mingea de handbal. Raza mingii de handbal este de 10 cm si raza unei mingi de
tenis este de 5 cm. Determinati lungimea unei muchii a cutiei, exprimata in centimetri.

Rdspuns. 10(1 + +/3)

Solutie. Diagonala cutiei trece prin centrele mingii de handbal si a doua mingi de tenis, precum si prin punctele de
tangenta ale acestor trei mingi. Singura zona in care diagonala nu este in interiorul unei mingi sunt segmentele dintre o
minge de tenis si un colt al cutiei; distanta de la centrul unei mingi de tenis la colt este jumatate din diagonala cubului
circumscris mingii. Deci, lungimea diagonalei cutiei este suma

e (2x) 1/2 din diagonala unui cub circumscris unei mingi de tenis,
e (2x) raza unei mingi de tenis,
e diametrul mingii de handbal.

Astfel, diagonala cutiei este egald cu
10V3 + 10 + 20 = 30 + 103,

si lungimea muchiei cutiei este egala cu

30+ 10v3
— - 10(1 + V/3).

Problema 31. Scris in sistemul zecimal, puterea 22 este un numér de nous cifre distincte. Ce cifra lipseste?

Raspuns. 4
Solutie. Pe de o parte, puterea 229 se poate calcula: spre exemplu, folosim 210 = 1024, calculam 10242 si 10242 - 1024.
In final, impartim rezultatul prin 2 si obtinem 229 = 536 870 912. R

Pe de alta parte, putem folosi faptul ca un numar intreg si suma cifrelor sale au acelasi rest modulo 9. In plus, 2"

(mod9) este periodic de lungime 6. Cum suma tuturor cifrelor este 45, obtinem
45 -2=2%=2=5 (mod 9)
unde cu z este notata cifra lipsa din scrierea zecimald a puterii 22°. Obtinem x = 4 mod 9. Deci, cifra lipsa este 4.

Problema 32. Facand curatenie in podul casei, Ben a gasit un calculator vechi, care arata doar primele zecimale
dupa punctul zecimal, dar a putut calcula riadacinile patratice. Spre exemplu, pentru v/4 calculatorul arata 2.00 si
pentru /6 = 2.44949 . .. acesta arati 2.44. Care este cel mai mic numar natural a cirui radicind patratica nu este un
numéar natural, dar pentru care calculatorul va arata dupa punctul zecimal doi de zero?

Raspuns. 2501

Solutie. Notam cu ftd(n) primele doua zecimale dupad punctul zecimal ale numéarului \/n. Este evident ca daca n
creste de la un patrat perfect la altul, ftd(n) creste de asemenea; cum suntem interesati de cel mai mic numar natural
n, acesta trebuie si fie de forma k2 + 1, unde k este un numir natural.

Cand Vvk? + 1 este rotunjit la partea sa intreagi, rezultatul este k, de aceea Vk? + 1 — k este un numér cuprins
intre 0 si 1. Afirmatia ftd(k? + 1) = 0 este echivalenta cu

V2 + —k:<i.

100



Adunéand k in ambele parti ale relatiei, ridicand la patrat (ambii membri sunt pozitivi) si separand &k obtinem

1
k 1-—= .
=50 (1 1052

Membrul drept este un numar cuprins intre 49 si 50; cum k este numar natural, obtinem k& > 50. In concluzie,
n = 502 4+ 1 = 2501 este cel mai mic numar natural ciutat.

Problema 33. In fiecare celuld a unei table 2018 x 2018 este scris un numér de la 1 la 9 astfel incat in orice patrat
3 x 3, suma numerelor este divizibila cu 9. Céate moduri de completare a tablei sunt posibile?

Raspuns. 98968

Solutie. Umplerea celor 8068 de celule de pe ultimele doua randuri si primele doua coloane ale tablei ne ofera o idee
de scriere a numerelor in celulele ramase prin umplerea celulelor de pe diagonale consecutive —vezi desenul. Pe de alta
parte, este evident ca, fiecare umplere corecta induce o umplere a celor 8068 celule. Prin urmare, numarul de umpleri
arbitrare a acelor celule este acelasi cu numarul dorit de umpleri corecte ale tabelului.

9|8 9|8 918 9|8

9|7 9|7 9|7 9|72

5|2 _>52 _>525 _>5251
4|1 4|1]1 41|12 4|11]1|2
316[(9](9[1]3 316(9]|9[1]3 316/9(9[1]3 316[(9](9[1]3
2|19|1|7 4 219|117 4 2|9|1|7 4 29|17 4

Problema 34. Determinati toate perechile de numere naturale (n,m) ce satisfac relatia 4™ + 260 = m?.

Raspuns. (3,18), (6,66)
Solutie. Ecuatia datd este echivalentd cu m? — (2")? = 260 care prin factorizarea membrului stang conduce la
(m —2™)(m +2") = 260. Descompunerea in factori primi a numarului 260 = 22 - 5 - 13 presupune alegerea urmitoarelor
situatii:

260=1-260=2-130=4-65=5-52=10-26 =13 - 20,

tinand cont ci (m — 2") < (m + 2"). Deoarece (m + 2") — (m — 2") = 2"*1 obtinem doud cazuri 26 — 10 = 2% si
130 — 2 = 27, de unde obtinem perechile (3, 18) si (6,66), care respecta conditia data.

Problema 35. Intr-un triunghi echilateral ABC, o razi de lumini ce intri prin varful B atinge AC in punctul D
astfel incat DC : AC' =1 : 2018, si este reflectata astfel incat unghiul de incidenta este egal cu unghiul de reflexie.
Reflectarea razei se repetd atita timp cat raza atinge o laturd a AABC. De céte ori a fost raza reflectata (inclusiv
prima reflexie) pana a ajuns Intr-un varf al AABC?

Raspuns. 4033

Solutie. In loc si reflectdm raza de lumina, o vom lasa sa mearga drept si reflectam triunghiul de-a lungul laturii cu
care raza este incidenta. Sa aratam ca un rand al acestor triunghiuri reflectate este suficient pentru ca raza de lumina
sa ajunga la un varf al unuia dintre triunghiuri.

Fie F punctul de intersectie al razei BD cu dreapta ce trece prin A si este paralela cu BC si, F' un punct pe BC
astfel incat E'F || AC. Atunci triunghiurile BC'D si BFE sunt asemenea si BF = 2018 BC'. Acest lucru implica faptul
ca punctul F este obtinut prin reflexia triunghiului ABC si ca este primul punct astfel obtinut pe BD.

Se observa usor ca segmentul BFE intersecteaza 2 - 2017 — 1 = 4033 laturi de triunghiuri reflectate, care reprezinta
numarul de reflexii al razei de lumina. Figura ilustreaza solutia problemei cu conditia initiala schimbata in DC' : AC' =
1:5.
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Problema 36. O foaie dreptunghiulard de hartie ABCD a fost indoita astfel incat punctul (initial) A a ajuns
pe latura BC si punctul M, unde latura C'D intersecteaza latura (initiala) DA, este exact o treime din CD, adicd
CD = 3CM. Daca aria triunghiului de culoare gri este 1, care este aria triunghiului hasurat?

Raspuns. 9/4

Solutie. Notam punctele de intersectie ca in figura.

D/
D K/\N\M c
»y A’
A T B

Triunghiurile KM D', A’MC, si LA’ B sunt dreptunghice si asemenea, unghiurile congruente fiind marcate pe figura, de
aceea vom determine raportul de aseminare dintre doud astfel de triunghiuri. Tinand cont de KD = KD’ si LA = LA/,
obtinem

D'K + KM =DM = 2DC = 2AB

si
A'L+ LB = AB.

Deoarece A’L corespunde lui KM si LB corespunde lui KD’ in asemanarea mentionatd mai sus, obtinem raportul de
asemanare 3/2. Cum ne intereseazi raportul ariilor, rezultatul este (3/2)? = 9/4.

Problema 37. impértind polinomul 23 + 2° 4+ 27 + 2% + 2 4+ 22017 4 22018 13 polinomul z2 — 1 obtinem un rest.
Aflati valoare lui x pentru care restul are valoarea 1111.

Raspuns. 185
Solutie. Polinomul se poate scrie

23 4 a® a7 9l g 2007 4 2018
—z(2® -1 +a@@* 1) +2@ —1)+2@® - 1) + 220 = 1) + (22 — 1) + (228 — 1) + 62 + 1.
Dar, cum
$2k _ 1= (56’2 _ 1)($2k—2 4 l‘2k_4 N 1)7

observim ca toate parantezele din membrul drept al egalitatii se divid cu 22 — 1. Cum gradul polinomului 6z + 1 este
mai mic decat gradul polinomului 22 — 1, concluzionam ci 6x + 1 este restul ciutat. Rezolvand ecuatia 1111 = 6z + 1
obtinem raspunsul z = 185.
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Problema 38. Exista zece orase in Pentagonia, fiecare dintre ele fiind conectate prin trei linii de cale ferata la alte
trei orase, conform diagramei de mai jos. Legislatia tarii prevede sa nu fie doua linii de cale ferata cu opriri comune
operate de aceeasi companie feroviara. In cate moduri pot fi repartizate liniile la trei companii feroviare intr-un mod
legal?

Raspuns. 30

Solutie. Observam cad daca distribuim liniile din pentagonul exterior, doud companii (notate X si ') vor primi doud
linii si o companie (Z) doar o linie. Companiile trebuie s& fie in ordinea XY XY Z incepand de la un anumit oras. Se
arata simplu ca, dupa ce am atribuit aceste linii, restul de linii se vor atribui in mod unic: liniile pentagonului interior
sunt atribuite acelorasi companii in acelasi mod ca al omologilor lor exteriori si liniile de conectare dintre pentagoane
se vor atribui la compania nefolosita.

Aceasta inseamnéa ci numéarul de distribuiri corecte al intregii retele este egal cu numarul de distribuiri ale
pentagonului exterior. Exista sase modalitati de a aloca cele trei companii la X, Y si Z si cinci posibilitati pentru
orasul In care Incepe alocarea XY XY Z. Obtinem 5 - 6 = 30 moduri in total.

Problema 39. Un triunghi dreptunghic contine 25 de cercuri de raza 1 tangente la catetele triunghiului, ca in figura.

Care este raza cercului inscris in triunghi?
Raspuns. 25 —13v/2

Solutie. Consideram triunghiul ale carui varfuri sunt centrele cercurilor din colturi. Aceste este un triunghi dreptunghic
de catete de lungimi 14 si, respectiv 34; din teorema lui Pitagora, lungimea ipotenuzei este

V142 + 342 = 26/2.

In plus, raza cercului inscris in acest triunghi poate fi determinati si este egala cu (14 + 34 — 26v/2)/2 = 24 — 13v/2.
Cum laturile triunghiului initial sunt paralele cu laturile noului triunghi si distanta dintre ele este egala cu 1, centrele
celor doua cercuri coincid si astfel raza ceruti este mai mare cu 1 decat raza aflati, adicd 25 — 13v/2.
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Problema 40. Marge a inventat operatia marging a unui sir (finit) de numere naturale: avand un sir de numere
naturale, ea alege patru elemente din sir, le mareste cu 0, 2, 3, si, respectiv 5, si adauga rezultatele obtinute dupa
numerele alese, formand un nou sir. Spre exemplu, fiind dat sirul (8, 3), noul sir este (8,3,10,5,11,6,13,8). Daci
Marge incepe cu sirul (0) si aplicd operatia de marging pand cand obtine un sir cu cel putin 2018 numere naturale, care
este numarul de pe pozitia 20187 (Numaérul din stinga este considerat ca fiind primul termen.)

Raspuns. 17

Solutie. Pentru usurinta, vom nota pozitia elementelor pornind de la zero. In aceasta situatie, prin inductie matematica
ariitdm ci pozitia unui numaér scris in bazi 4 descrie ce operatii (si in ce ordine) au fost aplicate pentru a obtine
numarul din pozitia data. Spre exemplu, sirul obtinut de Marge, dupa doua aplicari a operatiei de marging, arata astfel:

(04-0,04-2,04-3,0+5,2+0, 2+2, 2+3, 245,340, 342, 34-3, 34-5, 540, 542, 5+3, 5+5).
00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33
(Numerele de pe linia inferioard aratd pozitia rezultatelor in baza 4.) Cum 2017 scris in baza 4 este133201, numérul de

pe pozitia 2017 este
245+54+3+0+2=1T7.

Problema 41. Determinati cel mai mic numar natural n astfel Incat ecuatia
(1}2 + y2)2 + 277,58(:62 +y2) — n2y2

s admitd o solutie (z,y) in numere naturale.
Raspuns. 25

Solutie. Privind ecuatia data ca o ecuatie de grad doi in necunoscuta n, obtinem solutia

(22 + 2) (z + Va2 + y?)
y2

(cealaltd solutie este negativa deoarece y/x2 + y2 > x), sau
ny® = (2® + y?) (z + Va2 + y2).

Fie d = (z,y) si ¢ = xod, y = yod. Prin inlocuire in ecuatie, obtinem dupa simplificare

nyg = d(x +3) (z0 + /25 +45)-

Cum zg si yo sunt prime intre ele, obtinem yZ si 22 + y2 sunt prime intre ele, deci 22 + y2 | n. In plus, /23 + 2
indica faptul ca x3 + y2 trebuie s fie patrat perfect. Este cunoscut ci 52 = 25 este cel mai mic patrat perfect care se
poate scrie ca sumé de doud pétrate perfecte, 32 + 42. Cum n > 25, prin verificarea in ecuatie a valorilor x = 4, y = 3,
obtinem ca n = 25 este valoarea cautata.

Problema 42. Intr-o camers paralelipipedicd cu dimensiunile 6m x 2.4m x 2.4m (lungime x latime X inaltime),
un paianjen se afla pe un perete 2.4m x 2.4m la 20 cm fata de tavan si la distante egale fata de muchiile laterale ale
peretelui. O musca, se afla pe peretele opus, pe axa verticala de simetrie a acestuia, dar la 20 cm fata de podea. Daca
musca nu se miscé, care este cea mai scurtd distantd (in metri) pe care paianjenul trebuie s o parcurgad de-a lungul
peretilor camerei pentru a captura musca?

I
I
| 20 cm
T Y
aianje|
| P, 4
musca
200m]i//_ _______________ )
P 2.4m

Raspuns. 8
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Solutie. FExaminand drumurile posibile pe care paianjenul trebuie sa le parcurga, este evident ca cel mai scurt este
acela in linie dreapta atunci cand camera este desfasurata in plan. Cercul alb reprezinta musca,iar cele negre paianjenul,
locatia lui in plan depinzand de diferitele moduri in care se poate desfasura incaperea.

Existd trei (pand la o simetrie) drumuri posibile prin care paianjenul ajunge la musca, traversand unul, doi sau trei
pereti ai camerei; drumurile, in figura, sunt marcate cu A, B, si C. Drumul A este de lungime 8.4 m; folosind teorema
lui Pitagora se obtine lungimea drumului B egald cu v/66.32m si a drumului C' egala cu 8 m. Astfel, cel mai scurt
drum este C', deci raspunsul este 8 m.

Desenul urmator arata cel mai scurt drum in trei dimensiuni:

Problema 43. Alati minimul expresiei
(6 + 2 cos(x) — cos(y))? + (8 4 2sin(x) — sin(y))?

pentru z,y € R.
Raspuns. 49

Solutie. Fie V(x,y) = (6 + 2cos(z) — cos(y))? + (8 + 2sin(x) — sin(y))?. S& ne reamintim ci cercul de centru [Cy, Co]
si razd R > 0 poate fi parametrizat (adicd coordonatele tuturor punctelor de pe cerc pot fi exprimate) prin unghiul «
folosind formula (x1,z2) = (Cy + Rcos(a),C2 + Rsin(w)). S& considerdm cercurile k1 si ko de centre (0,0) si (6,8)
si raze 1 si, respectiv 2. Atunci, din teorema lui Pitagora, obtinem ca V(x,y) = |AB|? unde A € k; cu unghiul z si
B € ko cu unghiul y. Rezultd c& minimul expresiei V(z,y) este patratul distantei dintre cele mai apropiate puncte de
pe cercurile ki si ko si poate fi calculata folosind distanta dintre centrele celor doua cercuri: v62 +82 —1—2 =T.
Astfel minimul expresiei V (z,y) este egal cu 72 = 49.

Problema 44. Care este cel mai mic numar natural care are ultima cifra 2 si care prin mutarea ultimei cifre in fata
primei cifre, se obtine un numar de doua ori mai mare decat cel initial?

Raspuns. 105263157 894 736 842

Solutie. Notam cu N numarul cautat. Cum N se termina cu 2, 2N se va termina cu 4, deci cifra zecilor a numarului NV
este 4. Fie d; cifra de pe pozitia ¢ din numéarul N, numarand de la dreapta spre stanga (adicd d; este cifra unitatilor).
Tinand cont de regulile de modificare a cifrelor unui numar la inmultirea cu doi, observam ca cifrele numarului N
satisfac

d: — 2di,1 mod 10 if di72 < 5,
" )2d;_ymod10+1 ifd;_s>5

pentru toti ¢ > 2. In acest mod putem si scriem cifrele lui N. Ne oprim cand obtinem cifra 1 si la pasul urmator cifra
2: numarul care incepe cu 1 este N, deoarece prin Inmultirea cu 2 prima cifra devine 2, adica ultima cifra din numarul
initial. Numarul cautat este

N = 105263157 894 736 842.
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Problema 45. Mama Berta imparte prin dou& linii drepte bucata sa de pamant de forméa triunghiulard in patru
bucati si ii ofera bucata de arie 6 fiicei sale Betty, pe cea de arie 4 fiicei sale Barbara si pe cea mai mica, de arie 3, fiicei
mai mici Francis. Cea mai mare bucatd de pamant o pastreaza pentru ea. Care este aria acestei bucati de pamant?

Raspuns. 19/2

Solutie. Folosim notatiile din figura.

A
P B

Din raportul ariilor, S divide @B in raportul 1 : 2 si PC' in raportul 2 : 3. Desenénd linia AS si notand aria triunghiului
ASQ cu b si aria triunghiului APS cu a obtinem urmatoarea ecuatie:

b —_
a+4
b+3

a

N W N =

Acestea sunt echivalente cu

2b=a+4
2b + 6 = 3a,

de unde se obtine solutia a = 5 si b= %. Aria portiunii de pamant APSQ este 1—29.

Problema 46. Patru frati au in total 2018 de euro. Se stie ca bogatia fiecaruia este un intreg pozitiv, doi frati nu
poseda aceeasi suma de euro si, ori de cate ori un frate este mai bogat decat altul, bogatia celui mai bogat este un
multiplu al bogatiei celui mai sarac . Care este cel mai mic numar de euro pe care l-ar putea avea cel mai bogat frate?

Raspuns. 1152

Solutie. Din moment ce bogatia fiecarui frate este un multiplu al bogatiei celor mai saraci, suma lor, 2018, trebuie sa
fie divizibila si prin acest numar. Cu toate acestea, factorizarea initiala 2018 = 2 - 1009 ne ofera doar trei variante
pentru cel mai sarac frate: 1, 2, sau 1009. Evident, 1009 este imposibil, deoarece acesta ar fi cel mai mare dintre sumele
rimase. In plus, dacd este 1, restul ar rimane cu 2017 euro, care este numar prim, deci al doilea frate sirac ar avea tot
1 euro—contradictie. Din aceste motive, cel mai sarac frate are 2 euro si ceilalti trei au impreuna 2016.

Fie a < b < ¢ averile celor trei frati; acestea respecta conditiile a | b | ¢ si a + b+ ¢ = 2016. Divizibilitatea impreuna
cu stricta inegalitate implica 2a < b si 2b < ¢; daca am obtine egalitate atunci am gasi cea mai mica valoare pentru c.
Cum, 1+ 2+ 4 = 7 divide 2016, putem Imparti suma astfel

2016 = - 2016 + 2 - 2016 + 7 - 2016

si raspunsul este % - 2016 = 1152.
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Problema 47. Andrew a desenat pe tabla simbolul . Apoi a repetat de treisprezece ori urméatoarea procedura: el
a sters tabla si a desenat o noua secventa de simboluri, desenand perechea &< in loc de fiecare © si O in loc de
fiecare & din secventa anterioara. Spre exemplu, secventa &OQ este inlocuita cu OdhdO&. Cate perechi OO (fara
alte simboluri intre) sunt pe tabli in momentul in care Andrew a terminat sarcina sa? Perechile s-ar putea suprapune,
spre exemplu in secventa QQQOQ sunt trei perechi Q0.

Raspuns. 1365

Solutie. Fie A, secventa de pe tabla ce apare dupa ce Andrew termind a n-a oard procedura (cu Ag = (b)) si Ay,
numarul de perechi OO din A,,. Deoarece fiecare pereche Q0 din A,, apare doar din perechea O din A,,_1, care, pe
de alta parte, apare din O sau din & din A,,_s, observam ca h, = h,_2 + 2”3 pentru n > 3, deoarece sunt exact
273 simboluri & in A,,_s. Astfel, pentru n impar, avem

hy =23 4270 4 420 4 by = (277 - 1),
deoarece h; = 0. Rezultatul cerut este hy3 = 1365.

Problema 48. Fie ABCDFEFGHI un nonagon regulat inscris in cercul ¢ de centru O. Fie M mijlocul arcului
(mai scurt) AB al cercului g, P mijlocul segmentului MO si N mijlocul segmentului BC. Dreptele OC' si PN se
intersecteazd in Q). Care este méisura unghiului ZNQC (in grade)?

Raspuns. 10°

Solutie. Vom arata ca patrulaterul OCN P este inscriptibil; cum ZONC' = 90°, ar trebui sa aratam ca ZOPC = 90°.
Acest lucru rezultd din: punctele C' si M se afla pe cercul o, OC = OM. Printr-un calcul simplu, se aratd ca
ZMOC = 60°, deci AOC'M este echilateral. Punctul P, fiind mijlocul laturii OM, obtinem OPC = 90°.
Printr-un calcul simplu se arata ca ZOCN = 70°, de unde ZOPN = 180° — ZOCN = 110°. Folosind triunghiul
OQP, obtinem ca
/NQC = /PQO = 180° — ZPOQ — ZQPO = 10°.

Problema 49. Anna a ales un triplet de numere naturale (z,y, z) astfel incit x + y + z = 2018 si a spus Xenei cine
este x, Yenei cine este y, si Zenei cine este z. Niciuna dintre cele trei nu stie celelalte doua numere, dar stiu suma
numerelor. Urmatoarea conversatie a avut loc:

e Xena: Stiu ca Yena si Zena au numere diferite.
e Yena: Multumita Xenei, acum stiu ca toate avem numere diferite!
e Zena: Acum stiu ce numar a fost comunicat fiecareia.

Aflati tripletul (z,y, 2).
Raspuns.  (3,2,2013)
Solutie. Afirmatia Xenei sugereaza ca x este impar; daca era par, y si z ar putea fi egale.

Presupunem ca y este impar; atunci Yena stia de la inceput ca z si z sunt diferite. Daca, mai mult, y > 1009, Yena
ar fi stiut cd x si z sunt diferite de y si nu mai era nevoie de afirmatia Xenei. Pe de alta parte, daca y < 1007, in ciuda
afirmatiei Xenei, Yena nu putea spune daca numarul ei este diferit de z. Deci y este par si z este impar.

Daci y este multiplu de 4, atunci 4+ z = 2018 — y = 2 (mod 4), adica ar putea fi dublul unui numar impar; caz in
care Yena nu putea deduce ci x si z sunt diferite. Mai mult, dacd y = 2 (mod 4), atunci « si z ar trebui s& aiba resturi
distincte modulo 4 si afirmatia Yenei este justificata.

In final, sa examinam afirmatia Zenei. Mai Intai, y = 2, pentru ca daca y ar scadea cu 4 si z ar creste cu 4
atunci Zena nu ar putea observa diferenta. Din motive similare, z < 4, deci z = 1 sau z = 3. In primul caz, Zena
cunoscand 2018 — z = x +y = 3 ar fi putut determina pe x si y fara afirmatia Yenei (folosind doar ce Xena a comunicat).
Concluzionam ca z = 3 si z = 2013.
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Problema 50. Vrajitorii Arithmetix si Combinatorica sunt provocati la un duel. Amandoi vrajitorii au 100 puncte
de loviturd (PL). Vraja lui Arithmetix o loveste pe Combinatorica cu probabilitatea 90% si castigd 60 PL (daca vraja
reuseste), iar vraja Combinatoricei il loveste pe Arithmetix cu probabilitatea 60% si castigd 130 PL. Vréjitorii alterneaza
in aruncarea vrajilor, Arithmetix fiind cel care incepe. Duelul se incheie cand un participant nu mai are puncte de
lovitura. Determinati probabilitatea ca Arithmetix sa céastige duelul.

Raspuns.  45/128

Solutie. Cantitatea exacta de PL nu este importanta - este suficient sa stim ca Arithmetix suporta o vraja si
Combinatorica doua vraji. Sa presupunem ca suntem in stare de duel atunci cand ambii vrajitori indura doar o vraja si
este randul lui Arithmetix s arunce o vraja. Notam probabilitatea ca Arithmetix si céstige cu q. In acest stadiu,
Arithmetix poate castiga fie in cazul in care atacul sau reuseste, ceea ce se intdmplad cu probabilitatea de 0.9, sau daca
o rateaza si la fel si Combinatorica la randul sau - care se intdmpla cu probabilitatea de 0.1 - 0.4, si ulterior, Arithmetix
castiga din nou cu probabilitate g. Prin urmare, obtinem ecuatia

¢=09+0.1-04-q,

ce conduce la ¢ = 15/16.

Sa determinam acum probabilitatea p ca Arithmetix sa castige duelul. Dacé Arithmetix loveste si Combinatorica
rateazd (probabilitatea 0.9 - 0.4), duelul ajunge in situatia prezentatd anterior si Arithmetix castigd cu probabilitatea
g = 15/16. Pe de altd parte, dacd Arithmetix rateazd si Combinatorica rateaza de asemenea (probabilitatea 0.1 -0.4),
atunci Arithmetix poate castiga cu probabilitatea p. Deci putem scrie ecuatia

15
=09-04-—+0.1-04-p.
b 6 " P
Rezolvand-o, obtinem ca Arithmetix castigd duelul cu probabilitatea p = 45/128.

Problema 51. Fie a(1),a(2),...,a(n),... un sir crescitor de numere naturale ce satisface a(a(n)) = 3n pentru orice
numdr natural n. Determinati a(2018).

Notd: Un sir este crescator dacd a(m) < a(n) cand m < n.
Raspuns. 3867

Solutie. Daca a(l) = 1 atunci a(a(1)) = 1 # 3 -1, ceea ce este imposibil. Deoarece sirul este crescitor obtinem
1 < a(l) < a(a(l)) = 3, de unde a(l) = 2. Din relatia datd deducem a(3n) = a(a(a(n))) = 3a(n) pentru orice n.
Se demonstreaza usor prin inductie matematica ca pentru orice m avem a(3™) = 2 - 3". Folosind aceasta relatie,
obtinem a(2 - 3™) = a(a(3™)) = 3™+, Existd 3" — 1 numere naturale i astfel incat 3" < i < 2-3" si existd 3" — 1
numere naturale j astfel incat a(3") =2-3" < j < 3" = q(2-3"). Cum a(n) este crescitor, singura optiune este
a(3™+b) = 2-3" +b pentru orice 0 < b < 3". De aceea a(2-3" +b) = a(a(3" +b)) = 3" +3b. Cum 2018 = 2-3° + 560
obtinem a(2018) = 37 4+ 3 - 560 = 3867.

Problema 52. Triunghiul echilateral T' cu lungimea laturii egals cu 2018 se imparte in 20182 triunghiuri echilaterale
mai mici cu lungimea laturii egala cu 1. Numim multimea de varfuri a acestor triunghiuri mici M, independentd daca
pentru orice doud puncte distincte A, B € M segmentul AB nu este paralel cu nici o laturd a triunghiului 7. Care este
cel mai mare numéar de elemente al unei multimi independente?
Raspuns. 1346
Solutie. Fiecarui varf din retea i se pot atribui distantele la cele trei laturi ale triunghiului 7' (considerand unitatea
indltimea unui triunghi mic); este usor de observat ci pentru fiecare varf, cele trei numere au suma egala cu 2018. Pe
de alta parte, fiind dat un triplet de numere naturale cu suma 2018, exista un singur varf din retea pentru care aceste
numere reprezinta distantele de la el la laturile triunghiului mare, de aceea, putem considera aceste triplete in loc de
varfuri. Vom numi aceste trei numere coordonate.

Conditia de independenta a multimii este echivalenta cu faptul ca oricare doua triplete nu sunt egale. Fie

M = {(Ila Y1, Zl)a (1'23 Y2, 22)3 BERE) (xlmyka Zk)}
o multime independenta. Cum numerele x4, ...,z sunt naturale si distincte, suma lor este cel putin

k(k—1)

014t (k—1) ==~

Analog pentru y; + -+ - 4+ yi si 21 + - - - + 2. Pe de alta parte, avem x; + y; + 2z; = 2018 pentru fiecare i = 1, ...k, si,
deci
k(k—1)

3- 5

S(ri+-Aap)+ (o + - ye) + (20 + - 4 2) = 2018F.

17



Obtinem ca

2
k§1—|—§-2018

sau k < 1346.
Urmatoarele doua siruri de puncte formeaza o multime independenta cu 1346 elemente:

(0,672,1346), (2,671,1345), (4,670,1344), ..., (1344,0,674);
(1,1345,672), (3,1344,671), (5,1343,670), ..., (1345,673,0).

In concluzie, numérul maxim de elemente al unei multimi independente este 1346.
Urmatorul desen ilustreaza constructia unei multimi independente a unui triunghi cu latura de lungime 11:

VAVAVAVAVAVAVAVAN
VAVAVAVAVAVAVAVAVAN
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\AANNNNANNN/

Problema 53. Fie ABC un triunghi cu AB =5, AC = 6 si w cercul circumscris lui. Fie F'; G puncte pe AC astfel
incat AF =1, FG = 3, GC = 2 si, fie intersectiile dreptelor BF' si BG cu w notate cu D si, respectiv E. Stiind ca AC
si DE sunt paralele, care este lungimea segmentului BC'?

Raspuns. 54/5/2
Solutie. Notam x = BC. Cum ACED este trapez isoscel, putem nota y = AE = CD. Notam p = BF, ¢ = DF,
u=BGsiv=CGE.

Unghiurile BAC' si BDC' sunt inscise In acelasi cerc, deci au aceeasi masura. Triunghiurile ABF si DCF sunt

asemenea, ceea ce implica
y_q_5

5 1 »p

Mai mult, in acelasi fel obtinem ca asemanarea triunghiurilor BCG si AEG implica

y v 4
r 2 u
Deoarece AC si DE sunt paralele,
p —
q v
si, folosind relatiile anterioare, rezulta
' 25 Az
vy
y 2y
5 x

adic x2 = 125/2. Se obtine z = 5./5/2.

Problema 54. Stim ca
222000 — 4569878 ... 229376 .

6623 digits

Pentru cate numere naturale n < 22000 prima cifra a numarului 2" este tot 47
Raspuns. 2132

Solutie. Daca prima cifrd a numarului N de k cifre este ¢, atunci c10*~! < N < (¢ + 1)10*~1. Rezultd 2¢10%~1 <
2N < (2¢+2)10F71, adica prima cifrd a numarului 2V este cel putin prima cifrd a numarului 2c si cel mult prima cifra
a numarului 2¢ 4+ 1. Aplicam aceasta observatie primei cifre a puterilor lui doi: avand o putere a lui doi cu prima cifra
egala cu 1, exista exact cinci posibilitati pentru prima cifra a urmaétoarelor puteri ale lui doi:

1. 1,2,4,8,1
2.1,2,4,9,1
3.1,2,5,1
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4. 1,3,6,1
5. 1,3,7,1

Fie k un numar natural astfel incat 2F si inceapa cu 1 si s& aiba d cifre. Atunci existd o unica putere a lui 2 ce
incepe cu 1 si are d + 1 cifre si, aceasta este fie 283 (dacd suntem intr-una dintre situatiile (3), (4), (5) de mai sus), fie
2k+4 (daci suntem in cazul (1) sau (2)). Cum 2° (are 1 cifra) si 221998 (are 6623 cifre) incep cu 1, putem calcula de cite
ori apar situatiile (1) sau (2) atunci cand calculam puteri succesive ale lui doi: de exact 21998 — 3 - 6622 = 2132 ori.

S& observam cd, situatiile (1) si (2) sunt cele care dau nastere unei puteri a lui doi care incepe cu 4, de aceea sunt
exact 2132 de numere in intervalul dat.

Problema 55. Aflati numerele rationale a, b, c astfel incat

VV2—1=a+ Vb+ e

Nota: Un numar rational este raportul dintre doua numere intregi.

Raspuns. (1/9,-2/9,4/9)

Solutie. Notamt x = v/ /2 — 1 si y = /2. Ideea problemei este de a folosi faptul ca numerele y3 & 1 sunt intregi si
folosind formula A3 4+ B3 obtinem o relatie intre x si y din care putem exprima z ca suma de trei numere rationale. In

primul rand, sa observam ca
l=y’—1=(y-DE*+y+1)

si deoarece 3 = y* + 1 obtinem

32 +3y+3 P +3y7+3y+1  (y+1)3
3 B 3 -3 7

v ry+l=

_ 3

3 _ _ 1
Astfel z° =y —1 = Payrl — rDse

In al doilea rand, cum 3 = y3 +1 = (y +1)(y?> — y + 1) obtinem yil = 92_371’“, deci

. L YL C]

=o+i-
Am demonstrat ci tripletul (a, b, c) = (%, —%, %) satisface relatia data.

Este posibil sa se demonstreze ca reprezentarea lui x ca suma de radacini de ordinul trei a unitatii sub forma
rationala este unica pana la o reordonare.
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