Uloha 1. Pét pratel travi ptijemny vecer nad deskovou hrou. V kazdém kole ziska néktery z nich jeden bod. Hra
konéi, jakmile kterykoli z nich dosdhne 10 bodu. Kolik nejvice kol muze mit jedna partie?

Vysledek. 46

Reseni. Na konci hry m4 vitéz 10 bodi a ostatni hracéi mohou mit nejvyse 9 bodil. Nejvyssi mozny pocet proto bude
10+4-9 = 46.

Uloha 2. Honza postupné na Ctyfi papirky napsal ¢islice 1, 2, 3 a 6. Chce ze vSech papirku sestavit dvé ¢isla A a B,
a to tak, aby A bylo nasobkem B. Muze tedy vytvorit tieba ¢isla A = 36 a B = 12. Kolika ruznymi zpusoby to lze
provést?

Viysledek. 21

Regeni. Podivejme se na dva pifpady:
I. B je jednociferné, A trojciferné. Uvazme mozné hodnoty B:

e B =1: A je libovolnad permutace 2,3,6 — 6 moznosti.

e B =2: A musi konéit ¢islici 6 — 2 moznosti.

e B = 3: A je libovolna permutace zbylych ¢islic, protoze ciferny soucet je délitelny 3 — 6 moznosti.
e B =6: A ma ciferny soucet 6, tedy délitelny 3, navic ale musi konéit ¢islici 2 — 2 moznosti.

II. A a B jsou dvouciferné. Pak je jisté podil A/B mensi nez 6, takze muze byt 1, 2, 3, 4 nebo 5. Rozeberme vsechny
tyto moznosti:

1: To neni mozné, protoze by muselo platit A = B.

2: A musi kon¢it cifrou 2 nebo 6. Pokud A konéi 2, pak B musi kon¢it 6 nebo 1. V prvnim piipadé mame ¢isla
32 a 16, ve druhém 62 a 31 — 2 moznosti. Pokud A konéi 6, pak B musi konéit 3, coz spliiuji ¢isla 26 a 13 —
1 moznost.

3: A musi zacinat 6 nebo 3. V prvnim piipadé musi B zacinat 2, mame tedy 63 a 21. Ve druhém piipadé musi B
zacinat 1, coz spliuji ¢isla 36 a 12 — 2 moznosti.

4: A musi zacinat 6 a konéit 2, protoze musi byt sudé. Takze A = 62, coz ale neni délitelné 4.
5: A musi kon¢it cifrou 5 nebo 0, ale tyto ¢islice Honza na papirky nenapsal.

Dohromady mé Honza 21 moznosti, jak ¢isla A a B poskladat.

Uloha 3. Na obrazku vidime CtyTi ¢tverce, pricemz ten oznac¢eny ma obsah 8. Jaky je obsah nejvétsiho ¢tverce?

Vysledek. 18
Reseni. Poméry délek stran jednotlivych ¢tverci jsou 3 : 2 : 1. Obsah nejvétsiho ¢tverce je proto (%\/g)z = % -8 =18.

Uloha 4. Po parku se prochdzeji matematici, kentaufi a straky. Dohromady maji 15 ocast a 94 rukou. Kolik maji
celkem nohou?

Poznamka: Matematici maji dvé ruce, dvé nohy a zadny ocas; kentauri maji dvé ruce, ¢tyii nohy a jeden ocas;
straky nemaji ruce a maji dvé nohy a jeden ocas.
Vysledek. 124

Reseni. Pocty matematiki, kentaurt a strak oznacéime jako M, K a S. Diky podmince o poétu ocast plati K +S = 15
a ze znalosti poctu rukou dostavame 2M + 2K = 94. Pocet nohou je roven 2M + 4K + 25, coz spocitame jako
2(K+8)+(2M +2K)=2-15+94 = 124.



Uloha 5. Televize v Kocourkové nabizi tFi riizné kandly s ¢isly 1, 2 a 3. Vzdy muzete pfepinat jen mezi kandly, jejichz
¢isla se lisi praveé o 1; z kanélu ¢islo 1 je tak mozné prepnout pouze na kandl ¢islo 2. Zacali jste sledovanim kanalu ¢islo
2 a nasledné jste 11krat prepnuli. Kolik ruznych posloupnosti sledovanych kanéla jste prepindnim mohli vytvorit?
Viysledek. 64

Reseni. V posloupnosti bude 12 kanalii. Na lichych pozicich bude vidy kanél &slo 2, na sudych pak kandl s ¢islem 1
nebo 3. V posloupnosti je 6 sudych pozic, moznych posloupnosti tak je 26 = 64.

Uloha 6. Na obrazku jsou dva shodné obdélniky. Vime, 7e vyznaceny tihel mé velikost 234°. Uréete velikost hlu
oznaceného otaznikem (ve stupnich).

Vysledek. 27°

Reseni. Body oznacime jako na obrazku nize. Spoleénd diagondla AB je osou thlu FBD, plati tak
360° — 234°
|<FBA| = — s = 63°.

Jelikoz je piimka EF rovnobéznd s AB, plati |<EFB| + |<}'BA| = 180°. Odectenim pravého ihlu AF B dostdvdme
a =180° —90° — 63° = 27°.
E F
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Uloha 7. Jakou hodnotu ma vyraz x® — 142 + 2024, pokud plati 22 — 42 +2 = 07
Vysledek. 2016

Resend.  Od vyrazu x° — 14z + 2024 odecteme z (2% — 42 + 2) = 0, abychom se zbavili élenu 2°. Dostaneme tak vyraz
4x? — 162 + 2024. Abychom se zbavili élenu 422, odecteme 4(x? — 4z + 2) = 0, a ziskame tak 2016, coz je Fesenfim.

Uloha 8. Jarda nasel kladné celé éislo n a zapsal na papir vedle sebe pocet jeho sudych cifer, lichych cifer a vSech
cifer (v tomto poradi). Kdyz precetl tato tfi ¢isla jako jedno kladné celé ¢islo zleva doprava a ignoroval pifpadné nuly
na zacatku, dostal opét ¢islo n. Jaké nejmensi mozné n mohl Jarda najit?

Naptiklad pokud by Jarda nasel ¢islo 2024, potom by pocet sudych cifer byl 4, pocet lichych cifer 0 a pocet vsech
cifer také 4, takze by precetl ¢islo 404.

Vysledek. 123

Reseni. Hledané &islo nemuze byt jednociferné, jelikoz jeho cifra je bud sudé, nebo lichd, a bude tak zapocitans do
poctu vsech cifer a zaroven do poctu sudych nebo lichych cifer. Zarovein n nemuze byt dvouciferné ¢islo, jelikoz by
konéilo cifrou 2, kterd je suda, ale zaroven by jeho pocet sudych cifer musel byt 0. Piedpokladejme, ze mé ¢islo 3 cifry.
Potom soucet pocti sudych a lichych cifer je také 3. Mozna ¢isla jsou tak 123, 213 a 303. Pokud ¢islo upravime podle
zadani, ze viech ¢isel dostdvame 123. Cislo 123 je tak hledanym FeSenim.



Uloha 9. Na obrézku je pétithelnik, v némz zname velikosti ¢tyt thli a délky ti{ stran. Urcete délku a + b.

Vysledek. 16

Resend. Pétithelnik rozsifime pomoci rovnobézniku na rovnostranny trojihelnik s délkou strany 11 =4 +a=2+b
jako na obrazku.
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Dostédvame tedy a =7, b=9 a a4+ b = 16.

Uloha 10. Ve slovenské lidové pisni Kopala studienku divka chee, aby jeji studna byla stejné hluboka jako Siroka.
Studnu definujeme jako vélec s vyskou odpovidajici hloubce studny a prumérem podstavy odpovidajicim sifce studny.
Divka by potiebovala tyden, aby vykopala studnu o pozadované sifce a % pozadované hloubky, zatimco Janko Matuska
by za tyden zvladl vykopat studnu, ktera je dostateéné hlubokd, ale m4 jen poloviéni Sitku. Usili je primo umeérné
objemu odebrané zeminy. Kolik dni budou potiebovat, aby spoletné vykopali pozadovanou studnu?

Viysledek. 12

Reseni. Cas potiebny k vykopéni studny je uvazovany jako pifmo Gmérny jejimu objemu, ktery spocitame jako
objem vélce: V=% - h- d?, kde h zna¢i hloubku a d &itku éili priimér studny. Vime tedy, ze divka potfebuje 7 dni na
vykopdani 7 - % d? = %V zeminy, takze by potfebovala 21 dni na vykopani celého objemu V studny. Podobné Janko

. ; (. 2 . . - , (. . .
potiebuje 7 dnf na vykopani 7 - h - (g) = %V zeminy, takze by potfeboval 28 dni na vykopéni celého objemu V studny.
l?kaaltedy 1zvl;idne vykopat % studny za den, ?atl’mco Janko vykope % studny za den. Dohromady za den vykopou
51 T 35 = 13 studny. Vykopat celou studnu by jim tedy dohromady trvalo 12 dni.

Uloha 11. Kolik je tisecek délky /5, které spojuji nékteré dva vrcholy Gtvercli v étvercové mifzce 10 x 10? (Délka

strany malého ¢tverecku je 1.)

Vysledek. 360

Reseni. Nejdifve si viimnéme, ze kazdy obdélnik 2 x 1 obsahuje pravé 2 thlopiicky délky v/5. Chceme tedy spocitat,
kolik je v mfizce obdélniku 2 x 1. Nejprve se podivejme tieba na svislé obdélniky. Jejich umisténi uréuje 10 moznych
sloupct a 9 moznych fadka. V miizce 10 x 10 je tedy 90 takovych obdélniki. Vodorovné muzeme obdélnik umistit
stejnym po¢tem moznosti (jen v uvaze vyménime sloupce za fadky a naopak). Kazdy z 90 + 90 = 180 obdélniki m4 dveé
thlopricky, dohromady tedy méame 360 usecek pozadované délky.

Uloha 12. Vime, ze M, A, T a H znaéi rizné nenulové cifry a ze plati rovnice
2024+ HAHA = MATH.

Jakd je nejvyssi moznd hodnota ¢tytciferného ¢isla M AT H?
Vysledek. 5963



Reseni. Cisla MATH a HAH A maji stejnou &slici na misté stovek, pficemz odpovidajici éfslice v 2024 je 0, z ¢ehoz
vime, ze pii s¢itani desitkovych cifer ¢isel na levé strané rovnice neprekro¢ime deset. Plati tedy 24 + HA =TH a
24+ H = M. Naopak pfi se¢teni A a 4 musime piekrocit deset, protoze jinak by platilo T = H 4+ 2 = M, ale pfitom
ze zadani jsou cifry ruzné. Z toho plyne, ze H = A4+ 4 — 10 = A — 6, a s vyuzitim pfedchoziho také M = A —4 a
T = A — 3. Z toho uz snadno vyvodime, ze pod M AT H se mohou skryvat ¢isla 3741, 4852 nebo 5963, pricemz nejveétsi
je to posledni.

Uloha 13. V zebrovitém obdélniku se stranami délky 14 a 8 je thlopiicka rozdélend na sedm stejné dlouhych tsecek.
Jaky obsah ma srafovana oblast?

14

Vysledek. 48

Regeni. Obsah trojihelniku lze spocitat jako polovinu soucinu délky jedné strany a vysky na ni, S = %a - vg. Pokud
za stranu a vezmeme vzdy stranu lezici na thlopiicce, maji vSechny trojuhelniky v pravé horni poloviné obdélniku
stejnou vysku — vede z vrcholu obdélniku a je kolmé na thlopticku. Podobné pro levou dolni polovinu, pficemz tyto dvé
vysky jsou stejné dlouhé. Vsechny trojuhelniky maji tedy stejny obsah a srafované trojuhelniky tak tvori % celkového
obsahu obdélnfku. Resenim je % -8-14 = 48.

Uloha 14. Pokud by se do matematického krouzku pridala jedna holka a 20 % kluku ho opustilo, bylo by v ném
holek stejné jako kluku. Kdyby z krouzku naopak jedna holka odesla, ale pozdéji se pocet holek zvysil o 30 %, pocty
klukua a holek by se také vyrovnaly. Kolik déti chodi do matematického krouzku?

Vysledek. 116

Reseni. Ozna¢me pocet holek jako h a pocet kluki jako k. Zaddni miizeme piepsat do soustavy rovnic:

4
h+1=—-k
+ 5

13
Z(h—1)=k.
lo(h )=k

Dosazenim k = gh + g z prvni rovnice do druhé dostaneme

5 5 13 13
Zh + 1= Eh ~ 10
Resenim je h = 51, takze k = % - 50 = 65. Odpovéd je tedy h + k = 51 + 65 = 116.

Uloha 15. Dvacet sirek na obrazku tvoif devét ¢tvercii. Klarka z nich odebrala tii sirky tak, ze zbylo pravé pét
¢tvercu, a pritom kazdd zbyld sirka byla i nadédle sou¢dsti nékterého ¢tverce. Potom secetla ¢isla odebranych sirek. Jaké

vvvvv

Vysledek. 50



Resend. Sirky tvoif 7 ¢tvercii o strané délky 1 a dva ¢tverce o strané délky 2. Abychom pocet ¢tvercil snizili na 5,
musime rozbit presné 4 ctverce.

Pro odstranéni ¢tverce ohrani¢eného sirkami 3,7, 6, 10 je potfeba odebrat aspon tfi z nich. Tento ¢tverec tedy urcité
zustane na misté. Nelze odebrat ani sirku 6, protoze by to tento ¢tverec rozbilo a uz bychom nemohli odebrat jeho
ostatni sirky.

Odstranénim sirky 11 nebo 13 rozbijeme oba velké ¢tverce najednou (a zaroven vzdy jeden maly). Pak bychom
museli odebranim dalsich dvou sirek rozbit jeden ¢tverec. Kdybychom odebrali sirku 11, pak bychom mohli odebrat
dvojici sirek 12, 13 nebo dvojici 18, 20. Kdybychom odebrali sirku 13, méli bychom na vybér z dvojice 1, 4, dvojice 11,
12 a dvojice 16, 19. Z téchto moznosti mé nejvyssi soucet hodnot 11, 18 a 20, a to 49.

Kdybychom nechali na misté oba velké ¢tverce, mohli bychom odebrat pouze sirky 5, 12 a 17. Vysledna konfigurace
ale odporuje pravidlum ze zadani.

Nakonec se podivame moznost rozbiti pravé jednoho velkého ¢tverce: Protoze nemuzeme odebrat sirku 6, je nutné
odebrat obé sirky z jedné z nasledujicich dvojic: 18, 20 nebo 16, 19 nebo 1, 4. Tim se rozbiji dva ¢tverce najednou,
jeden velky a jeden maly. Poté musime odebranim posledni sirky rozbit pravé dva malé ¢tverce. V pripadé dvojice 18,
20 je vyhovujici sirkou s nejvy$sim ¢islem 12, ¢imz dostaneme celkovy soucet 50. Sirku 13 nemuzeme odebrat, protoze
pak by 15 nebyla soucasti zddného ¢tverce. Podobné dojdeme k tomu, ze po odebrani dvojice 16, 19 bychom odebrali i
13, ¢imz bychom dostali ale pouze soucet 48. Zbylé moznosti neni tieba rozebirat, protoze vysledny soucet bude jisté
mensi. Proto je 12 + 18 4+ 20 = 50 hledané feSeni.

Uloha 16. Naty ma lahev o vySce 21. Lahev se sklada z valcovité ¢asti o vySce 16 a nepravidelné ¢asti tvotici jeji
hrdlo. Naty do lahve napustila trochu vody a pak zméfila, ze hladina vody dosahuje vysky 13. Nasledné lahev uzaviela,
otocila dnem vzhuru a zjistila, ze nyni hladina vody dosahuje vysky 14. Urcete, z kolika procent je lahev naplnéna.

16

21 -
13 H

Vysledek. 65

Resend. Prumér dna ldhve oznacime r. Poté co Naty nalije do 1dhve vodu, objem vody odpovidé 13772, Po otoceni
ldhve pak objem vzduchu odpovidd (21 — 14)7r? = 7nr2. Z toho plyne, Ze celkovy objem lahve je (13 + 7)7r? = 20772
a voda tak tvori

13772 13
—— = — =065
20mr2 20 %

objemu lahve.

Uloha 17. Ondra bydli v Hexagonii. V tomto zvldstnim mésté jsou vSechny ulice dlouhé 1km a kazda z nich je
stranou alespon jednoho ze tif pravidelnych Sestithelniki. Chce nejdfiv vyzvednout svou milou a potom s ni jit do kina.
Situace je zachycena na mapce: Ondra za¢ind v bodé A, jeho mild bydli v bodé B a kino se nachdzi v bodé C. Ondra
nechce jit zddnou ulici vice nez jednou. Jaky je soucet délek vsech moznych tras, které muze zvolit (v kilometrech)?

Vysledek. 28

Reseni. 7 bodu A do bodu B existuji ¢tyfi trasy, které neprochézeji bodem C'. Jedna z nich nabizi dvé moznosti, jak
se dostat do bodu C, jedna trasa pravé jednu moznost, jak se dostat do C, a pro dalsi dvé trasy neni mozné dostat se
do bodu C, aniz by Ondra prosel nékterou ulici dvakrat. Dohromady mé tfi mozné trasy, jak vyzvednout svou milou, a
pak se dostat do kina. Dvé z nich jsou dlouhé 10 kilometri, jedna pouze 8 kilometrti, dohromady tedy 28 kilometr.



Uloha 18. Dva strdznici hlidkuji na obdélnikovych obchizkovych trasdch zakreslenych na obrédzku. Oba straznici se
pohybuji stejnou rychlosti, z jedné znacky na nasledujici se vzdy pfesunou za jednu minutu. Kazdy zacina ve zvyraznéné
znacce na své trase a pohybuje se ve sméru Sipky, kterd je vedle ni. Po kolika minutach se poprvé potkaji?

|
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Vysledek. 44

Reseni. Oznacéme strézce na obdélnikové trase pismenem A, strazce na étvercové cesté pismenem B. Strazce A obejde
svoji trasu za 14 minut, strazce B za 12. Existuji dvé znacky, na kterych se strazci mohou potkat. Pokud se potkaji na
levé znacce poté, co A celou trasu obesSel a-krdt a B celou svoji trasu b-krat, musi platit

14a +2 =12b+ 8.

Rovnost muzeme zjednodusit na 7a = 6b + 3, z éehoz plyne 7 | 6b + 3. Kdyz vyzkousime b € {0,1,2...}, dostdvdme
b =3 a a = 3 jako nejmensi feseni. Obdobné aby se strazci potkali na pravé znacce, musi platit

14a + 5 =12b+ 3,

coz upravime na 7a = 6b — 1. Dostdvéame 7 | 6b — 1, z ¢ehoz plyne b > 6. Strazci se tak poprvé potkaji po 14-3 +2 = 44
minutéach.

Uloha 19. Kladn4 celd éisla a, b a ¢ spliuji rovnosti

va2+b2—-172 = ¢,
Ve + b2 —220 = a.

Jakd je nejvétsi moznd hodnota souctu a + b + ¢?
Vysledek. 26
Resend. Obé rovnosti umocnime, jejich se¢tenfm pak dostdvame 2b% = 392. Jelikoz je b kladné, b = 14 je jediné fesen.
Dosazenim této hodnoty do umocnéné prvni rovnice dostdvame a? + 24 = 2, tedy ¢ — a? = 24. Oznaéime d = ¢ — a,
potom d je sudé ¢islo, jelikoz ¢ a a jsou obé sudd nebo obé licha.

Hodnota ¢ — a? = (¢ — a)(c+ a) je zdola omezend d(d + 2), coZ je pro d > 6 alespon 48, tedy vic nez 24. Mame tak
pouze dvé moznosti d =2 a d = 4. V prvnim piipadé dostdvame a + ¢ = 12 s feSenim a = 5 a ¢ = 7. V druhém piipadé
mame a + ¢ = 6 s feSenim a = 1 a ¢ = 5. Z toho plyne, ze nejvétsi mozna hodnota a +b+c je 5+ 14 4+ 7 = 26.

Uloha 20. Bara nakreslila kruznici a pak ji modrou barvou opsala pravidelny Sestitthelnik a nasledné do ni vepsala
zluty pravidelny Sestithelnik. Jakou ¢dst obsahu modrého Sestithelniku pokryva zluty Sestithelnik?

Vysledek. %

Regeni. Rozdélenim Sestithelniki na rovnostranné trojihelniky jako na obrézku a naslednym pocitdnim dospéjeme k

<1 18 _ 3
odpovedi 57 = 7.




Alternativnt veseni. Necht r je polomér kruznice. KaZdy Sestiithelnik miiZeme rozdélit na 6 rovnostrannych trojihelnik.
Ty ve vepsaném Sestitthelniku budou mit vysku o délce % 3r, zatimco ty v opsaném r. Koeficient podobnosti pro

délku je tedy k = %\/?;, pro obsah pak k2 = %.

Uloha 21. Kulaté narozeniny zné kazdy. Ctvercové nazveme takové narozeniny, kde vék oslavence je celé éislo n > 1
splitujici nésledujici pozadavek: Kdykoli néjaké prvocislo p déli n, pak také p? déli n. Napiiklad n = 8 = 23 podminkdm
vyhovuje, kdezto n = 56 = 8 - 7 ne. Déda Lebeda letos oslavil 196. narozeniny. Kolik ¢tvercovych narozenin mél za dobu
svého zivota?
Viysledek. 20

Reseni. Kazdé &islo ¢tvercovych narozenin se sklddd z jednoho nebo vice éiniteli ve tvaru p*, kde k > 1. Vsichni takovi
¢initelé mensi nebo rovni 196 jsou S = {4, 8,9, 16,25, 27, 32, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 125,128, 144,169, 196 }. Muzeme si
viimnout, Ze souéin alesponn dvou prvki S vétsich nez 27 bud patif do S, nebo je vétsi nez 196. Mezi &isly mensimi nez
28 pouze 8 = 23 a 27 = 33 nejsou druhé mocniny. Jelikoz souéin druhych mocnin je také druhd mocnina, souc¢in dvou
druhych mocnin z S bud v S je, nebo je vétsf nez 196. Zbyvaji tedy pouze souéiny obsahujici 8 nebo 27 jako jednoho
z Cinitell a jind Cisla z S jako dalsf ¢initele. Takova, kterd jsou mensi nez 196 a nejsou v S, jsou 27-4 =108 a 8-9 = 72.
Celkem tak déda Lebeda oslavil 18 4+ 2 = 20 &tvercovych narozenin.

Uloha 22. Matematickéd soutéz Mathematical Charge se porada jiz 10 let. V n-tém rocniku zahrnovala n + 2 piikladi,
pricemz byly ¢islovany béznym zpusobem od 1 do n+ 2. Pro 11. ro¢nik soutéze chtéji organizatofi vybrat po jedné iloze
z kazdého z predchozich roéniku tak, aby mohli sestavit sadu 10 piikladu oéislovanych od 1 do 10 pii pouziti puvodnich
¢isel. Kolik ruznych sad takto mohou vytvofit, pokud vime, ze zadné dveé ilohy z pfedchozich roéniki nejsou stejné?

Viysledek. 3% -2 = 13122

Resend. 7 prvniho roéniku organizatofi mohou vybrat tfemi zptisoby. Ze druhého majf na vybér ze 4 — 1 = 3 moznych
prikladu, protoze jedno ¢islo tlohy uz je zabrané. Je jasné, ze dal to funguje stejné, tedy ze v k-tém roc¢niku je jiz
k — 1 piiklada nedostupnych kvuli (néjakym) pfedchozim volbam. Pro vSechny ro¢niky jsou tedy tii moznosti az do
9. ro¢éniku, ktery obsahuje ptiklad ¢islo 11, coz uz je piilis velké ¢islo, takze organizatoii mohou volit jen ze dvou tloh.
V sadé 10. ro¢niku jsou piiklady 11 a 12, které nelze vybrat, takze zbyva jen jedna volna tloha. Dohromady lze vytvorit
3% -2 = 13122 vyhovujicich sad.

Uloha 23. Urdete nejmensi kladné celé ¢islo, které zac¢ind cifrou 1 a spliiuje nasledujici podminku: Pokud pfesuneme
cifru 1 na konec ¢isla, vysledné ¢islo je trojndsobkem puvodniho cisla.
Piiklad pfesunuti prvni cifry: 174 — 741.

Vysledek. 142857

Regeni. Jelikoz vime, Ze posledni cifra je 1, muzeme zpétné zrekonstruovat celé ¢islo:

L3 =...1 = =7
Lyr-3=...711 = y=5
...2b7-3=...57"1 = z=38

... 1857-3=...8571 = t=2
...82857-3=...28571 = s=4
... 742857 -3 =...428571 = r=1.

Skutecné, 142857 - 3 = 428571 splituje podminky.

Alternativni feseni. Kazdé kladné celé ¢islo s alesponnt dvéma ciframi zaéinajici cifrou 1 lze zapsat jako 10* 4 a pro
néjaké celé ¢islo k > 1 a k-ciferné ¢islo a. Po presunuti cifry 1 ze za¢atku na konec se ¢islo zméni na 10a + 1. Z toho
plyne, ze chceme najit feSeni rovnice

3-(10F +a) =10a + 1

pro k a a. Rovnici zjednodusime na
3-10F — 1 =7a.

Cislo na levé strané nenf nic jiného nez cifra 2 nasledovana k devitkami. Zkousime postupné &isla 29, 299, 2999 atd.,
dokud nenarazime na prvni, které je délitelné sedmi. Dostdvame tak a = 299999/7 = 42857; feSenim tedy je 142857.



Uloha 24. Na obrazku vidime dvé dvojice shodnych ¢tvercu (s kladnymi délkami stran). Vzdalenost mezi dvéma
vyznacenymi body je 1. Jaky je soucet obsahu téchto ¢ty ¢tvercu?

Viysledek. 58
Reseni. Oznacéme z délku strany mensich ¢tvercit. Pak z Pythagorovy véty pouzité na Sedy pravouhly trojihelnik na
obrazku plyne
(22)% + (1 +2)* = (1 + 22)*.
Tato rovnice se zjednodusf na #? = 2z, takze x = 2. Odpovéd je tedy 2(2% + 52) = 58.

X

I

Uloha 25. Lezec Adam je spoustén dolu ze svislé stény. To znamen4, Ze je privdzédn na konci lana, které vede nahoru,
prochdzi pevnym bodem na hornim okraji stény a pak vede zase doli k Ondrovi, jenz stoji na zemi a kontrolované lano
popousti. Lano je elastické a Adamova vdha prodluzuje zatizenou ¢dst (mezi Adamem a Ondrou) o 20 %. Uprostied
lana je znacka. Kdyz Adam klesa, setkd se s touto znackou ve tietiné vysky stény od zemé. To ho uklidni, Ze je lano
dostateéné dlouhé, a zaéne dumat, jak je vlastné sténa vysokd. Kdyz se dotkne zemé, ale Ondra lano jeSté neuvolni,
stale zbyva 10 metru volného lana. Pokud zanedbame vysku lidi a délku lana spotfebovanou na uzly, jaka je vyska
stény v metrech?

Vysledek. 18

Reseni. Oznacme délku volného lana I a vysku stény h. Kdyz se Adam setkd se znackou, polovina lana (ale natazend)
odpovidéd dvojnasobku vzdalenosti lezce od horniho okraje stény. Plati tedy

6.1 _, 2

5 2 3
Kdyz se Adam dotkne zemé, podobné plati

g(l —10) = 2h.

Po dosazeni | = % z prvni rovnice dostaneme vysledek h = 18.

Uloha 26. Na dné skifné se vali n ponozek, které se 1isi jen barvou. Olin se chystd ndhodné vytdhnout dvé z nich a
doufd, ze takto ziskd ¢erny pér. Pravdépodobnost, Ze uspéje, je ovSem jen 2/15. Jakd je nejmensi moznd hodnota n?

Vysledek. 10

Reseni. Oznacéme b pocet Gernych ponozek v krabici. Pak se pravdépodobnost, Ze jsou obé vytazené ponozky ¢erné, dé

spoéitat jako £ - =L Ze zadani vime, Ze je to rovno -2, plati tedy nasledujici rovnice:
n n—1 152

15:b-(b—1)=2-n-(n—1)

Protoze 3 a 5 déli levou stranu rovnice, pficemz obé &isla jsou nesoudélnd s 2, musi délit i n - (n — 1) na pravé
strané. VyzkouSejme tedy mald n, pro kterd je n - (n — 1) délitelné 15. Prvnim takovym je n = 6, coz vede na
15-6-(b—1)=2-6-5=60. Nicméné b - (b — 1) = 4 neplati pro zadné celé ¢islo, takze n = 6 nenf feSenim. Ddle pokud
n =10, pak b- (b— 1) = 12, a to je splnéno pro b = 4. Redenim tlohy je tedy n = 10.



Uloha 27. Najdéte nejvetsi celé ¢islo, které spliiuje nasledujici podminky:
e ma praveé sedm cifer,
e 7adné dvé jeho cifry nejsou stejné,
e je nasobkem 11.

Viysledek. 9876504

Reseni. Pouzijeme pravidlo délitelnosti 11: &islo je délitelné 11, prave kdyz je rozdil souétu jeho cifer na sudych
pozicich a souctu jeho cifer na lichych pozicich délitelny 11.

Ze vsech ¢isel s danym poctem cifer (v tomto pifpadé se sedmi) jsou nejvétsi ta, kterd zacinaji nejvyssimi éislicemi.

Proto budeme hledat feseni zacinajici na 98765. Soucet cifer na lichych pozicich je zatim 94745 = 21 a soucet cifer na
sudych pozicich je 8 + 6 = 14, rozdil je tedy zatim 7. Cislo musime doplnit dalsimi dvéma riiznymi éfslicemi z mnoziny
{0,1,2,3,4}. Rozdil délitelny 11 dostaneme jediné pridanim 0 do sudé skupiny a 4 do liché skupiny. Mame tak ¢islo
9876504. Protoze vSechna jina ¢isla spliujici podminky ze zadani by zac¢inala mensi posloupnosti péti cifer nez 98765, je
to skutecné nejvétsi vyhovujici ¢éislo.
Alternativni Tesent. Zacénéme s nejvétsim sedmicifernym cislem, které nema zadné dveé stejné cifry: 9876543. To ale
neni délitelné 11, jak zjistime pouzitim pravidla délitelnosti nebo pisemnym délenim. Nejvétsi nasobek 11 mensi nez nas
prvni kandidat je ¢islo 9876537, které ale nemé cifry po dvou ruzné. Zkusime tedy odecist 11 a zkontrolovat, jestli nové
ziskané ¢islo spliiuje podminku ruznych cifer. Po nékolika krocich

9876537 — 9876526 — 9876515 — 9876504

ziskame hledané ¢islo 9876504.

Uloha 28. Uvazme ctyitihelnik ABCD se stranami |[AB| = 5, |BC| = 3 a |CD| = 10. Velikost vnitiniho thlu
u vrcholu B je 240°, zatimco u vrcholu C' m4 vnitini tihel 60°. Spocitejte délku strany AD.

Vysledek. 13

Reseni. Diky velikostem vnitinich ihli ze zaddni mizeme na stranu C'D doplnit bod E tak, aby byl BC'E rovnostranny
trojihelnik. Pak v trojihelniku AED plati, ze |AE| =8, |ED| =7 a |[<DEA| = 120°. Pouzitim kosinové véty dostaneme
|AD]? =82+ 72 —2-7-8-cos120° = 169, a tedy |AD| = 13.

Alternationi konec teSent bez pouZiti kosinové véty. Trojuhelnik AED zvétsime o polovinu rovnostranného trojihelniku
u strany ED délky 7. Pak pouzijeme Pythagorovu vétu a dostaneme |AD|? = (5 + 3+ 3,5)2 + (3,5 - v/3)? = 169.

Uloha 29. Kolik usporadanych étvefic kladnych celych ¢&isel (a, b, ¢, d) splituje rovnici
2024=(24a)-(0+0)-(2+c¢)-(44+d)?

Vysledek. 18
Reseni. Nejdifve rozlozime &islo 2024 na prvoéisla:
2024 = 23 - 11 - 23.

Protoze a, b, ¢ i d jsou kladna celd ¢isla, jisté plati 24+a > 3,24+ c¢ >3 a4+ d > 5. Cinitel 1 nebo 2 se tedy miize na
pravé strané objevit pouze jednou ve vyrazu (0 + b) a ¢initel 4 pak pouze jako (2 4+ a) nebo (2 + ¢).



Protoze souc¢in na pravé strané se sklada ze ¢tyf Cinitelu a nanejvys jeden z nich muze byt mensi nez 4, existuji
nasledujici ¢tyti mozné rozklady ¢isla 2024:

2024 =1-8-11-23 a 2024=1-4-22-23 a 2024=1-4-11-46 a 2024=2-4-11-23.

Pro prvni rozklad mame b = 1, ostatni ¢initele muzeme priradit ke ¢lenum a + 2, ¢+ 2 a d + 4 v libovolném poradi, ¢imz
dostavame 6 feseni. Ve druhém rozkladu mame b = 1 a déle bud’ a + 2 = 4, nebo ¢+ 2 = 4. V obou téchto piipadech
muzeme ostatni Cinitele urcit dvéma zpusoby, takze pro druhy rozklad mame celkem 4 feSeni. Analogicky existuji
4 teSeni pro tieti i ¢tvrty rozklad. Dohromady tedy existuje 18 ruznych feseni:

rozklad 2024 feSeni
alb c d
2024 =8-1-11-23 6|1 9|19
2024 =8-1-23-11 61|21 7
2024 =11-1-8-23 911 6 | 19
2024 =11-1-23-8 91|21 4
2024 =23-1-8-11 | 21 |1 6 7
2024 =23-1-11-8| 21 |1 9| 4
2024 =4-2-11-23 2|2 919
2024 =4-2-23-11 21221 7
2024 =11-2-4-23 9|2 2|19
2024 =23-2-4-11 | 21 |2 2 7
2024 =4-1-22-23 2112019
2024 =4-1-23-22 21|21 |18
2024 =4-1-46-11 21| 44 7
2024 =4-1-11-46 211 9 | 42
2024 =22-1-4-23 | 20 |1 2|19
2024 =23-1-4-22 | 21 |1 2| 18
2024 =46-1-4-11 | 44 |1 2 7
2024 =11-1-4-46 91 2 | 42

Uloha 30. Pro kladn4 celd éisla z a y plati
2.3 = (aabririeosd). (24%+i+%+~'+&>2 . (24i+%+é+-~+6%)3 . (24&)59,

Urcete hodnotu = + y.
Vysledek. 3540
Reseni. Uvazme 2% - 3V = 24% pak plati

Lol (12 1 2 3 1 2 3 4 12 59\
—2+<3+3>+<4+4+4>+(5+5+5+5>+~--+(60+60+~--+60>—
12 3 59

=St sttt =

1 (1+59)-59

-5 . -

=15-59.

To znamena, ze 2% - 3¥ = (23 - 31)15%9 neboli & = 3-15-59 = 45 - 59 a y = 15 - 59. Plat{ tedy = + y = 60 - 59 = 3540.

Uloha 31. Anicka rada sestavuje barevné posloupnosti z ¢ervenych a zelenych jablek. Jeji oblibena posloupnost se
sklada z 18 jablek, ktera jsou uspotradand tak, ze kazdy tucet po sobé jdoucich jablek obsahuje alespon 7 zelenych.
Kolik existuje ruznych posloupnosti spliiujicich tuto podminku a zaroven obsahujicich nejvyse 8 zelenych jablek?

Viysledek. 21

ReSeni. Zaméfime se nejprve na posledni a prvni tucet jablek v posloupnosti. Pokud Sest jablek uprostied (tedy
jablka 7-12) m& zelenou barvu, v prvnim i poslednim tuctu chybi pouze 1 zelené jablko, staci tak umistit jedno zelené
jablko do prvniho pultuctu a jedno do posledniho pultuctu, ¢imz umistime do posloupnosti celkem 8 zelenych jablek.
Kdyby néjaké jablko v prostiednim pultuctu bylo ¢ervené, bylo by pro splnéni podminek potieba celkem vice nez
8 jablek, jelikoz kazdé zelené jablko odebrané z prostiedniho pultuctu odpovidd dvéma jablkim, kterd musime umistit
do prvniho a posledniho pultuctu. Celkem je tak potieba alespon 8 zelenych jablek rozlozenych tak, Ze Sest z nich je
v prostiedni ¢asti posloupnosti a zbyvajici dvé jsou v prvni a posledni tfetiné posloupnosti. Zbyla dvé zelend jablka
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mohou byt v rdmci daného pultuctu umisténa vice zpusoby. Aby platila podminka ze zadani, nesmi byt vzdalenost
mezi prvnim a poslednim zelenym jablkem vétsi nez 12, tedy pokud je prvni zelené jablko na pozici 2, posledni musi
byt na pozici 13 nebo 14. V zavislosti na pozici prvniho zeleného jablka tak mdame 1 az 6 moznych pozic posledniho
jablka. Celkem tak mame 14+ 2+ 3 +4 4+ 5+ 6 = 21 moznych posloupnosti.

Uloha 32. Danfk m4 mince s hodnotami 1 K¢, 2 K¢ a 5 Ké. Konkrétné vlastni 33 jednokorunovych minci, 106 dvoukorun
a 31 pétikorun. Chtél by mince rozdélit na dvé hromadky, aby na kazdé byl stejny pocet minci a obé hromddky mély
stejnou hodnotu. Potom si jednu z hromadek necha a druhou d4 sestie. Kolika riznymi zpusoby to muZe provést?
Mince stejné hodnoty jsou nerozlisitelné.

Viysledek. 12

Resend. Pocty minci korun, dvoukorun a pétikorun na hromdadce pro sestru oznac¢ime po fadé a, b, c. Potom plati

1
a+b+e= (334106 +31) = 85

a hromadka m& hodnotu )
a—+2b+ 5¢c = 5(33+2-106+5~31) = 200.

Odec¢tenim prvni rovnice od druhé dostavame b + 4c = 115. Tato rovnost mé feSeni ve tvaru b = 115 — 4¢ pro libovolné
¢. Z podminek 0 < 115 — 4¢ < 106 pro b plyne ¢ € {3,4,...,28}. Ne v8echna takové feseni ale obsahuji validni pocet
minc{ hodnoty 1K¢. Piiddme tak podminku 0 < 85 — (115 — 4¢+ ¢) = —30 4 3¢ < 33 pro ¢. Potom pouze ¢ z mnoziny
{10, 11, ...21} spliuj{ vSechny podminky a rovnosti, celkem je tak 12 moznosti.

Uloha 33. Obrazek zachycuje rovnostranny trojihelnik, pravidelny pétithelnik a obdélnik, jejichz nékteré vrcholy
lez{ na kruznici (z niz vidime jen ¢dst). Spocitejte velikost vyznaceného thlu (ve stupnich).

Vysledek. 36°

Resend. Pfipomenme si, ze kdykoli méme kruznici w a na nf lezici body X,Y, Z, pak je tihel, pod nimz je tisecka XY
vidét z bodu Z, dan pouze tim, zda Z lezi na kratsim, nebo delsim z oblouku s krajnimi body X a Y. Navic je soucet
téchto dvou moznych hodnot roven 180°.

B

C

Oznacime si body jako na obrdzku a budeme vyuzivat zndme velikosti ihli v pravidelném pétitihelniku a rovnostranném
trojihelniku. Takto muzeme spocitat

|<AEC| = 180° — |<ABC| = 180° — 60° — 108° = 12°.

Obdobné dostaneme

|<BED| =180° — |<BCD| = 180° — 60° — 90° = 30°.
Jelikoz je ABC' rovnoramenny trojuhelnik, dostaneme déle
180° — |[<ABC|  180° —108° — 60°

= 6°.
2 2

|<BEC| = |<BAC| =
Protoze se tyto tii thly prekryvaji ve vrcholu F, spo¢itame na zavér

|<<AED| = 12° 4 30° — 6° = 36°.
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Uloha 34. Kolika riznymi zpusoby je mozné umistit 9 vézi na Sachovnici 4 x 4 tak, aby kazda véz byla ohrozena
nékterou jinou? Dvé véze se ohrozuji, pokud jsou ve stejném Fddku nebo sloupci.

Vysledek. 11296

Resend. Uréime pocet moznych rozmisténi takovych, ze je v nich alespon jedna véz, kterd nenf ohrozena zadnou
jinou. Neohrozené véz musi byt nutné sama v fadku i sloupci, takova véz muze byt nejvyse jedna. Neohrozena véz
muze byt umisténa 4 -4 = 16 zpusoby. Po odstranéni patiicného sloupce a fadku zbyva devét policek, na kterych
je rozmisténo zbylych osm vézi, je tak 9 moznosti, jak vybrat, které policko zustane neobsazené. Mame 16 - 9 = 144
moznost{. Celkem existuje ('y) = 11440 moznosti, jak vybrat devét policek ze Sestndcti, hledany pocet moznosti je tedy

11440 — 144 = 11296.

Uloha 35. Najdéte nejvetsi kladné celé ¢islo IV, které neni prvocislo a zaroven jsou vsichni jeho délitelé vyjma N
mensi nez 100.

Vysledek. 9409
Resend. Jelikoz N neni prvoéislo, je to bud 1, nebo existuje prvoéislo p < N, které déli N. Z podminky p < 100 plyne
p < 97. Mizeme si véimnout, ze N = 972 = 9409 spliiuje podminky ze zadani.

Piedpokladejme, ze existuje N’ > 9409 spliiujici podminky. Pokud p < 97 je prvocislo, které déli N’, podil N?l
kladné celé ¢islo vétsi 97. Z toho plyne N7' € {98,99}, protoze kazdy délitel N’ je mensi nez 100. Potom je N’ délitelné

k € {2,3} a z podminek vyplyva

je

!

N
N’:k-7§3-99<972,

COZ je spor.
Proto je hledanym ¢islem opravdu N = 9409.

Uloha 36. V obci Dlouh4 Dédina maji tfi autobusové linky, centralni stanici a autobusové zastavky, které jsou
ocislované kladnymi celymi ¢isly 1,2,3,... VSechny tfi linky zacinaji na centralni stanici, na schématu oznacené jako c.
Déle projizdéji vzestupné oc¢islovanymi zastdvkami. Linka A zastavuje na vSech zastdvkach (¢isla 1,2,3,...), linka B
stavi na kazdé druhé (¢isla 2,4,6,...) a linka C zastavuje na kazdé treti zastavce (¢isla 3,6,9,...). David nastupuje
na centralni stanici, vybere si autobus a chce se dostat na zastavku ¢islo 17. Na kazdé zastavce, na niz jeho aktudlni
autobus zastavi, mize bud vystoupit a pokracovat jinym, nebo jet dal stejnym autobusem na jeho dalsi zastévku.
Kolika ruznymi zpusoby se David muze dostat do své cilové stanice, pokud trasy liSici se jen ¢asem Cekdni povazujeme
za stejné?
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A O~0—~0—~0—~0—0—0—0—0—C- -+
B O—O—O—O—0— -
cO O O o

Vysledek. 845
Reseni. Zastavku, na které stavi viechny tfi autobusy, oznaéme so. Déle jako s oznaéme k-tou zastdvku po so na
trase linky A. Spoéitdme, kolika zpusoby se David muze dostat na zastdvku sg ze zastavky sg.

1. David se na zastavku s; muze dostat pravé jednim zpusobem, a to autobusem A.

2. Na zastavku so muze dojet dvéma zpusoby, autobusem A ze zastavky s; nebo linkou B ze zastavky sg.

3. K cesté na zastavku sz muze vyuzit autobus C' ze zastavky sg nebo autobus A ze zastavky so, na kterou se mohl
dostat 2 zpusoby. Dohromady mé tedy 3 moznosti.

4. Na zastavku s, muze ptijet linkou A ze zastavky ss nebo linkou B ze zastdvky so, celkem je to tedy 3+2 =5
zpusobu.

5. Pro cestu na ss existuje jen jeden zpusob, a to autobusem A ze zastavky s,. Ze stanice sg je to tedy 5 moznosti.

6. A konecné na zastavku sg muze David dorazit linkou A ze zastavky ss, linkou B z s4 nebo linkou C' ze zastavky
s3. Dohromady je to 3 + 5 + 5 = 13 moznosti.

Vsechny autobusy stavi na centralni stanici ¢, na zastavce ¢islo 6 a na zastavce 12. Tyto zastavky tedy muzeme
povazovat za sg. Proto existuje 13 zpusobu, jak se David muze dostat z centralni stanice na zastavku ¢islo 6, a také 13
zpusobu, jak muze cestovat ze zastdvky 6 na 12. Stejné tak cesta ze zastdvky ¢islo 12 na 17 odpovidé cesté z sg na s,
pro kterou existuje 5 moznych tras. JelikoZ jsou zminéné tiseky nezavislé, David ma na vybér 5 - 13 - 13 = 845 zpusobu,
jak se dostat na zastavku ¢islo 17.

Alternativni teseni. Zastavky budeme znacit jejich ¢isly, pficemz doplnime ¢ = 0. Kazd4 zastavka s je dosazitelna
linkou A, takze kazdou trasu na predchozi zastavku s — 1 lze prodlouzit na zastdvku s autobusem A. Pokud linka B
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stavi na zastavce s, pak lze autobusem B prodlouzit trasu ze zastavky s — 2 na s. Podobné tvrzeni plati o zastavce s,
na které stavi linka C. Pokud tedy oznacime J(s) pocet zpusobu, kterymi se David muze dostat na zastdvku s, pak pro
s > 1 dostaneme
J(s)=J(s—1)

+ J(s —2) je-li s délitelné 2

+ J(s — 3) je-li s délitelné 3.
Protoze centrdlni stanice je ,dosazitelnd“ pouze jednim zpusobem, méme J(0) = 1 a muzeme J(17) ur¢it pomoci téchto
rekurentnich vztahtu. Sipky pod tabulkou ukazuji, které hodnoty se pficitaji do které buiiky.

s10]12(3|4|5(6|7[8|9|10(11|12(13|14]15|16]17
J()| 1|1 ]2]3]5]|5[13]13]26]|39]65]65|169/169(338/507(845(845

Uloha 37. Symbolem |z]| znac¢ime nejveétsi celé &fslo, které neni vétsi nez redlné éislo z. Bud' aq,as, ... posloupnost
redlnych éisel, takova, ze a; = v/3 a pro kazdé n > 1 plati

1

ap41 = LanJ + m

Urcete hodnotu a2024-

Visledek. 3034 + Y3+ — 3035 4 Y3-1 — 6069+v3
Resend. Vsimnéme si, ze a; mé desetinnou ¢ést a; — la1] = V3 — 1. Muzeme tedy a; zapsat jako a; = 1 + (\/3 —1).
Nyni si spo¢itdme prvnich par ¢lent posloupnosti

1 1 -1
:1+\/§+ :2+\/§

V3-1 2 2 7
2 2v/3 + 2
L:2+\/§+1:3+1+(\/§—1),

=2+
V3—1 2

1 3+1 3-1

ay =4+ f4+‘[7+:3+2+‘[ .

V3-1 2 2
Vsimnéme si, ze a; a az maji stejnou desetinnou cast vV3—1la jejich rozdil je ag — a; = 3. Obdobné ay a a4 maji

desetinnou Cést ‘/‘5’2_1 a rozdil ay — ay = 3. Vidime tedy, ze po k =0 a k = 1 plati vztahy asg41 =3k + 1+ (\/3 -1)a

aoky2 = 3k +2 + ‘/32*1. Platnost téchto vztahu pro vSechna k dokazeme indukci: Dosadime-li do definiéniho vzthau

ani1 = |an| + m, dostdvame

1 1 V341 V3-1

Asipo = |aghsr) + —————— =3k +1+ —— =3k +1+ =3k+2+ :

22 = L0211 aok+1 — |a2k+1] V3-1 2 2
a = la j+;—3k+2+i—3k+2+w—3 (k+1)+1+(V3-1)
2kH1)+1 = LE2k2 A2k+2 — Lazk+2J B \/§—1 B 2 B .

Tim je platnost vztahu dokézana. Proto asges = a2.101142 = 3035 + @ = 3034 + @

Uloha 38. Na kuleénikovém stole 10 x 10 jsou umistény dvé koule jako na obrazku. Kazdou z nich bereme jako bod,
ktery se pohybuje po piimce, dokud nenarazi na mantinel. Od mantinelu se vzdy odrazi tak, ze dhel odrazu je roven
ihlu dopadu. Urcete soucet druhych mocnin délek trajektorif vedoucich z bodu A do bodu B, béhem nichz se koule
prave dvakrat odrazi od mantinelu (a nikdy ne v rohu).
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Vysledek. 2520

Reseni. Zjevné se koule nemuize odrazit dvakrat za sebou od stény stolu. Soucet étverci délek téch trajektorif, kdy
dochézi k odrazum od dvojice sousednich stén, oznacime dgqys, soucet ¢tvercu délek trajektorii s odrazy od dvojice
protilehlych stén oznacime dpyor. Mame tedy za tikol urcit dsous + dprot. Pocitdme-li souradnice bodi A a B vzhledem
k levému dolnimu rohu, méme A = [2,4], B = [6, 3]. Dokreslime si jejich osové obrazy pres strany ¢tverce a oznacime si
dulezité body podle obrazku.

By
A2 ‘.
/7N .
/ NS
’ N
RN
/ RN
4 \
/ N
/ N
/N N M
, \
N
/ N
/ \
/ \
/
/ N
/ \
/7 N
N
/
/ ! A \\ .AS
\
B B3's
~ e
B~ -
N e
N L
~ P .
UK e
~ Phd
N e
N // .
\\ - o
\'/ B4
Ay

Uvazme trajektorii z A do B, kde dojde k odrazu od KN a poté od M N, a jeji useky priléhajici k bodam A (resp.
B) osové preklopme pies stranu KN (resp. M N). Diky pravidlu o odrazovém thlu ziskdme presné tisecku A; By. Tuto
operaci s trajektorii budeme dale nazyvat narovndni. VSimnéme si, ze toto je jedina pripustna trajektorie, kde se
koule odrazi pravé od téchto dvou stran ¢tverce. Vskutku, narovnanim potencidlni trajektorie A - MN — KN — B
bychom dostali tsecku As By, kterd ale neprotind ¢tverec K LM N. Pii pieklopeni dvou bodu podle dvou kolmych os
je totiz prusecik onéch os vzdy stfedem rovnobézniku s vrcholy ve vsech ¢tyfech obrazech (v nasem piipadé je N je
spoleénym stiedem tsecek A; Ay a B1Bs). Proto takova trajektorie nen{ mozna.

Podobné se vsechny pozadované trajektorie obsahujici odrazy od dvou sousednich stran ¢tverce K LM N narovnaji
na jednu ze stran Ctyiihelniku A; By A3 By nebo jeho posunuté kopie ByAsBsAy. Z kazdé dvojice odpovidajicich
shodnych stran je vzdy pouzita pravé jedna z duvodu vysvétlenych vyse na piipadu stran KN a K M. Z toho plyne, ze
tyto trajektorie pfispivaji k cilovému souctu presné souc¢tem ¢tvercu délek stran ¢tyiihelniku A, B A3B4. Protoze jeho
dhlopticky jsou kolmé a protinaji se v bodé C = [6,4], s pomoci Pythagorovy véty dostdvdme

dsous = 2(8% +13% +12% + 72) = 852.
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Zbyva uvazit trajektorie, pfi nichz se koule odrazi od dvou protilehlych stran ¢tverce K LM N. Dvé takové trajektorie

jsou vyobrazené nize.
By

V tomto pripadé jsou moznd obé poradi odrazi, coz vede k prispévku rovnému souctu ¢tvercu thlopiicek rovnobézniku
AsBsBy Ay a Ay A3B3Bj. Prispévek téchto trajektorii za kazdy z rovnobézniku spoc¢teme napiiklad pomoci znamého
dusledku Pythagorovy véty — soucet ¢tvercu thlopiicek rovnobézniku je roven souctu ¢tvercu jeho stran — jako

dprot = 2(20% + 1% 4 4%) = 834.

Celkovy soucet je pak dsous + dprot = 852 4 2 - 834 = 2520.

Uloha 39. Nechf | y znaci spojeni dvou kladnych celych éisel, coz je ¢fslo vzniklé napsdnim desitkovych zdpisu ¢isel
x a y bezprostiedné za sebe, a to zleva doprava. Napiiklad 3 || 4 = 34, 24 || 5 = 245 a 20 || 24 = 2024. Kladné celé ¢islo
n nazveme tridélitelné, pokud existuji t¥i navzajem ruzna kladnd celd ¢isla (bez nul na pocatku) a, b a ¢ takova, ze
n=ua | b| ¢ pro kterd plati, ze a déli b a zdroven b déli c¢. Najdéte nejveétsi péticiferné tiideélitelné cislo.

Vysledek. 94590

Resend. Vsimnéme si, 7ze z a # b a b # ¢ diky podminkam délitelnosti plyne 2a < b a 2b < ¢. Necht s(k) znaci pocet
¢islic k. Diky nerovnostem plati s(a) < s(b) < s(c¢). Proto mame jen dva mozné piipady, pficemz v obou je zjevné
klicové zvolit co nejvétsi prvni ¢éislici a:
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1. Pocty ¢islic splnuji s(a) =1, s(b) =1 a s(c¢) = 3. Pak a je nejvys 4 < %. Proto k nejvétsimu tiidélitelnému &islu
vedou v tomto piipadé volby a =4, b =8 a ¢ = 992.

2. Potty éfslic splijf s(a) = 1, s(b) = 2 a s(c) = 2. Pak b je nevys 49 < 2. Pro nejvétsi a || b || ¢ checeme zvolit
a = 9. Nejvetsi moznéd hodnota b pak je b = 45, a tedy ¢ = 90. Jakékoliv mensi a nas dovede k mensimu vysledku.

Nejvétsi moznd hodnota je tedy 94590.

Uloha 40. Vyrazem r, myslime ¢islo, jehoz zapisem v soustavé o zédkladu x je posloupnost cifer r. Najdéte soucet
vSech celych ¢isel > 5, pro kterd je pravdivy vyrok , 15, déli 2024, beze zbytku“. Piiklad: 427 = (4 -7 4 2)19 = 3010.
Vysledek. 471

> / ‘ p . 3
Reseni. Hleddme takovd z, Ze zlomek 29‘*'72;““1

je celé ¢islo. Jelikoz

22% + 2z + 4 256
2x” tor+4 =222 — 10z +52 — ——,
T+5 x+5
je tento pozadavek ekvivalentni tomu, ze x 4+ 5 déli 256 = 28. Protoze = > 5, hleddme délitele vétsi nez 10. Tito délitelé

jsou 16, 32, 64, 128 a 256. Z toho plyne, ze feSenim je soucet
8 .
D (20 —5) =27 —2" 25 =512 — 16 — 25 = 471.
i=4

Uloha 41. Msme dvé krabice, prvni obsahuje pét spolehlivych zarovek a devét nespolehlivych, druhd krabice obsahuje
devét spolehlivych a pét nespolehlivych. Spolehlivé zarovky funguji vzdy, nespolehlivé funguji s pravdépodobnosti p
(kde 0 < p < 1) stejnou pro vsechny nespolehlivé zarovky. Najdéte hodnotu p, pro kterou jsou nésledujici dva jevy
stejné pravdépodobné.

1. Ndhodné vybrand zarovka z prvni krabice funguje.

2. Dvé ndhodné vybrané zarovky z druhé krabice obé funguji.

Visledek. 7/20

Reseni. Pravdépodobnost prvniho jevu je

1
T 14
kdezto pravdépodobnost druhého jevu dostaneme jako

ey ()0 )

Hodnotu p chceme urcit z rovnosti P; = Ps; to je kvadratickd rovnice, kterou lze vyfesit béZznym postupem. MuzZeme si
ale také uvédomit, ze p = 1 je urcité fesenim (pak totiz funguji vsechny zarovky), a z Vietovych vzorca snadno uréit
druhy kofen. Kvadratickd rovnice a- (p — 1) - (p — r2) = 0 m4 absolutn{ ¢len a - rq - 7o, kde 71, 72 jsou jeji kofeny a a je

koeficient u kvadratického ¢lenu p?. V nasem piipadé je 7o hledand hodnota pravdépodobnosti, r, =1 a a = (g) / (124).

P1 (5—|—9p),

Reseni tak dostaneme jako

Uloha 42. Uréete objem télesa zndzornéného na obrézku. Vzniklo ze tif plngch valcovych tyéf, které byly viechny
stejnym zpusobem sefiznuty a nasledné spojeny. Osy vélcu se protinaji ve tfech bodech a tvoii rovnostranny trojihelnik.
Vnitini i vnéjsi obrysy ty¢i tvoti také rovnostranné trojihelniky; délky stran téchto trojihelnika jsou zadény na
obrazku.
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Vysledek. %

Reseni. Budeme pracovat s fezem v roving, v niz lezi zadané tsecky délky 10 a 16. Vyznaéné body oznacéime X, Y, Z
jako na obrazku.

Pifmka XY tvofi osu thlu v rovnostranném trojihelniku, takze |<ZY X| = 30°; dale ze symetrie télesa dostavame
|Y'Z| = 3. Pravodhly trojthelnik XY Z je polovinou rovnostranného trojtihelnika (Y Z je jeho vyska a X Z polovina
jeho strany), takze | X Z| = v/3.

Kdyz rozkrdjime téleso fezy kolmymi na rovinu XY Z naznacenymi na obrazku teckovanymi a pferusovanymi
carami, dostaneme tfi valce o poloméru @ = @ a vysce 10 a k tomu Sest kust, z nichz muzeme slozit tii dalsi vélce
stejného poloméru o vysce 3. Hledany objem tedy je

2
11
V:w<‘f) -(3-10+3-3)=%.

Uloha 43. Deset vzdjemné ruznych kladnych celych ¢isel je napsdno v fadé tak, ze
e soucet kazdych dvou po sobé jdoucich ¢isel je délitelny 3,
e soucet kazdych t¥{ po sobé jdoucich ¢isel je délitelny 2.

Jaky je nejmensi mozny soucet takovych deseti ¢isel?

Vysledek. 78

Reseni. Optimalnim fesenim je napifklad fada 2,1,5,4,11,7,8,13,17, 10 se souctem 78. Ukazeme, ze nizsi hodnoty
nelze dosdhnout.

Pokud je v tadé cislo délitelné tfemi, potom jsou nutné obé jeho sousedni ¢isla délitelnd tfemi, jejich sousedni ¢isla
také a vSechna ¢isla v posloupnosti jsou tak délitelnd tfemi. Nejmens{ mozny soucet takovych éfsel je 3-(14+2+---+10) =
3. 4011 — 165 > 78, coz nemiize byt optimdlni. Proto mezi nagimi éfsly nenf zadné délitelné t¥emi.

Jelikoz jsou kazd4 t¥i po sobé jdouci &isla délitelnd dvéma, pro kazdou sousedni trojici mame dvé moznosti: bud
jsou vsechna tii ¢isla sudé, nebo je jedno ¢islo sudé a zbyla dvé jsou licha. Uvazme trojici x;, ;41,42 tvofenou tfemi
sudymi ¢isly, potom trojice x;_1, z;, x;41 nemuze obsahovat dvé licha ¢isla a x;_1 je tak nutné také sudé. Potom jsou
véechna ¢fsla sudd. V tomto pifpadé je nejmensi moznd hodnota 2 - 1% — 110 > 78, coz také nemuize byt optimAlni.

Z toho plyne, ze kazd4 trojice obsahuje dvé licha (L) ¢&isla a jedno sudé (S). Mame tak t¥i mozné konfigurace:

e LSLLSLLSLL — Se¢tenim 7 nejmensich lichych a 3 nejmensich sudych ¢isel, ktera nejsou délitelna tremi, dostdavame
nejmensi mozny soucet 1 +5+ 7+ 114+ 13+ 17+ 19+ 2+ 4+ 8 = 87 > 78, coz také nemuze byt optimalni.

e LLSLLSLLSL — Tato konfigurace je symetricka k pfedchozi.

e SLLSLLSLLS — Se¢tenim 6 nejmensich lichych a 4 nejmensich sudych ¢isel, ktera nejsou délitelna tfemi, dostavame
nejmensi mozny soucet 1 +5+7+ 114+ 13+ 174+ 2+ 44 8+ 10 = 78, coz je pozadovany vysledek. Posloupnost
uvedend na zacatku feSeni ukazuje, ze tohoto vysledku skutecné lze dosdhnout.
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Uloha 44. Hedvika si hraje se zlomky. Chtéla by najit kladnd celd ¢isla a, b spliiujici
2020 o _ 99
2024 b 1000
takovéd, ze soucet a + b je nejmensi mozny. Pohrajte si stejné jako Hedvika a najdéte minimalni hodnotu a + b.
Viysledek. 553
Reseni. Dané nerovnost je ekvivalentn{ s nerovnosti
1000 b 2024
999~ T 2020°
7 toho plyne, ze Hedvika musi vybrat a jako nejmensi kladné celé ¢&islo, pro které existuje b spliujici

1000 2024 4 9
@-a <b<m-a = a+@a<b<a —i—m
Pro a < 32 Hedvika dostavé a? < a® + & 965 2020
nejmensi a splitujici nerovnost. Plat{
4- 222 442 1936 4. 232 462 ~ 2116
2020 2020 2020 A 2020 2020 2020 > 1

7 toho dostdvame a = 23 a b = a? 4+ 1 = 530 spliiujici zadani, hledand hodnota je a + b = 23 + 530 = 553.

Uloha 45. Podlaha stanu je tvaru trojihelnika, jehoz strany jsou dlouhé 1,3m, 2m a 2,1 m. Vyrobce chce v reklamé
zdiraznit, ze si osoba o vysce h muze lehnout ve stanu libovolné v tom smyslu, ze kazdy bod podlahy nélezi néjaké
mozné pozici space (tj. tsecce o délce nejméné h obsazené v trojuhelniku). Urcete nejvétsi moznou hodnotu h v metrech.

Viysledek. %

Reseni. Ukézeme, ze nejdeldf tsecka, kterou lze pokryt libovolny bod ostrotthlého trojihelniku (coz nds ziejmé je), je
jeho nejdelsi vyska. Nakreslenim tsecek spojujicich dany vrchol s body na protéjsi strané pokryjeme cely trojihelnik a
nejkratsi usecka, kterou jsme pii tom pouzili, je pravé piislusnd vyska (vsechny vysky ostrothlého trojihelniku lezi
uvniti néj). Zbyva ukazat, ze zddné delsi isecka zadani nespliiuje. Pokud je piislusnd strana kratsi nez vyska, delsi
vyhovujici tisecku nemusime hledat (tisecky pokryvajici patu vysky jsou nejvyse tak dlouhé jako dand vyska nebo dand
strana). Z klasického vzorce pro obsah trojihelniku zjistime, ze nejdels{ vyska nélezi nejkratsi strané, v nasem ptipadé
1,3. Pokud je vyska na tuto stranu delsi nez 1,3, jsme hotovi.

Maéame nékolik moznosti, jak spoé¢itat délku piislusné vysky. Jednou moznosti je pouziti Heronova vzorce pro obsah a
nasledné podéleni polovinou délky strany. Nize je ukdzan jednodussi postup. Nejprve prendsobime vSechny hodnoty
10, tj. pocitame v decimetrech misto metri. Ozna¢me x, 13 — = délky, ve kterych vyska protnula stranu délky 13.
7 Pythagorovy véty dostaneme

20% — 2% = 21?2 — (13 — 2)?,

262 = 128,
64

Délka vysky je pak rovna

64 252
h = /202 (13) \/25 160 — 256 = \/9.9-4 ===
Protoze 252 > 13, vyska je delsf nez strana, jak jsme chtéli ukazat. Vysledek v metrech je tedy fgg = %.

Uloha 46. Najdéte nejvétsi celé ¢islo ¢ takové, ze pro kazdé celé ¢islo n > 55 je soucin
n(n +4)(n — 23)(n — 54)(n + 63)

délitelny q.

Vysledek. 40

Reseni. Soucin oznaéime jako A. Modulo 5 maji jednotlivi ¢initelé hodnotu n, n+4, n+2, n+ 1 a n + 3. Zjevné
dévajf rizné zbytky modulo 5, takze jedno z nich je urcité péti délitelné. Proto 5 | A. Pokud je n sudé, pak méd A tii
sudé deélitele a 8 | A. Pokud je n liché, m4 souc¢in dva sudé délitele n — 23 a n + 63, jejichz rozdil je 86. Déle plati
86 = 2 (mod 4), tedy prave jeden délitel je ndsobkem 4, z ¢ehoz plyne 8 | A. Dostdvame tak 40 | A.

Pokud uvézime napiiklad n = 59, dostdvdme (diky n =3 (mod 8) an =9 (mod 25)), Ze nejvétsi mocnina 2 délic
A je 8 a nejvétsi mocnina 5 délici A je 5. Pro n = 55 dostdvame 3 t A. Pro kazdé prvocislo p > 5 patii délitelé A do
nejvyse péti, a tedy méné nez p zbytkovych tiid modulo p; proto je vzdy mozné vybrat takové n, aby p { A.

Proto q = 40.
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Uloha 47. Anicka, Bara, Cecilka, David a E.T. chodi na dva pfedméty. Anicka a Bara chodi jen na prvni z nich,
Cecilka a E.T. jen na ten druhy, zatimco David chodi na oba. Kuba sice vi, Ze na kazdy z predmétu chodi prave tii
studenti, ale nevi, ktefi. Proto pozada kazdého, aby ndhodné ukazal prstem na nékoho, s kym navstévuje néktery
piedmét (takze napiiklad David vybere kazdého z ostatnich ¢tyf s pravdépodobnosti i) S jakou pravdépodobnosti
bude Kuba schopny ur¢it, ze David je ten, kdo chodi na oba predméty?

Vysledek. %

Reseni. Kdykoli jeden student ukazuje na jiného, fekneme, ze je mezi nimi spojens. Véimnéme si, Ze z hlediska ziskané
informace nehraje roli, kdo z nich ukazuje prstem. Ukazeme, ze Kuba je schopen odhalit Davida jako nejpilnéjsiho
studenta prave tehdy, kdyz na obou predmétech je alespon jeden student, s nfmz mé David spojen{ (tomu budeme ikat
podminka P).

Zaprvé, pokud ma David dohromady spojeni s vice nez dvéma studenty, tak podminka P urcité plati; zaroven je
v této situaci Kuba zjevné schopny zahadu vyftesit, protoze vidi, ze David m4 alespon tfi spoluzéky, a musi tedy chodit
na oba predméty.

Zadruhé, pokud podminka P neplati, muzeme diky symetrii bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze David nema
spojeni s Anickou ani Barou. Potom Kuba zjevné nedokédze rozhodnout, jestli na oba pfedméty chodi Cecilka, E.T.,
nebo David.

Zbyvé probrat situaci, kdy je podminka P splnéna a David ma pravé jedno spojeni s jednim i druhym pfedmétem.
Bez 1ijmy na obecnosti predpokladejme, ze David mé spojeni s Anickou a Cecilkou. Protoze Bara nemé spojeni
s Davidem, ukazuje nutné na Anicku, a mé s ni tedy spojeni. Podobné méa E.T. spojeni s Cecilkou. Kuba proto vidi
»cestu“ Bara — Anicka — David — Cecilka — E.T.; a protoze jediny zpusob, jak utvorit cestu obsahujici vSechny studenty je
dat doprostied studenta navstévujicitho oba predméty, je Kuba schopen odhalit Davida a nase ekvivalence je dokazana.

Zbyva uz jen spocitat pravdépodobnost, ze pfi ndhodném ukazovani bude splnénd podminka P:

Ze symetrie je jasné, Ze to, na koho ukdze David, neovlivni pravdépodobnost splnéni podminky P. Muzeme tedy bez
Gjmy na obecnosti predpokladat, ze David ukazuje na Anicku nebo Béru. Potom je podminka P splnéna préavé tehdy,
kdyz mé David spojeni s E.T.m nebo Cecilkou. To nastane pravé tehdy, kdyz na néj alespon jeden z nich ukaze, coz se
zjevné stane s pravdépodobnost{ 3/4.

Uloha 48. Funkcee f : (0,00) — (0, 00) spliiuje
1. f(x)=2% prokazdé 0 <z < 1,
2. f(x+1) = f(z) +  + 1 pro vSechna nezdporna reilnd ¢isla x.

Naleznéte vsechna x spliujici f(x) = 482.
Visledek. 15+ 112 = 15 + /242

Resend. Necht {z} znaéf zlomkovou ¢ast éisla x. Pak

f(@) = f(l=] +{=})
= [z] +{z} + f(lz] -1+ {z})

~

o)
= i+ lz] - {a} + f({z})

Vsimnéme si, Ze vzorec plati i v pifpadé |x] = 0.
Ukéazeme, 7e f je ostie rostouci funkce. Pro z,y € (n,n+ 1), x < y, ziejmé plati f(x) < f(y). Déle je pro vSechna
x € (n,n+ 1) splnéno f(z) < f(n + 1), nebot

_la)-(lz) + 1)

fay = LA g oy 4 (a2
NENEESININ
_ ez +2)- (=] +1)
2
_ (n+2)-(n+1)
=
= f(n+1).
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Proto existuje nejvyse jedno feSeni. Nejprve nalezneme nejvétsi celé éislo splnujici f(n) < 482. K tomu fesime
kvadratickou nerovnost f(n) = "2% < 482; ta povoluje nanejvys n = 30. Proto |z] = 30. Tudiz 482 = f(x) =
% +|z] - {x} +{2}? = 15-314+30- {z} + {x}?; to je kvadratickd rovnice pro {x} s fesenimi —15 4 v/242. Protoze
hleddme fesenf z intervalu (0, 1), dostavame {z} = —15++/242. Jedinym Fesenim tedy je z = 30— 15-++/242 = 15+11/2.

Uloha 49. Na obrazku jsou dva Ctverce. Jsou vici sobé natocené tak, ze vyznacené dva thly jsou shodné. Urcete
velikost thlu oznaceného otaznikem (ve stupnich).

Viysledek. 112,5

Resend. Na strany velkého ¢tverce nakreslime kolmé priméty vrcholit malého étverce a body oznacime podle obrézku
nize.

D Ps C
|
[
!
Pieg ~
40:[ = T»PQ
!
[
[
q
!
[
[
!
:
!
X Pl‘
A - o B
[ ]
Y

MuZeme si vSimnout, Ze ¢tyii Sedé trojihelniky jsou shodné. Vechny tyto trojihelniky jsou totiz pravothlé, jejich
prepona je stejné dlouhd jako strana menstho Gtverce, a ve viech se vyskytuje tihel velikosti a = |<PBC|, ktery zavisi
na tom, jak moc jsou oproti sobé puvodni ¢tverce pooto¢ené. Obdélnik P,PP3;D je tvoren dvéma dal§imi kopiemi
Sedych trojihelniku a thel oznac¢eny dvojitou carou tak mé velikost 2a. Trojihelniky AXY a PP,C jsou pravoihlé
a rovnoramenné (diky shodnosti Sedych trojihelniku maji stejné dlouhé odvésny), z toho plyne 2a = 45° a velikost

hledaného thlu spoc¢teme jako
90° — o +45° = 112,5°.

Uloha 50. Tobidse prestaly bavit klasické operace jako scitani a nasobeni, pfisel tak se svou vlastni operaci
hvézdickovdni. Pouziva pro ni znaceni a % b, je definovana na redlnych ¢islech a ma néasledujici vlastnosti:

1. (a+b)xc=(axc)+ (b*c),
2. ax(b+c)=(a*xb)xc.

Pokud plati 3 x 2 = 54, urcéete hodnotu 5 x 4.
Vysledek. 1620
Resend. Druhd vlastnost ndm dava 5x4 = (5% 2) 2. Oznaéime-li f(z) = z %2, pak lze dlohu preformulovat: Naleznéte

F(f(5)), vite-li, ze f(3) = 54.

Prvni vlastnost hvézdickovani okamzité dava f(a + b) = f(a) + f(b). Mdme tedy 54 = f(3) = f(1) + f(2) =
F() 4+ f(1) + f(1) neboli f(1) = 18. Z toho indukei snadno dostdvéame f(n) = 18n pro kazdé kladné celé n. Proto
F(5) =185 a f(f(5)) = 182 - 5 = 1620.
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Poznamka: Jednou z moznosti, jak mohl Tobids hvézdickovani definovat, je predepsat a xb = a - \/Eb pro vSechna
realnda cisla a, b. Existuje nepifeberné mnozstvi jinych voleb, ale nejsou takto pékné popsatelné. Jejich existence
dokonce zalezi na tzv. aziomu vybéru. Neni napiiklad tézké ukazat, ze kdykoli je m : R — R tzv. aditivni funkce,
tj. funkce spliujici rovnici m(z + y) = m(z) + m(y), pak mohl Tobids definovat hveézdickovéani pomoci ni jako
axb = a-e™® Pozadavek 3«2 = 54 dava m(2) = In18. Je zndmo (ale dalece to presahuje ramec této tlohy i
celé soutéze), ze aditivnich funkei lze s pomoci axiomu vybéru vytvorit prehrsel — znalost hodnoty m(2) sice uréuje
hodnotu m(b) pro kazdé raciondlni b, ale ve volbé ostatnich hodnot mame velkou volnost. Zajemci se mohou podivat
napiiklad na https://prase.cz/library/CauchyovaRovniceDS/CauchyovaRovniceDS.pdf nebo na pokrocilejsi text
https://prase.cz/archive/35/serial.pdf, ktery v kapitole Netrividlni reseni Cauchyho rovnice (str. 43) pomoci
Zornova lemmatu (trvzeni ekvivalentniho axiomu vybéru) popisuje vSechny aditivn{ funkce.

Uloha 51. Marian vybarvil policka tabulky 10 x 11 ¢erné a bile tak, ze zadné policko nesousedi hranou s vice nez
jednim polickem stejné barvy. Kolika zpusoby to mohl udélat? Obarveni tabulky, ktera jsou shodnd az na otoceni,
povazujeme za ruzna.

Viysledek. 464

Reseni. Pokud se nékde nachazi domino (obdélnik 2 x 1) stejné barevnych policek, pak je cely dvojiddek nebo
dvojsloupec vysazen takovymi dominy v alternujicich barvach. Z toho dale neni tézké odvodit, ze vsechna domina
v tabulce jsou stejné orientovana (bud vodorovné, nebo svisle). Piipomenme, Ze pocet vydlazdéni tabulky n x 1 dominy
a ¢tverecky (bez ohledu na barvu) je roven n-tému ¢lenu (posunuté) Fibonacciho posloupnosti f(n) s pocateénimi
hodnotami f(1) =1 a f(2) = 2. Tuto pomérné zndmou skuteénost neni tézké piipadné dokdzat indukei.

Protoze museji byt vSechna domina v tabulce stejné orientovana a nasledujici fadky nebo sloupce jsou nutné
vydldzdeény ctverecky a dominy stejné jako prvni fadek nebo sloupec, existuje f(10) + f(11) — 1 moznych vydlazdén{
(odecitame 1, abychom nepocitali vydlazdéni samymi ¢tverecky dvakrat). Kazdého mozného obarveni pak muzeme
docilit tak, ze uréime barvu levé horni dlazdice a zbylé dlazdice (¢tverecky a domina) obarvime sti{dave ¢erné a bile.

Vsech moznych obarveni je tedy 2 - (144 4+ 89 — 1) = 464.

Uloha 52. Kaifa se dozvédéla o klouzavych prumeérech. Vzala tak svou oblibenou Fibonacciho posloupnost {F3}72,

kterd spliuje F,, = F,,_1 + F,,_o, pficemz Fy = 0 a F; = 1, a nasledné vytvofila posloupnost klouzavych prumeéru
{my }3292¢ splitujicf my = M Kolik ¢lenti posloupnosti {my,}2°%¢ jsou celd éfsla?

Vysledek. 252
Reseni. Uvézime fakt, ze Zf:o F; = Fiy2 — 1. (Tento vztah lze dokdzat indukci. Prvni krok je Z?:o F,=F=0=
1—1= F5 —1, indukéni krok Zfiol F;=Fp1 + Zf:o F;, = Fyy1+ Fyio — 1 = Fi13 — 1.) Z toho plyne

k kT
T-mp=Fpy+Fp1+- -+ Frs :ZFi_ZFi = Fpy2 — Fjs.
i=0 =0

Ozna¢me d; jako zbytek F; po déleni ¢islem 7. Celoé¢iselnost my je zjevné ekvivalentni 7 | diyo — di—5. Z definice je
ziejmé, ze d; = dj_1 + dj—2 (mod 7), takze snadno spocitdme

{di}720=0,1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1,1,...
Z toho plyne, ze d; mé periodu délky 16. Indexy [ splaujici dj1o = dj—5 (mod 7) jsou prave | = 4,12 (mod 16). To

jsou tedy indexy hledanych m;. Jelikoz 6 <1 < 2024 a 2024 = 126 - 16 + 8, mame feSeni ve tvaru | = 16 - k + 4 pro
1 <k <126 a také teSeni ve tvaru ] = 16 - k + 12 pro 0 < k < 125. Celkem existuje 2 - 126 = 252 feSeni.

Uloha 53. Do kruhové vysece prislusné stredovému thlu o velikosti 60° je vepsana dalsi kruhova vysec¢, do které je
vepsand jesté daldf kruhové vyseé jako na obrdzku. Urtete pomér poloméru nejmensi a nejvétsi vysece.

60°

Visledek. \/@/8
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Reseni. Nejmensi vyse¢ oto¢ime jako na obrazku nize.

60°

Necht m4 stied prvni visece soutadnice (0,0) a pravy vrchol (1,0). Protoze m4 pii této volbé nejvétsi vyse¢ polomér
1, vysledkem tulohy je polomér nejmensi vysece. Diky tomu, ze v bodu dotyku je te¢na kolma na polomeér, lze tento
polomér uré¢it jednoduse jako y-ovou soufadnici pruseciku nejvétstho a prostfedniho oblouku (a na nejmensi vyse¢ uplné
zapomenout). Nejvétsi kruznice m4 rovnici 22 + y? = 1 a prostiedni (z — 1) +3? = (?)2 Odectenim prvni rovnice

od druhé dostdvame 1 — 2x = % — 1, odkud x = g. Z toho plyne y = i@, a jelikoz zaporné feseni v tomto pripadé
nema smysl uvazovat, jedinym fesenim je @.

Uloha 54. Ve véelim tlu je plastev s 2024 Sestitthelnikovymi bunkami. V prostiedni buiice je 1 ml medu a dalsi ¢im
dal plngjsi bunky jsou postupné zaplnény po spirale jako na obrazku az k posledni burice, kterd obsahuje 2024 ml medu.
Veeli kralovna Klarka se rozhodla, ze ze stfedu vybuduje délnici nahoru, v obrazku je vyznacena Sedivé, a pilné vcelky
proto museji z danych bunék odstranit vSechen med. Kolik mililitri medu se musi pfemistit pro vystavbu délnice?

Vysledek. 17928

Reseni. Ozna¢me M,, mnozstvi medu v n-té sedé buiice ve sméru od stiedu plstve, tj. My = 2, My = 9 atd. Podivejme
se na Sestiihelnik tvofeny buinkami ve vzdalenosti piesné n od stiedu. Na projiti jedné jeho strany potiebujeme n
kroku. Na spirdle mezi bunikami s ¢isly M, a M, 1 projdeme pét stran Sestitthelniku vzdéleného n od centra a jednu
stranu Sestithelnika vzdédleného n + 1 od stfedu. Proto plati M,,+; = M,, + 5n + (n+ 1) = M,, + 6n + 1. Posloupnost
pak muzeme prepsat v uzavieném tvaru

M,=6n—1)+1+M, ;="
=6-(n—-L+n—-2)++1)+(n—-1)+M

(n—1)n
2

=3n% —2n+1.

Oznacme déle N pocet viech bunék na délnici (mimo stiedovou). Pldstev md 2024 Sestivhelniki, N je tedy nejvétsi
celé ¢&islo spliujici My < 2024 neboli 3N? — 2N < 2023, coz je ekvivalentni podmince
2 1
N? - SN <674+ =.
3~ + 3
Protoze 27% — % .27 > 729 — 27 > 675, miize byt N nejvyse 26. A vskutku, 262 — % -26 < 676 — 18 < 674, takze N = 26

je hledany pocet dalni¢nich Sestithelniki.
Nyni zbyva spocitat soucet
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1+2Mk—1+32k2—22k‘+21
k=1

:1+§N(N+1)(2N+1)—N(N+1)+N

=1+13-27-53—26-27+ 26
= 17928.

Jinou moznosti, jak spocitat posledni soucet, je prepsat si M} pomoci kombina¢nich ¢isel jako
k—1)k k k+1
Mk=6-(2)+k+1:6(2>+(1_)

a pouzit nésledujici identitu z Pascalova trojihelniku (zndmou téz jako hokejkovd identita)

) () e )= 65)

1+2Mk_1+6§_:( >+ (k 1)

o) (05 )

=27-26-25+14-
= 17928.

Dostaneme

Uloha 55. Kolik ruznych celych &isel se vyskytuje v posloupnosti
12 22 20242
2024 |’ 2024 | 77777 2024 |
kde |z] znaéi nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovné x?

Vysledek. 1519
2

Resend. Jelikoz (n41)2—n? = 2n+1, pro n < 1011 plati (23214)2 — g =2 < 202 ] atedy {(7;3214 J [

2024J
= 506,

7 toho plyne, ze posloupnost {2024 {2(2);4 ey {12001222J obsahuje vSechna celd ¢isla od {WJ =0do L
v prvnich 1012 ¢lenech posloupnosti je tak 507 ruznych prvku.
2 2
Na druhou stranu, pro n > 1012 plati &ED- _ n® 204l 5 2025 o 1 5 4eqy L("H) J > {2024J Z toho

2024 2024 2024 = 2024 2024
plyne, ze kazdy prvek z L12[33123: J , {1200124: J e LQQO(?;: J je v posloupnosti novy (jelikoz je ostte vétsi nez predchozi ¢len
posloupnosti), mezi poslednimi 1012 prvky je vech 1012 prvka ruznych (a jsou také rtzné od prvku v prvni poloviné

posloupnosti).
Celkem tak posloupnost obsahuje 507 + 1012 = 1519 ruznych prvku.

Uloha 56. Kolik existuje uspofadanych ctveric (a,b,c,d) s vzajemné ruznymi prvky a,b,c,d € {1,2,...,17} takovych,
7ze a — b+ ¢ — d je délitelné 177
Visledek. 3808

Resend.  Zkonstruujeme pravidelny 171helnik s vrcholy Pi, ..., Pi7. Jelikoz a—b = d—c (mod 17), vrcholy P,, Py, P., Py
tvofi rovnoramenny lichobéznik s rovnobéznymi zékladnami P,P. a P,Py. Po odebrani kteréhokoli vrcholu sedm-
nactithelnika muzeme zbylych 16 vrcholi sparovat tak, Ze tvori 8 rovnobéznych secek a kazda dvojice takovych tdsecek
definuje lichobéznik (a jemu odpovidajici podmnozinu {a, b, ¢,d}). Existuje 17 - (g) = 476 takovych podmnozin a kazda
podmnozina definuje osm usporadanych ¢tvefic: vybereme, kterd zakladna je P, P, a kterd P, Py, nasledné muzeme
prohodit a s c a b's d, ¢imz dostavame 2 - 2 - 2 = 8 moznosti. Celkem tak mame 8 - 476 = 3808 usporddanych Ctvefic ze
zadani.
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Uloha 57. Méjme obdélnik ABCD a na strané CD bod E takovy, ze 2|DE| = |EC|. Prisecik BD a AE oznacime

jako F. Plati-li |[<AFD| = 45°, urcete pomer (451.

Visledek. YT=2

Reseni. Konfigurace je invariantni vici skélovani; predpokladejme tedy pro jednoduchost |AD| = 4. Oznacime
kolmou projekci F' na AD jako G, stied kruZnice opsané trojihelniku ADF jako O a kolmy prumét O na GF jako
H. Trojihelniky ABF a EDF jsou podobné s pomérem |AB| : |[ED| = 3 : 1, z ¢ehoz plyne |AG| = 3. Potom
|[<DOA| = 2|<DFA| = 90°, coz znamend, ze AOD je pravouhly rovnoramenny trojihelnik. Vzdalenost bodu O od
AB a AD je 2. Diky rovnobéznosti OH a AG méme |OH| = |AG| — 2 = 1. Také plati |HG| = 2, protoze tato délka je
rovna vzdalenosti O od AD. Posledni nezndmou délku strany v trojihelniku HOF oznaéime jako x = |HF|. Podle
Pythagorovy véty plati
?+12=02v2)?2=8 = 2=VT

Jelikoz jsou trojuhelniky DGF a DAB podobné, hledany pomeér je

|IDA| |IDG|] 1 VJ7-2
|AB| |GF| 247 3
D L ... —4C
\\ H
) N = et
G AN T - F
4 908,
3 v
L
A B

Uloha 58. Méjme polynom P(z) stupné 10 s celociselnymi koeficienty takovy, ze mé pouze redlné koreny a P(x) déli

polynom P(P(x) + 2z — 4). Uréete hodnotu %?200264)),

Pozndmka: Pro polynomy s celo¢iselnymi polynomy fekneme, ze P(x) déli polynom Q(z), jestlize existuje polynom
R(x) s celotiselnymi koeficienty spliiujici Q(z) = R(z) - P(x).

Vijsledek.  101° = 10000000000

Reseni. Pokud je r koten P(x), potom také 2r —4, 2(2r —4) —4 = 4r — 12, 2(4r —12) —4 = 8 — 28, ..., 2" — 2”_+2 +4
museji byt koteny P(x). Jelikoz ma P(z) nejvyse 10 redlnych kofent, existuji j > i takova, ze 2ir—2i+2 44 = 279 —2/+244,
Z toho plyne, 7e 2° - (r —4) = 27 - (r — 4), tedy r = 4. Uk4zali jsme tedy, Ze je-li r kofenem P, pak r = 4. Tudiz

P(x) =a- (z —4)'° kde a je redlnd konstanta. Dostavame F}),((2200264)) = (%)10 = 10% = 10000000000.

Uloha 59. José stoji v krouzku 2024 hrac¢u oznacenych ¢&isly 1,2, ...,2024 po sméru hodinovych rucicek, ktefi si
mezi sebou hézi frisbee diskem. Hra¢ na pozici 1 hodi disk hraci na pozici 3, ten hodi disk hrac¢i na pozici 5 a tak
déle. Kazdy tedy hdzi disk hraci vedle svého levého souseda (vynechd tak hrace vedle sebe). Kazdy preskoCeny hrac se
rozzlobi a krouzek opusti. To se opakuje, dokud nezustanou posledni dva hazejici hraci. Pokud chce José zustat jako
jeden z poslednich dvou, na kterou pozici si ma na za¢atku stoupnout? Urcete soucet ¢isel oznacujicich takové pozice.

Vysledek. 2978

Reseni. Pokud hrajf posledni dva hraci, ten, ktery mé disk, jej hézi sdm sobg, a je tak poslednim v krouzku. Abychom
nasli puvodni pozici takového hrace, uvazujeme nasledujici. Pokud je v krouzku 2™ hrac¢u, potom, co disk projde celym
krouzkem, kazdy na sudé pozici krouzek opusti a budeme ve stejné situaci s 2"~ hra¢i. Navic hra¢ na pozici 1 bude
mit opét disk. Z indukce plyne, ze takovy hrac zustane jako posledni. Pokud je v krouzku 2™ + k hracu, po k£ hodech
bude hra¢ s diskem v podobné situaci v krouzku, kde zbyvd 2™ hracu. Takovy hraé byl puvodné na pozici 2k + 1. Mezi
2024 = 1024 + 1000 hraci bude na pozici 2001. Pro druhého hraée z poslednich dvou a poéet hract 2™ + 27! bude
predposledni hrag, ktery zustane ve hie, pivodné na pozici 1. Snadno ovéfime pro mald n. Pro 3, 6 nebo 12 hrécu bude
predposledni hra¢ piivodné na pozici 1. Podobné dle indukce pro 271 + 2712 hricéh ziistane po jednom kole hézeni
v koleéku 2" + 27*1 hracit a hra¢ na pozici 1 bude mit znovu disk. Pokud bude hraét 2" + 2"+ + k, po k hodech
budeme znovu ve znamé situaci, puvodni pozice predposledniho bude opét 2k + 1. Jelikoz 2024 = 1024 + 512 + 488,
pozice piedposledniho hrice bude 977. Odpoved je tak 2001 + 977 = 2978.
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Uloha 60. Ondra si haz{ diskem se tfemi kamarady. Dodrzuji pravidlo, ze nikdo nesmi vratit disk tomu, kdo mu
zrovna pirihral. Ondra zacinal a po deseti hodech skon¢il disk zase u néj. Kolika ruznymi zpusoby k tomu mohlo dojit?

Vysledek. 414

Regeni. Spoc¢téme viechny mozné posloupnosti piihravek bez ohledu na podminku, ze Ondra musf byt posledni. Na
zacatku ma Ondra tfi moznosti, komu disk hodit. Kazdy dalsi ¢lovek ma dvé moznosti podle pravidla, které si urcili.
Pokud probéhlo n hod®, mame 3 - 2~ moznosti.

Oznac¢me ¥,, pocet vech moznych posloupnosti n hodii s Ondrou na konci. V n-tém hodu je celkem 3-2"~! moznosti,
nékteré posloupnosti lze protdhnout nahranim Ondrovi. Posloupnosti, u kterych to nejde, jsou pfesné ty, kde ma Ondra
disk po n-tém nebo (n—1). hodu, protoze ho pak musi hodit nékomu jinému. Téch je y,,, respektive 2y, 1. Proto plati
Ynt1 =3 2n=1 — Yn — 2Yn—1.

Je jednodussi primo spocitat prvnich deset ¢lent posloupnosti nez hledat explicitni vyjadieni. Z y; =0ays =0 a

rekurence Y11 = 3- 2"t —y, — 2y,_1 dostdvdme y3 =3-2' —0—-0=6,ys =3-22—-6=6,y5 =3-23 -6 — 12 =6,
Ye = 3-2 -6 -12=30,y7 =3-2°-30—12 =54, yg = 3-20 — 54 — 60 = 78, yg = 3-27 — 78 — 108 = 198,
Y10 =328 — 198 — 156 = 414.
Alternativni 7e§eni. Uvazujme posloupnost n hodu s Ondrou na zac¢dtku i na konci, ale nikde mezi tim. Pokud se to
stane na zac¢atku hry, Ondra muze nahrit tfem kamarddum, v dalsim hodu jsou na vybér dva kamaradi a pak jsou
piihravky uréené jednoznacné. Pokud takova situace nastane uprostied hry, pak jeden z kamardadu nahraje Ondrovi a
ten si muze vybrat jen ze dvou moznosti, dalsi v pofadi pak zase ze dvou moznosti.

Takova posloupnost n nahravek nemuze byt kratsi nez 3, proto sta¢i uvazovat vSechny rozklady 10 na soucet, kde
jsou v8echny scitance vétsi nez 2. To spliuji nasledujici moznosti 10, 3+7,7+3,6+4,44+6,5+5,34+3+4,3+4+3
a 4 + 3 + 3. Rozklad 10 ddva 6 moznosti, rozklady s dvéma ¢astmi daji 6 - 4 moznosti, tedy celkem 5 - 6 - 4. Kone¢né je
6-4 -4 moznosti pro rozklady se tfemi ¢dstmi, tedy 3-6-4-4 celkem. Dohromady je to 6-(14+5-44+3-4-4) = 6-69 = 414
moznosti.

Uloha 61. Na strané AB trojihelnika ABC lezi bod D takovy, ze |[<ACD| = 11,3° a |[<DCB| = 33,9°. Dale
|<CBA| = 97,4°. Urcete velikost <AED, kde E je bod na AC splaujici |[EC| = |BC.
Vysledek. 41,3°

Reseni. Pro jednoduchost oznac¢me a = 11,3° a 3 = 97,4°, potom |<DCB| = 3a. Déle necht F je takovy bod na
piimce AB ruzny od B, ze |CB| = |CF)|.

Ae

DT\ B

Spocitdme |[<BCF|, méme |<FBC| = 180° — 5 a ABCF je rovnoramenny, z ¢ehoz plyne |[<BCF| = 180° —2|<F BC| =
28 — 180°. Zaroven
|<ECF|=a +3a+26 — 180° = 4-11,3° + 2 - 97,4° — 180° = 60°.

Jelikoz |CF| = |CB|, coz se rovnd |C'E| ze zaddni, ACEF je rovnostranny.
Déle ukdzeme, ze |FC| = |FD]|. Jelikoz |[<DCF| = 60° — « a |[<CFD| = 180° — 3, dostavame

|<FDC| = 180° — (60° — ) — (180° — B) = ac + B — 60° = 48,7° = 60° — o = |<DCF|,

z ¢ehoz plyne, ze ACDF je rovnoramenny a |F'C| = |FD|. Dohromady s faktem, ze ACEF je rovnostranny, tak
dostdvame, ze |FC| = |FE| = |FD|; jinak teceno body C, E a D lezl na kruznici se stfedem F. Z toho plyne, ze
|<CDE| = 1|<CFE| =30° a |[<DEC| = 180° — o — 30°. Nakonec

|<AED| = 180° — |[<DEC| = 30° + o = 41,3°.
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Uloha 62. Redlnd ¢islaa >b> 1 spliiuji nerovnost
(ab+1)? + (a +b)* < 2(a+b)(a® —ab+ b* +1).

a—>b

b—1"

Urcete nejmensi moznou hodnotu

. 1L V2
Vysledek. B3

Regeni. Zadanou nerovnost preuspofadéme
(ab+1)? 4 (a +b)* < 2(a+b)(a® — ab+b* + 1),
0<2a®+2b% —a?b? —a? —b® —4ab+2a+2b—1,
0<(a?—2b+1)(=b*+2a —1).
Jelikoz a > b > 1, plati a? > b2 a dostdvame tak a2 —2b+1 > b? —2b+1 = (b— 1)2 > 0. Z toho pro druhou zévorku
plyne
b2 4+2a—1>0,
20 —2b>b% —2b+1,
2(a—b) > (b—1)%
Va—b > 1
b—1 — 2
Dostavame hodnotu 1/+/2. Jesté musime ovéfit, ze této hodnoty lze dosdhnout vhodnou volbou a, b. Pokud chceme,

aby v zévéretné nerovnosti nastala rovnost, musf platit —b? 4+ 2a — 1 > 0 neboli a = (b* + 1)/2; jednou moznou volbou
jetedy a=5/2ab=2.

Uloha 63. Vzajemné ruznd nenulova celd ¢isla z, y, z spliujf

-0 w-1, -V _ @1, g-1 -1

z x Y y z x

Jaka je nejmensi mozna hodnota |64z + 19y + 4z|7
Vysledek. 7

Reseni. Symbolem chc Q(z,y, z) budeme oznacovat sumu ti{ ¢lent, z nichz druhy a tfeti dostaneme jednou, resp.
dvéma aplikacemi cyklické zamény x — y — z — x; to znamend, ze chc Q(z,y,2) = Qx,y,2) + Qy, z,x) + Q(z, x, y).
Kdyz zadanou rovnici vyndsobime zyz a preusporadame, dostavame

P(a,y,z) = a(e = 1)*(y = 2) +y(y = D’z —2) + 2(z = V(@ —y) = Y _a(z —1)*(y—2) = 0.

cyc

Polynom P je nulovy, plati-li v =y, y = 2 nebo z = x, takze musi byt délitelny (z —y)(y —2)(z —2) = -, 2%(z —y).

Jelikoz stupeil P(z,y,2) je 4 a stupet > . 2(z —y) je 3, musf byt zbyvajici ¢initel linedrni:

P(z,y,z (Zw Z—y ) (ax + by +cz+d).

cyc
Jesté si upravime levou stranu rozndsobenim a vyuzitim rovnosti chc x(y—z)=ay—zz+yz —yxr+zx —zy =0:
P(z,y,2) = (2% y—2) -2 (y—2) +a(y—2)) =Y («*(y — 2) = 2% (y — 2)) +0.
cyc cyc

Proto musi platit

Z(xg(yfz)f2x (Zx z—y ) (ax + by +cz+d).

cyc cyc

Porovnanim élenti obsahujicich 23 dostavame x3(y — z) = 2%(2 — y) - ax, takie a = —1; podobné také b = ¢ = —1.
Porovnénim dal§ich élenti ziskdme —2x2(y — z) = 2%(z — y) - d neboli d = 2. Tim dostdvdme pro P vyrazné jednodussf
vyjadieni:
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P(a,y,z)=(x—-y)ly—2)(z-2)2-2—-y—2)=0.

Puvodni rovnost ze zadédni je tedy ekvivalentni nulovosti jedné z téchto ¢ty zavorek. Jelikoz ale predpokladame, ze
x,y, z jsou vzajemné ruznd, dostavame x +y + z = 2.
Nyni zbyva najit nejmensi hodnotu |64z 4+ 19y + 4z| za této podminky. Odectenim 4(x + y + z) — 8 = 0 dostdvdme

|64z + 19y + 4z| = [15 - (4z + y) + 8.

Protoze je 4z + y celé &islo, vidime, ze vyraz nabyva minima pro 4z +y = —1. (Toho lze dosdhnout napiiklad volbou
(z,y,2) = (—2,7,—3).) Touto nejmens{ moznou hodnotou je |—-15+ 8| = 7.
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