
Úloha 1. Hra funguje tak, že v každom kole źıska jeden z hráčov
”
v́ıt’azný bod“. Hra konč́ı v momente, ked’ niektorý

z hráčov źıska 10 v́ıt’azných bodov. Kol’ko najviac kôl môže mat’ Hra, ked’ ju hrá 5 hráčov?

Výsledok. 46

Riešenie. Na konci Hry má jeden hráč 10 bodov, kým ostatńı majú každý najviac 9 bodov. Dokopy teda mohlo byt’

najviac 10 + 4 · 9 = 46 kôl.

Úloha 2. Mǐso má štyri karty s ciframi 1, 2, 3 a 6. Chce z nich poskladat’ dve č́ısla A a B tak, že použije každú kartu
práve raz a aby č́ıslo A bolo násobkom č́ısla B, napr. A = 36 a B = 12. Kol’kými spôsobmi to vie urobit’?

Výsledok. 21

Riešenie. Rozĺı̌sime dva pŕıpady:

1. Č́ıslo B je jednociferné a A trojciferné. Možné hodnoty B sú:
1: č́ıslo A môže byt’ l’ubovol’ná permutácia 2, 3, 6 → 6 možnost́ı.
2: A muśı končit’ na 6 → 2 možnosti.
3: A má ciferný súčet delitel’ný 3 bez ohl’adu na usporiadanie cifier → 6 možnost́ı.
6: A má ciferný súčet delitel’ný 3 bez ohl’adu na usporiadanie cifier, muśı však navyše končit’ na 2 → 2 možnosti.

2. Č́ısla A aj B sú dvojciferné. Potom vieme povedat’, že A : B je menej ako 6. Vyskúšame jednotlivé možnosti:
1: Nedá sa, lebo A ̸= B.
2: A konč́ı na 2 alebo 6. V prvom pŕıpade B konč́ı na 1 alebo 6, v druhom nutne na 3. Zajvne A > B, takže

cifra na mieste desiatok muśı byt’ väčšia v č́ısle A. L’ahko oveŕıme, že aj A = 62, B = 31, aj A = 32, B = 16,
aj A = 26, B = 13 vyhovujú → 3 možnosti.

3: Aby bolo A dost’ vel’ké, zač́ına cifrou 3 alebo 6. Zároveň muśı byt’ A násobok 3, takže obsahuje aj 3, aj 6.
Vyhovuje aj A = 36, B = 12, aj A = 63, B = 21 → 2 možnosti.

4: Aby bolo A dost’ vel’ké, muśı zač́ınat’ cifrou 6. Aby bolo A párne, muśı končit’ 2. Nedá sa, ked’že 62 nie je
násobok 4.

5: Aby bolo A násobok 5, muśı končit’ na 0 alebo 5, čo sa nedá.

Dokopy dostávame 21 možnost́ı.

Úloha 3. Na obrázku sa nachádzajú štyri štvorce, pričom na jednom z nich je vyznačený jeho obsah 8. Aký je obsah
najväčšieho štvorca?

8

Výsledok. 18

Riešenie. Pomer d́lžok strán štvorcov na obrázku je 3 : 2 : 1, preto obsah najväčšieho z nich je
(
3
2

)2 · 8 = 18.

Úloha 4. V parku sa jedného dňa stretli kentauri, matematici a straky. Spoč́ıtali sme, že v tomto parku sa nachádza
dokopy 15 chvostov a 94 rúk. Kol’ko bolo v tomto parku nôh?

Poznámka: Straka nemá žiadne ruky, má však dve nohy a jeden chvost, matematik má dve ruky a dve nohy, ale
žiaden chvost a kentaur má dve ruky, štyri nohy a jeden chvost.

Výsledok. 124

Riešenie. Označme počet kentaurov, matematikov a strák ako k, m a s v tomto porad́ı. Na základe informácie o
počte chvostov možno usúdit’, že s+ k = 15, a podl’a počtu rúk zas 2m+ 2k = 94. Počet nôh môžeme vyjadrit’ ako
4k + 2m+ 2s, čo je 2(s+ k) + (2m+ 2k) = 30 + 94 = 124.

Úloha 5. V telev́ızii sú tri kanály označené ako 1, 2 a 3. Z každého kanála sa dá prepnút’ len na kanál s č́ıselným
rozdielom práve 1, teda napŕıklad z kanála 1 sa dá prepnút’ len na kanál 2. Ak Viki zač́ına na druhom kanáli a prepne
kanál jedenást’krát, kol’ko rôznych postupnost́ı kanálov vie dostat’?

Výsledok. 64

Riešenie. V postupnosti sa bude nachádzat’ 12 kanálov, pričom na nepárnych poźıciách to vždy bude druhý kanál.
Zvýši tak 6 poźıcíı, na každej z ktorých sa môže vyskytnút’ prvý alebo tret́ı kanál, takže dostaneme 26 = 64 postupnost́ı.
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Úloha 6. Mǐsko si nakreslil dva zhodné obd́lžniky a potom si v obrázku označil dva uhly. Jeden z nich aj odmeral a
jeho vel’kost’ zaṕısal do obrázka. Akú hodnotu by nameral, keby odmeral druhý uhol?

234◦

?

Výsledok. 27◦

Riešenie. Označme si body ako na obrázku nižšie. Spoločná uhlopriečka AB rozpol’uje uhol ∢FBD, a preto máme

|∢FBA| = 360◦ − 234◦

2
= 63◦.

Naviac, ked’že čiarkovaná úsečka EF je rovnobežná s AB, plat́ı |∢EFB|+ |∢FBA| = 180◦. Avšak vd’aka tomu, že
∢AFB je pravý, pre hl’adaný uhol plat́ı

α = 180◦ − 90◦ − 63◦ = 27◦.

A

E F

B

C D

234◦
63◦

α

Úloha 7. Aká je hodnota výrazu x3 − 14x+ 2024, ak x2 − 4x+ 2 = 0?

Výsledok. 2016

Riešenie. Ked’ od x3 − 14x+2024 odč́ıtame x · (x2 − 4x+2) = 0, dostaneme 4x2 − 16x+2024. Ked’ od tohto výsledku
odč́ıtame ešte 4 · (x2 − 4x+ 2) = 0, dostaneme 2016, čo je hl’adané riešenie.

Úloha 8. Lukáš si zvolil celé č́ıslo n a naṕısal počet jeho párnych cifier, nepárnych cifier, a celkový počet cifier. Ked’

tieto č́ısla preč́ıtal ako jedno, ignorujúc pŕıpadné nuly na začiatku, źıskal opät’ č́ıslo n. Aké najmenšie č́ıslo si Lukáš
mohol zvolit’?

Pŕıklad: Ak Lukáš zoberie č́ıslo 2024, tak počet párnych cifier je 4, počet nepárnych je 0 a počet všetkých je 4.
Takže preč́ıta 404.

Výsledok. 123

Riešenie. Lukášovo č́ıslo n nemôže byt’ jednociferné, lebo jeho cifra by bola párna alebo nepárna, takže by zaṕısal
aspoň dvojciferné č́ıslo. Podobne nemohlo byt’ jeho č́ıslo dvojciferné, lebo by končilo na cifru 2, ktorá je párna. Č́ıslo n
teda malo aspoň tri cifry.

Aké trojciferné č́ıslo si Lukáš mohol zvolit’? Ked’že malo tri cifry, muselo končit’ na 3 a súčet prvej a druhej cifry
musel byt’ tiež 3. Dostávame tri možnosti: 123, 213, 303. Všetky tri sa preṕı̌su na 123, vrátane č́ısla 123. To je teda
najmenšie možné Lukášovo č́ıslo.
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Úloha 9. Pohorie Dva kopce vyzerá zboku ako pät’uholńık, ktorý vid́ıte na obrázku. Poznáte vyznačené d́lžky strán a
vel’kosti uhlov. Určte a+ b.

60◦

60◦

60◦

60◦

11

4
2

a

b

Výsledok. 16

Riešenie. K pät’uholńıku pridáme rovnobežńık ako na obrázku, č́ım z neho sprav́ıme rovnostranný trojuholńık.

60◦

60◦

60◦

60◦

11

4

2

a b

60◦
2

a

Potom zjavne 11 = 4 + a = 2 + b, takže a = 7 a b = 9. Odtial’ a+ b = 16.

Úloha 10. V pesničke Kopala studienku dievčina kopala studienku a pýtala sa, či je taká hlboká, aká je široká.
Studienka je valec, ktorého výšku nazývame h́lbka, a ktorého priemer podstavy nazývame š́ırka. Dievčina vie, že za

týždeň dokáže vykopat’ studienku, ktorá má správnu š́ırku, ale len tretinovú h́lbku. Našt’astie je poruke Janko Matúška,
ktorý za týždeň dokáže vykopat’ studienku správnej h́lbky, ale len polovičnej š́ırky. Vieme, že čas kopania je priamo
úmerný objemu vykopanej hliny. Kol’ko dńı budú musiet’ kopat’ spolu, aby mala ich studňa správnu h́lbku aj š́ırku?

Výsledok. 12

Riešenie. Čas je úmerný objemu vykopanej hliny. Pre studňu s h́lbkou h a š́ırkou s je jej objem V = π
4 · s2 ·h. Dievčina

teda vykope za týždeň π
4 · s2 · h

3 = 1
3V , čo dáva 1

21V za deň. Janko Matúška za týždeň vykope π
4 · ( s2 )

2 · h = 1
4V , čo je

1
28V za deň. Dokopy za deň vykopú (

1

21
+

1

28

)
V =

4 + 3

3 · 4 · 7
V =

1

12
V.

Výkop celej studne im teda bude trvat’ 12 dńı.

Úloha 11. Marek má tabul’ku 10× 10 štvorčekov so stranou 1. Rozhodol sa, že do nej vyznač́ı všetky úsečky d́lžky√
5, ktoré spájajú vrcholy štvorčekov. Kol’ko úsečiek muśı vyznačit’?

Výsledok. 360

Riešenie. Začnime pozorovańım, že každá úsečka spájajúca dva vrcholy štvorčekov je vlastne uhlopriečka obd́lžnika
s celoč́ıselnými d́lžkami strán. (Ešte sú aj vodorovné a zvislé úsečky, tie však majú celoč́ıselnú d́lžku strán, a teda nás

nezauj́ımajú.) Aby mala uhlopriečka d́lžku
√
5, muśı byt’ aspoň jedna strana obd́lžnika rovná 1, inak bude mat’ d́lžku

aspoň
√
22 + 22 =

√
8 >

√
5. L’ahko dopoč́ıtame, že druhá strana obd́lžnika muśı byt’ 2.

Takže každý obd́lžnik 2× 1, resp. 1× 2 obsahuje práve dve úsečky, ktoré chce Marek vyznačit’. Pre zvislý obd́lžnik
máme 10 st́lpcov, do ktorých ho môžeme umiestnit’. V každom st́lpci máme 9 možných poźıcíı, dokopy teda 90 zvislých
obd́lžnikov. Rovnako vieme dopoč́ıtat’, že vodorovných obd́lžnikov bude tiež 90. Celkovo máme 90+90 = 180 obd́lžnikov
po 2 úsečky, čiže 360 úsečiek d́lžky

√
5.
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Úloha 12. Navzájom rôzne nenulové cifry Š, A, C, H sṕlňajú

2024 +HAHA = ŠACH.

Aká je najväčšia možná hodnota štvorciferného č́ısla ŠACH?

Výsledok. 5963

Riešenie. Ked’že ŠACH a HAHA majú rovnakú cifru na mieste stoviek a 2024 má na mieste stoviek 0, pri sč́ıtańı
na mieste desiatok nedochádza k prechodu cez desiatku. Takže 24 + HA = CH a H + 2 = Š. Zároveň však pri
sč́ıtańı A+ 4 muśı dôjst’ k prechodu cez desiatku, inak C = H + 2 = Š, čo nemôže nastat’, lebo cifry sú rôzne. Takže
H = A + 4 − 10 = A − 6 a potom Š = A − 4 a C = A − 3. Odtial’ dostávame, že ŠACH je 3741, 4852 alebo 5963.
Najväčšie je č́ıslo 5963.

Úloha 13. Zebrouholńık je obd́lžnik na obrázku so stranami 14 a 8. Jeho uhlopriečka je rozdelená na 7 úsečiek
rovnakej d́lžky. Určte obsah vyfarbenej časti.

14

8

Výsledok. 48

Riešenie. Zebrouholńık je rozdelený na 14 trojuholńıkov – 8 bielych a 6 vyfarbených. Všetky tieto trojuholńıky majú
rovnakú základňu aj rovnakú výšku. Preto majú aj rovnaký obsah. Obsah sivej časti tak je 6

14 = 3
7 z obsahu obd́lžnika.

Dostávame 3
7 · 8 · 14 = 48.

Úloha 14. Do matematického krúžku chod́ı niekol’ko chlapcov a dievčat. Ak by sa k nim jedno dievča pridalo a 20%
chlapcov odǐslo, bude do krúžku chodit’ rovnako vel’a chlapcov ako dievčat. Avšak, ak by naopak jedno dievča z krúžku
odǐslo a neskôr sa počet dievčat v krúžku zvýšil o 30%, opät’ bude chlapcov a dievčat rovnako. Kol’ko det́ı chod́ı do
matematického krúžku dokopy?

Výsledok. 116

Riešenie. Označme počet dievčat d a počet chlapcov c. Zadanie nám dáva dve rovnice:

d+ 1 =
8

10
c,

13

10
(d− 1) = c.

Dosadeńım c = 13
10 (d− 1) do prvej rovnice dostaneme

d+ 1 =
8

10
· 13
10

(d− 1) =
26

25
(d− 1).

Odtial’ l’ahko vyjadŕıme, že 1 + 26
25 =

(
26
25 − 1

)
d. Takže d = 51. Počet chlapcov potom dopoč́ıtame ako 13

10 · 50 = 65.
Dokopy máme 51 + 65 = 116 det́ı.

Úloha 15. Ivka si zápalky usporiadala a označila rovnako ako na obrázku, aby tvorili 9 štvorcov. Odstráneńım troch
zápaliek sa počet štvorcov zńıži na 5 a každá zápalka ostane súčast’ou strany aspoň jedného štvorca. Nájdite maximálny
súčet č́ısel priradených zápalkám, ktoré takto môžeme odstránit’.

1 2 3

4 5 6 7
8 9 10

11 12 13
14 15

16 17 18
19 20
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Výsledok. 50

Riešenie.
Na obrázku vid́ıme 7 štvorcov so stranou 1 a dva štvorce so stranou d́lžky 2. Aby sme zńıžili počet štvorcov na 5,

treba odstránit’ 4 štvorce. Aby sme odstránili štvorec ohraničený zápalkami s č́ıslami 3, 6, 7 a 10, je potrebné odstránit’

aspoň 3 zápalky. Tým by sme však ubrali len jeden štvorec. Teda tento štvorec muśı ostat’ zachovaný. Aby ostal
zachovaný, nesmieme tiež v žiadnom pŕıpade odstránit’ zápalku s č́ıslom 6.

Odstránenie zápalky 11 alebo 13 vedie k odstráneniu oboch vel’kých štvorcov a jedného malého. Dostaneme tak dva
možné pŕıpady:

• Ak zoberiem zápalku s č́ıslom 11, potom môžeme zobrat’ súbežne dvojicu s č́ıslami 12 a 13 alebo dvojicu s č́ıslami
18 a 20.

• Ak zoberiem zápalku s č́ıslom 13, potom môžeme zobrat’ súbežne dvojicu s č́ıslami 1 a 4, dvojicu 11 a 12 alebo
dvojicu s č́ıslami 16 a 19.

Z týchto možnost́ı dostaneme najvyšš́ı súčet výberom 11, 18 a 20 so súčtom 49.
Zápalky 5, 12, 17, 3, 7 a 10 sú jediné, ktoré nie sú súčast’ou vel’kých štvorcov. Ked’že 3, 7 a 10 nemôžeme zobrat’, na

výber nám ostávajú len 5, 12 a 17. Výber tejto trojice však nesṕlňa požadované vlastnosti, teda bude nutné odstránit’

aspoň jeden vel’ký štvorec.
Zápalku s č́ıslom 6 nemôžeme zobrat’ a potrebujeme odstránit’ aspoň jeden vel’ký štvorec, nuž muśıme zobrat’ aspoň

jednu z nasledujúcich dvoj́ıc: 18 a 20, 16 a 19 alebo 1 a 4. Realizácia takéhoto výberu odstráni okrem vel’kého štvorca
práve jeden malý, a teda výberom poslednej zápalky muśıme odstránit’ d’aľsie dva štvorce. Prejdime si teraz opät’ naše
možnosti:

• V pŕıpade, že zoberieme 1 a 4, najviac vieme dostat’ súčet 49 (1 + 4 + 20), čo je menej ako nájdených 49.
• V pŕıpade, že zoberieme 16 a 19, najviac vieme dostat’ súčet 48 (13 + 16 + 19), čo je menej ako nájdených 49.
• V pŕıpade, že zoberieme 18 a 20, najviac vieme dostat’ súčet 50 (12 + 18 + 20).

Najväčš́ı súčet, ktorý vieme dostat’, je 50.

Úloha 16. Lukáš má fl’ašu vysokú 21. Pozostáva z valca vysokého 16 a nepravidelného útvaru, ktorý tvoŕı hrdlo fl’aše.
Lukáš fl’ašu čiastočne naplnil vodou tak, že siahala do výšky 13. Ked’ fl’ašu zatvoril a obrátil naopak, voda siahala do
výšky 14. Kol’ko percent objemu fl’aše zaberá voda?

21

14
13

16

Výsledok. 65

Riešenie. Označme r polomer základne valca. Z prvého pozorovania vieme, že objem vody vo fl’aši je 13πr2. Z druhého
pozorovania vieme, že objem vzduchu vo fl’aši je (21− 14)πr2 = 7πr2. Celkový objem fl’aše je teda (13 + 7)πr2 = 20πr2.
Výsledné percentá dostaneme ako

13πr2

20πr2
=

13

20
= 65%.

Úloha 17. Lukáš žije v Šest’uholńıkove, v meste, ktorého ulice sú všetky dlhé 1 km a tvoria strany troch pravidelných
šest’uholńıkov. Lukáš chce najprv vyzdvihnút’ svoju priatel’ku Teri a potom s ňou ı́st’ do kina. Na obrázku Lukáš zač́ına
v bode A, Teri býva v bode B a kino sa nachádza v bode C. Lukáš nechce ı́st’ tou istou ulicou dvakrát. Zistite súčet
d́lžok všetkých rôznych ciest, ktorými mohol Lukáš ı́st’.

A

C

B
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Výsledok. 28

Riešenie. Existujú štyri cesty z A do B, ktoré neprechádzajú cez C. Pre dve z nich neexistuje žiadna cesta do C, po
ktorej by Lukáš neprešiel druhýkrát tou istou ulicou. Pre jednu cestu existuje práve jedna do bodu C. A pre poslednú
existujú dve cesty do bodu C. Dohromady teda existujú tri rôzne cesty. Dve majú d́lžku 10 a jedna má d́lžku 8, súčet
je 28.

Úloha 18. Danko a Viktor sa prechádzajú po dvoch okružných trasách, ako je vyznačené na obrázku. Medzi každými
dvomi zastávkami na jednotlivých trasách im trvá prejst’ práve 1 minútu, zač́ınajú v miestach označených š́ıpkami a
postupujú v ich smere. Po kol’kých minútach sa prvýkrát stretnú?

Výsledok. 44

Riešenie. Nech Dankovou trasou je tá, ktorú trvá prejst’ 14 minút, a Viktorovou tá, ktorú trvá prejst’ 12 minút.
Existujú práve dva body, kde sa môžu stretnút’. Stretnút’ sa môžu v l’avom bode, ak Danko prejde svoj okruh d-krát a
Viktor v-krát. V tomto bode sa stretnú, ak

14d+ 2 = 12v + 8.

Úpravou dostaneme, že 7d = 6v + 3, na základe čoho 7 | 6v + 3. Skúšańım v ∈ {0, 1, 2, . . . } zist́ıme, že dvojica
(d, v) = (3, 3) je najmenš́ım riešeńım. Podobne vieme takéto niečo zostavit’ aj pre pravý bod stretnutia, kde

14d+ 5 = 12v + 3,

a úpravami dostaneme, že 7d = 6v−1. Z toho potom 7 | 6v−1 a zjavne v ≥ 6. Stretnú sa teda prvý raz po 14 ·3+2 = 44
minútach.

Úloha 19. Kladné celé č́ısla a, b a c sṕlňajú rovnice√
a2 + b2 − 172 = c,√
c2 + b2 − 220 = a.

Aká je najväčšia možná hodnota výrazu a+ b+ c?

Výsledok. 26

Riešenie. Umocneńım oboch rovńıc a ich následným sč́ıtańım dostaneme 2b2 = 392. Ked’že b muśı byt’ kladné, b = 14.
Doplneńım tejto informácie do prvej rovnice dostaneme a2 + 24 = c2. Teraz c2 − a2 = (c− a)(c+ a) = 24 je párne, a
teda aj d = c− a muśı byt’ párne. Ak d = 6, tak (c− a)(c+ a) ⩾ d(d+ 2), čo bude prinajmenšom 48, čo je viac ako 24.
Ako pŕıpustné možnosti ostávajú d = 2 a d = 4. V prvom pŕıpade a+ c = 12, z čoho a = 5 a c = 7. V druhom pŕıpade
a+ c = 6 a následne a = 1 a c = 5. Najväčš́ı možný súčet a+ b+ c je 5 + 14 + 7 = 26.

Úloha 20. Timka si nakreslila kruh, ktorému vṕısala a oṕısala pravidelné šest’uholńıky. Aká čast’ obsahu oṕısaného
šest’uholńıka je tvorená vṕısaným šest’uholńıkom?

Výsledok. 3
4
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Riešenie. Rozdeleńım plochy na zhodné trojuholńıky ako na obrázku l’ahko zist́ıme, že riešenie bude 18
24 = 3

4 .

Iné riešenie. Nech r je polomerom kruhu. Šest’uholńık sa dá rozdelit’ na 6 rovnostranných trojuholńıkov, pričom tie
patriace vṕısanému šest’uholńıku majú výšku 1

2r
√
3 a patriace oṕısanému r. Preto koeficient podobnosti bude k = 1

2

√
3

a obsahy budú v pomere k2 = 3
4 .

Úloha 21. Narodeniny n nazveme štvorcové, ak sú aspoň druhé a pre všetky prvoč́ısla p, ktoré delia n, plat́ı, že aj p2

deĺı n. Napŕıklad n = 8 = 23 je štvorcové, ale n = 56 = 8 · 7 nie je štvorcové. Korytnačka Kika oslávila 196. narodeniny.
Kol’ko štvorcových narodeńın si Korytnačka Kika zažila za svoj život?

Výsledok. 20

Riešenie. Všetky štvorcové narodeniny musia obsahovat’ len druhé a vyššie mocniny prvoč́ısel. Množina všetkých
druhých a vyšš́ıch mocńın prvoč́ısel menš́ıch alebo rovných 196 je S = {4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 125, 128, 144, 169, 196}.
Všimnime si, že súčin dvoch a viacerých č́ısel z množiny S väčš́ıch ako 27 bud’ patŕı do S, alebo je väčš́ı ako 196. Z č́ısel
menš́ıch alebo rovných 27 len 8 a 27 nie sú štvorce. Zvyšné sú štvorce a ich súčinom sa zachováva, že sú štvorce, teda
tieto súčiny bud’ už patria do S, alebo sú väčšie ako 196. Zo súčinov obsahujúcich 8 a 27 vieme vyprodukovat’ mimo S
len 27 · 4 = 108 a 8 · 9 = 72. Celkovo nájdeme 18 + 2 = 20 vyhovujúcich č́ısel.

Úloha 22. Sút’až Elektrický náboj má za sebou už 10 úspešných ročńıkov. Plat́ı, že v n. ročńıku bolo na sút’aži n+ 2
úloh oč́ıslovaných č́ıslami 1 až n+ 2. Do jedenásteho ročńıka sút’aže sa rozhodli organizátori vybrat’ po jednej úlohe
z každého z predošlých ročńıkov tak, aby úlohám zostali pôvodné č́ısla a zároveň v jedenástom ročńıku mali úlohy č́ısla
1 až 10. Kol’kými rôznymi spôsobmi to vedia spravit’, ak sa doteraz úlohy neopakovali?

Výsledok. 13122

Riešenie. Z prvého ročńıka vedia organizátori vybrat’ l’ubovol’nú z 3 úloh. Z druhého ročńıka majú na výber 4− 1 = 3
úlohy, pretože jedno č́ıslo už zabrala úloha z prvého ročńıka. Môžeme si všimnút’, že z n. ročńıka je vždy n− 1 č́ısel už
zabraných úlohami z predošlých ročńıkov, takže máme (n+ 2)− (n− 1) = 3 možnosti. To plat́ı až po ročńık 9, nie
vrátane. Vtedy je 8 č́ısel zabraných a navyše organizátori nevedia použit’ úlohu 11. Majú teda len 2 možnosti. Podobne
z desiateho ročńıka majú na výber len jedinú úlohu, ked’že 9 č́ısel už vybrali a 11 ani 12 použit’ nemôžu. Spolu majú
38 · 2 · 1 = 13122 možnost́ı.

Úloha 23. Kladné celé č́ıslo vyhovuje podmienke, ked’ zač́ına cifrou 1 a zároveň z neho presunut́ım tejto cifry na
koniec č́ısla dostaneme trikrát väčšie č́ıslo. Aké najmenšie č́ıslo vyhovuje podmienke?

Napŕıklad č́ıslo 174 nevyhovuje, lebo 741 ̸= 3 · 174.
Výsledok. 142857

Riešenie. Ked’ poznáme poslednú cifru trojnásobku, vieme pôvodné č́ıslo zrekonštruovat’ od konca. Konkrétne:

. . . x · 3 = . . . 1 → x = 7,

. . . y7 · 3 = . . . 71 → y = 5,

. . . z57 · 3 = . . . 571 → z = 8,

. . . t857 · 3 = . . . 8571 → t = 2,

. . . s2857 · 3 = . . . 28571 → s = 4,

. . . r42857 · 3 = . . . 428571 → r = 1.
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Skôr skončit’ nemôžeme, lebo by č́ıslo nezač́ınalo cifrou 1. L’ahko si oveŕıme, že 428571 = 3 · 142857.
Iné riešenie. Každé n-ciferné č́ıslo zač́ınajúce jednotkou vieme naṕısat’ ako 10n−1 + a, kde a je nejaké (n− 1)-ciferné
č́ıslo. Presunut́ım cifry 1 na koniec dostaneme č́ıslo 10a+ 1. Potrebujeme teda vyriešit’ rovnicu

10a+ 1 = 3 · (10n−1 + a).

Vieme ju ekvivalentne upravit’ na 3 · 10n−1 − 1 = 7a. Na l’avej strane máme č́ıslo zač́ınajúce cifrou 2, za ktorou sú samé
cifry 9. Začneme delit’ č́ıslo 299 . . . č́ıslom 7 a pridávame deviatky, kým nám nevyjde zvyšok 0. Dostaneme tak č́ıslo
a = 42857. Pôvodné č́ıslo potom bolo 142857.

Úloha 24. Džavo uložil dve dvojice zhodných štvorcov (s kladnými d́lžkami strán) tak, ako je znázornené na obrázku.
Dva vyznačené body sú vo vzdialenosti 1. Aký je súčet obsahov všetkých štyroch štvorcov?

1

Výsledok. 58

Riešenie. Označme ako x stranu menšieho štvorca. Z Pytagorovej vety pre sivý pravouhlý trojuholńık vieme, že

(2x)2 + (1 + x)2 = (1 + 2x)2.

To vieme zjednodušit’ na x2 = 2x, čoho jediným kladným riešeńım je x = 2. Hl’adanou odpoved’ou je preto 2·(22+52) = 58.

1 x

x

Úloha 25. Lezec David je spúšt’aný z vrchu zvislej steny. To znamená, že je priviazaný na jednom konci lana, ktoré
prechádza pevným bodom na vrchu steny a odtial’ spät’ zvislo dole k Baške, ktorá lano drž́ı a opatrne púšt’a tak, aby
David nespadol. Lano je pružné, takže jeho zat’ažená čast’ (od Davida po Bašku) je napnutá tak, že sa natiahla o 20%.
Navyše je uprostred lana značka, ktorá sa dostala na Davidovu úroveň, ked’ bol v tretine výšky steny nad zemou.
Našt’astie bolo lano dost’ dlhé, a ked’ sa David ocitol na zemi (ale lano bolo stále ešte napnuté), tak mali rezervu 10

metrov nenatiahnutého lana. Určte výšku steny v metroch, ak zanedbáte výšku l’ud́ı a d́lžku lana potrebného na uzly.

Výsledok. 18 metrov

Riešenie. Označme d́lžku (nenatiahnutého) lana ako l a výšku steny ako s. Ked’ sa David a značka nachádzali na
jednej úrovni, tak polovica lana bola natiahnutá od Davida po vrch steny a spät’ – takže dvakrát dve tretiny steny.
Odtial’

6

5
· l
2
= 2 · 2

3
s.

Ked’ David dosadol na zem, bolo od neho po vrch steny a naspät’ natiahnuté celé lano bez 10 metrov, teda

6

5
· (l − 10) = 2 · s.

Dosadeńım l = 40
18s z prvej rovnice do druhej dostaneme

8

3
s− 12 = 2s,

z čoho l’ahko dopoč́ıtame s = 18.
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Úloha 26. V zásuvke je n ponožiek. Ak vytiahneme náhodne dve (bez opakovania), pravdepodobnost’, že obe sú
čierne, je 2/15. Aká je najmenšia možná hodnota n?

Výsledok. 10

Riešenie. Nech b je počet čiernych ponožiek. Potom pravdepodobnost’, že obe ponožky sú čierne, je b
n · b−1

n−1 . Ked’že

tento výraz má byt’ 2
15 , muśı:

15 · b · (b− 1) = 2 · n · (n− 1).

Ked’že 3 aj 5 delia l’avú stranu a obe sú nesúdelitel’né s 2, musia delit’ n · (n − 1) na pravej strane. Ked’ začneme
s malými násobkami 3 a 5 pre n, zist́ıme, že n = 6 vedie k 15 · b · (b− 1) = 2 · 6 · 5 = 60. Avšak b · (b− 1) = 4 sa nedá
splnit’ žiadny celým č́ıslom, takže n = 6 nie je riešenie. Ak n = 10, tak b · (b− 1) = 12 sa dá dosiahnut’ položeńım b = 4.
Takže riešenie pre n je 10.

Úloha 27. Nájdite najväčšie prirodzené č́ıslo, ktoré
• má presne sedem cifier,
• má všetky cifry rôzne,
• je násobkom 11.

Výsledok. 9876504

Riešenie. Použijeme podmienku delitel’nosti 11: č́ıslo je delitel’né 11 práve vtedy, ked’ rozdiel medzi súčtom cifier na
nepárnych poźıciách a súčtom cifier na párnych poźıciách je delitel’ný 11.

Medzi všetkými č́ıslami s daným počtom cifier, v tomto pŕıpade so siedmimi, najväčšie sú tie, ktoré zač́ınajú
najväčš́ımi ciframi. Začnime preto hl’adat’ riešenie voleńım cifier od 9 smerom k nižš́ım. Po naṕısańı 98765 vid́ıme,
že súčet

”
nepárnej“ skupiny je 9 + 7 + 5 = 21 a súčet

”
párnej“ skupiny je 8 + 6 = 14. Rozdiel je 7 a muśıme ho

spravit’ delitel’ný 11 použit́ım dvoch cifier z množiny {0, 1, 2, 3, 4}. To sa dá spravit’ jediným spôsobom – pridańım 0 do

”
párnej“ skupiny a 4 do

”
nepárnej“ skupiny, čo vytvoŕı riešenie 9876504. Ked’že každé iné riešenie by muselo zač́ınat’

postupnost’ou piatich cifier menšou než 98765, je toto naozaj najväčšie možné č́ıslo.

Iné riešenie. Začnime najväčš́ım č́ıslom, ktoré pozostáva zo siedmich rôznych cifier, 9876543. Všimnime si použit́ım
pravidla delitel’nosti 11 alebo ṕısomným deleńım, že toto č́ıslo nie je delitel’né 11, ale 9876537 je a je to najväčš́ı násobok
11 menš́ı než počiatočné č́ıslo. Ked’že jeho cifry nie sú rôzne, odč́ıtame 11 a skontrolujeme, či sú cifry novoźıskaného
č́ısla rôzne. Po niekol’kých krokoch

9876537 −→ 9876526 −→ 9876515 −→ 9876504

dostaneme hl’adané č́ıslo 9876504.

Úloha 28. Majme štvoruholńık ABCD s d́lžkami strán AB, BC a CD postupne 5, 3 a 10. Vel’kost’ vnútorného uhla
pri B je 240◦ a vnútorného uhla pri C je 60◦. Vypoč́ıtajte d́lžku AD.

Výsledok. 13

Riešenie. Zostrojme rovnostranný trojuholńık BCE s bodom E na úsečke CD. Potom v trojuholńıku AED plat́ı
|AE| = 8, |ED| = 7 a |∢DEA| = 120◦. Preto z kośınusovej vety |AD|2 = 82 + 72 − 2 · 7 · 8 · cos 120◦ = 169, takže
|AD| = 13.

A

D

FB

C

E
240◦

60◦
5

3 3

7
3.5

√
3

3.5

Iné riešenie bez použitia kośınusovej vety. Ak trojuholńık AED rozš́ırime o polovicu rovnostranného trojuholńıka so

stranou d́lžky 7, môžeme použit́ım Pytagorovej vety dostat’ |AD|2 = (5 + 3 + 3,5)2 +
(
3,5 ·

√
3
)2

= 169.
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Úloha 29. Kol’ko usporiadaných štvoŕıc kladných celých č́ısel (a, b, c, d) sṕlňa rovnicu

2024 = (2 + a) · (0 + b) · (2 + c) · (4 + d)?

Výsledok. 18

Riešenie. Najprv určime prvoč́ıselný rozklad 2024 = 23 · 11 · 23. Ked’že a, b, c, d sú kladné celé č́ısla, plat́ı 2 + a ≥ 3,
2 + c ≥ 3 a 4 + d ≥ 5. Na pravej strane sa teda môže objavit’ činitel’ 1 alebo 2 len v zátvorke (0 + b) a činitel’ 4 ešte
v zátvorkách (2 + a) a (2 + c). Ked’že pravá strana rovnice je súčinom štyroch zátvoriek, potrebujeme 2024 naṕısat’ ako
súčin štyroch č́ısel, z ktorých najviac jedno je menšie ako 4. To sa dá len štyrmi spôsobmi:

2024 = 1 · 8 · 11 · 23,
2024 = 1 · 4 · 22 · 23,
2024 = 1 · 4 · 11 · 46,
2024 = 2 · 4 · 11 · 23.

V prvej možnosti máme b = 1 a zvyšné č́ısla vieme rozdelit’ medzi zátvorky l’ubovol’ne, čo dáva 6 možnost́ı. V druhej
možnosti máme b = 1 a bud’ a+ 2 = 4, alebo c+ 2 = 4. V oboch pŕıpadoch môžeme zvyšné činitele rozdelit’ medzi
zátvorky l’ubovol’ne, čo dáva dokopy d’aľsie 4 možnosti. Rovnako vieme zrátat’, že aj v tret’om a štvrtom rozklade
dostaneme po 4 možnosti. Dokopy máme teda 6 + 4 + 4 + 4 = 18 možných štvoŕıc:

rozklad 2024 na súčin riešenie
a b c d

2024 = 8 · 1 · 11 · 23 6 1 9 19
2024 = 8 · 1 · 23 · 11 6 1 21 7
2024 = 11 · 1 · 8 · 23 9 1 6 19
2024 = 11 · 1 · 23 · 8 9 1 21 4
2024 = 23 · 1 · 8 · 11 21 1 6 7
2024 = 23 · 1 · 11 · 8 21 1 9 4
2024 = 4 · 2 · 11 · 23 2 2 9 19
2024 = 4 · 2 · 23 · 11 2 2 21 7
2024 = 11 · 2 · 4 · 23 9 2 2 19
2024 = 23 · 2 · 4 · 11 21 2 2 7
2024 = 4 · 1 · 22 · 23 2 1 20 19
2024 = 4 · 1 · 23 · 22 2 1 21 18
2024 = 4 · 1 · 46 · 11 2 1 44 7
2024 = 4 · 1 · 11 · 46 2 1 9 42
2024 = 22 · 1 · 4 · 23 20 1 2 19
2024 = 23 · 1 · 4 · 22 21 1 2 18
2024 = 46 · 1 · 4 · 11 44 1 2 7
2024 = 11 · 1 · 4 · 46 9 1 2 42

Úloha 30. Nech x a y sú kladné celé č́ısla také, že

2x · 3y =
(
24

1
2+

1
3+

1
4+···+ 1

60

)
·
(
24

1
3+

1
4+

1
5+···+ 1

60

)2
·
(
24

1
4+

1
5+

1
6+···+ 1

60

)3
· · ·
(
24

1
60

)59
.

Určte x+ y.

Výsledok. 3540

Riešenie. Nech 2x · 3y = 24k. Potom máme

k =
1

2
+

(
1

3
+

2

3

)
+

(
1

4
+

2

4
+

3

4

)
+

(
1

5
+

2

5
+

3

5
+

4

5

)
+ · · ·+

(
1

60
+

2

60
+ · · ·+ 59

60

)
=

=
1

2
+

2

2
+

3

2
+

4

2
+ · · ·+ 59

2
=

=
1

2
· (1 + 59) · 59

2
=

= 15 · 59.

Potom 2x · 3y = (23 · 31)15·59, čo znamená, že x = 3 · 15 · 59 = 45 · 59 a y = 15 · 59. Z toho x+ y = 60 · 59 = 3540.
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Úloha 31. Kika miluje jab́lčka, najmä postupnosti červených a zelených jab́lčok d́lžky 18 zoradených tak, že každých
12 po sebe idúcich jab́lčok obsahuje aspoň 7 zelených. Kol’ko takých postupnost́ı obsahujúcich najviac 8 zelených jab́lčok
existuje?

Výsledok. 21

Riešenie. Sústred’me sa najprv iba na prvých a posledných 12 jab́lk. Ak všetkých šest’ stredných jab́lk (7 – 12) je
zelených, prvej aj poslednej dvanástici chýba už iba po jednom zelenom jablku, čo sa dá l’ahko opravit’ umiestneńım po
jednom zelenom jablku do prvej aj poslednej šestice, takže osem zelených jab́lk stač́ı.

Ak niektoré zo stredných šiestich jab́lk je červené, potrebovali by sme dokopy viac ako 8 zelených jab́lk, pretože za
každé zelené jablko odobraté zo strednej šestice potrebujeme pridat’ dve (jedno do prvej šestice a druhé do poslednej).

Preto je 8 minimálny potrebný počet zelených jab́lk, pričom šest’ z nich muśı byt’ umiestnených do stredu, jedno v prvej
šestici a jedno v poslednej.

Avšak prvé a posledné zelené jablko nemôžu byt’ umiestnené do svojich šest́ıc l’ubovol’ne. Aby platila podmienka pre
každých 12 po sebe idúcich jab́lk, vzdialenost’ medzi týmito dvomi zelenými nesmie prekročit’ 12, napŕıklad ak prvé
zelené jablko bude na poźıcii 2, posledné môže byt’ bud’ na poźıcii 13, alebo 14. V závislosti od poźıcie prvého zeleného
jablka to posledné má 1 až 6 možných poźıcíı. Sč́ıtańım týchto možnost́ı dostaneme dokopy 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21
možných postupnost́ı.

Úloha 32. Fero má 33 minćı s hodnotou 1 cent, 106 minćı s hodnotou 2 centy a 31 minćı s hodnotou 5 centov. Chce
ich rozdelit’ na dve kôpky s rovnakým počtom minćı a s rovnakou hodnotou a jednu kôpku dat’ svojej sestre. Kol’kými
spôsobmi to vie urobit’? Mince s rovnakou hodnotou považujeme za nerozĺı̌sitel’né.

Výsledok. 12

Riešenie. Nech a je počet jednocentoviek, b počet dvojcentoviek a c počet pät’centoviek v sestrinej kôpke. Potom
máme rovnosti

a+ b+ c =
1

2
(33 + 106 + 31) = 85,

a+ 2b+ 5c =
1

2
(33 + 2 · 106 + 5 · 31) = 200.

Odč́ıtańım prvej rovnice od druhej dostaneme b+4c = 115. Táto rovnica má viacero riešeńı tvaru b = 115−4c pre rôzne
dané c. Avšak z podmienok 0 < 115− 4c < 106 pre b vyplýva, že c ∈ {3, 4, . . . , 28}. Navyše, nie všetky riešenia dávajú
zmysluplné množstvo jednocentových minćı. Preto muśıme pridat’ podmienku 0 ≤ 85− (115− 4c+ c) = −30 + 3c ≤ 33.
Vid́ıme, že iba hodnoty c z množiny {10, 11, . . . 21} vedú k správnemu riešeniu. Existuje teda 12 možných spôsobov.

Úloha 33. Na obrázku sú rovnostranný trojuholńık, pravidelný pät’uholńık a obd́lžnik tak, že niektoré ich vrcholy
ležia na kružnici (iba čast’ je vyobrazená na obrázku). Nájdite vel’kost’ vyznačeného uhla v stupňoch.

?

Výsledok. 36◦

Riešenie.
Pripomeňme si vetu o obvodovom uhle; vel’kost’ uhla, pod ktorým sa pozeráme z bodu Z kružnice k na jej tetivu

XY , záviśı iba od toho, na ktorom z oblúkov kružnice k ohraničených bodmi X, Y bod Z lež́ı. Navyše, obvodový uhol
prislúchajúci kratšiemu oblúku a obvodový uhol prislúchajúci dlhšiemu oblúku sa dokopy nasč́ıtajú na 180◦.

A
B

C

E

D
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Označme si nejaké z bodov ako na obrázku vyššie. Ked’že pravidelný pät’uholńık a rovnostranný trojuholńık majú
všetky vnútorné uhly vel’kosti 108◦, resp. 60◦, vieme jednoducho dopoč́ıtat’

|∢AEC| = 180◦ − |∢CBA| = 180◦ − 60◦ − 108◦ = 12◦.

Podobne
|∢BED| = 180◦ − |∢DCB| = 180◦ − 60◦ − 90◦ = 30◦.

Nakoniec si uvedomme, že trojuholńık ABC je rovnoramenný, a preto

|∢BEC| = |∢BAC| = 180◦ − 108◦ − 60◦

2
= 6◦.

Teraz už zo znalosti troch uhlov pri vrchole E vieme hl’adaný uhol vyjadrit’ jednoducho ako

|∢AED| = 12◦ + 30◦ − 6◦ = 36◦.

Úloha 34. Kol’kými spôsobmi vie Marek umiestnit’ 9 vež́ı na šachovnicu 4× 4 tak, aby každá veža bola ohrozená
nejakou inou vežou? Dve veže sa navzájom ohrozujú, ak sú v rovnakom riadku alebo st́lpci.

Výsledok. 11296

Riešenie. Spoč́ıtajme počet možnost́ı, ked’ aspoň jedna veža nie je ohrozovaná žiadnou inou. Táto veža muśı byt’ sama
vo svojom riadku aj st́lpci zároveň, čo znamená, že je najviac jedna taká veža. Môžeme ju umiestnit’ na akékol’vek poĺıčko
4 · 4 = 16 spôsobmi. Po odstráneńı jej riadku a st́lpca ostane devät’ poĺıčok, kam muśıme umiestnit’ zvyšných osem vež́ı.
To vieme určeńım poĺıčka, na ktoré vežu neumiestnime, čo nám dáva 9 možnost́ı. Dokopy máme teda 16 · 9 = 144
spôsobov, ako to spravit’. Celkový počet spôsobov, ako vybrat’ devät’ poĺıčok spomedzi 16, je rovný

(
16
9

)
= 11440, čiže

hl’adaný výsledok je 11440− 144 = 11296.

Úloha 35. Kladné celé č́ıslo N nie je prvoč́ıslo a všetky jeho delitele okrem samotného N sú menšie ako 100. Nájdite
najväčšie možné N .

Výsledok. 9409

Riešenie. Ked’že N nie je prvoč́ıslo, bud’ je to 1, alebo existuje prvoč́ıslo p < N , ktoré deĺı N . Podmienka p < 100
vedie na

p ≤ 97.

Všimnime si, že N = 972 = 9409 sṕlňa zadané podmienky.
Predpokladajme, že existuje č́ıslo N ′ > 9409, ktoré tiež sṕlňa zadané podmienky. Ak p ≤ 97 je prvoč́ıslo, ktoré deĺı

N ′, tak podiel N ′

p je č́ıslo väčšie ako 97. To dáva N ′

p ∈ {98, 99}, ked’že každý delitel’N ′ muśı byt’ menš́ı ako 100. Ale

potom N ′ je delitel’né k ∈ {2, 3} a z danej podmienky plynie

N ′ = k · N
′

k
≤ 3 · 99 < 972,

čo je spor.
Hl’adané č́ıslo je preto N = 9409.

Úloha 36. David sa rozhodol ı́st’ na dovolenku do Rovnobežkova. Narazil tu na zauj́ımavú mestskú hromadnú dopravu,
ktorá pozostáva z troch autobusových spojov, hlavnej stanice a zastávok oč́ıslovaných 1, 2, 3, . . . . Všetky spoje zač́ınajú
na hlavnej stanici, ktorá je na obrázku označená ṕısmenom c. Následne prechádzajú zastávkami v rastúcom porad́ı.
Bežný spoj A zastavuje na každej z nich (čiže postupne 1, 2, 3, . . . ), zrýchlený spoj B na každej druhej (čiže postupne
2, 4, 6, . . . ) a expresný spoj C zas na každej tretej (čiže postupne 3, 6, 9, . . . ). David, ktorý dorazil na hlavnú stanicu,
sa potrebuje dostat’ na zastávku č́ıslo 17, kde sa má stretnút’ s Kubkom. Vždy, ked’ autobus, v ktorom sa David práve
nachádza, zastav́ı na zastávke, môže v ňom bud’ zotrvat’ alebo z neho vystúpit’ a prestúpit’ na iný. Kol’kými spôsobmi sa
vie David dostat’ za Kubkom, ak jazdy, ktoré sa ĺı̌sia iba v čase čakania na prestupný spoj, považujeme za rovnaké?

A
B
C

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9
· · ·
· · ·
· · ·
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Výsledok. 845

Riešenie. Uvažujme l’ubovol’nú zastávku z0, na ktorej stoja všetky tri spoje a označme z1, z2, . . . , z6 nasledujúcich 6
zastávok na trase spoja A. Teraz spoč́ıtame, kol’kými spôsobmi sa David vie dostat’ z z0 na z6.

1. Na zastávku z1 sa vie David dostat’ iba jediným spôsobom – spojom A.
2. Na zastávku z2 sa vie dostat’ dvoma spôsobmi – bud’ spojom A zo zastávky z1 alebo spojom B zo zastávky z2.
3. Na zastávku z3 sa vie dostat’ troma spôsobmi. Jednak vie ı́st’ spojom A zo zastávky z2, na ktorú sa vedel dostat’

dvoma spôsobmi, a jednak vie použit’ spoj C zo zastávky z0, na ktorú sa vedel dostat’ jedným spôsobom.
4. Na zastávku z4 sa vie dostat’ zo z3 spojom A a zo z2 spojom B, čo dokopy dáva 2 + 3 = 5 možnost́ı.
5. Na zastávku z5 sa dá dostat’ iba zo z4 spojom A, čo nám dáva 5 možnost́ı.
6. Na zastávku z6 sa vie dostat’ spojom A zo z5, spojom B zo z4 alebo spojom C zo z3, čiže dokopy sa na ňu vieme

dostat’ 3 + 5 + 5 = 13 možnost’ami.
Ked’že hlavná stanica c sṕlňa predpoklady na z0 (stoja na nej všetky tri spoje), vieme sa z nej na zastávku č́ıslo 6
trinástimi spôsobmi. Podobnú úvahu vieme urobit’ aj pre zastávku 6, z ktorej sa vieme dostat’ 13 spôsobmi na zastávku
12. A aj zastávka 12 vie byt’ zastávkou z0, čiže počet spôsobov, ktorými sa vieme dostat’ z 12 na 17, je rovnaký ako
počet spôsobov, ktorými sa vieme dostat’ zo z0 na z5, čiže 5. Preto celkový počet spôsobov, ktorými vie David dorazit’

za Kubkom, je 5 · 132 = 845.

Úloha 37. Pre reálne č́ıslo x symbol ⌊x⌋ označuje najväčšie celé č́ıslo neprevyšujúce x. Ďalej {x} = x− ⌊x⌋. Majme
takú postupnost’ reálnych č́ısel, že a1 =

√
3 a pre každé kladné celé n plat́ı an+1 = ⌊an⌋+ 1

{an} . Akú hodnotu má a2024?

Výsledok. 3034 +
√
3+1
2 = 3035 +

√
3−1
2

Riešenie. Všimnime si, že a1 má desatinnú čast’
√
3− 1. Preto sa dá zaṕısat’ ako a1 = 1 +

√
3− 1. Spoč́ıtame prvých

pár členov postupnosti.

a2 = 1 +
1√
3− 1

= 1 +

√
3 + 1

2
= 2 +

√
3− 1

2
,

a3 = 2 +
2√
3− 1

= 2 +
2
√
3 + 2

2
= 2 +

√
3 + 1 = 3 + 1 +

√
3− 1,

a4 = 4 +
1√
3− 1

= 4 +

√
3 + 1

2
= 3 + 2 +

√
3− 1

2
.

Členy a1 a a3 majú rovnakú desatinnú čast’
√
3 − 1 a ĺı̌sia sa o a3 − a1 = 3. To isté plat́ı pre a2 a a4, ktoré majú

spoločnú desatinnú čast’
√
3−1
2 a rozdiel a4 − a2 = 3. Odtial’ môžeme odhadnút’, že a2k+1 = 3k + 1 +

√
3 − 1 a

a2k+2 = 3k+2+
√
3−1
2 pre všetky nezáporné celé k. Tento odhad treba overit’. Avšak postačuje dosadit’ naše vyjadrenia

do defińıcie an+1 = ⌊an⌋+ 1
an−⌊an⌋ . A naozaj,

a2k+2 = ⌊a2k+1⌋+
1

a2k+1 − ⌊a2k+1⌋
= 3k + 1 +

1√
3− 1

= 3k + 1 +

√
3 + 1

2
= 3k + 2 +

√
3− 1

2
,

a2·(k+1)+1 = ⌊a2k+2⌋+
1

a2k+2 − ⌊a2k+2⌋
= 3k + 2 +

2√
3− 1

= 3k + 2 +
2 · (

√
3 + 1)

2
= 3 · (k + 1) + 1 +

√
3− 1.

Nakoniec a2024 = 3034 +
√
3+1
2 = 3035 +

√
3−1
2 .

Úloha 38. Na biliardovom stole je vyznačená mriežka 10× 10. Biliardová gul’a má nulový polomer (teda je to bod),
pohybuje sa po priamke, kým nenaraźı na stenu, a potom sa odraźı pod rovnakým uhlom. Určte súčet druhých mocńın
d́lžok všetkých možných trajektóríı, po ktorých sa vie dostat’ gul’a z bodu A do bodu B s dvoma odrazmi od stien.

1

}

A
B
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Výsledok. 2520

Riešenie.
B2

A

B
B3

B4

B1

K
L

MN

A1

A2

A3

A4

Zavedieme súradnicovú sústavu tak, že l’avý dolný roh je [0, 0], A = [2, 4] a B = [6, 3]. Body A a B prekloṕıme osovo
súmerne postupne podl’a strán štvorca. Ich obrazy a vrcholy štvorca označ́ıme ako na obrázku.

Teraz vezmime trajektóriu z bodu A do bodu B, pri ktorej sa gul’a odraźı postupne od strán KN a MN . Preklopeńım
A podl’a KN a B podla MN sa trajektória zmeńı, vd’aka pravidlu o uhle odrazu, na úsečku A1B2. Keby sa gul’a
odrazila najprv od MN a potom od KN , museli by sme dostat’ úsečku A2B1. Prostredný úsek trajektórie (medzi

bodmi odrazu) však zostáva na mieste, a teda vnútri štvorca. Ked’že sme však preklápali pozd́lž dvoch susedných strán,
bod N je stredom úsečiek A1A2 a B1B2. Úsečka A2B1 muśı ležat’ mimo a takáto trajektória nie je možná.

Analogicky vieme ukázat’, že všetky trajektórie, pri ktorých sa gul’a odráža od dvoch susedných stien, vieme

”
vystriet’“ pomocou preklopenia A a B tak, že dostaneme bud’ stranu štvoruholńıka A1B2A3B4, alebo rovnobežnú
stranu štvoruholńıka B1A2B3A4. Z dvojice strán rovnakej d́lžky tak bude použitá vždy práve jedna, druhá bude mimo
štvorca KLMN . Stač́ı nám teda sč́ıtat’ druhé mocniny d́lžok strán štvoruholńıka A1B2A3B4. Využit́ım Pytagorovej
vety a faktu, že uhlopriečky tohto štvoruholńıka sú na seba kolmé, dopoč́ıtame tento súčet ako

2 · (82 + 132 + 122 + 72) = 852.

C

13

12
A

B

︸
︷︷

︸
︸

︷︷
︸︸︷︷︸ 8

︸ ︷︷ ︸

7

A

Teraz zostávajú trajektórie, pri ktorých sa gul’a odraźı od protil’ahlých stien. Tie vieme tiež vystriet’, č́ım dostaneme
uhlopriečky rovnobežńıka, rovnako ako na obrázku.
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B2

A

B

B4

K
L

MN

A2

A4

Tentoraz sú obe úsečky vhodné, aj v pŕıpade rovnobežńıka A1A3B3B1 aj v pŕıpade A2B2B4A4.
Využijeme fakt, že v rovnobežńıku je súčet druhých mocńın d́lžok uhlopriečok rovný súčtu druhých mocńın d́lžok

strán. Oba rovnobežńıky majú strany dlhé 20 a
√
12 + 42. Súčet tak bude v oboch pŕıpadoch

2 · (202 + 12 + 42) = 834.

Už iba sč́ıtame všetky možnosti dokopy, č́ım dostaneme 852 + 2 · 834 = 2520.

Úloha 39. Označme x ∥ y zlepenie dvoch kladných celých č́ısel také, že najprv sa vyṕı̌su postupne cifry x a potom
cifry y (napr. 3 ∥ 4 = 34, 24 ∥ 5 = 245 alebo 20 ∥ 24 = 2024). Kladné celé č́ıslo n nazývame trojdelitel’né, ak existujú
po dvojiciach rôzne kladné celé č́ısla (bez núl na začiatku) a, b a c také, že n = a ∥ b ∥ c, a deĺı b a b deĺı c. Aké je
najväčšie trojdelitel’né 5-ciferné č́ıslo?

Výsledok. 94590

Riešenie.
Ked’že a, b a c sú po dvojiciach rôzne a sṕlňajú podmienky týkajúce sa delitel’nosti, muśı platit’, že 2 · a ≤ b a

2 · b ≤ c. Nech s(k) je počet cifier č́ısla k. Potom z podmienky delitel’nosti plat́ı, že s(a) ≤ s(b) ≤ s(c). Dostávame sa
tak ku dvom možným pŕıpadom:

1. s(a) = s(b) = 1 a s(c) = 3: Vtedy muśı a byt’ najviac 4, nakol’ko 4 < 9
2 . Z toho dostaneme maximálne riešenie

a = 4, b = 8, c = 992.
2. s(a) = 1, s(b) = 2 a s(c) = 2: V tomto pŕıpade muśı platit’, že b < 99

2 . Aby sme maximalizovali hodnotu n,

uvažujme, že a = 9. Potom b je najviac 45 a c = 90. Úvaha o menšom a vedie už len k menšiemu výsledku.
Dostávame tak najväčšie vyhovujúce č́ıslo, ktorým je 94590.

Úloha 40. Nech Sx znač́ı č́ıslo, ktorého zápis v pozičnej č́ıselnej sústave so základom x je ret’azec cifier S, pričom x je
kladné celé č́ıslo väčšie ako všetky cifry ret’azca S. Napŕıklad 2427 = 2 · 72 + 4 · 7 + 2 = 12810 = 100000002. Nájdite
súčet všetkých kladných celých č́ısel x > 5, pre ktoré plat́ı, že č́ıslo 2024x je delitel’né č́ıslom 15x.

Výsledok. 471

Riešenie. Hl’adáme také x, aby zlomok 2x3+2x+4
x+5 bol celé č́ıslo. Pretože

2x3 + 2x+ 4

x+ 5
= 2x2 − 10x+ 52− 256

x+ 5
,

x+5 muśı delit’ 256 = 28. Ked’že x > 5, hl’adáme delitel’a väčšieho ako 10. Všetky vyhovujúce delitele sú 16, 32, 64, 128
a 256. Hl’adané riešenie je potom

8∑
i=4

(2i − 5) = 29 − 24 − 25 = 512− 16− 25 = 471.
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Úloha 41. Krtko má dve krabice so svietidlami. L’avá z nich obsahuje 5 zbrusu nových lámp a 9 pokútnych žiaroviek.
Tá pravá zas 9 zbrusu nových lámp a 5 pokútnych žiaroviek. Zbrusu nové lampy svietia vždy a spol’ahlivo, kým pokútne
žiarovky sa rozsvietia iba s pravdepodobnost’ou p ∈ (0; 1), ktorá je pre všetky z nich rovnaká. Určte hodnotu p, pre
ktorú majú udalosti

1. náhodne zvolená žiarovka z l’avej krabice sa rozsvieti a
2. dve náhodne zvolené žiarovky z pravej krabice sa rozsvietia

rovnakú pravdepodobnost’.

Výsledok. 7/20

Riešenie. Pravdepodobnost’ prvej udalosti je zrejme

P1 =
1

14
(5 + 9p),

kým pre druhú udalost’ dostaneme pravdepodobnost’

P2 =
1(
14
2

) ((9
2

)
+ 9 · 5p+

(
5

2

)
p2
)
.

Našim ciel’om je vyriešit’ rovnicu P1 = P2. Ide o kvadratickú rovnicu, riešitel’nú štandardnými metódami. Avšak môžeme
si všimnút’, že p = 1 je riešeńım tejto rovnice (hoc nesṕlňa podmienku p < 1), čo znamená, že druhé riešenie vieme
nájst’ použit́ım Vietových vzt’ahov. Pripomeňme, že konštantný člen kvadratickej rovnice a(x− x1)(x− x2) s koreňmi
x1, x2 a koeficientom a u kvadratického člena, je rovný ax1x2. Preto súčin riešeńı (a vzhl’adom na to, že jedno riešenie
je 1, tak aj hodnotu druhého z riešeńı) vieme určit’ ako

(92)
(142 )

− 5
14

(52)
(142 )

=
7

20
.

Úloha 42. Mǐso dostal na narodeniny ako správny vedúci dopravy výstražný trojuholńık. Výstražný trojuholńık je
tvorený troma rovnako zrezanými valcovými rúrkami. Osi valcov sa pret́ınajú vo vrcholoch rovnostranného trojuholńıka.
Dĺžky strán vnútorného a vonkaǰsieho obrysu (čo sú tiež rovnostranné trojuholńıky) sú uvedené na obrázku. Určte
objem Mǐsovho darčeka.

16

10

Výsledok. 117π
4

Riešenie. Pozrime sa na rovinu obsahujúcu vnútorný aj vonkaǰśı obrys Mǐsovho trojuholńıka a dokreslime úsečku XZ
kolmú na Y Z tak, ako na obrázku.

10
30◦

3

X

ZY
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Ked’že rovnostranný trojuholńık je symetrický, dostávame |Y Z| = 3 a |∢ZY X| = 30◦. Preto |XZ| =
√
3. Rozrezańım

trojuholńıka rovinami označenými v obrázku bodkovanými a čiarkovanými čiarami sa rozpadne na tri valce s polomerom
|XZ|
2 =

√
3
2 a výškou 10 a šest’ čast́ı, ktoré vieme pospájat’ tak, že tvoria tri valce s rovnakým polomerom a výškou 3.

Hl’adaný objem je potom

V = π

(√
3

2

)2

· (3 · 10 + 3 · 3) = 117π

4
.

Úloha 43. Pedro si naṕısal za seba 10 navzájom rôznych kladných celých č́ısel tak, aby
1. súčet l’ubovol’ných dvoch po sebe idúcich č́ısel bol delitel’ný 3 a
2. súčet l’ubovol’ných troch po sebe idúcich č́ısel bol delitel’ný 2.

Aký je najmenš́ı súčet takýchto desiatich č́ısel?

Výsledok. 78

Riešenie. Ukážeme, že optimálna konštrukcia je postupnost’ (2, 1, 5, 4, 11, 7, 8, 13, 17, 10) so súčtom 78. Ak je v postup-
nosti č́ıslo delitel’né 3, tak aj jeho susedia musia byt’ delitel’ńı 3, a teda ich súčet je najmenej 3 · (1 + 2 + · · ·+ 10) =
3 · 10·11

2 = 165 > 78, čo nie je optimálne.
Ked’že súčet l’ubovol’nej trojice za sebou idúcich č́ısel muśı byt’ delitel’ný 2, musia byt’ bud’ všetky párne, alebo

dve z nich nepárne a jedno párne. Ak má trojica (xi, xi+1, xi+2) v sebe všetky členy párne, tak všetky členy celej
postupnosti musia byt’ tiež párne, lebo ak zoberieme trojicu (xi−1, xi, xi+1), tak tá muśı byt’ mat’ párne členy a rovnako
aj trojica xi+1, xi+2, xi+3. Najmenš́ı súčet, ktorý tak vieme dostat’, je 2 · 10·11

2 = 110 > 78.
Ostáva nám teda ešte pŕıpad, ked’ trojica obsahuje dva nepárne členy (N) a jeden párny člen (P). Rozoberme si

jednotlivé konfigurácie:
1. NPNNPNNPNN: Sč́ıtańım 7 najmenš́ıch nepárnych č́ısel a 3 najmenš́ıch párnych č́ısel, ktoré nie sú delitel’né 3,

dostaneme 1 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 2 + 4 + 8 = 87 > 78.
2. NNPNNPNNPN: Tento pŕıpad je symetrický s predošlým.
3. PNNPNNPNNP: Sč́ıtańım 6 najmenš́ıch nepárnych č́ısel a 4 najmenš́ıch párnych č́ısel, ktoré nie sú delitel’né 3,

dostaneme 1 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 2 + 4 + 8 + 10 = 78, čo je hl’adaný výsledok.

Úloha 44. Robka si zlomila ruku, a tak sa teraz hrá so zlomkami. Chcela by nájst’ také prirodzené č́ısla a, b sṕlňajúce

2020

2024
<

a2

b
<

999

1000
,

pre ktoré je súčet a + b najmenš́ı možný. Avšak má zlomenú ruku, takže nemôže ṕısat’. Pomôžte jej a určte tento
najmenš́ı možný súčet.

Výsledok. 553

Riešenie. Zadané nerovnosti vieme ekvivalentne preṕısat’ na

1000

999
<

b

a2
<

2024

2020
.

Robka preto potrebuje vybrat’ najmenšie prirodzené a, pre ktoré existuje prirodzené b sṕlňajúce

1000

999
· a2 < b <

2024

2020
· a2 ⇐⇒ a2 +

1

999
· a2 < b < a2 +

4

2020
· a2.

Pre a < 32 plat́ı, že a2 < a2 + a2

999 < a2 + 1. Ak má preň existovat’ prirodzené b sṕlňajúce podmienky, muśı byt’ aspoň

a2 + 1, a preto horné ohraničenie a2 + 4
2020 · a2 muśı byt’ ostro väčšie ako a2 + 1, čiže 4a2

2020 > 1. Ked’že

4 · 222

2020
=

442

2020
=

1936

2020
< 1 a

4 · 232

2020
=

462

2020
=

2116

2020
> 1,

najmenšia hodnota a sṕlňajúca nerovnost’ je 23. Preto a = 23 a b = a2 + 1 = 530 sú hl’adané hodnoty a ich súčet je
23 + 530 = 553.

17



Úloha 45. Miro si kúpil stan s podlahou v tvare trojuholńıka so stranami 1,3, 2 a 2,1 metra. V reklame bolo
spomenuté, že osoba výšky v si môže l’ahnút’ cez l’ubovol’ný bod na podlahe. Teda každý bod na podlahe patŕı nejakej
úsečke d́lžky najmenej v vo vnútri stanu. Aký najvyšš́ı môže byt’ Miro, aby sa na neho vzt’ahovala vlastnost’ z reklamy?

Výsledok. 126
65 metra

Riešenie. Tvrd́ıme, že najdlhšia úsečka, ktorá sa dá vložit’ do ostrouhlého trojuholńıka (čo trojuholńık zo zadania je)
skrz l’ubovol’ný bod je najdlhšia výška. Nakresleńım všetkých úsečiek z vrchola k protil’ahlej strane pokryjeme celý
trojuholńık. Najkratšia úsečka v takomto pokryt́ı je pŕıslušná výška. Navyše ostrouhlý trojuholńık obsahuje všetky
svoje výšky.

Stač́ı ukázat’, že žiadna dlhšia úsečka nevyhovuje. Pozrime sa na pätu najdlhšej výšky. Ak je pŕıslušná strana kratšia
ako výška, tak potom neexistuje dlhšia úsečka. To vychádza z toho, že všetky úsečky obsahujúce pätu výšky nie sú
dlhšie ako maximum z d́lžky výšky a strany. Podl’a vzorca pre výpočet plochy trojuholńıka vieme, že najdlhšia výška
prislúcha najkratšej strane. Teda v našom pŕıpade hl’adaná výška prislúcha strane s d́lžkou 1,3. Preto ak pŕıslušná
výška je dlhšia ako 1,3 tak sme hotov́ı.

Existuje mnoho spôsobov, ako spoč́ıtat’ d́lžku pŕıslušnej výšky. Napŕıklad cez Herónov vzorec vypoč́ıtat’ obsah a
potom vydelit’ d́lžkou strany. Ukážeme jednoduchš́ı postup. Pre jednoduchost’ vynásobme d́lžky strán 10. Označme x a
13− x d́lžky úsečiek k prislúchajúcej päte výšky. Potom z Pytagorovej vety

202 − x2 = 212 − (13− x)2,

26x = 128,

x =
64

13
.

A preto je výška

h =

√
202 −

(
64

13

)2

=
4

13

√
25 · 169− 256

=
4

13

√
9 · 9 · 49

=
252

13
.

Ked’že 252
13 > 13, tak výška je dlhšia ako d́lžka strany. Výsledok je preto 252

130 = 126
65 metrov.

Úloha 46. Nájdite najväčšie kladné celé č́ıslo q také, že pre všetky kladné celé č́ısla n ≥ 55, č́ıslo q deĺı výraz

n(n+ 4)(n− 23)(n− 54)(n+ 63).

Výsledok. 40

Riešenie. Označme daný súčin ako A. Rozoberieme zvyšky A po deleńı 5; členy súčinu budú n, n+ 4, n+ 2, n+ 1 a
n+ 3. Ked’že dané členy dávajú po deleńı 5 rôzne zvyšky, tak aspoň jeden z nich bude 0 a pŕıslušný člen bude delitel’ný
5, a teda 5 | A.

Ak n je párne, v A existujú aspoň 3 párne členy, teda 8 | A. Ak n je nepárne, v súčine sa nachádzajú 2 párne členy
s rozdielom 86. Ďalej 86 ≡ 2 (mod 4), teda práve jeden z členov tohto súčinu je delitel’ný 4, teda 8 | A. Celkovo tak
dostávame 40 | A.

Ak zoberieme napŕıklad n = 59, vidno, že najvyššie mocniny 2, resp. 5, ktoré delia A, sú práve 8 a práve 5. Ak
n = 55, možno pozorovat’, že 3 ∤ A. Pre l’ubovol’né prvoč́ıslo p > 5 pokrývajú zvyšky po deleńı 5 v jednotlivých členoch
súčinu najviac 5 < p zvyškov mod p, teda je vždy možné nájst’ n také, že p ∤ A. Na základe toho dostaneme riešenie
q = 40.

Úloha 47. Andy, Baška, Čeky, Denys a Ela sa rozhodli zaṕısat’ si niektoré z dvoch predmetov iných fakúlt – Mágia a
čarodejńıctvo z antropologickej perspekt́ıvy a Chirurgia (5). Andy a Baška si zaṕısali iba čarodejńıctvo, Čeky a Ela
iba chirurgiu. Denys si veŕı a zaṕısal si oba. Mati vie, že na obidva predmety chodia práve traja z jeho kamarátov,
ale netuš́ı, ktoŕı traja. Tak všetkých naraz poprośı, aby prstom ukázali náhodne na spolužiaka, s ktorým majú aspoň
jeden spoločný predmet (čiže Denys ukáže na každého zo zvyšných štyroch l’ud́ı s pravdepodobnost’ou 1

4 ). Aká je
pravdepodobnost’, že na základe tejto informácie bude Mati vediet’ s istotou určit’, že Denys je ten, kto chod́ı na oba
predmety?
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Výsledok. 3
4

Riešenie. Ak študent prstom ukazuje na iného študenta, povieme, že je medzi nimi spojenie.
Mati je schopný identifikovat’ Denysa práve vtedy, ak z každého predmetu má aspoň jeden študent spojenie

s Denysom. Ak Denys má viac ako dve spojenia, je to zrejmé, pretože žiaden iný študent nemôže mat’ tol’ko spojeńı.
V opačnom pŕıpade má Denys práve jedno spojenie na každom z predmetov.

Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že máme spojenia Andy – Denys a Čeky – Denys. Ked’že Baška nemá
spojenie s Denysom, muśı ukazovat’ na Andyho. Rovnako vieme odargumentovat’, že Ela ukazuje na Čeky. Preto máme
ret’az spojeńı Baška – Andy – Denys – Čeky – Ela, a ked’že jediné možné ret’aze spojeńı d́lžky 4 obsahujúce všetkých 5
študentov majú Denysa uprostred, sme hotov́ı.

Naopak, ak Denys nemá spojenie s niektorým predmetom, môžeme predpokladat’, že chod́ı iba na ten druhý (pretože
Mati nemá žiadnu informáciu, že na ten prvý by mal chodit’), a preto je od svojich spolužiakov na tomto predmete
nerozĺı̌sitel’ný.

Teraz môžeme prejst’ k určeniu výslednej pravdepodobnosti.

1. Predpokladajme, že Andy a Baška ukazujú na seba navzájom (čo nastáva s pravdepodobnost’ou 1
2 · 1

2 = 1
4 ), zatial’

čo Čeky a Ela nie (to nastáva s pravdepodobnost’ou 1 − 1
4 = 3

4 ). Okrem toho Denys muśı ukazovat’ bud’ na

Andyho, alebo na Bašku (čo nastáva s pravdepodobnost’ou 2
4 ). Analogicky vieme doriešit’ aj pŕıpad, ked’ Čeky a

Ela ukazujú na seba navzájom a Andy s Baškou nie.
2. V opačnom pŕıpade aspoň jeden z Andyho a Bašky ukazuje na Denysa s pravdepodobnost’ou 1 − 1

4 , to isté

s pravdepodobnost’ou 1− 1
4 plat́ı aj pre Čeky a Elu a potom je irelevantné, kam ukazuje Denys.

Ked’ to všetko nasč́ıtame, dostaneme

1

4
·
(
1− 1

4

)
· 2
4
+

1

4
·
(
1− 1

4

)
· 2
4
+

(
1− 1

4

)
·
(
1− 1

4

)
=

3

32
+

3

32
+

9

16
=

3

4
.

Úloha 48. Mǐsova funkcia f : R≥0 → R≥0 sṕlňa
1. f(x) = x2 pre všetky 0 ≤ x < 1 a
2. f(x+ 1) = f(x) + x+ 1 pre všetky nezáporné reálne x.

Pomôžte Mǐsovi nájst’ všetky nezáporné reálne x také, že f(x) = 482.

Výsledok. 15 + 11 ·
√
2 = 15 +

√
242

Riešenie. Označme desatinnú čast’ č́ısla x ako {x}. Potom

f(x) = f(⌊x⌋+ {x})
= ⌊x⌋+ {x}+ f(⌊x⌋ − 1 + {x}) = · · ·

=

⌊x⌋∑
i=1

i+ ⌊x⌋ · {x}+ f({x})

=
⌊x⌋ · (⌊x⌋+ 1)

2
+ ⌊x⌋ · {x}+ {x}2.

Ďalej ukážeme, že f je rýdzo rastúca. Pre x, y ∈ ⟨n, n+ 1) také, že x < y, sa dá z podmienok v zadańı ukázat’, že
f(x) < f(y). Pre všetky x ∈ ⟨n, n+ 1) plat́ı nerovnost’ f(x) < f(n+ 1), pretože

f(x) =
⌊x⌋ · (⌊x⌋+ 1)

2
+ ⌊x⌋ · {x}+ {x}2

<
⌊x⌋ · (⌊x⌋+ 1)

2
+ ⌊x⌋+ 1

=
(⌊x⌋+ 2) · (⌊x⌋+ 1)

2

=
(n+ 2) · (n+ 1)

2
= f(n+ 1).

Preto existuje najviac jedno riešenie. Nájdime teda najväčšie kladné celé č́ıslo n také, že n2+n
2 ≤ 482. Riešeńım

kvadratickej rovnice dostaneme n = 30, na základe čoho vieme, že ⌊x⌋ = 30. Preto potom 482 = f(x) = ⌊x⌋·(⌊x⌋+1)
2 +

⌊x⌋ · {x}+ {x}2 = 15 · 31 + 30 · {x}+ {x}2. Opät’ tak dostávame kvadratickú rovnicu, ktorej riešeńım je −15 +
√
242,

ktoré lež́ı medzi 0 a 1, teda môže byt’ desatinnou čast’ou x. Jediné riešenie je tak x = 30− 15 +
√
242 = 15 + 11

√
2.
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Úloha 49. Na obrázku sú dva štvorce a dva vyznačené uhly rovnakej vel’kosti. Zistite v stupňoch vel’kost’ uhla
označeného otáznikom.

?

Výsledok. 112,5

Riešenie. Dokresĺıme si kolmé priemety vrchola P pri hl’adanom uhle, na strany väčšieho štvorca a označ́ıme ich ako
na obrázku.

P

A B

CD

P1

P2

P3

P4

X

Y

L’ahko vidiet’, že štyri šedé trojuholńıky sú podobné. Vskutku všetky sú pravouhlé s odvesnami rovnakých d́lžok a
s jedným uhlom α, ktorý udáva to, ako sú štvorce navzájom pootočené. Potom vieme, že P4PP3D je obd́lžnik vytvorený
d’aľśımi dvoma kópiami šedých trojuholńıkov, a preto vyznačený uhol muśı byt’ 2α. Trojuholńıky AXY a PP2C sú
pravouhlé a rovnoramenné, čiže 2α = 45◦ a hl’adaný uhol je

90◦ − α+ 45◦ = 112,5◦.

Úloha 50. Števka sa už unavila z tradičných operácíı, a tak si vymyslela jednu vlastnú – hviezdenie. Táto operácia
označená aj ako a ⋆ b je definovaná na reálnych č́ıslach a má nasledujúce vlastnosti:

1. (a+ b) ⋆ c = (a ⋆ c) + (b ⋆ c),
2. a ⋆ (b+ c) = (a ⋆ b) ⋆ c.

S predpokladom, že 3 ⋆ 2 = 54, pomôžte Števke nájst’ hodnotu 5 ⋆ 4.

Výsledok. 1620

Riešenie. Aby sme našli všeobecný predpis pre n ⋆ m, kde m a n sú kladné celé č́ısla, využijeme prvú vlastnost’ a
dostaneme

n ⋆ m = (1 + (n− 1)) ⋆ m

= 1 ⋆ m+ (1 + (n− 2)) ⋆ m (1. vlastnost’)

= 1 ⋆ m+ 1 ⋆ m+ · · ·+ 1 ⋆ m (1. vlastnost’)

= n · (1 ⋆ m). (výsledok A)
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Predpokladajme, že 1 ⋆ 1 = k. Potom na základe predošlého výsledku a druhej vlastnosti možno odvodit’

1 ⋆ m = 1 ⋆ (1 + (m− 1))

= (1 ⋆ 1) ⋆ (m− 1) (2. vlastnost’)

= (((1 ⋆ 1) ⋆ 1) . . . ) ⋆ 1 (2. vlastnost’)

= ((k ⋆ 1) . . . ) ⋆ 1

= ((k · (1 ⋆ 1)) . . . ) ⋆ 1 (výsledok A)

=
((
k2 ⋆ 1

)
. . .
)
⋆ 1 = . . . (výsledok A)

= km (výsledok B)

Využit́ım nadobudnutých poznatkov už len vyjadŕıme 3 ⋆ 2:

54 = 3 ⋆ 2 = 3 · (1 ⋆ 2), (výsledok A)

18 = 32 · 2 = 1 ⋆ 2 = k2, (výsledok B)

3 ·
√
2 = k.

Preto n ⋆ m = n ·
(
3 ·

√
2
)m

, teda 5 ⋆ 4 = 5 ·
(
3 ·

√
2
)4

= 1620.

Úloha 51. Marek chce zafarbit’ štvorčeky štvorčekovej siete 10× 11 bielymi a čiernymi poĺıčkami, pričom žiadny
štvorček nemá viac ako jeden susedný štvorček, ktorý s ńım zdiel’a farbu. Kol’kými rôznymi spôsobmi môže Marek
zafarbit’ štvorčekovú siet’? Za susedné štvorčeky považujeme tie, ktoré zdiel’ajú hranu. Za rôzne považujeme aj šachovnice,
ktoré stač́ı otočit’ o 180◦, aby vyzerali rovnako.

Výsledok. 464

Riešenie. Ak máme obd́lžnik 2× 1 (domino) poĺıčok rovnakej farby, následne celý
”
dvojitý“ st́lpec (resp.

”
dvojitý“

riadok), v ktorom toto domino lež́ı, muśı byt’ vyplnený rovnako otočenými dominami so striedajúcimi sa farbami. To
nám zaruč́ı, že na celej šachovnici sú všetky dominá rovnako otočené. Spomeňme, že vyplnenie pásu n × 1 poĺıčok
dominami a štvorčekmi vieme urobit’ fn spôsobmi, kde f je Fibonacciho postupnost’ sṕlňajúca f0 = 1 a f1 = 1.

Ked’že všetky dominá musia byt’ rovnako otočené a rozloženie domı́n a štvorčekov na všetkých riadkoch (resp.

st́lpcoch) je identické, počet všetkých možných rozložeńı jednofarebných domı́n a štvorčekov je f10 + f11 − 1. Jednotku
sme odč́ıtali preto, že rozloženie obsahujúce iba štvorčeky a žiadne dominá sme započ́ıtali dvakrát. Navyše, každému
rozloženiu vieme priradit’ dve rôzne ofarbenia v závislosti od toho, akú farbu má l’avé horné poĺıčko, ked’že následne sa
už farby musia striedat’.

Dokopy je preto 2 · (144 + 89− 1) = 464 ofarbeńı šachovnice.

Úloha 52. Mati sa uč́ı o ḱlzavých priemeroch. Zobral si svoju obl’́ubenú postupnost’ (Fibonacciho postupnost’)

{Fk}∞k=0, pre ktorú plat́ı, že Fn = Fn−1 + Fn−2, kde F0 = 0 a F1 = 1. Na základe nej si zostavil postupnost’ ḱlzavých

priemerov {mk}2024k=6 , pre ktorú plat́ı mk = Fk+Fk−1+···+Fk−6

7 . Kol’ko prvkov postupnosti {mk}2024k=6 sú celé č́ısla?

Výsledok. 252

Riešenie.
Na začiatok si pripomeňme, že

∑k
i=0 Fi = Fk+2 − 1. Toto tvrdenie dokážeme indukciou, kde indukčnou bázou je∑0

i=0 Fi = F0 = 0 = 1− 1 = F2 − 1 a ako indukčný krok sprav́ıme
∑k+1

i=0 Fi = Fk+1 +
∑k

i=0 Fi = Fk+1 + Fk+2 − 1 =
Fk+3 − 1. Preto

Fk + Fk−1 + · · ·+ Fk−6 =

k∑
i=0

Fi −
k−7∑
i=0

Fi = Fk+2 − Fk−5 = 7 ·mk.

Nech dl je zvyšok Fl po deleńı 7. Potom členy postupnosti {dl}2024l=0 sú

0, 1, 1, 2, 3, 5, 1, 6, 0, 6, 6, 5, 4, 2, 6, 1, 0, 1, 1, . . . , 0,

a ked’že dl ≡ dl−1 + dl−2 (mod 7), je jasné, že postupnost’ zvyškov dl bude mat’ periódu d́lžky 16.
Pre všetky indexy l také, že dl+2 ≡ dl−5 (mod 7), plat́ı, že l ≡ 4, 12 (mod 16). Ked’že 6 ≤ l ≤ 2024 a 2024 =

126 · 16 + 8, tak existujú riešenia v tvare l = 16 · k + 4 ak 1 ≤ k ≤ 126 a v tvare l = 16 · k + 12 ak 0 ≤ k ≤ 125. Celkovo
dostávame 2 · 126 = 252 riešeńı.
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Úloha 53. Do kružnicového výseku s vnútorným uhlom 60◦ vṕı̌seme d’aľśı kružnicový výsek a toto zopakujeme ešte
raz tak ako na obrázku. Určte pomer polomerov najmenšieho a najväčšieho výseku.

60◦

Výsledok.
√
39/8

Riešenie. Otočme najmenš́ı výsek ako na obrázku.

60◦

Z toho je jasné, že potrebujeme vypoč́ıtat’ y-ovú súradnicu prieniku prvého a druhého výseku.
Nech stred prvého výseku je na súradniciach (0, 0) a pravý vrchol na (1, 0). Potom najväčšiu kružnicu vieme poṕısat’

rovnicou x2 + y2 = 1 a strednú kružnicu rovnicou (x− 1)2 + y2 =
(√

3
2

)2
. Odč́ıtańım prvej rovnice od druhej dostaneme

1 − 2x = 3
4 − 1, a preto x = 5

8 . Potom môžeme dopoč́ıtat’, že y = ±
√
39
8 , a ked’že zápornému riešeniu neprislúcha

korektná geometrická konfigurácia, jediné riešenie je
√
39
8 .

Úloha 54. Včeĺı plást pozostáva z 2024 šest’uholńıkových poĺıčok. V strednom poĺıčku je 1ml medu. Podl’a špirálového
vzoru zobrazeného na obrázku sa v poĺıčkach nachádza rastúce množstvo medu, až kým posledné poĺıčko nebude mat’

2024ml. Král’ovná Maja sa rozhodla postavit’ dial’nicu zo stredového poĺıčka priamo na okraj, ako je vyznačené šedou
farbou na obrázku. Aby to mohla spravit’, musia robotnice presunút’ med zo šedých poĺıčok. Kol’ko medu (v mililitroch)
muśı byt’ presunutých, aby mohli vybudovat’ tento projekt?

22
21

20 9
8

19 2
7

18 1
6

17

23

10

3

4

24

11

12

13

25

26

27

28
5

14
29

16
15

30

Výsledok. 17928

Riešenie. Označme H(n) množstvo medu v n. poĺıčku dial’nice od stredu. Potom H(1) = 2, H(2) = 9, atd’. Pozrime
sa na šest’uholńıky tvorené poĺıčkami vo vzdialenosti n od stredu. Každá strana má n poĺıčok. Na to, aby sme sa dostali
z H(n) do H(n+ 1) po špirálovom vzore, potrebujeme prejst’ po piatich stranách d́lžky n a jednej stanu d́lžky n+ 1.
Preto môžeme usúdit’, že H(n+ 1) = H(n) + 5n+ (n+ 1) = H(n) + 6n+ 1. Potom môžeme nájst’ uzavretý tvar tejto
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postupnosti ako

H(n) = 6(n− 1) + 1 +H(n− 1) = · · ·
= 6 · ((n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1) + (n− 1) +H(1)

= 6 · (n− 1)n

2
+ n+ 1

= 3n2 − 2n+ 1.

Aby sme našli celkové množstvo medu, muśıme nájst’ počet šest’uholńıkov N (nepoč́ıtajúc stred) na dial’nici. Ked’že
máme dokopy 2024 šest’uholńıkov, tak N je najväčšie kladné celé č́ıslo také, že

H(N) ≤ 2024,

3N2 − 2N ≤ 2023,

N2 − 2

3
N ≤ 674 +

1

3
.

Ked’že 272 − 2
3 · 27 > 729− 27 > 675, tak hodnota N môže byt’ nanajvýš 26 a vskutku 262 − 2

3 · 26 < 676− 18 < 674,
nuž N = 26 je hl’adaný počet dial’ničných šest’uholńıkov.

Teraz zostáva vypoč́ıtat’ sumu

1 +
N∑

k=1

H(k) = 1 + 3 ·
N∑

k=1

k2 − 2 ·
N∑

k=1

k +

N∑
k=1

1

= 1 +
1

2
N(N + 1)(2N + 1)−N(N + 1) +N

= 1 + 13 · 27 · 53− 26 · 27 + 26

= 17928.

Iný postup pre vypoč́ıtanie poslednej sumy spoč́ıva v tom, že

H(k) = 6 · (k − 1)k

2
+ k + 1 = 6 ·

(
k

2

)
+

(
k + 1

1

)
a z Pascalovho trojuholńıka plat́ı identita (tiež známa ako hokejkové pravidlo)(

m

m

)
+

(
m+ 1

m

)
+ · · ·+

(
n

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
.

Potom

1 +

N∑
k=1

H(k) = 1 + 6 ·
N∑

k=1

(
k

2

)
+

N∑
k=1

(
k + 1

1

)
= 1 + 6 ·

(
N + 1

3

)
+

((
N + 2

2

)
− 1

)
= 27 · 26 · 25 + 14 · 27
= 17928.

Úloha 55. Kol’ko rozličných celých č́ısel sa objav́ı v postupnosti⌊
12

2024

⌋
,

⌊
22

2024

⌋
, . . . ,

⌊
20242

2024

⌋
,

kde ⌊x⌋ označuje najväčšie celé č́ıslo, ktoré je menšie alebo rovné ako x?

Výsledok. 1519
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Riešenie. Ked’že (n + 1)2 − n2 = 2n + 1, pre n ≤ 1011 plat́ı, že (n+1)2

2024 − n2

2024 = 2n+1
2024 ≤ 2023

2024 < 1. Potom⌊
(n+1)2

2024

⌋
≤
⌊

n2

2024

⌋
+1. Odtial’ vieme, že postupnost’

⌊
12

2024

⌋
,
⌊

22

2024

⌋
, . . . ,

⌊
10122

2024

⌋
obsahuje všetky celé č́ısla od

⌊
12

2024

⌋
= 0

do
⌊
10122

2024

⌋
= 506, takže medzi prvými 1012 členmi postupnosti je 507 unikátnych.

Na druhej strane, pre n ≥ 1012 plat́ı, že (n+1)2

2024 − n2

2024 = 2n+1
2024 ≥ 2025

2024 > 1, a teda
⌊
(n+1)2

2024

⌋
>
⌊

n2

2024

⌋
. Preto

každý člen z (
⌊
10132

2024

⌋
,
⌊
10142

2024

⌋
, . . . ,

⌊
20242

2024

⌋
) na zozname ešte nebol (ked’že je ostro väčš́ı ako predchádzajúci člen).

Potom z posledných 1012 členov postupnosti je všetkých 1012 unikátnych (zároveň sa nevyskytujú od prvej polovice
postupnosti).

Dokopy postupnost’ obsahuje 507 + 1012 = 1519 rozličných členov.

Úloha 56. Kol’ko existuje usporiadaných štvoŕıc (a, b, c, d), navzájom rôznych č́ısel a, b, c, d ∈ {1, 2, . . . , 17}, takých,
že a− b+ c− d je delitel’né 17?

Výsledok. 1904

Riešenie. Zostrojme pravidelný 17-uholńık P1 . . . P17. Plat́ı, že ak a− b ≡ d− c (mod 17), potom |PaPb| = |PdPc|, a
teda body Pa, Pb, Pc, Pd tvoria rovnoramenný lichobežńık. Takže základne PaPc a PbPd sú rovnobežné. Po odobrat́ı
jedného vrchola 17-uholńıka ostatných 16 vrcholov môže byt’ popárovaných do 8 rovnobežných čiar. Každé 2 z nich
môžu byt’ použité ako PaPc a PbPd. Existuje preto 17 ·

(
8
2

)
= 476 podmnož́ın. Každá podmnožina môže definovat’ viacero

usporiadaných štvoŕıc. Úsečky PaPc a PcPa sú rovnaké, avšak rozličná orientácia nám dáva rozličnú štvoricu. Podobne
pre úsečky PbPd a PdPb. Nakoniec tieto úsečky môžu byt’ vymenené, a teda výsledok je 2 · 2 · 2 · 476 = 3808.

Úloha 57. Nech ABCD je obd́lžnik a bod E je na strane CD taký, že 2|DE| = |EC|. Nech F je prienik úsečiek BD

a AE. Ak |∢DFA| = 45◦, určte pomer |AD|
|AB| .

Výsledok.
√
7−2
3

Riešenie. Pomer úsečiek zrejme nezáviśı od vel’kosti konfigurácie, preto môžeme predpokladat’, že |AD| = 4. Označme
kolmú projekciu bodu F na stranu AD ako G, stred kružnice oṕısanej trojuholńıka ADF ako O a kolmú projekciu O
na stranu GF ako H. Trojuholńıky ABF a EDF sú podobné s pomerom |AB| : |ED| = 3 : 1, preto |AG| = 3. Ďalej
máme, že |∢DOA| = 2 · |∢DFA| = 90◦, a preto AOD je pravouhlý rovnoramenný trojuholńık. Vzdialenost’ O od AB

aj od AD je teda 2. Označme poslednú neznámu d́lžku v pravouhlom trojuholńıku HOF ako x = |HF |. Použit́ım
Pytagorovej vety dostaneme

x2 + (3− 2)2 = (2
√
2)2 = 8 ⇒ x =

√
7.

Ked’že trojuholńıky DGF a DAB sú podobné, hl’adaný pomer je rovný

|DA|
|AB|

=
|DG|
|DF |

=
1

2 +
√
7
=

√
7− 2

3
.

A B

CD E

F

O

x
︸ ︷︷ ︸

︸
︷︷

︸

4 90◦

︸
︷︷

︸

3

G
H

. . .

. . .

. . .
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Úloha 58. Nech P (x) je polynóm stupňa 10 s celoč́ıselnými koeficientmi taký, že má iba reálne korene a polynóm

P (x) deĺı polynóm P (P (x) + 2x− 4). Nájdite hodnotu P (2024)
P (206) . Poznámka: Hovoŕıme, že polynóm P (x) deĺı polynóm

Q(x), ak polynómy P (x) a Q(x) majú celoč́ıselné koeficienty a existuje polynóm R(x) s celoč́ıselnými keoficientmi taký,
že Q(x) = R(x) · P (x).

Výsledok. 1010 = 10000000000

Riešenie. Ak r je koreň polynómu P (x), tak potom aj 2r − 4, 2(2r − 4) − 4 = 4r − 12, 2(4r − 12) − 4 = 8r − 28,
. . . , 2nr − 2n+2 + 4 sú korene polynómu P (x). Avšak P (x) má najviac 10 rôznych reálnych koreňov. Preto existuje
j > i také, že 2ir − 2i+2 + 4 = 2jr − 2j+2 + 4. Z toho vyplýva, že 2i · (r − 4) = 2j · (r − 4), a teda r = 4. Potom

P (x) = a · (x− 4)10, kde a je reálna konštanta. Nakoniec P (2024)
P (206) =

(
2020
202

)10
= 1010 = 10000000000.

Úloha 59. Marek je v kruhu 2024 l’ud́ı označených 1 až 2024 po smere hodinových ručičiek. T́ı si hádžu lietajúci
tanier. Človek na mieste 1 hod́ı tanier človeku na mieste 3. Človek na mieste 3 ho d’alej hod́ı človeku na mieste 5 a
tak d’alej, čiže každý človek hod́ı tanier druhému človeku po svojej l’avej ruke. Práve vynechaný človek sa nahnevá a
opust́ı kruh. Proces sa opakuje, kým v kruhu nezostanú posledńı dvaja hráči. Kde má Marek stát’, ak chce byt’ jeden
z posledných dvoch hráčov? Nájdi súčet pŕıpustných poźıcíı.

Výsledok. 2978

Riešenie. Ak sú v hre posledńı dvaja hráči, tak ten, ktorý drž́ı tanier, by ho hodil sám sebe a ostal by posledný
v kruhu. Aby sme našli poźıciu posledného človeka, uvažujme nasledovne. Ak by bolo 2n l’ud́ı v kruhu, tak každý človek
na párnej poźıcii by po jednom úplnom kole opustil kruh. Potom sa dostávame do podobnej situácie pre 2n−1 hráčov,
pričom človek na poźıcii 1 by opät’ držal tanier. Indukciou dostávame, že by v kruhu zostal posledný. Ak je v kruhu
2n + k l’ud́ı, tak po k hodoch je človek na poźıcii 2k + 1 v situácii, ked’ ostáva 2n l’ud́ı a môžeme preňho použit’ vyššie
spomı́nanú indukciu. Tento človek teda zostáva ako posledný. Medzi 2024 = 1024 + 1000 l’ud’mi, to bude človek na
poźıcii 2001.

Pre predposledného človeka uvažujme, že by v kruhu bolo 2n+2n+1 l’ud́ı. Tvrd́ıme, že v takomto pŕıpade predposledný
človek, ktorý ostane v kruhu, bude na poźıcii 1. Vieme si to vyskúšat’ na malých pŕıpadoch. Znovu indukciou, ak by
bolo 2n+1 + 2n+2 l’ud́ı v kruhu, tak po jednej plnej otočke by ich ostalo 2n + 2n+1, pričom hráč č́ıslo 1 by znovu držal
tanier. Teraz pre počet l’ud́ı rovný 2n + 2n+1 + k sa po k hodoch dostaneme do známej situácie, a teda človek na mieste
2k + 1 ostane ako predposledný. Ked’že 2024 = 1024 + 512 + 488, dostávame, že predposledný človek je na poźıcii 977.
Takže odpoved’ je 2001 + 977 = 2978.

Úloha 60. Kubko si hádže frisbee so svojimi 3 kamarátmi, pričom majú pravidlo, že nemôžu hodit’ frisbee kamarátovi,
ktorý im ho predtým hodil. Kubko hádzal ako prvý a po desiatich hodoch bol Kubko opät’ tým, kto držal frisbee.
Kol’kými spôsobmi mohlo týchto desat’ hodov nastat’?

Výsledok. 414

Riešenie. Spoč́ıtajme, kol’ko existuje postupnost́ı hádzania bez ohl’adu na to, že Kubko bol posledný. Pri prvom hode
mohol Kubko hodit’ frisbee svojim trom kamarátom. Z týchto troch kamarátov môže každý hodit’ už len dvom, lebo
Kubkovi naspät’ frisbee hodit’ nemôžu. Teda ak frisbee bolo hodené n-krát, máme 3 · 2n−1 postupnost́ı, kde Kubko
zač́ına.

Označme počet postupnost́ı, kde Kubko má frisbee v n. t’ahu, ako yn. V n. t’ahu je všetkých možnost́ı 3 · 2n−1.
Nasledujúci t’ah niektoré z týchto možnost́ı môžu byt’ pred́lžené hodom Kubkovi. Tie, ktoré nemôžu byt’ pred́lžené
Kubkovi, sú tie, kde Kubko držal disk v n. t’ahu alebo (n− 1). t’ahu, pretože musel hodit’ disk niekomu inému. Takých
postupnost́ı je postupne yn a 2yn−1. Preto yn+1 = 3 · 2n−1 − yn − 2yn−1.

Je ovel’a jednoduchšie spoč́ıtat’ každý člen až po y10 ako hl’adat’ uzavretý tvar. Z toho, že y1 = 0 y2 = 0 a plat́ı
rekurentný vzt’ah yn+1 = 3 · 2n−1 − yn − 2yn−1, vieme dopoč́ıtat’ y3 = 3 · 21 − 0 − 0 = 6, y4 = 3 · 22 − 6 = 6,
y5 = 3 · 23 − 6 − 12 = 6, y6 = 3 · 24 − 6 − 12 = 30, y7 = 3 · 25 − 30 − 12 = 54, y8 = 3 · 26 − 54 − 60 = 78,
y9 = 3 · 27 − 78− 108 = 198 a nakoniec y10 = 3 · 28 − 198− 156 = 414.

Iné riešenie. Uvažujme postupnost’ n hodov, kde Kubko je na začiatku, na konci a nikde medzi tým nemal disk.
Ak takáto postupnost’ bola na začiatku hry, tak Kubko mohol hodit’ disk l’ubovol’nému z 3 svojich kamarátov a ten
mohol pokračovat’ iba 2 spôsobmi, po čom už je postupnost’ hodov jednoznačne určená. Ak taká postupnost’ hodov
je niekde uprostred, tak Kubko nemôže vrátit’ disk tomu kamarátovi, ktorý hodil disk Kubkovi. Kubko preto môže
prihrat’ iba dvom kamarátom, po čom sú znova len dve možnosti a nakoniec jednoznačne určená postupnost’. Taká
postupnost’ hodov nemôže byt’ kratšia ako 3, preto je dostatočné nájst’ všetky rozklady č́ısla 10 na súčet, ktoré nemajú
sč́ıtance menšie ako 3. Také rozklady sú len 10, 3 + 7, 7 + 3, 6 + 4, 4 + 6, 5 + 5, 3 + 3+ 4, 3 + 4+ 3 a 4 + 3+ 3. Rozklad
10 môže byt’ zahratý 6 spôsobmi. Každý rozklad s dvoma sč́ıtancami môže byt’ zahratý 6 · 4 spôsobmi, teda dokopy
5 · 6 · 4 spôsobmi. A nakoniec rozklady o troch sč́ıtancoch môžu byt’ zahraté 6 · 4 · 4 spôsobmi, preto 3 · 6 · 4 · 4 možnost́ı.
Dokopy 6 · (1 + 5 · 4 + 3 · 4 · 4) = 6 · 69 = 414 možnost́ı.
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Úloha 61. Pedro si nakreslil trojuholńık ABC s |∢CBA| = 97,4◦ a na jeho strane AB si vyznačil bod D taký, že
|∢ACD| = 11,3◦ a |∢DCB| = 33,9◦. Potom si na AC vyznačil bod E taký, že |EC| = |BC|. Určte vel’kost’ uhla AED.

Výsledok. 41,3◦

Riešenie. Označme si α = 11,3◦ a β = 97,4◦. Následne |∢DCB| = 3α. Ďalej si na priamke AB označme ako F ̸= B

bod sṕlňajúci |CB| = |CF |.

α 3α

β
A

D

E

B
F

C

60◦

60◦
30◦

Ked’že |∢FBC| = 180◦ − β a △BCF je rovnoramenný, tak |∢BCF | = 180◦ − 2|∢FBC| = 2β − 180◦. Z toho vieme, že

|∢ECF | = α+ 3α+ 2β − 180◦ = 4 · 11,3◦ + 2 · 97,4◦ − 180◦ = 60◦.

Nuž a vd’aka |CF | = |CB| = |CE| dostávame, že △CEF je rovnostranný.
Chceli by sme ešte ukázat’ |FC| = |FD|. Ked’že |∢DCF | = 60◦ − α a |∢CFD| = 180◦ − β, zo súčtu uhlov △CDF

vyplýva
|∢FDC| = 180◦ − (60◦ − α)− (180◦ − β) = α+ β − 60◦ = 48,7◦ = 60◦ − α = |∢DCF |,

a teda △CDF je rovnoramenný so základňou CD. Spoločne s tým, že △CEF je rovnostranný, dostávame |FD| =
|FC| = |FE|. Body C, D, E preto ležia na kružnici so stredom F . Z obvodových a stredových uhlov potom
|∢CDE| = 1

2 |∢CFE| = 30◦ a |∢DEC| = 180◦ − α− 30◦. Napokon

|∢AED| = 180◦ − |∢DEC| = 30◦ + α = 41,3◦.

Úloha 62. Reálne č́ısla a > b > 1 sṕlňajú nerovnost’

(ab+ 1)2 + (a+ b)2 ≤ 2(a+ b)(a2 − ab+ b2 + 1).

Určte najmenšiu možnú hodnotu √
a− b

b− 1
.

Výsledok. 1√
2
=

√
2
2

Riešenie. Uprav́ıme nerovnost’

(ab+ 1)2 + (a+ b)2 ≤ 2(a+ b)(a2 − ab+ b2 + 1),

0 ≤ 2a3 + 2b3 − a2b2 − a2 − b2 − 4ab+ 2a+ 2b− 1,

0 ≤ (a2 − 2b+ 1)(2a− b2 − 1).

Ked’že a > b > 1, potom aj a2 > b2 a a2 − 2b+ 1 > b2 − 2b+ 1 = (b− 1)2 > 0. Preto v druhej zátvorke máme

2a− b2 − 1 ≥ 0,

2a− 2b ≥ b2 − 2b+ 1,

2(a− b) ≥ (b− 1)2,
√
a− b

b− 1
≥ 1√

2
.
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Hodnota 1/
√
2 sa nadobúda napŕıklad, ked’ a = 5/2 a b = 2 (ak máme dostat’ rovnost’, tak muśı platit’ a = (b2 + 1)/2),

takže je to skutočne najmenšia možná hodnota.

Úloha 63. Nech x, y, z sú rôzne nenulové celé č́ısla, ktoré sṕlňajú

(x− 1)
2

z
+

(y − 1)
2

x
+

(z − 1)
2

y
=

(x− 1)
2

y
+

(y − 1)
2

z
+

(z − 1)
2

x
.

Nájdite najmenšiu možnú hodnotu výrazu
|64x+ 19y + 4z|.

Výsledok. 7

Riešenie. Nech značenie
∑

cyc Q(x, y, z) predstavuje súčet troch členov, v ktorom zvyšné dva členy źıskame cyklickou
zámenou premenných x → y → z → x zopakovanou dvakrát, čiže

∑
cyc Q(x, y, z) = Q(x, y, z) +Q(y, z, x) +Q(z, x, y).

Prenásobeńım zadanej rovnice nenulovým xyz a následnými úpravami dostávame

P (x, y, z) = x(x− 1)2(y − z) + y(y − 1)2(z − x) + z(z − 1)2(x− y) =
∑
cyc

x(x− 1)2(y − z) = 0.

Nakol’ko P nadobúda hodnotu 0 pre x = y, y = z a z = x, muśı byt’ tento polynóm delitel’ný výrazom (x−y)(y−z)(z−x) =∑
cyc x

2(z − y). A ked’že P (x, y, z) je polynóm stupňa 4 a
∑

cyc x
2(z − y) je polynóm stupňa 3, zostávajúci činitel’ muśı

byt’ lineárny.

P (x, y, z) =

(∑
cyc

x2(z − y)

)
· (ax+ by + cz + d) .

Naviac xy − xz + yz − yx+ zx− zy =
∑

cyc x(y − z) = 0, z čoho

P (x, y, z) =
∑
cyc

(
x3(y − z)− 2x2(y − z) + x(y − z)

)
,

=
∑
cyc

(
x3(y − z)− 2x2(y − z)

)
+ 0,

=

(∑
cyc

x2(z − y)

)
· (ax+ by + cz + d) .

Z toho vidno, že a muśı byt’ −1, aby platila rovnost’ x2(z − y) · ax = x3(y − z). Podobne aj b = c = −1. Následne
z x2(z − y) · d = −2x2(y − z) plat́ı d = 2. Preto

P (x, y, z) = (x− y)(y − z)(z − x)(2− x− y − z) = 0.

Ked’že hl’adáme iba trojice navzájom rôznych č́ısel, muśı platit’ x+ y + z = 2. Zrejme každá trojica sṕlňajúca túto
rovnost’ sṕlňa aj rovnost’ zo zadania.

Aby sme našli najmenšiu možnú hodnotu |64x+19y+4z|, odč́ıtajme od vnútra absolútnej hodnoty 4(x+ y+ z)− 8,
ktoré je v skutočnosti rovné nule, a teda tým hodnotu výrazu nezmeńıme. Dostaneme tak

|64x+ 19y + 4z| = |15 · (4x+ y) + 8|.

Teraz hl’adáme celé č́ıslo 4x + y, pre ktoré je hodnota výrazu minimálna. To očividne nastáva pre 4x + y = −1. A
k tomu už vieme nájst’ riešenie (x, y, z) = (−2, 7,−3).
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