Uloha 1. Hra funguje tak, Ze v kazdom kole ziska jeden z hracov ,vitazny bod“. Hra koné& v momente, ked niektory
z hra¢ov ziska 10 vifaznych bodov. Kolko najviac kol moéze mat Hra, ked ju hra 5 hracov?

Vysledok. 46

Riesenie. Na konci Hry m4 jeden hra¢ 10 bodov, kym ostatni maji kazdy najviac 9 bodov. Dokopy teda mohlo byt
najviac 10 +4 -9 = 46 kol.

Uloha 2. Migo mé Styri karty s ciframi 1, 2, 3 a 6. Chce z nich poskladaf dve ¢isla A a B tak, Ze pouzije kazdd kartu
prave raz a aby ¢islo A bolo ndsobkom é&fsla B, napr. A = 36 a B = 12. Kolkymi spdsobmi to vie urobit?
Vysledok. 21
Riesenie. Rozlisime dva pripady:
1. Cislo B je jednociferné a A trojciferné. Mozné hodnoty B s:
1: &slo A moze byt Tubovolnd permutécia 2, 3, 6 — 6 moznosti.
2: A musi konéit na 6 — 2 moznosti.
3: A m4 ciferny stcet delitelny 3 bez ohladu na usporiadanie cifier — 6 moznosti.
6: A ma ciferny sticet delitelny 3 bez ohladu na usporiadanie cifier, musf viak navyse kon¢it na 2 — 2 moZnosti.
2. Cisla A aj B st dvojciferné. Potom vieme povedat, ze A : B je menej ako 6. Vyskisame jednotlivé moznosti:
1: Ned4 sa, lebo A # B.
2: A konéi na 2 alebo 6. V prvom pripade B konéi na 1 alebo 6, v druhom nutne na 3. Zajvne A > B, takze
cifra na mieste desiatok musi byt viésia v ¢isle A. Lahko overime, ze aj A = 62, B = 31, aj A = 32, B = 16,
aj A =26, B =13 vyhovuji — 3 moznosti.
3: Aby bolo A dost velké, zacina cifrou 3 alebo 6. Zaroveni musi byt A ndsobok 3, takZe obsahuje aj 3, aj 6.
Vyhovuje aj A =36, B=12,aj A =63, B=21 — 2 moznosti.
4: Aby bolo A dost velké, musi zaéinaf cifrou 6. Aby bolo A parne, musi konéit 2. Ned4 sa, ked'ze 62 nie je
nasobok 4.
5: Aby bolo A nésobok 5, musi konéit na 0 alebo 5, ¢o sa neda.

Dokopy dostdavame 21 moznosti.

Uloha 3. Na obrézku sa nachddzaju Styri Stvorce, pricom na jednom z nich je vyznaceny jeho obsah 8. Aky je obsah
najvécsieho stvorca?

Vygsledok. 18

Riesenie. Pomer dlzok stran §tvorcov na obrézku je 3:2:1, preto obsah najvécsieho z nich je (%)2 -8 =18.

Uloha 4. V parku sa jedného dna stretli kentauri, matematici a straky. Spocitali sme, ze v tomto parku sa nachadza
dokopy 15 chvostov a 94 rik. Kolko bolo v tomto parku noh?

Poznamka: Straka nema ziadne ruky, mé vSak dve nohy a jeden chvost, matematik ma dve ruky a dve nohy, ale
ziaden chvost a kentaur ma dve ruky, styri nohy a jeden chvost.

Vysledok. 124

Riesenie. Oznalme pocet kentaurov, matematikov a strak ako k, m a s v tomto poradi. Na zaklade informécie o
pocte chvostov mozno usudit, ze s + k = 15, a podla poétu rik zas 2m + 2k = 94. Poéet noh moézeme vyjadrit ako
4k +2m + 2s, ¢o je 2(s + k) + (2m + 2k) = 30 + 94 = 124.

Uloha 5. V televizii st tri kandly oznaéené ako 1, 2 a 3. Z kazdého kandla sa d4 prepnit len na kandl s ¢iselnym
rozdielom préve 1, teda napriklad z kandla 1 sa d4 prepntf len na kandl 2. Ak Viki za¢ina na druhom kanéli a prepne
kandl jedendstkrat, kolko réznych postupnosti kandlov vie dostat?

Vysledok. 64

Riesenie. 'V postupnosti sa bude nachddzat 12 kandlov, pricom na neparnych pozicidch to vzdy bude druhy kandl.
Zvysi tak 6 pozicii, na kazdej z ktorych sa méze vyskytnit prvy alebo treti kandl, takze dostaneme 26 = 64 postupnosti.



Uloha 6. Misko si nakreslil dva zhodné obdeniky a potom si v obréazku oznacil dva uhly. Jeden z nich aj odmeral a
jeho velkost zapisal do obrazka. Akd hodnotu by nameral, keby odmeral druhy uhol?

Vysledok. 27°

Riesenie. Oznaéme si body ako na obrazku nizSie. Spoloéna uhloprieéka AB rozpoluje uhol <FBD, a preto mame

360° — 234°
[AFBA| = =" = 6%°.
Naviac, kedze ¢iarkovand tsecka E'F je rovnobeznd s AB, plati |[<EFB| + |<FBA| = 180°. Avsak vdaka tomu, ze
<AF B je pravy, pre hladany uhol plati
a = 180° — 90° — 63° = 27°.
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Uloha 7. Ak4 je hodnota vyrazu x® — 142 + 2024, ak 2% — 4z + 2 = 0?
Vysledok. 2016

Riesenie. Ked od x® — 14z + 2024 odéftame z - (2% — 42 +2) = 0, dostaneme 422 — 162 + 2024. Ked' od tohto vysledku
odéftame este 4 - (22 — 42 + 2) = 0, dostaneme 2016, ¢o je hladané riesenie.

Uloha 8. Lukas si zvolil celé éislo n a napisal pocet jeho parnych cifier, neparnych cifier, a celkovy pocet cifier. Ked
tieto ¢fsla precital ako jedno, ignorujic pripadné nuly na zaciatku, ziskal opét &islo n. Aké najmensie &islo si Luk4s
mohol zvolit?

Priklad: Ak Lukas zoberie ¢islo 2024, tak pocet parnych cifier je 4, po¢et neparnych je 0 a pocet vSetkych je 4.
Takze precita 404.
Vysledok. 123

Riesenie. Lukésovo &islo n nemoze byt jednociferné, lebo jeho cifra by bola parna alebo neparna, takze by zapisal
aspon dvojciferné éislo. Podobne nemohlo byt jeho ¢islo dvojciferné, lebo by konéilo na cifru 2, ktord je parna. Cislo n
teda malo aspon tri cifry.

Aké trojciferné &islo si Luk4s mohol zvoli? KedZe malo tri cifry, muselo konéit na 3 a stiéet prvej a druhej cifry
musel byt tiez 3. Dostavame tri moznosti: 123, 213, 303. Vsetky tri sa prepisu na 123, vratane ¢isla 123. To je teda
najmensie mozné LukasSovo ¢islo.



Uloha 9. Pohorie Dva kopce vyzerd zboku ako p#tuholnik, ktory vidite na obrazku. Pozndte vyznacené dfiky stran a
velkosti uhlov. Uréte a + b.

Vysledok. 16
Riesenie. K pitfuholniku priddme rovnobeznik ako na obrdzku, ¢m z neho spravime rovnostranny trojuholnik.
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Potom zjavne 11 =4 +a =2+ b, takze a = 7 a b= 9. Odtial a + b = 16.

Uloha 10. V pesnicke Kopala studienku dievéina kopala studienku a pytala sa, ¢i je taka hlbokéd, aké je Siroka.
Studienka je valec, ktorého vysku nazyvame hlbka, a ktorého priemer podstavy nazyvame Sirka. Dievéina vie, ze za
tyzdeii dokdze vykopat studienku, ktord mé spravnu sirku, ale len tretinovi hlbku. Nastastie je poruke Janko Mattska,
ktory za tyzdeni dokdze vykopat studienku spravnej hlbky, ale len polovi¢nej §irky. Vieme, Ze ¢as kopania je priamo
dmerny objemu vykopanej hliny. Kolko dni budid musief kopat spolu, aby mala ich studiia spravnu hlbku aj $irku?
Vysledok. 12
Riesenie. Cas je imerny objemu vykopanej hliny. Pre studnu s hibkou h a sirkou s je jej objem V' = 7
teda vykope za tyzdeii 7 - s2- % = %V, ¢o dava iV za den. Janko Matuska za tyzdeii vykope 7 - (%)2 -h = %V, o je

%V za deii. Dokopy za defi vykopi
1 1 443 1
< + ) V = + V =-—-V.

jus

-2+ h. Dievé¢ina

21 ' 28 347 127
Vykop celej studne im teda bude trvat 12 dni.

Uloha 11. Marek m4 tabulku 10 x 10 Stvoréekov so stranou 1. Rozhodol sa, ze do nej vyznaci vSetky usecky dfzky
V/5, ktoré spajaji vrcholy dtvoréekov. Kolko tiseciek musi vyznagit?

Vysledok. 360

Riesenie. Zacnime pozorovanim, ze kazda tsecka spédjajica dva vrcholy Stvorcekov je vlastne uhlopriecka obdlznika
s celo¢iselnymi dizkami stran. (Este su aj vodorovné a zvislé tsecky, tie vSak maju celo¢iselni dizku stran, a teda nés
nezaujimaji.) Aby mala uhlopriecka dizku V/5, musi byt aspon jedna strana obdl#nika rovn4 1, inak bude mat dizku
aspon /22 + 22 = /8 > /5. Dahko dopocitame, ze druh4 strana obdl#nika musf byt 2.

Takze kazdy obdlznik 2 x 1, resp. 1 x 2 obsahuje prave dve tisecky, ktoré chce Marek vyznagit. Pre zvisly obd{znik
mame 10 stfpcov, do ktorych ho moézeme umiestnif. V kazdom stfpci mame 9 moznych pozicii, dokopy teda 90 zvislych
obdlznikov. Rovnako vieme dopotitat, Ze vodorovnych obdlznikov bude tiez 90. Celkovo mame 90 + 90 = 180 obdiznikov
po 2 tusecky, ¢ize 360 tseciek dfiky V5.



Uloha 12. Navzajom rozne nenulové cifry S, A, C, H spiﬁajﬁ
2024 + HAHA = SACH.

Ak4 je najvicsia mozné hodnota stvorciferného éisla SACH?

Vysledok. 5963

Riesenie. Kedze SACH a HAHA maji rovnaki cifru na mieste stoviek a 2024 mé na mieste stoviek 0, pri séitani
na mieste desiatok nedochédza k prechodu cez desiatku. Takze 24 + HA = CH a H + 2 = S. Zaroven vsak pri
séitani A + 4 musi dojst k prechodu cez desiatku, inak C' = H + 2 = S, ¢o nemoze nastat, lebo cifry st rozne. Takze
H=A+4—-10=A—-6apotom S=A—4aC =A—3. Odtial dostdavame, ze SACH je 3741, 4852 alebo 5963.
Najvicsie je ¢islo 5963.

Uloha 13. Zebrouholnik je obdlznik na obrazku so stranami 14 a 8. Jeho uhlopriecka je rozdelend na 7 tuseciek
rovnakej dlzky. Urcte obsah vyfarbenej casti.

14

Vysledok. 48

Riesenie.  Zebrouholnik je rozdeleny na 14 trojuholnikov — 8 bielych a 6 vyfarbenych. Vsetky tieto trojuholniky maju
rovnaku zakladnu aj rovnakui vysku. Preto maji aj rovnaky obsah. Obsah sivej casti tak je % = % z obsahu obdlznika.
Dostavame % - 8- 14 =48.

Uloha 14. Do matematického kriizku chodi niekolko chlapcov a dievéat. Ak by sa k nim jedno dievca pridalo a 20%
chlapcov odislo, bude do krizku chodif rovnako vela chlapcov ako dievéat. Avsak, ak by naopak jedno dievéa z krizku
odislo a neskor sa pocet dievéat v krtizku zvysil o 30%, opit bude chlapcov a dievéat rovnako. Kolko det{ chodi do
matematického kruzku dokopy?

Vysledok. 116

Riesenie. Oznacme pocet dievéat d a pocet chlapcov c¢. Zadanie nam déva dve rovnice:

8
d —+ ]. = EC,
13
Dosadenfm ¢ = 12(d — 1) do prvej rovnice dostaneme
8 13 26
d+1=— -—(d—-1)=—=(d-1).
+ 10 10( ) 25( )

Odtial Iahko vyjadrime, ze 1 + g—g = (% — ) d. Takze d = 51. Pocet chlapcov potom dopocitame ako % - 50 = 65.
Dokopy mame 51 + 65 = 116 deti.

Uloha 15. Ivka si zapalky usporiadala a oznacila rovnako ako na obrazku, aby tvorili 9 stvorcov. Odstranenim troch
zépaliek sa pocet stvorcov znizi na 5 a kazds zdpalka ostane stcastou strany aspon jedného stvorca. Néjdite maximalny
sucet &isel priradenych zdpalkdm, ktoré takto mozeme odstranit.

1 2 _ 3




Vysledok. 50
Riesenie.

Na obrazku vidime 7 $tvorcov so stranou 1 a dva §tvorce so stranou dizky 2. Aby sme znizili pocet $tvorcov na 5,
treba odstranit 4 stvorce. Aby sme odstranili §tvorec ohraniceny zapalkami s ¢islami 3, 6, 7 a 10, je potrebné odstranit
aspon 3 zapalky. Tym by sme vsak ubrali len jeden Stvorec. Teda tento §tvorec musi ostat zachovany. Aby ostal
zachovany, nesmieme tieZ v Ziadnom pripade odstranit zdpalku s éislom 6.

Odstranenie zdpalky 11 alebo 13 vedie k odstrdneniu oboch velkych stvorcov a jedného malého. Dostaneme tak dva
mozné pripady:

e Ak zoberiem zépalku s ¢islom 11, potom mézeme zobraf siibezne dvojicu s éislami 12 a 13 alebo dvojicu s éfslami

18 a 20.
e Ak zoberiem zapalku s &islom 13, potom mézeme zobrat stibezne dvojicu s éislami 1 a 4, dvojicu 11 a 12 alebo
dvojicu s ¢islami 16 a 19.
7 tychto moznosti dostaneme najvyssi sicet vyberom 11, 18 a 20 so stctom 49.

Zapalky 5, 12, 17, 3, 7 a 10 st jediné, ktoré nie si stc¢astou velkych stvorcov. Kedze 3, 7 a 10 nemdzeme zobraf, na
vyber ndm ostdvaju len 5, 12 a 17. Vyber tejto trojice vSak nespiﬁa pozadované vlastnosti, teda bude nutné odstranit
aspoii jeden velky stvorec.

Zapalku s &fslom 6 nemodzeme zobrat a potrebujeme odstrdnit aspoi jeden velky $tvorec, nuz musime zobrat aspoii
jednu z nasledujicich dvojic: 18 a 20, 16 a 19 alebo 1 a 4. Realizécia takéhoto vyberu odstrani okrem velkého stvorca
prave jeden maly, a teda vyberom poslednej zdpalky musime odstrénit d'alsie dva stvorce. Prejdime si teraz opét nase
moznosti:

e V pripade, 7e zoberieme 1 a 4, najviac vieme dostaf stcet 49 (1 + 4 + 20), ¢o je menej ako ndjdenych 49.

e V pripade, Ze zoberieme 16 a 19, najviac vieme dostat sicet 48 (13 + 16 + 19), ¢o je menej ako ndjdenych 49.

e V pripade, 7e zoberieme 18 a 20, najviac vieme dostat sicet 50 (12 + 18 + 20).

Najvicsi stcet, ktory vieme dostat, je 50.

Uloha 16. Lukés mé flasu vysoku 21. Pozostdva z valca vysokého 16 a nepravidelného titvaru, ktory tvori hrdlo flase.
Luk4s flagu ¢iastocne naplnil vodou tak, Ze siahala do vysky 13. Ked flagu zatvoril a obratil naopak, voda siahala do
vysky 14. Kolko percent objemu flase zabers voda?

16

21 -
13 14

Vysledok. 65

Riesenie. Oznacme r polomer zdkladne valca. Z prvého pozorovania vieme, Ze objem vody vo fTasi je 13772, Z druhého
pozorovania vieme, Ze objem vzduchu vo flasi je (21 — 14)7r? = 7rr2. Celkovy objem flase je teda (13 + 7)7r? = 2072
Vysledné percenta dostaneme ako

13772 13
— = — = 65%.
2072 20 %

Uloha 17. Lukés 7ije v Sestuholnikove, v meste, ktorého ulice sii vietky dlhé 1km a tvoria strany troch pravidelnych
gestuholnikov. Lukas chce najprv vyzdvihnif svoju priatelku Teri a potom s fiou st do kina. Na obrazku Luk4s zaéina
v bode A, Teri byva v bode B a kino sa nachadza v bode C. Lukas nechce ist tou istou ulicou dvakrat. Zistite stcet
dizok vietkych roznych ciest, ktorymi mohol Lukas fst.



Vysledok. 28

Riesenie. Existuju styri cesty z A do B, ktoré neprechadzajui cez C. Pre dve z nich neexistuje ziadna cesta do C, po
ktorej by Lukas nepresiel druhykrat tou istou ulicou. Pre jednu cestu existuje prave jedna do bodu C'. A pre posledni
existuju dve cesty do bodu C. Dohromady teda existuju tri rézne cesty. Dve maju dlzku 10 a jedna ma dlzku 8, sucet
je 28.

Uloha 18. Danko a Viktor sa prechddzaji po dvoch okruznych trasach, ako je vyznacené na obrazku. Medzi kazdymi
dvomi zastdvkami na jednotlivych trasdch im trvé prejst prave 1 minttu, zaé¢inaji v miestach oznaéenych sipkami a
postupuji v ich smere. Po kolkych minttach sa prvykrat stretni?
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Vysledok. 44

Riesenie. Nech Dankovou trasou je té, ktort trva prejst 14 minit, a Viktorovou té, ktord trva prejst 12 mintt.
Existuji préve dva body, kde sa mozu stretnit. Stretnit sa moézu v lavom bode, ak Danko prejde svoj okruh d-kréat a
Viktor v-krat. V tomto bode sa stretni, ak

14d+2 =12v + 8.

Upravou dostaneme, ze 7d = 6v + 3, na zéklade ¢oho 7 | 6v + 3. Skiganim v € {0,1,2,...} zistime, ze dvojica
(d,v) = (3,3) je najmensim rieenim. Podobne vieme takéto niec¢o zostavit aj pre pravy bod stretnutia, kde

14d + 5 =12v + 3,

a Upravami dostaneme, Ze 7d = 6v — 1. Z toho potom 7 | 6v — 1 a zjavne v > 6. Stretni sa teda prvy raz po 14-3+2 = 44
minutach.

Uloha 19. Kladné celé éisla a,bac Spiﬁajti rovnice

Vaz+b2-1712=c,
V2 + b2 —220 =a.

Ak4 je najvicsia moznd hodnota vyrazu a + b+ c?
Vysledok. 26

Riesenie. Umocnenfm oboch rovnic a ich naslednym séftanim dostaneme 2b% = 392. Ked'ze b musi byt kladné, b = 14.
Doplnenim tejto informéacie do prvej rovnice dostaneme a? + 24 = ¢2. Teraz ¢? — a? = (¢ — a)(c + a) = 24 je parne, a
teda aj d = ¢ — a mus{ byt parne. Ak d = 6, tak (¢ — a)(c+ a) > d(d + 2), ¢o bude prinajmensom 48, ¢o je viac ako 24.
Ako pripustné moznosti ostavaji d = 2 a d = 4. V prvom pripade a + ¢ =12, z ¢oho a =5 a ¢ = 7. V druhom pripade

.....

Uloha 20. Timka si nakreslila kruh, ktorému vpisala a opisala pravidelné Sestuholniky. Aké ¢ast obsahu opisaného
sestuholnika je tvorend vpisanym Sestuholnikom?

Vysledok. %



Riesenie. Rozdelenim plochy na zhodné trojuholniky ako na obrazku Iahko zistime, Ze rieSenie bude % = %.

Iné riesenie. Nech r je polomerom kruhu. Sestuholnik sa dé rozdelif na 6 rovnostrannych trojuholnikov, pricom tie

patriace vpisanému Sestuholniku maji vysku %7‘\/?: a patriace opisanému r. Preto koeficient podobnosti bude k = %\/g
. 2_ 3

a obsahy budi v pomere k* = 3.

Uloha 21. Narodeniny n nazveme $tvorcové, ak st aspoii druhé a pre vietky prvoéisla p, ktoré delia n, plati, ze aj p?

deli n. Napriklad n = 8 = 23 je Stvorcové, ale n = 56 = 8 - 7 nie je §tvorcové. Korytnacka Kika osldvila 196. narodeniny.

Kolko §tvorcovych narodenin si Korytnacka Kika zazila za svoj Zivot?
Vysledok. 20

Riesenie. Vsetky Stvorcové narodeniny musia obsahovat len druhé a vyssie mocniny prvoéisel. MnoZina vietkych

druhych a vyssich mocnin prvoéisel mensich alebo rovnych 196 je S = {4, 8,9, 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 81,100, 121, 125, 128, 144, 169,
Vsimnime si, Ze sti¢in dvoch a viacerych éfsel z mnoziny S véicsich ako 27 bud patri do S, alebo je viicsi ako 196. Z ¢isel

mensich alebo rovnych 27 len 8 a 27 nie s Stvorce. Zvysné su Stvorce a ich si¢inom sa zachovéava, ze si Stvorce, teda

tieto st¢iny bud uz patria do S, alebo st viésie ako 196. Zo stéinov obsahujtcich 8 a 27 vieme vyprodukovat mimo S

len 27 -4 =108 a 8 - 9 = 72. Celkovo ndjdeme 18 + 2 = 20 vyhovujucich é&isel.

Uloha 22. Sifaz Elektricky ndboj ma za sebou uz 10 tspesnych roénikov. Plati, Ze v n. roéniku bolo na sifazi n + 2
uloh oéislovanych ¢islami 1 az n + 2. Do jedenasteho roénika sttaze sa rozhodli organizétori vybrat po jednej tilohe
z kazdého z predoslych rocnikov tak, aby tilohdm zostali povodné Cisla a zaroven v jedendstom roc¢niku mali ulohy ¢isla
1 az 10. Kolkymi roznymi spdsobmi to vedia spravit, ak sa doteraz tilohy neopakovali?

Vysledok. 13122

Riesenie. 7 prvého roénika vedia organizdtori vybrat Tubovolnt z 3 1loh. Z druhého roénika maji na vyber 4 — 1 =3
ulohy, pretoZe jedno é&islo uz zabrala tloha z prvého roénika. Mézeme si v&imnit, Ze z n. ro¢nika je vidy n — 1 éisel uz
zabranych tlohami z predoslych roénikov, takze méme (n + 2) — (n — 1) = 3 moznosti. To plati az po ro¢nik 9, nie
vratane. Vtedy je 8 &isel zabranych a navyse organizdtori nevedia pouzit tlohu 11. Maji teda len 2 moznosti. Podobne
z desiateho ro¢nika maji na vyber len jedint tlohu, ked'ze 9 &sel uz vybrali a 11 ani 12 pouzif nemoézu. Spolu maji
3%.2.1 = 13122 moznosti.

Uloha 23. Kladné celé éislo vyhovuje podmienke, ked zaéina cifrou 1 a zéroveii z neho presunutim tejto cifry na
koniec ¢isla dostaneme trikrat vicsie ¢islo. Aké najmensie ¢islo vyhovuje podmienke?
Napriklad ¢éislo 174 nevyhovuje, lebo 741 # 3 - 174.

Vysledok. 142857

Riesenie. Ked pozndme poslednt cifru trojnasobku, vieme povodné é&fslo zrekonstruovat od konca. Konkrétne:

3= 1—=z="T7,
Y7 3=...7T1 -y =25,
.. 2B7-3=...571 =5 2=8,

L1857 -3 =...8571 =t =2,
...82807 -3 =...28571 = s =4,
..742857 -3 = ...428571 = r = 1.



Skor skonéif nemozeme, lebo by &fslo nezaéinalo cifrou 1. Lahko si overime, Ze 428571 = 3 - 142857.
Iné riesenie. Kazdé n-ciferné éislo zaéinajice jednotkou vieme napisat ako 10"~ ! + a, kde a je nejaké (n — 1)-ciferné
¢islo. Presunutim cifry 1 na koniec dostaneme &fslo 10a + 1. Potrebujeme teda vyriesit rovnicu

10a +1=3- (10" +a).

Vieme ju ekvivalentne upravif na 3-10"~! — 1 = 7a. Na lavej strane mame ¢&islo zaéinajice cifrou 2, za ktorou si samé
cifry 9. Zaéneme delit ¢islo 299 ... ¢islom 7 a pridavame deviatky, kym ndm nevyjde zvysok 0. Dostaneme tak &islo
a = 42857. Pévodné ¢islo potom bolo 142857.

Uloha 24. Dzavo ulozil dve dvojice zhodnych Stvorcov (s kladnymi dizkami strdn) tak, ako je zndzornené na obrazku.
Dva vyznacené body su vo vzdialenosti 1. Aky je stucet obsahov vSetkych Styroch stvorcov?

Vysledok. 58
Riesenie. Oznacme ako z stranu mensieho Stvorca. Z Pytagorovej vety pre sivy pravouhly trojuholnik vieme, ze

(22)% + (1+2)% = (1+2x)°
To vieme zjednodusit na x2 = 2z, ¢oho jedinym kladnym riesenfm je = 2. Hladanou odpovedou je preto 2-(22452%) = 58.

X

I

Uloha 25. Lezec David je spustany z vrchu zvislej steny. To znamend, Ze je priviazany na jednom konci lana, ktoré
prechddza pevnym bodom na vrchu steny a odtial spif zvislo dole k Bagke, ktora lano drzi a opatrne pusta tak, aby
David nespadol. Lano je pruzné, takze jeho zafazens ¢ast (od Davida po Bagku) je napnuté tak, Ze sa natiahla o 20%.
Navyse je uprostred lana znacka, ktora sa dostala na Davidovu tiroven, ked bol v tretine vysky steny nad zemou.
Nasfastie bolo lano dost dlhé, a ked’ sa David ocitol na zemi (ale lano bolo stéle este napnuté), tak mali rezervu 10
metrov nenatiahnutého lana. Uréte vysku steny v metroch, ak zanedbéte vysku Iudf a dizku lana potrebného na uzly.
Vysledok. 18 metrov

Riesenie. Oznacme dizku (nenatiahnutého) lana ako [ a vysku steny ako s. Ked sa David a znatka nachddzali na
jednej tirovni, tak polovica lana bola natiahnuté od Davida po vrch steny a spif — takZe dvakrat dve tretiny steny.

Odtial
6 I 2

2.2 —=9.%4
5 2 37
Ked David dosadol na zem, bolo od neho po vrch steny a naspit natiahnuté celé lano bez 10 metrov, teda
6
- (l—-10)=2"-s.
S (1-10)=2-s
Dosadenim [ = %s z prvej rovnice do druhej dostaneme
8
—s—12=2s,
33 S

z ¢oho lahko dopoéitame s = 18.



Uloha 26. V zdsuvke je n ponoziek. Ak vytiahneme ndhodne dve (bez opakovania), pravdepodobnost, Ze obe st
Cierne, je 2/15. Ak4 je najmensia moznd hodnota n?

Vysledok. 10

Riesenie. Nech b je poéet iernych ponoziek. Potom pravdepodobnost, Ze obe ponozky st &ierne, je % . %. Ked'ze
2

15, musi:

tento vyraz méa byt
15-b-(b=1)=2-n-(n—-1).

Ked7ze 3 aj 5 delia lavi stranu a obe st nesidelitelné s 2, musia delif n - (n — 1) na pravej strane. Ked za¢neme
s malymi ndsobkami 3 a 5 pre n, zistime, ze n = 6 vediek 15-b-(b—1)=2-6-5=60. Aviak b- (b — 1) = 4 sa nedd
splnit Ziadny celym ¢islom, takZze n = 6 nie je riesenie. Ak n = 10, tak b- (b — 1) = 12 sa d4 dosiahnuf polozenim b = 4.
Takze rieSenie pre n je 10.

Uloha 27. N3§jdite najvicsie prirodzené cislo, ktoré
e m4 presne sedem cifier,
e ma vsetky cifry rozne,
e je nasobkom 11.

Vysledok. 9876504

Riesenie. Pouzijeme podmienku delitelnosti 11: &fslo je delitelné 11 prave vtedy, ked rozdiel medzi siétom cifier na
neparnych pozicidch a stiétom cifier na parnych poziciach je delitelny 11.

Medzi vsetkymi ¢islami s danym poctom cifier, v tomto pripade so siedmimi, najvicsie sa tie, ktoré zacinaja
najvicésimi ciframi. Zaénime preto hladat rieSenie volenim cifier od 9 smerom k niz&fm. Po napisani 98765 vidime,
ze sucet ,neparnej“ skupiny je 9 + 7+ 5 = 21 a stcet ,parnej“ skupiny je 8 + 6 = 14. Rozdiel je 7 a musime ho
spravit delitelny 11 pouzitim dvoch cifier z mnoziny {0,1,2,3,4}. To sa d4 spravit jedinym sposobom — pridanim 0 do
,parnej* skupiny a 4 do ,neparnej“ skupiny, ¢o vytvori riesenie 9876504. KedZe kazdé iné rieSenie by muselo zaéinat
postupnostou piatich cifier mensou nez 98765, je toto naozaj najvicsie mozné &islo.

.....

Iné riesenie. Zacnime najvacsim ¢islom, ktoré pozostava zo siedmich roznych cifier, 9876543. VSimnime si pouzitim
pravidla delitelnosti 11 alebo pisomnym delenim, Ze toto ¢islo nie je delitené 11, ale 9876537 je a je to najvicsi ndsobok
11 mensi nez pociatocné ¢islo. Ked'ze jeho cifry nie st rézne, odéitame 11 a skontrolujeme, &i s cifry novoziskaného
¢isla rozne. Po niekolkych krokoch

9876537 — 9876526 — 9876515 — 9876504
dostaneme hladané ¢éislo 9876504.

Uloha 28. Majme §tvoruholnik ABCD s dizkami strén AB, BC a CD postupne 5, 3 a 10. Velkost vniitorného uhla
pri B je 240° a vnutorného uhla pri C' je 60°. Vypocitajte dlzku AD.

Vysledok. 13

RieSenie. Zostrojme rovnostranny trojuholnik BCE s bodom FE na tsetke C'D. Potom v trojuholniku AED plati
|AE| = 8, |ED| = 7 a [<DEA| = 120°. Preto z kosinusovej vety |AD[?> = 8 + 72 —2.7-8 - cos120° = 169, takze
|AD| = 13.

Iné riesenie bez pouZitia kosinusovej vety. Ak trojuholnik AED rozsirime o polovicu rovnostranného trojuholnika so
stranou dizky 7, mozeme pouzitim Pytagorovej vety dostaf [AD[2 = (5 + 3 4 3,5)2 + (3,5 \/5)2 = 169.



Uloha 29. Kolko usporiadanych stvoric kladnych celych éisel (a, b, ¢, d) spiﬁa rovnicu
2024 =(24a)- (040)-(24+¢)-(4+d)?

Vysledok.
Riesenie.

18

Najprv uréime prvociselny rozklad 2024 = 23 - 11 - 23. Ked'ze a, b, ¢, d st kladné celé ¢isla, plati 2 4+ a > 3,

2+c>3a4+d>5. Na pravej strane sa teda moze objavit ¢initel 1 alebo 2 len v zatvorke (0 + b) a €initel 4 este

v zétvorkdach (2 +a) a

(2 + ¢). Ked'7e pravéd strana rovnice je si¢inom Styroch zétvoriek, potrebujeme 2024 napisat ako

sucin styroch ¢isel, z ktorych najviac jedno je mensie ako 4. To sa d& len §tyrmi sposobmi:

2024 =1-8-11-23,
2024 =1-4-22-23,
2024 =1-4-11-46,
2024 =2-4-11-23.

V prvej moznosti mdme b = 1 a zvysné &isla vieme rozdelif medzi zdtvorky Iubovolne, ¢o dédva 6 moznosti. V druhej
moznosti madme b = 1 a bud’ a + 2 = 4, alebo ¢+ 2 = 4. V oboch pripadoch moézeme zvy$né &initele rozdelif medzi
zatvorky Tubovolne, ¢o ddva dokopy d'alsie 4 moznosti. Rovnako vieme zratat, ze aj v trefom a Stvrtom rozklade
dostaneme po 4 moznosti. Dokopy mame teda 6 + 4 4+ 4 + 4 = 18 moznych Stvoric:

rozklad 2024 na sucin rieSenie
alb c d
2024 =8-1-11-23 6|1 9119
2024 =8-1-23-11 61|21 7
2024 =11-1-8-23 9|1 6| 19
2024 =11-1-23-8 91121 4
2024 =23-1-8-11 21 | 1 6 7
2024 =23-1-11-8 21 |1 9 4
2024 =4-2-11-23 2|2 9119
2024 =4-2-23-11 21221 7
2024 =11-2-4-23 9|2 2119
2024 =23-2-4-11 21 | 2 2 7
2024 =4-1-22-23 21112019
2024 =4-1-23-22 21112118
2024 =4-1-46-11 2111 44 7
2024 =4-1-11-46 211 9 | 42
2024 =22-1-4-23 20 | 1 2119
2024 =23-1-4-22 21 | 1 2| 18
2024 =46-1-4-11 44 | 1 2 7
2024 =11-1-4-46 911 2 | 42

Uloha 30. Nech z a y st kladné celé cisla také, ze

21.392:(24%+%+%+“+€a).(24%+%+%+“47%)2.(24%+%+%+“4ﬁ%)3“.(24%)59_

Uréte x + y.
Vysledok. 3540

2 3 1
+5+ >+<+++

4 4
L
2

5

Riesenie. Nech 27 - 3¥ = 24%. Potom méame
1 1
=0 (575)
12
T2 §+2+2+
1 (1459)-59
N R
=15-59.
Potom 2% - 3¥ = (23

2
5

10

3
)

4
5

+o 1+Eﬁ— 59 _
60 60 60 /)

311599 &0 znamena, 7ze x = 3-15-59 = 45-59 a y = 15-59. Z toho x + y = 60 - 59 = 3540.



Uloha 31. Kika miluje jabf(:ka, najmé postupnosti ¢ervenych a zelenych jabiéok dfiky 18 zoradenych tak, ze kazdych
12 po sebe idicich jabléok obsahuje aspon 7 zelenych. Kolko takych postupnosti obsahujticich najviac 8 zelenych jabléok
existuje?

Vysledok. 21

Riesenie. Stustredme sa najprv iba na prvych a poslednych 12 jabik. Ak vsetkych Sest strednych jabfk (7-12) je
zelenych, prvej aj poslednej dvandstici chyba uz iba po jednom zelenom jablku, ¢o sa d4 lahko opravif umiestnenim po
jednom zelenom jablku do prvej aj poslednej Sestice, takze osem zelenych jabfk staci.

Ak niektoré zo strednych Siestich jabfk je cervené, potrebovali by sme dokopy viac ako 8 zelenych jabfk, pretoze za
kazdé zelené jablko odobraté zo strednej Sestice potrebujeme pridat dve (jedno do prvej Sestice a druhé do poslednej).
Preto je 8 minimalny potrebny pocet zelenych jabfk, pricom Sest z nich musi byt umiestnenych do stredu, jedno v prvej
Sestici a jedno v poslednej.

Avsak prvé a posledné zelené jablko nemozu byt umiestnené do svojich Sestic lubovolne. Aby platila podmienka pre
kazdych 12 po sebe iducich jabfk, vzdialenost medzi tymito dvomi zelenymi nesmie prekro¢it 12, napriklad ak prvé
zelené jablko bude na pozicii 2, posledné moze byt bud na pozicii 13, alebo 14. V zévislosti od pozicie prvého zeleného
jablka to posledné ma 1 az 6 moznych pozicii. S¢itanim tychto moznosti dostaneme dokopy 1+2+3+4+5+6 =21
moznych postupnosti.

Uloha 32. Fero m4 33 minci s hodnotou 1 cent, 106 minci s hodnotou 2 centy a 31 minci s hodnotou 5 centov. Chce
ich rozdelif na dve kopky s rovnakym poé¢tom mincf a s rovnakou hodnotou a jednu kdpku dat svojej sestre. Kolkymi
sposobmi to vie urobit? Mince s rovnakou hodnotou povazujeme za nerozliitelné.

Vysledok. 12

Riesenie. Nech a je pocet jednocentoviek, b poéet dvojcentoviek a ¢ pocet patcentoviek v sestrinej kopke. Potom
mame rovnosti

1
a+b+c:§(33+106+31):85,
1
a+2b+5c:§(33+2~106+5'31):200.

Odc¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme b+ 4¢ = 115. Této rovnica ma viacero rieSeni tvaru b = 115 — 4c¢ pre roézne
dané c. Avsak z podmienok 0 < 115 — 4¢ < 106 pre b vyplyva, ze ¢ € {3,4,...,28}. NavysSe, nie vSetky rieSenia ddvaju
zmysluplné mnoZstvo jednocentovych minci. Preto musime pridat podmienku 0 < 85 — (115 — 4c¢ + ¢) = —30 + 3¢ < 33.
Vidime, Ze iba hodnoty ¢ z mnoziny {10,11,...21} vedi k spravnemu rieseniu. Existuje teda 12 moznych spésobov.

Uloha 33. Na obrazku st rovnostranny trojuholnik, pravidelny pituholnik a obdlznik tak, Zze niektoré ich vrcholy
leZia na kruZnici (iba ¢ast je vyobrazend na obrizku). N4jdite velkost vyznaceného uhla v stupiioch.

Vysledok. 36°
Riesenie.

Pripomeiime si vetu o obvodovom uhle; velkost uhla, pod ktorym sa pozerdme z bodu Z kruznice k na jej tetivu
XY, zavisi iba od toho, na ktorom z oblikov kruznice k ohrani¢enych bodmi X, Y bod Z lezi. Navyse, obvodovy uhol
prislichajuci kratsiemu obliku a obvodovy uhol prislichajici dlhsiemu obliku sa dokopy naséitaja na 180°.




Oznaéme si nejaké z bodov ako na obrazku vyssie. Ked'ze pravidelny p#tuholnik a rovnostranny trojuholnik majd
vietky vnitorné uhly velkosti 108°, resp. 60°, vieme jednoducho dopoéitat

|[<AEC| = 180° — |<CBA| = 180° — 60° — 108° = 12°.
Podobne

|<BED| = 180° — |[<DCB| = 180° — 60° — 90° = 30°.
Nakoniec si uvedomme, ze trojuholnik ABC' je rovnoramenny, a preto

180° — 108° — 60°

5 6°.

|<BEC| = |<BAC| =

Teraz uz zo znalosti troch uhlov pri vrchole E vieme hladany uhol vyjadrit jednoducho ako

|<<AED| = 12° 4 30° — 6° = 36°.

Uloha 34. Kolkymi sposobmi vie Marek umiestnit 9 veZi na Sachovnicu 4 x 4 tak, aby kazda veza bola ohrozend
nejakou inou vezou? Dve veze sa navzijom ohrozujui, ak su v rovnakom riadku alebo stlpci.

Vysledok. 11296

Riesenie. Spocitajme pocet moznosti, ked aspoii jedna veza nie je ohrozovand Ziadnou inou. Této veZa musi byt sama
vo svojom riadku aj stfpci zéroveii, ¢o znamend, Ze je najviac jedna takd veza. Mozeme ju umiestnit na akékolvek policko
4 -4 = 16 sposobmi. Po odstraneni jej riadku a stfpca ostane devit policok, kam musime umiestnit zvy$nych osem vezi.
To vieme uréenim policka, na ktoré vezu neumiestnime, ¢o nam dava 9 moznosti. Dokopy mame teda 16 -9 = 144
sposobov, ako to spravit. Celkovy pocet sposobov, ako vybrat deviit policok spomedzi 16, je rovny (196) = 11440, ¢ize
hladany vysledok je 11440 — 144 = 11296.

Uloha 35. Kladné celé &slo N nie je prvocislo a vSetky jeho delitele okrem samotného N st mensie ako 100. Najdite
najvicsie mozné N.

Viysledok. 9409

Riesenie. Kedze N nie je prvoéislo, bud je to 1, alebo existuje prvoéislo p < N, ktoré deli N. Podmienka p < 100

vedie na
p < 97.

Vsimnime si, ze N = 972 = 9409 spliia zadané podmienky.

Predpokladajme, ze existuje ¢islo N’ > 9409, ktoré tiez spfﬁa zadané podmienky. Ak p < 97 je prvocislo, ktoré deli
N’, tak podiel NTI je ¢islo viicsie ako 97. To ddva N?/ € {98,99}, ked'ze kazdy delitel N’ musi byt mensi ako 100. Ale
potom N’ je delitené k € {2,3} a z danej podmienky plynie

!

N
N’:k-?§3~99<972,

¢o je spor.
Hl'adané &fslo je preto N = 9409.

Uloha 36. David sa rozhodol ist na dovolenku do Rovnobeizkova. Narazil tu na zaujimavi mestski hromadnu dopravu,
ktord pozostava z troch autobusovych spojov, hlavnej stanice a zastavok oc¢islovanych 1, 2, 3, .... VSetky spoje zac¢inaji
na hlavnej stanici, ktora je na obrazku oznacena pismenom c. Néasledne prechadzaju zastavkami v rastiicom poradi.
Bezny spoj A zastavuje na kazdej z nich (¢ize postupne 1, 2, 3, ...), zrychleny spoj B na kazdej druhej (Cize postupne
2,4,6,...) a expresny spoj C zas na kazdej tretej (¢ize postupne 3, 6, 9, ... ). David, ktory dorazil na hlavnu stanicu,
sa potrebuje dostat na zastavku &fslo 17, kde sa m4 stretnit s Kubkom. Vzdy, ked autobus, v ktorom sa David prave
nachddza, zastavi na zastdvke, méze v iom bud zotrvaf alebo z neho vystipit a prestipit na iny. Kolkymi spésobmi sa
vie David dostat za Kubkom, ak jazdy, ktoré sa liSia iba v ¢ase ¢akania na prestupny spoj, povazujeme za rovnaké?

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A O=O=O=O=O—0=0=0=0=0- -+
B O—O—O0—O0—0— -+
cO O O o

12



Vysledok. 845

Riesenie. Uvazujme Tubovolni zastdvku zg, na ktorej stoja vietky tri spoje a oznaéme z1, zg, ..., 2¢ nasledujtcich 6
zastdvok na trase spoja A. Teraz spo¢itame, kolkymi spdsobmi sa David vie dostaf z zg na z.
1. Na zastavku z; sa vie David dostat iba jedinym sposobom — spojom A.
2. Na zastavku z; sa vie dostat dvoma spdsobmi — bud spojom A zo zastdvky z; alebo spojom B zo zastavky zs.
3. Na zastdvku z3 sa vie dostat troma sposobmi. Jednak vie ist spojom A zo zastavky zo, na ktort sa vedel dostat
dvoma sposobmi, a jednak vie pouzit spoj C zo zastavky zg, na ktort sa vedel dostat jednym sposobom.
4. Na zastdvku z4 sa vie dostat zo z3 spojom A a zo 2z spojom B, ¢o dokopy déva 2 + 3 = 5 moznosti.
5. Na zastdvku z5 sa d4 dostat iba zo z4 spojom A, o ndm déva 5 moznosti.
6. Na zastavku zg sa vie dostat spojom A zo z5, spojom B zo z4 alebo spojom C zo zs, ¢ize dokopy sa na iu vieme
dostat 34 5+ 5 = 13 moznostami.
Ked'ze hlavn4 stanica c spfﬁa predpoklady na zg (stoja na nej vSetky tri spoje), vieme sa z nej na zastavku ¢islo 6
trindstimi sposobmi. Podobni dvahu vieme urobit aj pre zastdvku 6, z ktorej sa vieme dostaf 13 sposobmi na zastdvku
12. A aj zastavka 12 vie byt zastavkou zg, ¢iZe poéet sposobov, ktorymi sa vieme dostat z 12 na 17, je rovnaky ako
pocet sposobov, ktorymi sa vieme dostat zo zg na zs, ¢ize 5. Preto celkovy pocet sposobov, ktorymi vie David dorazit
za Kubkom, je 5 - 132 = 845.

Uloha 37. Pre redlne é&islo symbol |x| oznacuje najvicsie celé ¢islo neprevysujice z. Dalej {z} =2 — |z]. Majme
takid postupnost redlnych ¢isel, Ze a; = /3 a pre kazdé kladné celé n plati a, 41 = [an| + 7{; 7- Akt hodnotu mé asgos?
Vijsledok. 3034 + Y3+L — 3035 4 Y31

Riesenie. V&imnime si, Ze a; mé desatinni ¢ast v/3 — 1. Preto sa d4 zapisat ako a; = 1 + /3 — 1. Spoéitame prvych
par ¢lenov postupnosti.

]_ —
:1+\/§+1:2+\/§ 1’
V3-1 2 2
2 2v/3 + 2
=2+ V3t =2+4+vV34+1=3+1+V3-1,
V3-1 2
1 +\/§+17 V3—1

—4 2
v B 5 342+

Cleny a; a a3 maji rovnakd desatinni ¢ast v/3 — 1 a lisia sa o a3 — a; = 3. To isté plati pre as a a4, ktoré maji

a2:1+

CL3:2+

a4:4+

spoloént desatinni ¢ast @ a rozdiel ay — ap = 3. Odtial mozeme odhadnif, ze agpy1 = 3k +1++vV3 -1 a

Gopt2 = 3k +2+ \/52*1 pre vietky nezdporné celé k. Tento odhad treba overit. Avsak postacuje dosadit nase vyjadrenia

do definicie an+1 = |an] + P g A naozaj,
1 V3+1 V3 -1
Aokt = |a 4+ =3k+4+1+ =3k+1+ =3k+2+ :
k2 = Lok azk41 — [azk+1] V3—1 2 2
1 2 2-(V3+1)
Q. =la +— =3k 424+ — =3k4+2+ Y 3 (k+1)+1+V3 1.
2o+t = a2k agk+2 — |G2k42] V3-1 2 ( )

Nakoniec azpzq = 3034 + V3L = 3035 + Y31,

Uloha 38. Na biliardovom stole je vyznacend mriezka 10 x 10. Biliardové gula md nulovy polomer (teda je to bod),
pohybuje sa po priamke, kym nenarazi na stenu, a potom sa odrazi pod rovnakym uhlom. Urcte sucet druhych mocnin
dlzok vietkych moznych trajektérii, po ktorych sa vie dostat gula z bodu A do bodu B s dvoma odrazmi od stien.
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Vysledok. 2520

Riesenie.
By
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Zavedieme sturadnicovi stistavu tak, Ze lavy dolny roh je [0,0], A = [2,4] a B = [6,3]. Body A a B preklopime osovo
simerne postupne podla stran Stvorca. Ich obrazy a vrcholy stvorca oznaéime ako na obrazku.

Teraz vezmime trajektériu z bodu A do bodu B, pri ktorej sa gul'a odrazi postupne od strdn KN a M N. Preklopenim
A podla KN a B podla MN sa trajektéria zmeni, vdaka pravidlu o uhle odrazu, na tsecku A;B,. Keby sa gula
odrazila najprv od MN a potom od KN, museli by sme dostat tisecku A, B;. Prostredny tsek trajektérie (medzi
bodmi odrazu) vsak zostdva na mieste, a teda vnitri stvorca. Ked'Ze sme viak prekldpali pozdfi dvoch susednych stran,
bod N je stredom useciek A1 Ay a By Bs. Usecka A B; musi lezat mimo a takato trajektéria nie je mozna.

Analogicky vieme ukéazat, ze vSetky trajektoérie, pri ktorych sa gula odraza od dvoch susednych stien, vieme
,vystriet“ pomocou preklopenia A a B tak, Zze dostaneme bud’ stranu stvoruholnika A; By A3 By, alebo rovnobeznt
stranu Stvoruholnika By As B3 A,. 7 dvojice stran rovnakej dfiky tak bude pouzita vzdy prave jedna, druhd bude mimo
§tvorca KLM N. Staéi ndm teda s¢itat druhé mocniny dizok strén Stvoruholnika A; By AsB,. Vyuzitim Pytagorovej
vety a faktu, ze uhlopriecky tohto Stvoruholnika su na seba kolmé, dopocitame tento sicet ako

2- (82 +13% +12% 4 7%) = 852.

Teraz zostdvajui trajektdrie, pri ktorych sa gula odrazi od protilahlych stien. Tie vieme tieZ vystrief, ¢m dostaneme
uhlopriecky rovnobeznika, rovnako ako na obrazku.
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Tentoraz su obe usecky vhodné, aj v pripade rovnobeznika A1 A3 B3 By aj v pripade A ByByAy. )
Vyuzijeme fakt, ze v rovnobezniku je sicet druhych mocnin dlzok uhloprie¢ok rovny sictu druhych mocnin dlzok
strdn. Oba rovnobezniky maju strany dlhé 20 a +/12 + 42. Sticet tak bude v oboch pripadoch

2-(20% + 12 + 4?%) = 834.
Uz iba s¢itame vSetky moznosti dokopy, ¢im dostaneme 852 + 2 - 834 = 2520.

Uloha 39. Oznaéme z || v zlepenie dvoch kladnych celych ¢isel také, ze najprv sa vypisu postupne cifry 2 a potom
cifry y (napr. 3 || 4 = 34, 24 || 5 = 245 alebo 20 || 24 = 2024). Kladné celé ¢islo n nazyvame trojdelitelné, ak existuju
po dvojiciach rézne kladné celé ¢isla (bez nil na zaciatku) a, b a ¢ také, ze n =a || b || ¢, a deli b a b deli c. Aké je
najviicsie trojdelitelné 5-ciferné &fslo?

Visledok. 94590

RieSenie.

Ked'ze a, b a ¢ st po dvojiciach rézne a spfﬁajﬁ podmienky tykajtice sa delitelnosti, musi platit, ze 2-a < b a
2-b < c. Nech s(k) je pocet cifier &isla k. Potom z podmienky delitelnosti plati, Ze s(a) < s(b) < s(c). Dostdvame sa
tak ku dvom moznym pripadom:

1. s(a) = s(b) =1 a s(c) = 3: Vtedy musi a byt najviac 4, nakolko 4 < . Z toho dostaneme maximélne riesenie

a=4,b=28, c=992.

2. s(a) =1, s(b) = 2 a s(c) = 2: V tomto pripade musi platit, Ze b < 9—29. Aby sme maximalizovali hodnotu n,

uvazujme, ze a = 9. Potom b je najviac 45 a ¢ = 90. Uvaha o mensom a vedie uz len k mensiemu vysledku.
Dostdavame tak najvicsie vyhovujice ¢islo, ktorym je 94590.

Uloha 40. Nech S, znacf ¢islo, ktorého zdpis v pozicnej éiselnej sistave so zékladom z je retazec cifier S, pricom z je
kladné celé ¢islo viicsie ako vietky cifry refazca S. Napriklad 2427 = 2- 72 +4 -7 + 2 = 12815 = 100000005. N4jdite
sucet vietkych kladnych celych ¢isel z > 5, pre ktoré plati, Ze ¢islo 2024, je delitené ¢islom 15,.

Vysledok. 471

. v . 7 7’ 3 7 v~ 7 ~
Riesenie. Hladdme také z, aby zlomok 222244 K] celé ¢fslo. Pretoze
’ Y z+5

22% + 22 +4 2 256
=227 102+ 52— ——
r+5 v v r+5

x4+ 5 musi delit 256 = 28. Kedze x > 5, hladdme delitela vicsieho ako 10. Vsetky vyhovujice delitele s 16, 32, 64, 128
a 256. Hladané riesenie je potom

D (20 —5)=27—2" 25 =512 - 16 — 25 = 471
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Uloha 41. Krtko m4 dve krabice so svietidlami. Lav4 z nich obsahuje 5 zbrusu novych lamp a 9 pokutnych ziaroviek.
T4 pravd zas 9 zbrusu novych ldmp a 5 pokitnych ziaroviek. Zbrusu nové lampy svietia vzdy a spolahlivo, kym pokitne
7iarovky sa rozsvietia iba s pravdepodobnostou p € (0;1), ktord je pre vsetky z nich rovnakd. Uréte hodnotu p, pre
ktortd maju udalosti

1. nahodne zvolend Ziarovka z lavej krabice sa rozsvieti a

2. dve ndhodne zvolené ziarovky z pravej krabice sa rozsvietia
rovnakt pravdepodobnost.

Visledok. 7/20
Riesenie. Pravdepodobnost prvej udalosti je zrejme

1
P = —

kym pre druhi udalost dostaneme pravdepodobnost

e g ()0 ()

Nagim cielom je vyriesif rovnicu P; = P,. Ide o kvadraticki rovnicu, riesitelnt standardnymi metédami. AvSak mozeme
si v&imnut, Ze p = 1 je rieSenim tejto rovnice (hoc nespifla podmienku p < 1), ¢o znamend, ze druhé rieSenie vieme
najst pouzitim Vietovych vztahov. Pripomeiime, Ze konstantny ¢len kvadratickej rovnice a(x — z1)(z — x2) s korefimi
x1, T2 a koeficientom a u kvadratického ¢lena, je rovny azjzs. Preto stcin rieSeni (a vzhladom na to, Ze jedno riesenie
je 1, tak aj hodnotu druhého z riesen{) vieme uréit ako

Uloha 42. Miso dostal na narodeniny ako spravny vedici dopravy vystrazny trojuholnik. Vystrazny trojuholnik je
tvoreny troma rovnako zrezanymi valcovymi rirkami. Osi valcov sa pretinaju vo vrcholoch rovnostranného trojuholnika.
szky strdn vnutorného a vonkajsieho obrysu (¢o su tiez rovnostranné trojuholniky) si uvedené na obriazku. Urcte
objem MiSovho darceka.

Vysledok. %

Riesenie. Pozrime sa na rovinu obsahujicu vnitorny aj vonkajsi obrys MiSovho trojuholnika a dokreslime tsecku X Z
kolmu na Y Z tak, ako na obrazku.
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Ked'Ze rovnostranny trojuholnik je symetricky, dostdvame |[Y'Z| = 3 a |<ZY X| = 30°. Preto | X Z| = /3. Rozrezanim
trojuholnika rovinami oznacenymi v obrazku bodkovanymi a ¢iarkovanymi ¢iarami sa rozpadne na tri valce s polomerom
|XZ| § a vyskou 10 a Sest ¢asti, ktoré vieme pospéajat tak, Ze tvoria tri valce s rovnakym polomerom a vyskou 3.

Hladany objem je potom
V3~ 17

Uloha 43. Pedro si napisal za seba 10 navzajom réznych kladnych celych éisel tak, aby

1. suéet Tubovolnych dvoch po sebe idicich éisel bol delitelny 3 a

2. stcet lubovolnych troch po sebe idicich &isel bol delitelny 2.
Aky je najmensi sucet takychto desiatich cisel?
Vysledok. 78
Riesenie. Ukazeme, 7ze optimalna konstrukcia je postupnost (2,1,5,4,11,7,8,13,17,10) so stc¢tom 78. Ak je v postup-
nosti &fslo delitelné 3, tak aj jeho susedia musia byt delitelnf 3, a teda ich stcet je najmenej 3- (1 +2+---+ 10) =
3. 18U =165 > 78, ¢o nie je optimalne.

Ked'ze sicet lubovolnej trojice za sebou idtcich &isel musi byt delitelny 2, musia byt bud vsetky péarne, alebo
dve z nich neparne a jedno parne. Ak ma trojica (x;,x;y1,T;y2) v sebe vSetky ¢leny parne, tak vsetky ¢leny celej
postupnosti musia byt tiez parne, lebo ak zoberieme trojicu (z;_1,%;, ¥i+1), tak t4 musi byt matf parne ¢leny a rovnako
aj trojica ;i 1, i 2, Tir3. Najmens{ sticet, ktory tak vieme dostat, je 2 - 10;1 =110 > 78.

Ostéva ndm teda este pripad, ked trojica obsahuje dva neparne éleny (N) a jeden parny ¢len (P). Rozoberme si
jednotlivé konfiguracie:

1. NPNNPNNPNN: S¢itanim 7 najmensich neparnych ¢isel a 3 najmensich parnych &isel, ktoré nie st delitelné 3,

dostaneme 1 4+5+7+11+13 4+ 174+ 1942+ 4 +8 =87 > 78.

2. NNPNNPNNPN: Tento pripad je symetricky s predoslym.

3. PNNPNNPNNP: Sé¢itanim 6 najmensich neparnych &fsel a 4 najmensich parnych &sel, ktoré nie st delitelné 3,

dostaneme 1 +5+ 7+ 11+ 13+ 17+ 2+ 4+ 8 + 10 = 78, ¢o je hladany vysledok.

Uloha 44. Robka si zlomila ruku, a tak sa teraz hrd so zlomkami. Cheela by néjst také prirodzené &sla a, b spiﬁajlice

2020  a? 999

— < </,

2024 b 1000
pre ktoré je sti¢et a + b najmens{ mozny. Avsak mé zlomenu ruku, takZze nemoze pisat. Pomoite jej a uréte tento
najmensi mozny sicet.
Viysledok. 553

Riesenie. Zadané nerovnosti vieme ekvivalentne prepisat na

1000 < ﬁ < 2024
999 a? = 2020

Robka preto potrebuje vybrat najmensie prirodzené a, pre ktoré existuje prirodzené b spfﬁajﬁce

1 2024 1 4
000 "2y 20 2 e 4+ — . adl<b<alt+ — a2

[ < < _
999 2020 999 2020
Pre a < 32 plati, ze a® < a? + %29 < a? —|— 1. Ak m4 prefi existovat prirodzené b spiﬁajﬁce podmienky, musi byt aspoi
a? + 1, a preto horné ohrani¢enie a? + 2020 -a? musf byt ostro vii¢sie ako a? + 1, ¢ize 2020 > 1. Ked'Ze
4- 222 442 ~ 1936 4- 232 462 ~ 2116

<1l a > 1,
2020 2020 2020 2020 2020 2020

najmensia hodnota a spfﬁajﬁca nerovnost je 23. Preto a = 23 a b = a? + 1 = 530 st hladané hodnoty a ich sticet je
23 4+ 530 = 553.
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Uloha 45. Miro si kupil stan s podlahou v tvare trojuholnika so stranami 1,3, 2 a 2,1 metra. V reklame bolo
spomenuté, Ze osoba vysky v si moze lahnit cez lubovolny bod na podlahe. Teda kazdy bod na podlahe patri nejake;j
usecke dlzky najmenej v vo vnttri stanu. Aky najvyssi moze byt Miro, aby sa na neho vzfahovala vlastnost z reklamy?

Vysledok. % metra

Riesenie. 'Tvrdime, 7e najdlhsia tisecka, ktord sa d4 vlozit do ostrouhlého trojuholnika (€o trojuholnik zo zadania je)
skrz Tubovolny bod je najdlhsia vyska. Nakreslenim vsetkych tseéiek z vrchola k protilahlej strane pokryjeme cely
trojuholnik. Najkratsia tsecka v takomto pokryti je prislusnd vyska. NavySe ostrouhly trojuholnik obsahuje vsetky
svoje vysky.

Staci ukédzat, Ze ziadna dlhsia tsecka nevyhovuje. Pozrime sa na pitu najdlhsej vysky. Ak je prislusnd strana kratsia
ako vyska, tak potom neexistuje dlh§ia tsecka. To vychddza z toho, ze vSetky tisecky obsahujice patu vysky nie st
dlhsie ako maximum z dfiky vysky a strany. Podla vzorca pre vypocet plochy trojuholnika vieme, Ze najdlhsia vyska
prislicha najkratsej strane. Teda v nasom pripade hladand vyska prislicha strane s dizkou 1,3. Preto ak prislugna
vyska je dlhsia ako 1,3 tak sme hotovi.

Existuje mnoho sposobov, ako spoéitaf dizku prislusnej vysky. Napriklad cez Herénov vzorec vypoéitat obsah a
potom vydelif dizkou strany. UkdZeme jednoduchsi postup. Pre jednoduchost vyndsobme dfiky stran 10. Ozna¢me = a
13 -2 dfiky useciek k prislichajicej pite vysky. Potom z Pytagorovej vety

20% — 22 =217 — (13 — x)?%,

262 = 128,
64

xr = —.
13

A preto je vyska

64>
— /202 — [ ==
h= 120 (13)

4
= —+/25-169 — 256
13

4
=—9.9-49
13

252
137
126

Kedze % > 13, tak vyska je dlhsia ako dizka strany. Vysledok je preto % = 5 metrov.

Uloha 46. N4jdite najvicsie kladné celé ¢islo ¢ také, ze pre vSetky kladné celé ¢isla n > 55, ¢islo ¢ deli vyraz
n(n +4)(n — 23)(n — 54)(n + 63).

Vysledok. 40

Riesenie. Ozna¢me dany sucin ako A. Rozoberieme zvysky A po deleni 5; ¢leny si¢inu budin, n+4, n+2,n+1a
n + 3. Ked'Ze dané ¢leny ddvajt po deleni 5 rozne zvysky, tak aspon jeden z nich bude 0 a prislusny ¢len bude delitelny
5, ateda 5 | A.

Ak n je parne, v A existuji aspon 3 pdrne ¢leny, teda 8 | A. Ak n je nepérne, v sucine sa nachddzaju 2 parne ¢leny
s rozdielom 86. Dalej 86 = 2 (mod 4), teda préve jeden z clenov tohto stcinu je delitelny 4, teda 8 | A. Celkovo tak
dostévame 40 | A.

Ak zoberieme napriklad n = 59, vidno, Ze najvyssie mocniny 2, resp. 5, ktoré delia A, st prave 8 a prave 5. Ak
n = 55, mozno pozorovat, ze 31 A. Pre lubovolné prvoéislo p > 5 pokryvaji zvysky po deleni 5 v jednotlivych ¢lenoch
st¢inu najviac 5 < p zvyskov mod p, teda je vidy mozné najst n také, ze p 1 A. Na zdklade toho dostaneme riesenie
q = 40.

Uloha 47. Andy, Baska, Ceky, Denys a Ela sa rozhodli zapisat si niektoré z dvoch predmetov inych fakilt — Mdgia a
carodejnictvo z antropologickej perspektivy a Chirurgia (5). Andy a Baska si zapisali iba ¢arodejnictvo, Ceky a Ela
iba chirurgiu. Denys si veri a zapisal si oba. Mati vie, ze na obidva predmety chodia prave traja z jeho kamaratov,
ale netusi, ktori traja. Tak vSetkych naraz poprosi, aby prstom ukézali ndhodne na spoluziaka, s ktorym maji aspon
jeden spoloény predmet (¢ize Denys ukdze na kazdého zo zvysnych Styroch Tudi s pravdepodobnostou i) AKk3 je
pravdepodobnost, Ze na zaklade tejto informacie bude Mati vediet s istotou uréit, Zze Denys je ten, kto chodi na oba
predmety?
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Vysledok. %
Riesenie. Ak student prstom ukazuje na iného Studenta, povieme, Ze je medzi nimi spojenie.

Mati je schopny identifikovat Denysa prave vtedy, ak z kazdého predmetu m4 asponi jeden student spojenie
s Denysom. Ak Denys mé viac ako dve spojenia, je to zrejmé, pretoze ziaden iny student nemoze mat tolko spojeni.
V opa¢nom pripade ma Denys prave jedno spojenie na kazdom z predmetov.

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze méme spojenia Andy — Denys a Ceky — Denys. Kedze Bagka nemé
spojenie s Denysom, musi ukazovaf na Andyho. Rovnako vieme odargumentovat, ze Ela ukazuje na Ceky. Preto mame
refaz spojeni Baska — Andy — Denys — Ceky — Ela, a kedze jediné mozné refaze spojent dfiky 4 obsahujtice vsetkych 5
studentov maju Denysa uprostred, sme hotovi.

Naopak, ak Denys nemd spojenie s niektorym predmetom, mézeme predpokladaft, Ze chodi iba na ten druhy (pretoze
Mati nemé Ziadnu informdciu, Ze na ten prvy by mal chodit), a preto je od svojich spoluZiakov na tomto predmete
nerozligitelny.

Teraz mozeme prejst k uréeniu vyslednej pravdepodobnosti.

1. Predpokladajme, Ze Andy a Baska ukazuji na seba navzdjom (€o nastdva s pravdepodobnostou % . % = %), zatial
¢o Ceky a Ela nie (to nastdva s pravdepodobnostou 1 — i = %) Okrem toho Denys musi ukazovat bud na
Andyho, alebo na Basku (¢o nastdva s pravdepodobnostou %) Analogicky vieme doriesit aj pripad, ked Ceky a
Ela ukazuji na seba navzajom a Andy s Baskou nie.

2. V opaénom pripade aspoini jeden z Andyho a Bagky ukazuje na Denysa s pravdepodobnostou 1 — i, to isté
s pravdepodobnostou 1 — % plati aj pre Ceky a Elu a potom je irelevantné, kam ukazuje Denys.

Ked to vsetko nasc¢itame, dostaneme

Loy 2 b oy 2 o (o3 3 9 3
4 4] 4 4 4) 4 4 4) 32 32 16 4’

Uloha 48. Misova funkcia fi R0 = Rxg spfﬁa

1. f(x) =22 pre vietky 0 < x <1 a

2. f(x+1) = f(z) + x + 1 pre vSetky nezdporné redlne x.
Pomozte MiSovi ndjst vietky nezdporné redlne = také, ze f(z) = 482.
Vijsledok. 154 11-/2 = 15 4 /242
Riegenie. Oznaéme desatinnu ¢ast ¢isla x ako {x}. Potom

f(@) = (2] + {=})
=|z|+{a}+ f(lz] -1+ {z}) =---

[z]

doitla)x} + f({a))

2] - (=] +1)

= R o) o)+ (o

Dalej ukazeme, Ze f je rydzo rastica. Pre z,y € (n,n + 1) také, ze z < y, sa dd z podmienok v zadan{ ukdzat, ze
f(z) < f(y). Pre vietky x € (n,n + 1) plati nerovnost f(x) < f(n+ 1), pretoze

lz] - (lz] + 1)

flay = LD ) oy 1 oy
SEREES
_ (=] +2)- (=] +1)
2
_ (n+2)-(n+1)
2
= f(n+1).

Preto existuje najviac jedno riesenie. Najdime teda najvicsie kladné celé ¢islo n také, ze ”2; < 482. Riesenim
kvadratickej rovnice dostaneme n = 30, na zaklade ¢oho vieme, ze |z] = 30. Preto potom 482 = f(z) = % +
|z] - {o} + {2}? =15-31+30 - {z} + {x}2. Opit tak dostdvame kvadratickii rovnicu, ktorej rieSenfm je —15 + /242,
ktoré lezi medzi 0 a 1, teda moze byf desatinnou ¢astou x. Jediné riesenie je tak x = 30 — 15 + V242 = 15+ 11/2.
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Uloha 49. Na obrazku si dva §tvorce a dva vyznaéené uhly rovnakej velkosti. Zistite v stupiioch velkost uhla
oznaceného otaznikom.

Vysledok. 112,5

Riesenie. Dokreslime si kolmé priemety vrchola P pri hfadanom uhle, na strany viésieho $tvorca a ozna¢ime ich ako
na obrazku.

D I C
j
|
|
Prg =& -4 P
| 12 T 2
|
|
|
L
|
|
|
|
:
|
X Pl‘
A - . B
| |
Y

Lahko vidiet, Zze §tyri §edé trojuholniky st podobné. Vskutku vsetky st pravouhlé s odvesnami rovnakych dizok a
s jednym uhlom «, ktory udava to, ako si stvorce navzdjom pootocené. Potom vieme, ze P4PP3;D je obdlznik vytvoreny
d'alsimi dvoma képiami Sedych trojuholnikov, a preto vyznaceny uhol musf byt 2a. Trojuholniky AXY a PP,C st
pravouhlé a rovnoramenné, ¢ize 2 = 45° a hladany uhol je

90° — a + 45° = 112,5°.

Uloha 50. Stevka sa uz unavila z tradiénych operécii, a tak si vymyslela jednu vlastnu — hviezdenie. Tato operéacia
oznacend aj ako a x b je definovana na realnych ¢islach a ma nasledujice vlastnosti:
1. (a+b)xc=(axc)+ (b*c),
2. ax(b+c)=(axb)xc.
S predpokladom, ze 3+ 2 = 54, pomdite Stevke najst hodnotu 5 * 4.
Vysledok. 1620

Riesenie. Aby sme nasli vieobecny predpis pre n « m, kde m a n st kladné celé éfsla, vyuzijeme prvi vlastnost a
dostaneme

nxm=(1+(n—1))*m

=1lxm+(1+(n—2))*m (1. vlastnost)
=lxm+1lxm+--+1xm (1. vlastnost)
=n-(1*xm). (vysledok A)
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Predpokladajme, Ze 1 % 1 = k. Potom na zaklade predoslého vysledku a druhej vlastnosti mozno odvodit

1xm=1x(14(m—-1))

=(1x1)*x(m—1) (2. vlastnost)
=((1x1)*1)...)*x1 (2. vlastnost)
=((k*x1)...)*1

=(k-(1x1))...)x1 (vysledok A)
= 1=... (vysledok A)

(k2 51) ) %
k

m (vysledok B)

Vyuzitim nadobudnutych poznatkov uz len vyjadrime 3 % 2:

54 =3%x2=3-(1x2), (vysledok A)
18=3%.2=1%2=Fk? (vysledok B)

3-vV2=k
Preto nxm =n-(3-v2)", teda 5x4 =15 (3-v2)" = 1620.

Uloha 51. Marek chce zafarbif Stvorceky Stvorcekovej siete 10 x 11 bielymi a ¢iernymi polickami, pricom ziadny
§tvoréek nema viac ako jeden susedny §tvoréek, ktory s nim zdiela farbu. Kolkymi réznymi sposobmi moze Marek
zafarbif §tvoréekovii sief? Za susedné Stvoréeky povazujeme tie, ktoré zdielaji hranu. Za rézne povazujeme aj Sachovnice,
ktoré sta¢i otocit o 180°, aby vyzerali rovnako.

Vysledok. 464

Riesenie. Ak mame obdiznik 2 x 1 (domino) poli¢ok rovnakej farby, ndsledne cely ,dvojity* stlpec (resp. ,dvojity
riadok), v ktorom toto domino lezi, musi byt vyplneny rovnako ototenymi dominami so striedajticimi sa farbami. To
nam zaruci, ze na celej Sachovnici st v8etky domina rovnako otoCené. Spomenime, ze vyplnenie pasu n x 1 policok
dominami a §tvoréekmi vieme urobit f,, sposobmi, kde f je Fibonacciho postupnost spiﬁajﬁca fo=1laf; =1

Kedze vsetky domind musia byt rovnako ototené a rozlozenie domin a §tvoréekov na vsetkych riadkoch (resp.
stipcoch) je identické, pocet vSetkych moznych rozlozeni jednofarebnych domin a stvorcekov je fig + fi11 — 1. Jednotku
sme odcéitali preto, ze rozlozenie obsahujtce iba Stvorceky a ziadne domind sme zapocitali dvakrat. Navyse, kazdému
rozloZeniu vieme priradit dve rézne ofarbenia v zdvislosti od toho, aki farbu m4 Tavé horné policko, ked'ze nésledne sa
uz farby musia striedat.

Dokopy je preto 2 - (144 + 89 — 1) = 464 ofarbeni Sachovnice.

[43

Uloha 52. Mati sa uéf o kfzavych priemeroch. Zobral si svoju obltibenti postupnost (Fibonacciho postupnost)
{F}}32,, pre ktort plati, ze F,, = F,,_1 + F,,_o, kde F, = 0 a F} = 1. Na zdklade nej si zostavil postupnost kizavych
priemerov {my, }3°%, pre ktoru plati m;, = M Kolko prvkov postupnosti {my }70% st celé ¢isla?
Vysledok. 252
Riesenie.

Na zaciatok si pripomenme, ze Zf o Fi = Fry2 — 1. Toto tvrdenie dokéieme indukciou, kde indukénou bazou je
ZZ oFi=Fy=0=1-1=F, —1 a ako indukény krok spravime Z F Fry1 + ZZ oFi=Fir1 +Fipo—1=
Fi4+3 — 1. Preto

k—7
Fo+Fo 1+ -+ Fre= ZFi _ZFi = Fyyo — Fl5 =T7-my,.
i=0 i=0

Nech d; je zvysok F; po deleni 7. Potom ¢leny postupnosti {d;}7°2* st

0,1,1,2,3,51,6,0,6,6,5 4,2,6,1,0,1,1,...,0,

akedze dy = dj_1 + di_o (mod 7), je jasné, ze postupnost zvyskov d; bude maf periédu dizky 16.

Pre vsetky indexy [ také, Ze dj12 = d;_5 (mod 7), plati, Ze | = 4,12 (mod 16). Kedze 6 < [ < 2024 a 2024 =
126 - 16 + 8, tak existuju rieSenia v tvare [ = 16-k+4 ak 1 <k <126 av tvare [ =16k + 12 ak 0 < k < 125. Celkovo
dostavame 2 - 126 = 252 rieSeni.
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Uloha 53. Do kruznicového vyseku s vnttornym uhlom 60° vpiseme dalsi kruznicovy vysek a toto zopakujeme este
raz tak ako na obrazku. Urcte pomer polomerov najmensieho a najvacsieho vyseku.

60°

Vijsledok. /39/8

Riesenie. Ototme najmensi vysek ako na obrazku.

60°

Z toho je jasné, ze potrebujeme vypoéitat y-ovi stradnicu prieniku prvého a druhého vyseku.

Nech stred prvého vyseku je na stiradniciach (0,0) a pravy vrchol na (1,0). Potom najviicsiu kruznicu vieme popifsat

rovnicou 22 + 32 = 1 a stredni kruznicu rovnicou (z —1)2 +y2 = (@)2 Od¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme

1—2x = % — 1, a preto x = % Potom mozeme dopoéitat, ze y = :I:@, a ked'ze zapornému rieSeniu neprislicha
korektné geometrickd konfiguracia, jediné riesenie je @.

Uloha 54. Véeli pldst pozostdva z 2024 Sestuholnikovych poli¢ok. V strednom policku je 1 ml medu. Podla §pirdlového
vzoru zobrazeného na obrazku sa v polickach nachddza rasttce mnozstvo medu, aZ kym posledné policko nebude mat
2024 ml. Kralovna Maja sa rozhodla postavit dialnicu zo stredového policka priamo na okraj, ako je vyznaéené sedou
farbou na obrdzku. Aby to mohla spravif, musia robotnice presunif med zo Sedych poli¢ok. Kolko medu (v mililitroch)
musi byt presunutych, aby mohli vybudovat tento projekt?

Vysledok. 17928

Rieenie. Oznac¢me H(n) mnozstvo medu v n. policku dialnice od stredu. Potom H(1) =2, H(2) =9, atd. Pozrime
sa na Sestuholniky tvorené polickami vo vzdialenosti n od stredu. Kazd4 strana m4 n policok. Na to, aby sme sa dostali
z H(n) do H(n + 1) po $pirdlovom vzore, potrebujeme prejst po piatich strandch diiky n a jednej stanu diiky n+ 1.
Preto mozeme usudit, ze H(n+ 1) = H(n) +5n+ (n+ 1) = H(n) + 6n + 1. Potom modZeme ndjst uzavrety tvar tejto
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postupnosti ako

Hn)=6(n—1)+1+HMn—-1)=---

=6-(n—1)+Mn—-2)+---+1)+(n—-1)+H(1)

(= 1)n
2

= 3n% — 2n + 1.

=6- +n+1

Aby sme nasli celkové mnozstvo medu, musime ndjst pocet Sestuholnikov N (nepoéitajic stred) na dialnici. Ked'ze
méme dokopy 2024 Sestuholnikov, tak N je najviicsie kladné celé éislo také, ze

H(N) < 2024,
3N? — 2N < 2023,

2 1
N2 SN <674+ =.
g =bet g
Kedze 27 — 2 .27 > 729 — 27 > 675, tak hodnota N mdze byt nanajvys 26 a vskutku 262 — 2 - 26 < 676 — 18 < 674,

nuz N = 26 je hladany pocet dialnié¢nych Sestuholnikov.
Teraz zostdva vypocitat sumu

:1+%N(N+1)(2N+1)—N(N+1)+N

=1+13-27-53—26-27+ 26
= 17928.

Iny postup pre vypocitanie poslednej sumy spociva v tom, Ze
kE—1)k k E+1
H(k):6-%+k+1:6- (2) +( N )

a z Pascalovho trojuholnika plati identita (tiez zndma ako hokejkové pravidlo)

G () e ()= ),

Potom

=27-26-25+14-27
= 17928.

Uloha 55. Kolko rozliénych celych ¢isel sa objavi v postupnosti
12 22 20242
2024 |72024 |77 2024 |’
kde |z] oznacuje najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo rovné ako x?
Vysledok. 1519
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Riesenie. Kedze (n + 1)2 —n? = 2n + 1, pre n < 1011 plati, ze (t1)? w2 _ 2ndl o 2093 o 1 Pogom

! ) - ) 2024 2024 2024 > 2024 .
{(23212 J < {ﬁJ +1. Odtial vieme, Ze postupnost {ﬁJ , {QgﬁJ s L12001224 J obsahuje vsetky celé &isla od {Q(I)WJ =0

do {1200122: J = 506, takze medzi prvymi 1012 ¢lenmi postupnosti je 507 unikatnych.

2 2
Na druhej strane, pre n > 1012 plati, ze (7120%14) — %;4 = 227(‘)—'2"41 > 38% > 1, a teda V%}li J > {28%] Preto

kazdy ¢len z (L1200123: J , {1200124: J Yooy L2200224: J) na zozname este nebol (kedZe je ostro vicsi ako predchadzajuci ¢len).

Potom z poslednych 1012 ¢lenov postupnosti je vietkych 1012 unikdtnych (zdroven sa nevyskytuji od prvej polovice
postupnosti).
Dokopy postupnost obsahuje 507 4 1012 = 1519 rozliénych élenov.

Uloha 56. Kolko existuje usporiadanych stvoric (a, b, ¢, d), navzdjom roznych &sel a,b, ¢, d € {1,2,...,17}, takgch,
7e a — b+ c —d je delitelné 177
Vysledok. 1904

Riesenie. Zostrojme pravidelny 17-uholnik P ... Py7. Plati, ze ak a — b = d — ¢ (mod 17), potom |P,Py| = |PyP.|, a
teda body P,, Py, P., Py tvoria rovnoramenny lichobeznik. Takze zdkladne P, P. a P,P; su rovnobezné. Po odobrati
jedného vrchola 17-uholnika ostatnych 16 vrcholov moéze byt poparovanych do 8 rovnobeznych &iar. Kazdé 2 z nich
mozu byt pouzité ako P, P. a P,P,. Existuje preto 17- (3) = 476 podmnozin. Kazd4d podmnozina moze definovat viacero
usporiadanych Stvoric. Useéky P,P. a P.P, st rovnaké, avsak rozlicna orientacia ndm dava rozli¢nu stvoricu. Podobne
pre tsecky P,P; a P;P,. Nakoniec tieto isecky mozu byt vymenené, a teda vysledok je 2 -2 -2 - 476 = 3808.

Uloha 57. Nech ABCD je obdiznik a bod E je na strane CD taky, ze 2| DE| = |EC|. Nech F je prienik tseciek BD

a AE. Ak [<DFA| = 45°, uréte pomer 421,

, N
Vysledok. TQ

Riesenie. Pomer tseciek zrejme nezavisi od velkosti konfigurdcie, preto moéZeme predpokladat, ze |[AD| = 4. Ozna¢me
kolmu projekciu bodu F' na stranu AD ako G, stred kruznice opisanej trojuholnika ADF ako O a kolmu projekciu O
na stranu GF ako H. Trojuholniky ABF a EDF st podobné s pomerom |AB| : |[ED| =3 : 1, preto |AG| = 3. Dalej
mame, Ze |[<DOA| =2 |<DFA| =90°, a preto AOD je pravouhly rovnoramenny trojuholnik. Vzdialenost O od AB
aj od AD je teda 2. Ozna¢me poslednti neznamu dizku v pravouhlom trojuholniku HOF ako z = |HF|. Pouzitim
Pytagorovej vety dostaneme

2+ (3-22%=2vV2)?=8=2=VT.
Ked'Ze trojuholniky DGF a DAB st podobné, hladany pomer je rovny

|IDA| _|IDG| 1 J7-2
|AB| ~ |DF| 2+ 7 3
D L .. —4C
\\ H
| = et
G AN r -7 F
4 90°%)
3 7
/ —e
A B

24



Uloha 58. Nech P(z) je polyném stupna 10 s celo¢iselnymi koeficientmi taky, ze m4 iba reélne korene a polyném
P(z) deli polyném P(P(z) + 2z — 4). N4jdite hodnotu Fl;(éoo%). Pozndmka: Hovorime, Ze polyném P(z) delf polyném
Q(z), ak polynémy P(z) a Q(x) maju celociselné koeficienty a existuje polyném R(x) s celoéiselnymi keoficientmi taky,
7e Q(x) = R(z) - P(x).

Vijsledok. 1010 = 10000000000

Riesenie. Ak r je koren polynému P(z), tak potom aj 2r — 4, 2(2r —4) — 4 = 4r — 12, 2(4r — 12) — 4 = 8r — 28,
cory 2 — 272 4 4 g1 korene polynému P(x). AvSak P(x) mé najviac 10 roznych redlnych korefiov. Preto existuje
j > i také, ze 2r — 2072 44 = 20p — 292 4 4. 7 toho vyplyva, ze 2' - (r —4) = 27 - (r — 4), a teda r = 4. Potom

P(z) = a- (z —4)1° kde a je redlna konstanta. Nakoniec 1;,((2200264)) = (%)10 = 10*% = 10000000000.

Uloha 59. Marck je v kruhu 2024 Tudi oznaéenych 1 az 2024 po smere hodinovych ruéi¢iek. Ti si hadzu lietajuici
tanier. Clovek na mieste 1 hodi tanier ¢loveku na mieste 3. Clovek na mieste 3 ho d'alej hodf ¢loveku na mieste 5 a
tak d'alej, ¢ize kazdy ¢lovek hodi tanier druhému éloveku po svojej lavej ruke. Prave vynechany ¢lovek sa nahnevéa a
opusti kruh. Proces sa opakuje, kym v kruhu nezostant posledni dvaja hraci. Kde ma Marek stat, ak chce byt jeden
z poslednych dvoch hracov? Najdi stucet pripustnych pozicii.

Vysledok. 2978

RieSenie. Ak st v hre posledni dvaja hraci, tak ten, ktory drzi tanier, by ho hodil sém sebe a ostal by posledny
v kruhu. Aby sme nasli poziciu posledného é&loveka, uvazujme nasledovne. Ak by bolo 2" I'ud{ v kruhu, tak kazdy ¢lovek
na pérnej pozicii by po jednom tplnom kole opustil kruh. Potom sa dostavame do podobnej situdcie pre 27! hrécov,
pricom ¢lovek na pozicii 1 by opét drzal tanier. Indukciou dostavame, Ze by v kruhu zostal posledny. Ak je v kruhu
2" + k ludi, tak po k hodoch je ¢lovek na pozicii 2k + 1 v situdcii, ked ostdva 2" Tudi a moéZeme preiiho pouzit vyssie
spominant indukciu. Tento ¢lovek teda zostava ako posledny. Medzi 2024 = 1024 + 1000 T'ud'mi, to bude ¢lovek na
pozicii 2001.

Pre predposledného ¢loveka uvazujme, ze by v kruhu bolo 27 +27*! Tud{. Tvrdime, ze v takomto pripade predposledny
¢lovek, ktory ostane v kruhu, bude na pozicii 1. Vieme si to vyskisat na malych pripadoch. Znovu indukciou, ak by
bolo 2"+ 4+ 27%2 Tud{ v kruhu, tak po jednej plnej otocke by ich ostalo 27 4+ 2"*1, pricom hra¢ ¢islo 1 by znovu drzal
tanier. Teraz pre pocet fudf rovny 2" + 2"+! + k sa po k hodoch dostaneme do zndmej situdcie, a teda &lovek na mieste
2k + 1 ostane ako predposledny. Ked'ze 2024 = 1024 + 512 + 488, dostévame, Ze predposledny élovek je na pozicii 977.
Takze odpoved je 2001 + 977 = 2978.

Uloha 60. Kubko si hddze frisbee so svojimi 3 kamardtmi, pricom majui pravidlo, Ze nemézu hodit frisbee kamaratovi,
ktory im ho predtym hodil. Kubko hadzal ako prvy a po desiatich hodoch bol Kubko opét tym, kto drzal frisbee.
Kolkymi spésobmi mohlo tychto desat hodov nastat?

Vysledok. 414

Riesenie. Spocitajme, kolko existuje postupnosti hddzania bez ohladu na to, Zze Kubko bol posledny. Pri prvom hode
mohol Kubko hodit frisbee svojim trom kamaritom. Z tychto troch kamaritov moze kazdy hodif uz len dvom, lebo
Kubkovi naspat frisbee hodit nemozu. Teda ak frisbee bolo hodené n-krat, mame 3 - 2"~ ! postupnosti, kde Kubko
zacina.

Oznaéme pocet postupnosti, kde Kubko m4 frisbee v n. fahu, ako y,. V n. tahu je véetkych moznosti 3 - 271,
Nasledujtci tah niektoré z tychto moznosti mozu byt predfiené hodom Kubkovi. Tie, ktoré neméozu byt predfiené
Kubkovi, si tie, kde Kubko drzal disk v n. fahu alebo (n — 1). tahu, pretoZe musel hodit disk niekomu inému. Takych
postupnosti je postupne y, a 2y,_1. Preto yp,11 =3 -2""1 —y, — 2y, _1.

Je ovela jednoduchsie spoéitat kazdy élen az po y1o ako hladat uzavrety tvar. Z toho, ze y; = 0 y2 = 0 a plati
rekurentny vzfah g,y = 3-2""1 — g, — 2y, _1, vieme dopoéitat y3 = 3-2' ~0-0=6, ys = 3-22 -6 = 6,
ys = 3-22-6-12=6,ys =3-2*-6-12=30,y7 =3-2°—-30—12 = 54, yg = 3-26 — 54 — 60 = 78,
Yo = 3-27 — 78 — 108 = 198 a nakoniec 319 = 3 - 28 — 198 — 156 = 414.

Iné riesenie. Uvazujme postupnost n hodov, kde Kubko je na zaéiatku, na konci a nikde medzi tym nemal disk.
Ak takato postupnost bola na zaciatku hry, tak Kubko mohol hodit disk Tubovolnému z 3 svojich kamaratov a ten
mohol pokracovat iba 2 spdsobmi, po ¢om uZ je postupnost hodov jednoznaéne uréend. Ak takd postupnost hodov
je niekde uprostred, tak Kubko nemoze vratit disk tomu kamaratovi, ktory hodil disk Kubkovi. Kubko preto moze
prihrat iba dvom kamardtom, po éom st znova len dve mozZnosti a nakoniec jednoznaéne uréené postupnost. Takd
postupnost hodov neméze byt kratsia ako 3, preto je dostatoéné najst vietky rozklady &fsla 10 na siéet, ktoré nemaji
sCitance mensie ako 3. Také rozklady st len 10, 3+7,7+3,6+4,44+6,5+5,3+3+4,3+4+3 a4+ 3+ 3. Rozklad
10 méze byt zahraty 6 sposobmi. Kazdy rozklad s dvoma séftancami moze byt zahraty 6 - 4 sposobmi, teda dokopy
5-6 -4 sposobmi. A nakoniec rozklady o troch séitancoch moézu byt zahraté 6 - 4 - 4 sposobmi, preto 3 - 6 - 4 - 4 moznosti.
Dokopy 6 (1+5-4+3-4-4) =6-69 = 414 moznosti.
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Uloha 61. Pedro si nakreslil trojuholnik ABC' s |<CBA| = 97,4° a na jeho strane AB si vyznacil bod D taky, ze
|<ACD| =11,3° a |<DCB| = 33,9°. Potom si na AC vyznaé&il bod E taky, ze |EC| = |BC|. Uréte velkost uhla AED.
Vysledok. 41,3°

Rieéem;e. Oznaéme si o = 11,3° a 8 = 97,4°. Nasledne |<DC B| = 3a. Dalej si na priamke AB ozna¢me ako F # B
bod spliajici |CB| = |CF].

Ae

T
|

T3 e

Kedze |<FBC| =180° — 3 a ABCF je rovnoramenny, tak |[<BCF| = 180° — 2|<F BC| = 28 — 180°. Z toho vieme, ze
|<ECF|=a+3a+26 —180° = 4-11,3° + 2 - 97,4° — 180° = 60°.

Nuz a vdaka |CF| = |CB| = |CE| dostdvame, ze ACEF je rovnostranny.
Cheeli by sme este ukdzat |FC| = |FD|. Kedze [<DCF|=60° — a a |[<CFD| = 180° — 3, zo si¢tu uhlov ACDF

vyplyva
|[<FDC|=180° — (60° — ) — (180° — B) = a+ 8 — 60° = 48,7° = 60° — a = |<DCF|,

a teda ACDF je rovnoramenny so zdkladiiou CD. Spolo¢ne s tym, ze ACEF je rovnostranny, dostdvame |FD| =
|FC| = |FE|. Body C, D, E preto lezia na kruznici so stredom F. Z obvodovych a stredovych uhlov potom
|<CDE| = 1|<CFE| =30° a |[<DEC| = 180° — o — 30°. Napokon

|<AED| = 180° — |[<DEC| = 30° + o = 41,3°.

Uloha 62. Redlne éisla a > b > 1 splitaji nerovnost
(ab+1)* 4 (a +b)* < 2(a +b)(a® — ab + b* + 1).

Uréte najmensiu moznui hodnotu

p 1 _ V2
Vysledok. SBT3

Riesenie. Upravime nerovnost
(ab+1)% + (a+b)? <2(a+b)(a® —ab+b* + 1),
O§2a3+2b3—a2b2—a2—b2—4ab+2a+2b—1,
0<(a? —2b+1)(2a — b* —1).
KedZe a > b > 1, potom aj a®? > b? aa? —2b+1>b>—2b+ 1= (b—1)? > 0. Preto v druhej zatvorke mame
2a —b*—1>0,
2a—2b>b%—2b+1,
Aa—b) > (b—1)%,
a—>b 1
b—1 2
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Hodnota 1/+/2 sa nadobtida napriklad, ked a = 5/2 a b = 2 (ak mame dostat rovnost, tak musi platif a = (b + 1)/2),
takze je to skutoc¢ne najmensia mozna hodnota.

Uloha 63. Nech x, y, z su rozne nenulové celé ¢isla, ktoré spiﬁajﬁ

-V, G-V G-V -V, @-V -1

z x Y y z x

N3§jdite najmensiu moznd hodnotu vyrazu
|64z + 19y + 4z|.
Vysledok. 7

Riesenie. Nech znacenie Ecyc Q(z,y, z) predstavuje sicet troch ¢lenov, v ktorom zvysné dva ¢leny ziskame cyklickou
zdmenou premennych x — y — z — x zopakovanou dvakrat, ¢ize chc Qz,y,2) = Q(x,y,2) + Qy, z,x) + Q(z, x,y).
Prendsobenim zadanej rovnice nenulovym xyz a naslednymi tipravami dostdvame

P(z,y,2) =2 —1)°(y—2) +yly— D>z —2)+2(z = 1)’ (@ —y) = Y_a(z— 1>y —=2) =0.

cyc
Nakolko P nadobtida hodnotu 0 pre z = y, y = 2 a 2 = &, musi byt tento polyném delitelny vyrazom (z—y)(y—z)(z—x) =
> eye 2%(2 — y). A kedze P(z,v,2) je polyném stupiia 4 a D eye 2%(z — y) je polyném stupna 3, zostévajici ¢initel musi
byt linedrny.
P(l’,y,Z) = (ng(z _y)> : (ax+by+cz+d) .
cyc

Naviac zy —xz +yz —yr+ze —zy = > ... x(y — 2) =0, z ¢oho

cyc

P(a,y.z) =y (¢%(y—2) —22%(y — 2) + 2y — 2)) ,

cyc

= Z (x3(y —2) —22°%(y — z)) +0,

cyc
= (Zw%z—y)) (ax+by+cz+d).
cyc
Z toho vidno, Ze a musi byt —1, aby platila rovnost ?(z — y) - ax = 23(y — 2). Podobne aj b = ¢ = —1. Néasledne
z 2%(2 —y)-d = —22%(y — 2) plati d = 2. Preto
P(z,y,z) = (x—y)ly—2)(z—2)2—2z—y—2)=0.

Ked'ze hladdme iba trojice navzdjom roznych éisel, musi platif 2 + y + 2z = 2. Zrejme kazd4 trojica spliiajica tito
rovnost spliia aj rovnost zo zadania.

Aby sme nasli najmensiu mozni hodnotu |64z + 19y + 4z|, odéitajme od vnitra absolitnej hodnoty 4(x +y + 2) — 8,
ktoré je v skuto¢nosti rovné nule, a teda tym hodnotu vyrazu nezmenime. Dostaneme tak

|64 + 19y + 42| = |15 - (4z + y) + 8|.

Teraz hladdme celé &islo 4x + y, pre ktoré je hodnota vyrazu minimélna. To o¢ividne nastdva pre 4z +y = —1. A
k tomu uZ vieme najst riesenie (x,y,z) = (=2,7, —3).
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