1. feladat Harom évvel ezelott Peti édesanyja haromszor olyan idds volt, mint Peti. Most Peti édesapja haromszor
olyan id0s mint Peti. Hany év a korkiilénbség Peti sziilei kozott?

Eredmény. 6

Megoldds. Ha x-szel jeldljiik Peti jelenlegi korat, akkor Peti édesanyjdnak jelenlegi életkora 3(x — 3) 4 3, azaz 3x — 6.
A misodik allitas alapjan Peti édesapjdnak kora 3x, tehat a sziilék kozotti korkiilonbség 6 év.

2. feladat Hany haromszog lathaté az dbran?
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[

Megoldds. Az abran lathaté Osszes haromszognek az egyik csicsa a legfelsé pont. Tovabba az Gsszes haromszog esetén
az egyik oldal teljes egészében a két vizszintes szakasz valamelyikére esik. Ebb6l kifolydlag minden egyes haromszoget
meghatarozza a két vizszintes szakasz koziil valamelyik, és az azon kivalasztott két kiillonbozé cstics. Mivel mindkét
szakaszon hat cstics taldlhato, igy a haromszogek szdama Osszesen

Eredmény. 30

2(2) —2.(5+443+2+1)=30.

3. feladat Az ABCD négyzet belsejében van az E pont dgy, hogy ABE szabdalyos haromszog. Hany fokos a DCE
s70g?

D . c
P

Eredmény. 15

Megoldds. Mivel egy szabdlyos haromszog minden szoge 60°-o0s, igy azt kapjuk, hogy CBE< = 90° — EBA< = 30°.
Mivel EB = AB = BC, a BCFE haromszog egyenlo szaru, és igy

ECB< = BEC< = $(180° — CBE<) = 75°.
Tehat a keresett szog nagysaga DCE< = 90° — ECB< = 15°.

4. feladat Szandinak van egy nagy kincsesladédja, benne szamozott pénzérmékkel: egy érmére 1 van irva, két érmére
2, és igy tovabb, tizennyolc érmére 18, tizenkilenc érmére 19. Szandi egyesével vesz ki érméket a ladabdl, anélkiil,
hogy el tudnd olvasni a rdjuk irt szdmokat. Minimum hany érmét kell kivennie, hogy biztosan legyen koézte 10 azonos
szammal jelolt érme?

Eredmény. 136

Megoldds. Lehet, hogy Szandi ugy vett ki érméket, hogy kivalasztotta az 6sszes 10-nél kisebb szdmmal jeloltet, és a 10 és
19 kozotti jelolésti érmék mindegyikébdl pontosan kilencet vett ki. Ez azt jelenti, hogy 6sszesen (1+2+---+9)+9-10 = 135
érmét vett ki a kincsesladabdl. Tehat ki lehet valasztani 135 érmét ugy, hogy ne legyen kozte tiz azonos szammal jelolt.

Azonban, ha Szandi kivesz 136 érmét, akkor lesz legaldbb 91 érme, aminek a jel6lése nagyobb 9-nél. A skatulyaelv
szerint ekkor a tizféle, 10 és 19 kozotti jelolésti érme koziil van olyan, amibél kivett legaldbb tizet. Azaz minimum 136
érmét kell kivalasztani.



5. feladat Cukros bacsi vett egy nagy dobozzal a kedvenc cukorkaibdl, hogy szétosztogassa a szomszéd gyerekeknek.
El6szor megette a cukorkak felét, majd adott néhany cukorkat az els6 gyereknek. Az ezutdn megmaradt cukorkak felét
megette, majd adott a cukorkakbol a masodik gyereknek. A megmaradé cukorkaknak tjra megette a felét, a tobbi
cukorkat pedig odaadta a harmadik gyereknek. Ha mindegyik gyerek pontosan harom cukorkat kapott, akkor mennyi
cukorkat vett Cukros bacsi eredetileg?

Eredmény. 42

Megoldds. Ha n-nel jeloljiitk a Cukros bacsi altal vasarolt cukorkak szamat, akkor a cukorkak szétosztasa alapjan

felirhatjuk az aldbbi egyenletet:
n 1 1
((2—3)'2‘3> 5 3=0

Megoldva az egyenletet azt kapjuk, hogy n = 42.

6. feladat Legyen ABCD egy négyszog, amelynek az A és C cstucsokndl derékszogei vannak. Tudjuk harom oldal
hosszat: BC' =6, CD =8, és DA = 2. Adjuk meg az ABC D négyszog teriiletét!

C
D

Eredmény. 24 + 4/6
Megoldds. A Pitagorasz-tétel szerint BD = /62 + 82 = 10 és ezt felhasznédlva

AB = +/BD? — AD? = \/102 — 22 = v/96 = 4/6.

fgy az ABCD négyszog teriilete
1
5(6-8+2-4\/6) =24+ 4V/6.

7. feladat Egy irodai nyomtatéval tudunk csak az egyik oldalra vagy mindkét oldalra nyomtatni. Az egyoldalas
nyomtatds oldalanként harom masodpercet vesz igénybe, mig a kétoldalas nyomtatas kilenc masodpercbe telik laponként.
Kata ki akar nyomtatni egy 18 oldalas cikket a lapok mindkét oldaldra nyomtatva. Kinyomtathatja az egészet kétoldalas
nyomtatassal, vagy egyoldalassal kinyomtathatja el6szor a paratlan oldalakat, majd a lapokat kézzel visszatéve a
nyomtatoba rajuk nyomtatja a paros oldalakat. Kata gyorsan rajon, hogy a két folyamat pontosan ugyanannyi idébe
telne. Hany méasodpercbe telik Katanak visszatenni a lapokat a nyomtatéba?

Eredmény. 27

Megoldds. Tudjuk, hogy Kata 18 oldalt, vagyis kilenc lapnyit akar nyomtatni. Ha a kétoldalas nyomtatast hasznalja,
az Osszesen 9 -9 = 81 masodpercet vesz igénybe. MasfelSl, ha kiilon nyomtatja az egyes oldalakat, akkor maga a
nyomtatds 2 - 3 - 9 = 54 mésodpercbe telik. Tehat 81 — 54 = 27 méasodpercig tart visszatenni a lapokat a nyomtatéba.

8. feladat Keressétek meg az Osszes olyan 9-jegyli szdmot, melyre teljestilnek a kovetkezd feltételek:

e Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szdmjegyek mindegyike pontosan egyszer szerepel a szdmban.

e Barmely két szomszédos széamjegy altal (sorrendcsere nélkiil) alkotott kétjegy(i szdm oszthaté 7-tel vagy 13-mal.
Eredmény. 784913526

Megoldds. frjuk az 1,...,9 szamokat a diagramba, és htzzunk be egy nyilat z-bdl y-ba, ha Ty oszthatd 7-tel vagy
13-mal.




(A folytonos nyil a 7-tel oszthatokat mutatja, a szaggatott a 13-mal oszthatdkat, a 91 pedig mindkett&vel oszthatd.)
A szam csak 784-vel kezd6dhet. Ha a 9-es szam kovetkezik, akkor az 1, 3, és 5 fogjak kovetni, a maradék két szam
sorrendje csak 2, 6 lehet. Az igy kapott megoldas: 784913526.

A masik lehetséges kezdés 7842, ami utdn megint két lehet6ség van. Ha az 1-essel folytatjuk, akkor utédna csak a
3-as jOhet, ami utdn mar nem szerepelhet mindketté az 5 és 9 koziil. A masik esetben a 784263 kezdést kapjuk, ami
szintén nem fejezhet6 be.

9. feladat Egy nagyobb négyzetbe két négyzetet tettiink az dbran lathaté médon. Mekkora az A négyzet teriilete,
ha a B négyzet teriilete 48 egység?

Eredmény. 54

Megoldds. A B négyzet melletti haromszogek egyenl@szariak, ezért a B négyzet oldala a nagy négyzet atléjanak a

harmada. Ha s a nagy négyzet oldaldanak hossza, akkor a B négyzet oldaldnak hossza % -\/2-s, az A oldal hossza % - s.

2
A két négyzet teriiletének aranyat felirhatjuk igy:

vagyis az A négyzet teriilete 48 - % = 54.

10. feladat Fanninak két kockdja van, az egyik 9 cm élhossziisdgu és fehér egységkockdkbdl 4l (egységkocka alatt az
1 cm élhosszusagu kockat értjitk), a masik pedig 10 cm élhosszisagu és fekete egységkockakbdl dll. Fanni ezekbdl az
egységkockakbdl szeretne egy 12 cm élhossziisagi kockat épiteni. Az igy kapott kocka felszinén legalabb hany cm?
fekete teriiletet latunk sziikségképpen?

Eredmény. 0

Megoldds. Fanninak 93 = 729 fehér és 103 = 1000 fekete egységkockaja van. Egy 12 élhossztisagt kocka felszinéhez
osszesen 123 — 10% = 1728 — 1000 = 728 egységkockara van sziikség. Ebbdl kovetkezik, hogy ossze tud rakni egy 12
élhosszusdgu kockat dgy, hogy a kockdanak mind a hat lapja teljesen fehér legyen, tehat a valasz 0.

11. feladat Egy matematika dolgozat utan a tanar megallapitotta, hogy az osztalyban pontosan tizen nem tudnak
két tortet Osszeszorozni, tizennégyen nem tudnak két tortet Gsszeadni, és tizenheten nem tudnak tortet egyszertisiteni.
Azt is észrevette, hogy minden tanulénak legalabb az egyik miivelettel problémaéja akad, raadasul hat olyan tanuld is
van, aki egyik miiveletet se tudja elvégezni. Legfeljebb hany tanuldja lehet az osztdlynak?

Eredmény. 29

Megoldas. Ahhoz, hogy pontosan meg tudjuk allapitani az osztaly létszamat, azt is ismerniink kellene, hogy héany
olyan tanul6 van, akiknek pontosan két miivelettel van problémaja. Belathaté azonban, hogy akkor kapjuk a lehetd
legnagyobb szamot, ha feltessziik, hogy nincs olyan didk, aki pontosan két miiveletet nem tud elvégezni. Ebben az
esetben az Osszes tanuld szama

10+14+17-2-6 = 29.

Kétszer kell kivonnunk azon didkok szamaéat, akik egyik miiveletet sem tudjak elvégezni, hiszen amikor osszeadtuk a
harom csoport 1étszamat, 6ket haromszor szamoltuk.

12. feladat Egy derékszogli hdromszog egyik szogének nagysdga 23°. Mekkora (fokban mérve) a derékszogii csticsbdl
induld sulyvonal és magassagvonal altal bezart sz6g?

Eredmény. 44
Megoldds. Legyen ABC a haromszogink, és BAC< = 90°. Az A pontot a BC oldal M felez6pontjaval 6sszekdtve
megkapjuk a silyvonalat, az A-bdl hizott magassag és a BC' oldal metszéspontjit pedig jeldljik H-val.
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Thalész tétele alapjan az ABC héromszog csicsai rajta vannak egy M kozéppontu korén. Az dltalanossdg megsértése
nélkiil legyen CBA< = 23°. Mivel az ABM haromszog egyenlGszari, igy BAM < = 23°. Tovdbbd az AHC haromszog
hasonl6 az ABC héromszoghoz, tehat HAC'<q = 23°. Ezek alapjan a keresett sz6g nagysdga M AH < = 90°—2-23° = 44°.

13. feladat Az a és b olyan pozitiv egész szamok, melyre 20a+196=365. Mennyi az értéke a 20b + 19a kifejezésnek?
Eredmény. 376

Megoldds. Vilagos, hogy a,b < 20. Mindkét oldalhoz b-t adva azt kapjuk, hogy 20(a + b) = 365 + b. Tudjuk, hogy
a bal oldal oszthaté 20-szal, tehat a jobb oldal egyenlé kell legyen 380-nal. Ezek alapjan b = 15, és a = 4, vagyis
20b + 19a = 380 — a = 376.

14. feladat Egy 2018 oldald szabalyos sokszognek 2033135 atléja van. Mennyivel van ennél tobb atléja egy szabalyos
2019-szognek? A sokszog oldalait egyik esetben sem szamoljuk bele az dtlékba.

Eredmény. 2017

Megoldds. A szabalyossdg nem jatszik szerepet a feladatban, vagyis nézhetjiik ugy a 2019-szoget, hogy egy 2018-szognek
az egyik oldalat bontjuk két részre egy 1j csiicesal. Az 1j csicsbol 2016 1j 4t16t hizhatunk abba a 2016 cstcsba,
amelyek nem szomszédosak az 1j cstuccsal. Ezenkiviil egy 1j atl6 keletkezik, ami az 1ij pont két szomszédos csucsat koti
0ssze. fgy Osszesen 2017-tel n6 meg az 4tlék szama.

15. feladat Keressétek meg a (22 — 4z + 5)x2+°”_30 = 1 egyenlet valés megoldasait!

Eredmény. 2,5, —6

Megoldds. Mivel 22 — 4z + 5 = (x — 2)2 + 1 > 1, a hatvdnyra emelés alapja egy pozitiv egész szdm. Az egyenlet
értéke csak akkor lehet 1, ha az alap 1 vagy ha a kitevé 0. Az elsé eset, hogy z? — 4x + 5 = 1 ekvivalens azzal, hogy
(z—2)* =0, ami alapjin 2 = 2. A mésodik esetben 2?4+ 2 —30 = (z —5)(z+6) = 0 az 2 = 5 és a = = —6 megolddsokat
kapjuk. Osszességében ez a harom megoldas létezik.

16. feladat Hany olyan permutéacidja van az 1,2,3,4 szamoknak, melyb6l barhogyan torliink egy szamot, akkor a
megmaradt szamok nem alkotnak se névekvo, se csokkend szamsort?
Megjegyzés: A permutdcid egy olyan sorozata a szamoknak, melyben minden szdm pontosan egyszer szerepel.

Eredmény. 4

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az els6 szam az 1. Ha a maradék harom szam kozott van két novekvo szam, akkor a
harmadik szamot kitorolve, egy harom hosszii novekvo sort kapunk. Ha nincs kozte két novekvod szam, akkor az
(1,4,3,2) sort kapjuk, amibdl ha az 1-et kitoroljik, akkor egy harom hosszt csokkend sort kapunk. Vagyis az 1 nem
lehet kezdGszam, és szimmetria miatt utolsé sem. Hasonléan a 4-es szdm sem lehet a sor elején vagy a végén. Vagyis az
1 és a 4 lesz a két kozépss szam. Igy a kdzepén kétféle: (1,4) és (4,1) lehet, valamint a 2 és 3 szdmoknak is kétféle
sorrendje lehet:

(2,1,4,3), (3,1,4,2), (2,4,1,3), (3,4,1,2).

Az igy kapott 4 permutéacié mindegyike megfelel a feltételeknek.

17. feladat Legyen az ABCD egy olyan téglalap, melyre AB =8 cm és BC =6 cm. Az X és 'Y pontok legyenek az
AC szakasz felezOmerdlegesének AB-vel és C D-vel vett metszéspontjai. Milyen hosszi az XY szakasz (centiméterben
mérve)?

15

Eredmény. 3

Megoldds. A Pitagorasz-tétel alapjan AC' = v/ AB? + BC? = /82 + 62 = 10. Legyen S az AC-nek és felezémerdlege-
sének a metszéspontja. Vildgos, hogy S felezOpontja az atlonak, vagyis AS = 5.

Y
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A Lo .
M X B
Tudjuk, hogy CAB<q = SAX < és XSA< = CBA< =90°, vagyis ASX és ABC hasonl6 haromszogek, ami alapjan
SX : AS = BC : AB, azaz
_BC-AS 15



Ebb3l latjuk, hogy XY = 2. 5X = 1.

18. feladat A FOUR+ FIVE = NINFE egyenléségben minden egyes betii egyértelmiien megfelel egy szamjegynek
és a kiilonboz6 betiik kiilonb6zo szamjegyeket jeldlnek. Tovabba tudjuk, hogy

e FOUR oszthatd néggyel,
e IV E oszthatd ottel,
e NINFE oszthaté harommal.

Keressiik meg NIN E minden lehetséges értékét.
Eredmény. 3435

Megoldds. Az egyesek helyén allé szamjegyeket nézve azt 1dtjuk, hogy R+ F = FE, tehat R = 0. Mivel FIV E oszthaté
5-tel és R =0, igy F = 5. A szdzasok helyén &ll6 szamjegyeket vizsgalva, és tudva, hogy a 0 mar foglalt, azt kapjuk,
hogy O = 9 és 1-et tovdbbhozunk a tizesek Osszeaddsabdl, illetve ugyancsak tovdbbvisziink 1-et az ezresek Gsszeaddsaba.
Azaz U 4 V nagyobb kell legyen, mint 10, és N egy 1-nél nagyobb paratlan szamjegy. Mésrészt U +V <748 = 15,
hiszen a 9 mar foglalt. Ezzel behataroltuk, hogy csak N = 3 lesz j6. N ismeretében és a 4-gyel val6 oszthatosdgbol
pedig kovetkezik, hogy U =6, V =7 és F = 1.

Mivel NINE oszthaté 3-mal, a szdmjegyeinek osszege N +1+ N+ E =3+ 1+ 3+ 5 =11+ I is oszthaté kell
legyen 3-mal. Az I értékének megfelel6 1, 4, és 7 szamjegyekbél mér csak a 4 szabad, azaz I = 4. Azt kaptuk, hogy az
egyetlen jé valasz NINE = 3435 és az egyenl6ségiink a 1960 4 1475 = 3435 formédban all el6.

19. feladat Legyen ABC egy szabdlyos hdromszog és CDEF egy négyzet gy, hogy E az AB szakaszon, F pedig a
BC szakaszon fekszik. Ha a négyzet keriilete 4, mekkora az ABC haromszog kertilete?

A

Eredmény. 3+ /3

Megoldds. Vegyik észre, hogy a két derékszogi, 30°, 60° és 90° fokos szogekkel rendelkez6 haromszog egybevagd,
mert mindkettonek az egyik oldala az egységnégyzet egy oldala. Egy ilyen alaki derékszogli haromszog egy szabalyos
haromszog félbevagva, ezért a révidebb befogdja az atfogd fele. Legyen a révidebb befogd hossza x, az atfogd hossza 2x.
A Pitagorasz-tétel alapjan (22)? = 22 + 12, tehdt v = %\/3 Ebbél kévetkezik, hogy az ABC szabalyos haromszog egy
oldala 1 + %\/3, tehat a keriilete 3 4+ /3.

3

20. feladat Legyenek a és b valdés szamok. Ha az 2% — ax? + 588z — b = 0 egyenletnek van hdromszoros gyoke, akkor

mik az a lehetséges értékei?
Eredmény. 42, —42

Megoldds. Ha r haromszoros gyok, akkor
(x —7)% =23 — 3rz® 4+ 3r?z — 13 = 23 — az® 4 588z — b.
Osszehasonlitva az egyiitthatékat azt kapjuk, hogy 3r? = 588 vagyis r = +14. fgy a = £42.

21. feladat Simon turazik, szigeteket latogat meg, amelyek az dbran lathaté modon hidakkal vannak osszekotve.
Minden hidon vamot kell fizetnie. Egyedi a kildtds minden hidrdl, ezért az 6sszes hidon &t akar menni. Hogy pénzt
sporoljon, minden hidon pontosan egyszer szeretne atmenni. Hanyféleképpen szervezheti a tirdt, ha a négyzettel jelolt
szigetrol indul? Simon nem tud atugrani egy hidrél egy masikra amikor nem egy szigeten van, és barmely szigetet
tetszolegesen sokszor meglatogathat.




Eredmény. 120

Megoldds. Vegytiik észre, hogy a négyzettel jelolt sziget és a jobb oldali kozépso sziget “specialis” szigetek: Minden hid
valamelyik specidlis szigetrol indul, és minden “szokdsos” sziget 0ssze van kotve hiddal a két specidlis szigettel. Tehat a
tira sordn Simon mindig keresztiilmegy egy szokasos szigeten, és a tuloldali specidlis szigetre érkezik. Tehat csak azt
kell megszédmolnunk, hanyféle sorrendben tudja meglatogatni a szokasos szigeteket, ami 5! = 120 féleképpen tehet6 meg.

22. feladat Hény olyan (m,n) pozitiv egészekbdl all6 rendezett szdmpéar van, amelyre m és n legkisebb kozos
tobbszordse 20007

Eredmény. 63

Megoldds. Vizsgaljunk két esetet: Elészor nézziik azt, amikor egyik szam sem 2000 = 2% - 53. Ekkor az egyik szdm
24 . 5% valamilyen k € {0,1,2}-re és a mésik szdm 2! - 5% valamilyen [ € {0, 1,2, 3}-re. Tehat 24 megfelelé szAmpért
taldlunk (mindkét sorbarendezést szdmolva). A mdsodik eset, ha az egyik szdm 2000. Ekkor a mdsik szdm 2000 osztéja,
és (44 1) - (34 1) = 20 osztéja létezik. Mindkét sorbarendezést szamolva 2 - 20 — 1 = 39 pért kapunk. (Levontunk
egyet, mert a (2000, 2000) part duplan szamoltuk.) Osszesen tehat 24 + 39 = 63 megfeleld szdmpér van.

23. feladat Legyen ABCDEFGH egy szabalyos nyolcszog és AC = 7+/2. Hatarozzatok meg a nyolcszog teriiletét.
Eredmény. 98v/2

Megoldas. Legyen M a nyolcszog kézéppontja. Mivel AMC< =
atméroje 14.

2.

£ +360° = 90°, a nyolcszog koréirt korének sugara 7,

C A

Az dbran lathaté atrendezés miatt a nyolcsszog teriilete megegyezik az atmérd és az AC szakasz szorzataval. Tehdt a
keresett teriilet 14 - 7v/2 = 98+/2.

24. feladat Négy barat elhatarozta, hogy nyelveket fog tanulni. A helyi nyelviskola arab, bengéli, kinai és holland
tanfolyamokat kindl, és a bardtok mindegyike pontosan harom nyelvet akar megtanulni ezek koziil. Hanyféleképpen
valaszthatnak tanfolyamokat, hogy legyen legalabb egy kurzus, amelyre mindannyian jarnak?

Eredmény. 232

Megoldds. El6szor vegyiik észre, hogy egy ember négyféle nyelvharmast vélaszthat, hiszen ezt egyértelmiien meghataroz-
za az, hogy melyik nyelvet nem vélasztja. Tehét osszesen 4* = 256 féleképpen valaszthat a négy barat nyelvtanfolyamokat,
ha eltekintiink az extra feltételtél.

Nézziik azokat az eseteket, amikor nincsen kozos tanfolyamuk. Ez csak gy fordulhat eld, ha mindegyik nyelvet
pontosan egy ember nem tanul. Ez 4! = 24 féleképpen lehetséges.

Végul kivonjuk az Osszes esetbdl a rossz eseteket, tehat a jo esetek szama 256 — 24 = 232.

25. feladat Valaki mondott egy n pozitiv egész, csupa nemnulla szimjegyekkel rendelkez6 szamot Abigélnek. Abigél
leirta az eredeti szam szamjegyeit forditott sorrendben, és ezt a szdmot megszorozta n-nel. Azt vette észre, hogy éppen
ezerrel tobbet kapott mint n szdmjegyeinek szorzata. Adjatok meg n Osszes lehetséges értéket.

Eredmény. 24, 42
Megoldas. Az n szam legaldbb kétszamjegyli. Ha pontosan kétszamjegyti, és a két nemnulla jegye a és b, akkor a

feladatbeli feltétel
(10a + b)(10b 4+ a) = 1000 + ab



azaz,
a® 4+ b* = 10(10 — ab).
Mivel a jobboldal pozitiv, ab < 10. Ezutdn mar csak néhany esetet kell végignézniink, és kapjuk hogy a és b 2 és 4
valamilyen sorrendben.
Végiil, ha n k-jegyfi, aholk > 3, akkor az egyenlet bal oldala legalabb (10*~1)2, mig a jobb oldala kevesebb mint
1000 + 10*. Ezért n nem lehet tobb mint két jegyfi.

26. feladat Legyen ABCD egy paralelogramma és legyen T egy olyan belsé pont az AD oldalon, hogy a T és C
pontokon atmend egyenes a BC D< szogfelezGje. Tovabba legyen E egy olyan pont az AB oldalon, hogy AET< = 40°.
Ha CTE< = 75°, hany fokos a CDA<?

Eredmény. 110
Megoldds. Legyen S olyan pont a BC' oldalon, hogy T'S parhuzamos az AB oldallal. Ekkor ETS< = 40° és

DCT<« = STC«=CTE<«x - STE<« = 35°.

Mivel CT a DCB< szogfelezbje, igy a C'T'S haromszog egyenloszara, DCT< = TCS<, és DCB< = 2 -35° = 70°.
Tehat CDA< = 180° — DCB< = 110°.

27. feladat Két nagy nemesi héz taldlkozott egy lakoman, és mindkét hazbdl jelen volt legalabb egy férfi és legalabb
egy no. Egy haz minden egyes tagja egyenként idvozolte a mésik haz minden egyes tagjat a kovetkez6 mddon: ha két
férfi idvozolte egymast, 6k kezet fogtak, ha két né vagy egy né és egy férfi idvozolte egymast, 6k meghajoltak. Az
idvozlés végeztével Gsszeszamoltak, hogy Gsszesen 85 kézfogas és 162 meghajlas tortént. Hany né volt jelen a lakoman?
Amikor két ember meghajolt egymasnak, azt egy meghajlasnak szamoljuk.

Eredmény. 10

Megoldds. Legyen fi1, fa, n1, no rendre a férfiak és a nék szama az egyes hazakban. Mivel f;fo =85 =5-17, igy
az altalanossdg megsértése nélkiil legyen fi; =5 és fo = 17 (hogy a férfiak szdma 1 és 85, azt konnyen kizdrhatjuk).
Osszesen 85 + 162 = 247 idvozlés volt, ekkor a

(fi +n1)(fo +ng) =247 =13-19

egyenldséghdl azt kapjuk, hogy f1 + n1 = 13 és fo + no = 19 (a t6bbi szorzatra bontds itt is konnyen kizdrhatd). Azaz
ny; = 8, ng = 2, tehat a valasz 8 + 2 = 10.

28. feladat Vegylnk egy hiaromszoget, amelynek oldalhosszai 10, 24 és 26. Legyen c egy olyan kor, amelynek
kozéppontja a leghosszabb oldalon van, és érinti a két rovidebb oldalt. Mekkora a ¢ kor sugara?

Eredmény. 120/17

Megoldds. A Pitagorasz-tétel alapjan ez a haromszog derékszogii. A derékszogil csticsot és a kor kozéppontjat osszekotd
szakasz az eredeti haromszogiinket két haromszogre bontja. Az érintési pontokba hizott sugarak merdlegesek a nekik
megfelel6 rovidebb oldalakra, igy ezek a sugarak a kisebb hdromszogekben magassiagvonalak lesznek. Jeloljik r-rel a ¢
kor kozéppontjat. Kétféleképpen szamoljuk ki a haromszog tertiletét, egyrészt az oldalak segitségével, masrészt a két
kisebb haromszog tertiletébdl:

1 1
T=5-24-10= 247+ 51007,



ebbdl pedig megkapjuk, hogy r = 120/17.
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29. feladat Margaréta 10€-val elment egy kaszindba. A kasziné egyik nyer6gépe a kovetkezé médon miikodik: a
jatékos bedob 1€-t érmékben, és p valdszinliséggel megnyeri a jackpotot; egyébként visszakap 0,5€-t. Mekkora az a
legkisebb p valészinliség, amely mellett ha Margaréta ezzel a nyer6géppel jatszik addig, ameddig van ré pénze vagy
megnyeri a jackpotot, akkor legaldbb 50% esélye van megnyerni a jackpotot.

Eredmény. 1— ¥/0,5

Megoldas. Vegyiik észre, hogy Margaréta legfeljebb 19-szer jatszhat sikerteleniil, hiszen miutan elkoltotte az utolséd
1€-t, csak 0,5€ marad néla, ami kevesebb, mint amennyit a gép elfogad. Minden prébélkozasnal 1 — p valdszinliséggel
nem nyer, tehat annak a valdszintisége, hogy nem nyeri meg a jackpotot (1 — p)®. Ahhoz, hogy legaldbb 50% esélye
legyen a jackpotra, (1 — p)*® < 0,5 fenn kell alljon, ami ekvivalens azzal, hogy p > 1 — ¥/0,5, igy 1 — ¥/0,5 a keresett
legkisebb valdsziniiség.

30. feladat Keressétek meg az Osszes abed szamot, amelyre abed = a® + b° + ¢© + d?. A szédmjegyek egyike sem
egyenld 0-val.

Eredmény. 3435

Megoldds. Mivel 65 > 10000, ezért a legnagyobb szdmjegy legfeljebb 5. A szamban kell lennie 5-6s szdmjegynek,
mivel ha mindegyik szadmjegy 4-es, akkor nem teljesiil az egyenléség, ha pedig legfeljebb 3 darab 4-es van, akkor
344 + 3% < 1000. Mivel 5° = 3125, ezért az 5-6s szamjegy legfeljebb egyszer szereplhet, kiilonben az elsé szamjegy
5-nél nagyobb lenne. Mivel 3000 < 5° < 5° + 3 - 4% < 4000, ezért az elsd szamjegy a 3.

Az eddigi ismeretek alapjan a szdm legaldbb 5% + 32 + 2. 1! = 3154, ami nem teljesiti az egyenléséget. A kovetkezd
lehetséges szam a 3211, azonban 3211 > 5° 4 3 - 33, vagyis a szam tartalmaz legaldbb egy darab 4-es szdmjegy. TSbb
4-es nem lehet benne, mivel akkor a masodik szdmjegy nagyobb lenne, mint 5. A maradék esetet megvizsgalva az jon
ki, hogy az egyetlen megoldas a 3435.

31. feladat Hany olyan kétjegyl szamokbdl all6 6t6s van, amelyben a szamjegyek 0-tél 9-ig mind pontosan egyszer
szerepelnek és mindegyik kétjegyli szam paros, de egyik sem oszthaté harommal? Azokat a szamotosoket, amelyek csak
a szamok sorrendjében kiilonboznek, azonosnak tekintjiik.

Eredmény. 16

Megoldds. Mivel parosak, mind az 6t szamnak paros szamjegyre kell végzodnie. Hogy egyik szam se legyen oszthatd
hiarommal, a O-ra és 6-ra végz6do szamoknak az 1, 5, 7 szamok valamelyikével kell kezdGdnie, a 2-re és 8-ra végzédoknek
a 3, 5, 9 szamok valamelyikével, a 4-re végzddének pedig az 1, 3, 7, 9 szamok valamelyikével. Ha a 4-re végzddd szamot
14-nek vélasztjuk, akkor kétféleképpen vélaszthatjuk ki a tizesek helyén 8ll6 szdmjegyet a 0 és 6 esetén (50, 76 vagy 56,
70), és emiatt a 2 és 8 esetén is csak kétféleképpen vélaszthatunk (32, 98 vagy 38, 92), azaz Gsszesen négyféle lehetdség
van. Barhogy viélasztjuk a 4-re végz6do szam tizes helyen all6 szamjegyét, hasonlé érveléssel belathatd, hogy mindig
négy lehetdség lesz, igy Osszesen 4 - 4 = 16 ilyen szamotos van.

32. feladat Keressétek meg az Gsszes olyan pozitiv egész n szamot, amelyekre

n n n
[5]+ 7]+ [55] =200
Megjegyzés: Az |x] kifejezés az x egész részét jeloli, azaz a legnagyobb egészt, ami nem haladja meg z-et.
Eredmény. 5439
Megoldds. Legyen
n n n
s =5+ [7]+ |5

Nyilvén f egy monoton novekvé fliggvénye n-nek. Tovabbd, f(n) — f(n —1) =1 ha n az 5 és 7 szdmok koziil pontosan
az egyikkel oszthatd, és f(n) — f(n — 1) = 3 ha n oszthaté 35-tel. Minden més esetben f(n) = f(n — 1) all fenn. Mivel

f e (fela ),
ME=\5T7 T 3)" T 3™



a megoldasra a kovetkezd becslést kapjuk
35
> — 201
n > 3 019

és mivel n egész, n > 5436. Tudjuk, hogy f(5436) = 2018; a kovetkezd 5-tel oszthaté szdm az 5440, a kovetkezd
7-tel oszthaté pedig az 5439. Ez alapjén azt kapjuk, hogy f(5439) = 2019 és f(5440) = 2020, tehdt 5439 az egyetlen
megoldés.

33. feladat Hény olyan n pozitiv egész szam létezik, amelyre taldlhatéak olyan z,y < 1000000 (nem feltétleniil
kiilénb6z8) pozitiv egész szdmok, hogy
n=S(x)=5(y) =S +y).
Itt S(a) az a szamjegyeinek Osszegét jeloli.
Eredmény. 6

Megoldds. Mivel barmely pozitiv egész a szadmra a és S(a) kilences maradéka megegyezik, kapjuk hogy n, x, y, és
x + y kilences maradéka egyforma. Ebb6l kovetkezik, hogy x, y és n mind kilenccel oszthaték. Ha n = 9m egy pozitiv
egész m-re, akkor az x =y = 10™ — 1 vélasztas kielégiti a feladatban szerepl6 feltételt. A legnagyobb szdmjegyosszeg,
amit egy egymilli6 alatti szam adhat 54, tehat 6 megfelelé n talalhato: 9, 18, 27, 36, 45 és 54.

34. feladat Az dbran lathaté pentomind 6t négyzetbdl all, ahol egy négyzet oldalhossza a. Ezt a pentomindt
berajzoltunk egy 7 x 8-es méretii téglalapba az abréan lathaté mdédon:
Mekkora a?

7
8 §% :
Eredmény. V5

Megoldds. Legyen c és d egy kisnégyzet oldalanak rendre rovidebb és hosszabb vetiilete a téglalap oldalaira.

Ekkor

3c+2d =38,
3c+d=17,

tehdt ¢ = 2 és d = 1. A Pitagorasz-tétel segitségével kapjuk, hogy

a=c+d?>=5.



35. feladat Palinak van egy 3-szor 5-0s csokitablaja. A bal felsé kockara egy kis cukrot rak, hogy még édesebb
legyen. Igy fogyasztja el a csokit: minden lépésben véletlenszertien véalaszt: vagy a jobb széls6 oszlopot eszi meg, vagy
a legals6 sort. Mindkét lehetSségnek 1/2 a valdszintisége. Ezeket a 1épéseket ismételi, amig meg nem eszi a teljes
csokoladét. Mi a valdszintisége, hogy az utolsé 1épésben egyediil a becukrozott kockat eszi meg?

Eredmény. 15/64

Megoldads. Tegyiik fel, hogy a csokitdbldnak 3 oszlopa és 5 sora van. Akkor fogy el, ha az als6 sort (S) hdromszor
vélasztotta mar Pali, vagy a jobb oldali oszlopot (O) 6tszor vélasztotta. Az, hogy utolsé 1épésben egyediil a cukrozott
kocka marad meg, akkor és csak akkor teljesiil, ha az els6 6 1épésben pontosan kett6é S-t és négy O-t valasztott, mindegy
milyen sorrendben. (Ekkor a 7. 1épésben barmit is vélaszt, a cukros kockét eszi meg.) (g) olyan hat hosszu S — O
sorozat 1étezik, ami pontosan ketté S-t és négy O-t tartalmaz, és mindegyik valészinfisége 1/26, tehat a keresett
val6sziniiség

6

() _15

26~ 64

36. feladat Gergo alkotott néhany paronként kiilonb6z6 primszamot, gy, hogy a 1,...,9 szdmjegyek mindegyikét
pontosan kétszer hasznélta fel. A primszamok Osszege a lehetd legkisebb. Mekkora ez az Gsszeg?

Eredmény. 477

Megoldds. A 2 és 5 kivételével egy primszam sem végzddhet paros szamjeggyel vagy Ottel, ezért a
2,5,4,4,6,6,8,8
szamjegyek mindegyike legalabb tizes helyiértéken kell hogy szerepeljen. Tovabba, a megmaradé szamjegyek
2,5,1,1,3,3,7,7,9,9
mindegyike legalabb egyes helyiértéken szerepel. Ezért az 6sszeg legalabb
102+5+4+44+6+6+8+8)+24+54+14+14+3+3+7T+7+9+9=477.
Ez az 6sszeg meg is valdsithat6, ha Gergd az alabbi primszamokat irja fel:

2,5,29,53,41, 47, 61, 67, 83, 89.

37. feladat Tom és Jerry lefrtak két polinomot: T'(z) = 22 + 22 + 10 és J(z) = 22 — 8x + 25. Mindketten a kedvenc
pozitiv egész szdmukat (rendre ¢ és j) behelyettesitették a sajdt polinomukba, és ugyanazt az eredményt kapték, azaz
T(t) = J(j). Keressétek meg |t — j| Gsszes lehetséges értékét.

Eredmény. 1,5

Megoldds. Az T(t) — J(j) = 0 egyenletet szorzattd bontva kapjuk, hogy (¢t +j — 3)(t — 7 + 5) = 0 ezért vagy
{t.3} ={1,2} vagy [t — j| = 5.

38. feladat Az ABC haromszog A csiicshoz tartozé magassagvonala épp olyan hosszi, mint a B cstcsbdl induléd
sulyvonala. Tudjuk, hogy az ABC' szbg 75 fokos. Mennyi az AB : BC' hanyados értéke?

5 vV2 1
Eredmény. %5* = 7
Megoldas. Legyen M az AC oldal felez6pontja. Tiikrozziikk B-t az M pontra, az igy kapott pont E. Legyen F az

E merdleges vetiilete a BC' egyenesre. A feladatbeli elsé feltételbdl kovetkezik, hogy sin(FBC<) = % = % ezért

EBC< = 30° (a mésodik feltétel miatt nem lehet tompaszog). Tehat ABM < = ABE< = 75° — 30° = 45°.
A E

B &8O Lo

Hasznaljuk a szinusztételt az ABM és C'BM haromszogekre
BM AM AM

sin(BAC<) ~ sin45° g
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és
BM CM AM

sin(BOA<)  sin30°

1
2
Elosztva ezeket az egyenleteket egyméssal (vegyiik észre hogy AM = CM) és a szinusztételt hasznalva az ABC
haromszogre, végiil kapjuk, hogy
AB  sin(BCA<1) V2

BC ~ sin(BAC<) 2

39. feladat A tic-tac-toe jatékban két jatékos felvaltva rak O és X jeleket egy 3x3-as tablara. Az nyer, aki ki tud
rakni a sajat szimbolumaval egy sor, oszlopot vagy atlot. A jaték dontetlennel ér véget, ha a tabla betelt, és egyik
jatékos sem nyert. Hanyféle elrendezés lehet a tablan egy dontetlen jaték végén? A forgatéassal vagy tiikrozéssel
egymasba viheto allapotok is kiilonbozonek szamitanak. Barmelyik jatékos kezdhet.

Eredmény. 32

Megoldds. Négy esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy milyen jel all a kozépsé mezoben, és melyik szerepel 6tszor
a tablan. Ha egy iksz &ll kozépen, és 6t iksz van a tablan (hivjuk ezt az esetet ”iksz-iksz”-nek), még négy ikszet kell
elhelyezniink. Mivel nem tolthetiink ki egy sort, oszlopot, vagy atlét, igy az 1. dbrén lathatd elrendezést kapjuk. Ez se
nem tiikor-, se nem forgasszimetrikus, igy 8 ilyet kaphatunk.

X XO
OXIX
X OO

Figure 1

"Tksz-kor” estetén 6t kort kell elhelyezniink, egy iksszel kozépen. Nem tehetiink kort mind a négy sarokba, hiszen
ekkor mindenképpen lenne teljes sor vagy oszlop az 6t6dik kor lehelyezésével. Azonban minden &tléba kell tenniink
kort, kiilonben az iksz nyer. Vagyis pontosan harom, vagy pontosan két kort kell tenniink a sarokba. Mindkét esetben
lényegében egy lehet6ségiink van, és mindkét megoldas tiikkorszimmetrikus lesz (2. és 3. dbra). Vagyis még 4 — 4

R .
X XO
OOX

A 7kor-kor” és "kor-iksz” esetek az eléz6eknek felelnek meg a jelek felcserélésével, igy Gsszességében 2(8+4+4) = 32
elrendezést kaphatunk.

OXO
XXO
QOOX

Figure 2 Figure 3

40. feladat Keressétek meg a legnagyobb olyan a pozitiv egész szamot, amihez nem létezik pozitiv egész b ami

teljesitené az aldbbi feltételt.
25

<18

Q| W~

<

> e

Eredmény. 32
Megoldds. Reciprokot véve kapjuk, hogy

b
0.72 < — < 0.75.
a
A 0.72 és 0.75 kozotti intervallum hossza 0.03 > 1/34, tehdt barmely a > 34 esetén van megolddsa az egyenlétlenség-

rendszernek. Ha a = 33, van megoldésa, b = 24 (ekkor b/a = 0.7272...). Ha a = 32, akkor nincs megoldds, ugyanis
24/32 =0.75 és 1/32 > 0.03.
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41. feladat Egy 110 km hosszt biciklitiran Passau és Linz kozott, Helga és Eva megmaszott 3 emelked6t. Az
els6 pihend alatt Helga, aki remek fejszamold, igy szélt: “Ha megszorozzuk a tavolsdgot Passautél minden emelkedd
csucsaig, akkor 2261 tobbszorosét kapjuk.” Eva gondolkodott egy kicsit, majd azt mondta “Akkor is 2261 t6bbszorosét
kapjuk, ha Linztol szamoljuk a tavolsagokat Passau helyett.”. Miutdn 80 km-t tekertek, tartottak egy masodik pihendt,
és Helga megjegyezte: “mar csak egy emelked6t kell megmaszni, miel6tt Linzbe ériink.” Feltéve, hogy minden tavolsig
kilométerben van megadva és egész szamok, keressétek meg tavolsagokat Passautél mindegyik emelkedd cstcsaig.

Eredmény. 68, 76, 91

Megoldds. Legyen A, B és C' a harom cstcs tévolsdga Passautdl, kilométerben mérve. Tudjuk, hogy 2261 | ABC
és 2261 | (110 — A)(110 — B)(110 — C). Mivel 2261 = 7-323 =7-17-19 és 7-17 = 119 > 110 egyik tdvolsdg sem
tartalmazhatja 2261 tobb mint egy primosztéjat is.

Az altaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy 7 | A, 17 | B, and 19 | C. Mivel ugyanezek a feltételek
vonatkoznak a 110 — A, 110 — B és 110 — C' tvolsdgokra is, két lehetéség van: 7| (110 — B) vagy 7 | (110 — C'), mivel
74(110— A). Abban az esetben, ha 7 | (110 — B) kapjuk hogy 19 | (110 — A) mert 19 1 (110 — C), és végiil 17 | (110—C)).
Abban az esetben, ha 7 | (110 — C') akkor hasonlé médon ldthaté, hogy 17 | (110 — A) és 19 | (110 — B).

Mivel 7 és 19 legnagyobb kozos osztdja 1, az egyetlen mdéd, hogy felirjuk 110-et a - 7 + b - 19 alakban (ahol a, b
nemnegativ egészek) 110 = 13-7+1-19 (minden felbontds 110 = (134 19k) - 7+ (1 — 7k) - 19 alakd, valamilyen k € Z-re
és az egylitthatiik csak akkor nemnegativag, ha k = 0). Hasonléan kapjuk az aldbbi felbontdsokat: 110 =4-17+6-7
és 110 =4-19+ 2-17. Ebbdl megkapjuk az alabbi két megoldast,

A=13-7T=91, B=4-17=68, C=4-19="76
és
A=6-7=42, B=2-17=34, C =19.

Helga masodik megjegyzésébol kovetkezik, hogy a harmadik cstcs legaldbb 80 km-re van Passaut6. Tehat a keresett
tavolsidgok 68, 76, és 91.

42. feladat Legyen ABC egy derékszogii hdromszog, amelynek a C' csicsnal van derékszoge, tovabba AC =4 — /3
és BC = /3. Vegyiik fel a D és E pontokat tigy, hogy ABDE egy négyzet, amely nem tartalmazza a C pontot a
belsejében, és legyen J egy pont a DE szakaszon ugy, hogy ACJ< = 45°. Végiil, legyen K egy pont a C.J szakaszon,
AK || BC. Mekkora a JK E hiromszog teriilete?
Eredmény. 3v/3/8
Megoldds. Eloszor vegyiik észre, hogy az ADK és ABC haromszogek egybeviagbak, mivel AK = AC, AE = AB és
EFAK< = BAC«. Ezért EKA< = 90°. Tovabba, legyen S az ABCD négyzet kozéppontja. S az ABC haromszog
koréirt korén fekszik, mert ASB< és ACB< derékszogek. Mivel AS = BS, az ACS< és BCS< keriileti szogek
egyenl6ek, tehat 45 fokosak.

Ezért S a CJ szogfelezén fekszik. Kozéppontosan tiikrozzik a JK E hdromszoget az S pontra, ekkor E a B pontba
megy at, J a H pontba, amely az AB és CJ szakaszok metszéspontja. K az I pontba megy at, amely a C'J szakaszon
fekszik, és IBC'<t = 90°.

ct A

Tehat IBC egy egyenlészaru derékszogii haromszog, amelynek a B cstcsnal van derékszoge. igy a teriilete
(v/3)2/2 = 3/2. A tovabbiakban jeldlje [...] egy haromszog teriiletét, ekkor

[IBC)] _E_IH+HC_1+H70
[[BH) IH  IH IH'

Tovabbé, az ACH és BIH haromszogek hasonldak, a hasonldsiag egyiitthatéja
HC AC  AC
IH IB BC’
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Végiil kapjuk, hogy
[JKE] =[IBH] = [IBC]-

8

BC 3 V3 _3V3
AC+BC ~ 2

43. feladat Két rab &ll két doboz elétt. Tudjak, hogy az egyik dobozban két fehér és egy fekete goly6 van, a masik
dobozban pedig egy fehér és két fekete golyd, de nem tudjak melyik doboz melyik. Mindegyik rabnak vélasztania kell
egy dobozt és véletlenszeriien hiiznia egy goly6t beldle (visszatevés nélkiil). Ha valaki egy fehér golyét hiz, szabadon
engedik, de ha feketét, akkor kivégzik. Ha a médsodik rab megfigyeli az elsé vélasztasat és ez alapjdn logikusan dént, mi
a tiilélésének esélye (még mielStt az elsd golydt kihizzak)? Feltessziik, hogy az elsd rab véletlenszertien vélaszt dobozt.

Eredmény. 5/9
Megoldas. Jeloljiik c-vel azt a szint, amit az elsé rab kihtizott, és o-val a masik szint. Annak a valésziniisége hogy a

¢, ¢, o-t tartalmazé dobozbdl hizta ki, 2/3, annak a valdsziniisége, hogy a ¢, 0,0 dobozbdl, 1/3.
Ha a mésodik rab ugyanazt a dobozt véalasztja mint az els6, akkor

21 1,1
32 3 3
valdszintiséggel hiz ¢ szintt, tehat
1 2
33
val6sziniiséggel hiiz o szintit. Ha azonban a masodik rab a mésik dobozt vélasztja, akkor
2 1 . 12 4
33 33 9
valdszintiséggel hiz c szintt és
4
1222
9 9

val6sziniiséggel hiiz o sziniit.

Ha c fehér, akkor a masodik rab megmenekiil ha 6 is ¢-t hiz. Mivel % > %, hasznosabb szdmara a masik dobozt
valasztani, és % eséllyel megmenekiil. Ha c fekete, a rab akkor éli til, ha o-t hiz. Mivel % > g, jobb szamara, ha
ugyanazt a dobozt valasztja, mint amit az elsé rab valasztott. Ekkor % eséllyel menekiil meg. Konnyen lathato, hogy ¢

% eséllyel fehér és % fekete, tehat a masodik rab megmenekiilésének valdszintisége

+

wl o
DN | =
Ne)

O =
DN | =

44. feladat Mi a legkisebb olyan pozitiv egész n, amelyre az [1,2019] intervallumbél barmely n (nem feltétleniil
kiilonb6z38) valds szadmot kivalasztva, lesz kozte 3 szdm amelyek egy nem elfajulé hdromszog oldalhosszainak felelnek
meg?

Eredmény. 18

Megoldds. Ha n < 18, vegylk a Fibonacci sorozat elsé n tagjat. a1 = as = 1 és a2 = ax+1 + ag, igy az elsé 18
tag 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597. Ebbol barmely szamharmast vélasztva a legnagyobb tag
nagyobb vagy egyenld, mint a két kisebb tag Osszege, tehat nem alkothajuk bel6liink nem elfajulé hdromszog oldalait.
Ha n = 18, legyenek z; < --- < x13 a kivalasztott szamok. Ha semelyik harom nem alkothat nem elfajulé
haromszoget, kapjuk hogy z1,22 > 1, x3 > x1+ 22 > 2,24 > w3+ 22 > 2+ 1 =3,... azaz minden lépésben a Fibonacci
sorozat adott tagja az alsé becslés. x15 > 987 4+ 1597 > 2019, ami nem megengedett. A keresett szdm tehdt n = 18.

45. feladat Jeldlje o(k) egy pozitiv egész k Osszes (pozitiv) osztdinak szamat. Keressétek meg a legkisebb olyan
pozitiv egész n-et, amelyre o(n) és o(n?) legnagyobb kozos osztdja nem kettéhatvany. (Az 1 is ketthatvanynak
szémit. )
Eredmény. 432 =2%.33
Megoldds. Ha az n primfelbontésa
n=pit-py*eepgt

akkor az osztdinak szadma

on)= (a1 +1)(az+1) - (ap + 1).

Mivel a legnagyobb kozos oszté nem lehet kettShatvany, létezik egy ¢ paratlan prim, ami osztja o(n)-et és o(n?)-t.
Mivel

o(n®) = Ba; +1)(3az +1) - 3oy + 1),
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ez a szam nem lehet 3-mal oszthat6. Azaz g legkisebb lehetséges értéke 5. Tovabba vegylik észre, hogy g nem oszthatja
egyszerre a; + 1 3a; + 1, killonben osztand 3(a; + 1) — (3a; + 1) = 2-t is. Tehat van két kolinbozd 4,5 € {1,...,t}
hogy ¢ | a; + 1 és ¢ | 3a; + 1. Mivel a legkisebb szdmot keressiik, feltehetjiik, hogy t =2, i =1, and j = 2.

Ha g = 5, akkor a; és ap lehetséges legkisebb értékei av; = 4, as = 3, és a legkisebb primeket valasztva hozzd p; = 2,
po = 3, igy azt kapjuk, hogy n = 24 - 3% = 432.

Ha ¢ > 7, akkor a; > 6 és ap > 2, emiatt

n>25.3%2 =576 > 432,
tehat 432 a legkisebb, a feltételeknek megfelel6 n.

46. feladat Legyen ABC egy derékszogii haromszog, ACB<t = 90°, AC = 15, BC = 20. Legyen D az a pont az AB
egyenesen, amelyre CD 1 AB. Az AC'D haromszog beirt kore (jeloljitk ¢-vel) a CD oldalt a T pontban érinti. Egy
miésik, ¢ kor szintén a T pontban érinti a C'D oldalt, és érinti a BC' szakaszt. Jeldljiik a ¢ kor és az AB egyenes két
metszéspontjat X-szel és Y-nal. Mekkora az XY tavolsdg?

Eredmény. 3v5

Megoldds.
A befogo tételt és a magassagtételt hasznalva hasznalva

2 2
:‘ch; =09, pp = B¢ =16, CD=+AD BD =12.

AD 1B

A t kor sugara (ami egyenld DT-vel) kiszamithaté gy, hogy leosztjuk a hdromszog teriiletét a keriiletének felével. fgy
kapjuk, hogy DT = 54/(36/2) = 3. Legyen a BC'D haromszog beirt kore w, és ez a CD szakaszt az S pontban érinti.
Ennek a kornek a sugara DS = 4. Végezziink el C kozépponttal egy CT/CS = 9/8 ardnyd nagyitast, ez az w kort a
¢ korbe viszi. Tehat a ¢ kor sugara 4-9/8 = 9/2. Legyen M az XY szakasz kozéppontja és O a ¢ kor kozéppontja.
Tudjuk, hogy XO =9/2 és OM = DT = 3. Tehdt, a Pitagorasz-tétel felhaszndlva kapjuk, hogy

2
XY2~XM2\/32326\/213\/5.

A
D
X
- — = C
S 1y - SN
X
t N \
/ \\ \ Y
I > '
| o
- I
\ 7 /
P
/\. /
RN /
- A
-7 W //
'/‘ \\ //
C * BB

47. feladat Egy 6 x 7-es sakktdbla minden mezGje fehér, zold, piros vagy kék szinre van szinezve. Azt mondjuk hogy
egy ilyen szinezés ,,vonz6”, ha barmely 2 x 2-es résztabla csupa kiilonb6z6 szineket tartalmaz. Hanyféle vonzé szinezés
létezik?

Eredmény. 1128

Megoldas. FElsé megfigyelés: két szomszédos mez6 szine mindig kiilonb6zo, ezért ha egy oszlopban tébb mint két szin
el6fordul, akkor lesz harom szomszédos, kiilonboz6 szinii mezé abban a sorban.

Masodik megfigyelés: egy ilyen ,,szines” harmas egyértelmiien meghatarozza a hozzajuk tartozé harom oszlop
szinezését. Ugyanis egy 1 — 2 — 3 szin(l harmas esetén a fiiggllegesen szomszédos harmas szinezése csak 3 — 4 — 1 lehet.
Ez a két szinezés valtakozva megtolti a teljes oszlopot, igy ezek az oszlopok csak két szint tartalmaznak. Ugyanez
mondhaté el a sorok és oszlopok szerepét felcserélve. Tehat nem hasznéalhatunk egyszerre tobb mint két szint valamely
sorban és tobb mint két szint valamely oszlopban.

Tegyok fel, hogy a tablazatnak 6 sora és 7 oszlopa van. Szamoljuk ki a szinezések szamat, ha csak 2 szin van
minden sorban: kivdlasztjuk a 2 szint az els§ sorban (ez meghatdrozza a szinpart az 6sszes tobbi sorban). Minden
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sorban eldonthetjiik, melyik szinnel keztiink. Ez (‘21) -26 = 626 szinezést ad. Hasonlé médon, ha minden oszlopban két
szin van csak, az 6 - 27 szinezést ad. Végiil le kell vonnunk azokat az eseteket amiket kétszer szamoltunk. Az ilyen
szinezéseket a bal fels6 2 x 2 rész mar meghatarozza, ezért 4 - 3 - 2 = 24 ilyen van.

Az eredmény tehat 6 - 26 + 6 - 27 — 24 = 1128.

48. feladat Szaz gyerek &ll egy sorban. Az els6 gyereknek van 4 gramm csokija, a masodiknak 8 gramm, és igy
tovabb, végiil a szazadik gyereknek van 400 gramm csokija. Az elsé gyerek a masodiknak adja a csokija harmadat.
(Tehét most mér a mésodik gyereknek 23—8 gramm csokija van). A maésodik gyerek odaadja a csokija harmadat a
harmadik gyereknek, és gy tovabb, végiil a 99. gyerek a szdzadiknak adja a csokija harmadat. A folyamat végén hdny
gramm csokija lesz a 100. gyereknek?

Eredmény. 597 4+ 379

Megoldds. Az aldbbiakban minden témeg grammban van megadva. Az els6 1épés utdn a masodik gyereknél 8 + 4/3
gramm van. A masodik 1épésben a harmadik gyereknek adja a csokija harmaddt, tehat ekkor a harmadik gyereknél
12 +8/3 +4/3? gramm van. A harmadik 1épés utén a negyedik gyereknél 16 +12/3 + 8/3% + 4/33 van. Megfigyelhetjiik,
hogy a végén a szazadik gyereknél

99 98 97 2 1
gramm csoki van. Legyen
B 99 98 97 2 1
Ekkor tudjuk, hogy
1 1 1 1
S = 1+§+?++@+3@+
1 1 1
+1+§+?+~~+@+
1
+14+ -+

3
+ 1

Hasznalva a képletet a mértani szorozatok Osszegére

1 1 1 1—=5 3 1
1+ - — 4o — =30 _ 2
Tytm Tt 1— 2( )

kapjuk hogy

5]
|

W N Ww N w

Végiil,
3 1 1 1 oo

49. feladat Keressétek meg az Gsszes olyan n > 3 egész szamot, amelyre

(n—1)""1 —n2 42019 (n— 1)
(n—2)?

is egész szam.

Eredmény. 3,4, 5,6, 8, 14
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Megoldds. Szeretnénk, hogy (n—2)2 | (n—1)""1 —n?+42019- (n — 1) teljesiiljon. Ezt nem befolyasolja, ha hozzdadunk
(n — 2)2-et a jobb oldalhoz, és {gy megszabadulhatunk a n? tagtél, mivel n? — 4n +4 — n? = —4(n — 1). Az aldbbi
ekvivalens feltételt kapjuk

(n—2)?|(n—1)""1+2015-(n—1).

Mivel n — 1 és n — 2 relativ primek, leoszhatjuk a jobb oldalt n — 1-gyel. Helyettesitsiik be, hogy t = n — 2. Ekkor
t2 | (t +1)" + 2015. Végiil, binomidlis kibontdst haszndlva

t t t
2t + (t_ 1>t“ 4+t <2)t2+ <1)t+1+2015,

csupan arrra van sziikségiink, hogy ¢ | 2016 legyen. 2016 primfelbontasa 2° - 3% - 7, ezért 1, 2, 3, 4, 6, 12 lehetnek ¢
lehetséges (és valéban megfeleld) értékei. Visszahelyettesitve hogy n =t + 2 a feladat megolddsai 3, 4, 5, 6, 8, 14.

50. feladat Legyen ABC egy szabdlyos haromszog. Vegylink hdarom koncentrikus kort, amelyeknek a sugarai rendre
3,4 és 5. Az ABC hiromszog csticsai rendre ezen a harom koron fekszenek. Talédljatok meg a haromszog Osszes
lehetséges oldalhosszat.

Eredmény. /25— 12v/3, /25 + 12V/3
Megoldas. Legyen A a 3 sugaru koron, B a 4 sugarun, és C az 5 sugarin. Legyen S a korok kozéppontja. Két esetet
kell megvizsgélni.

Elészor tegyiik fel, hogy S az ABC haromszogon kiviil esik. A B pont koril 60° fokkal elforgatva a C' és S pontokat
a C' = A és S’ pontokat kapjuk. Az SBS’ hdromszog szabdlyos és oldalhossza 4, és S'C' = SC = 5. Az SS'C’
haromszog oldalhosszai 3, 4, 5, tehat S’SC’< = 90°. Tehat BSA< = S§'SC'< — S’SB< = 30°. A koszinusz tételt
hasznalva a BSA haromszogben kapjuk, hogy AB = /25 — 12v/3.

Ha S az ABC haromszog belsejébe esik, forgassuk el az A és S pontokat 60° fokkal B koriil, igy az A" = C
és S’ pontokat kapjuk. Hasonlbéan, az SS’A’ hirmoszog derkészégii és SS'A'<t = 90°. Tehidt BSA< = BS'A'« =
SS'A<’ + SS'B< = 150°. A koszinusz tételt a BSA haromszogben hasznilva megkapjuk a mésodik megoldsat,

AB = /25 + 12+/3.
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51. feladat Hét ember il egyenld tavolsadgra egymastdl egy kor alakd asztal koriil, amelyre hét nyil van felfestve,
ugy, hogy mindenki helyétél egy nyil indul ki, és egy nyil mutat oda. (Egy nyil kezd8 és végpontja nem kell, hogy
kiilonbo6z6 legyen.) Minden percben az emberek dtiilnek oda, ahova a jelenlegi helytlikrdl induld nyil mutat, és ezutdn az
asztalt elforgatjak 1 ilésnyivel, az 6ramutatd jarasaval megegyezoen. Legfeljebb hany perc telhet el addig, mig az
Osszes ember visszakeriil az eredeti helyére?

Eredmény. 84

Megoldas. Vegylik észre hogy minden 7. 1épés utan az emberek helyet cseréltek ugyan, de az asztal visszatért az
eredeti pozicigjaba. Tehat ha minden 7. percben néziink ré, az emberek egy normdl permutacié szerint cserélnek helyet.
A minimalis szdm ahdnyszor egy permutaciot alkalmaznunk kell egy hételemii halmazon, hogy minden elem visszatérjen
a helyére (avagy a permutécié rendje ) legfeljebb 12. Ez elérhetd az aldbbi permutéciéval:

1-2—-3—-1 4-5—-6—->7—4

Altalaban egy permutacié rendje a benne 1év6 ciklusok hosszanak legkisebb ko6zos tobbszordse, konnyen lathato, hogy
valéban 12 a maximum. Ezzel egy fels6é becslést kaptunk, legfeljebb 7 - 12 = 84 perc utan minden ember visszatér az
eredeti helyére.
Ha gy rajzoltak a nyilakat, hogy eredetileg csak az 1. és a 4. ember cserél helyet, akkor 7 perc utan az emberek
igy cserélédnek meg;:
1-2—-3—-1 4-57—-6—5—4

Tehat ha csak minden 7. percet nézziik, a procedira 84 percig tart. Meg kell még mutatnunk, hogy az emberek nem
térhetnek vissza az eredeti helytikre a kozbiilsé percekben. Minden 7. percben az 1,2, 3 iiléhelyeken az eredeti emberek
tilnek (egyméds kozott esetleg felcserélve), de a kozbiils6 6 percben e hdrom ember legaldbb egyike nem az 1,2, 3 helyeken
il

52. feladat Legyen aq1,a9,as,... egy pozitiv valds szamokbdl allé sorozat. Az ao tagtdl kezdve minden tag a két
szomszédja szamtani kozepének és mértani kozepének az dsszegének a fele. Adjatok meg assz-at, ha tudjuk, hogy
alzgésan:%.

Megjegyzés: Az x és y pozitiv valds szamok mértani kdzepe ,/xy.
Eredmény. 2016

Megoldds. A sorozatra vonatkozé feltétel a kovetkezOképpen irhaté fel:

2
w + /Ok—1 - Gf11 _ (. /ap—1 + ,/CLk_H)
2 4

ap =

minden k > 2-ra. Mivel a sorozat elemei pozitivak, igy gyckvonds utéan:
Vak—1 + \/Qk+1
Vag = —

Ez pont azt jelenti, hogy by = \/ay jeloléssel a by, ba, ... szdmok szdmtani sorozatot alkotnak, legyen d ezen sorozat
differencidja. Tudjuk, hogy by = /2/7, valamint, hogy b1y = /7/2, tehat

d_\/ﬁ_\/ﬁ_ 1
B 10 C2V/14°

Végil a szamtani sorozat dtaldnos tagjanak képletébol:

2 332 44332
bass = b +332-d:\/7+= — 12v/14.
833 — M1 7 9 /14 214

Tehat as333 = b%BS = 2016.

53. feladat Adam rajzolt egy téglalapot, amelynek a keriilete 444, és az oldalai a és b pozitiv egészek, ahol a > b.
Megproébélta lefedni a — b oldalhosszisdgu négyzetekkel. Az els6 négyzetet a bal fels§ sarokba rakta, és igy folytatta a
lefedést, azaz egy négyzetracsot kovetett, aminek vonalai parhuzamosak a téglalap oldalaival, és origdja a téglalap
bal fels6 csicsa. Egy idé utan (legaldbb egy négyzet lerakdsa utan) abba kellett hagynia, mert mar nem tudott ugy
négyzetet lerakni, hogy az teljes egészében a téglalapban fekiidjon. Ekkor a téglalap lefedetlen teriilete 1296 volt. Az
Osszes, a feladat feltételeinek megfelel6 téglalapot tekintve mi az Osszege lefedésre hasznélt kisnégyzetek lehetséges
oldalhosszainak?

Eredmény. 166
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Megoldds. Tudjuk, hogy a = b = r (mod a — b) ahol 0 < r < a — b — 1. Tehdt a téglalap lefedetlen része
ra+rb—r? = —r? 4+ 222r = 1296 ami ekvivalens azzal, hogy (r — 6)(r — 216) = 0. Nyilvdn a > r és b > r ezért r = 6.

Ha levdgjuk a lefedetlen teriiletet és © = a—r, y = b—r, akkor egy = X y-os téglalapot kapunk, lefedve (z—y) x (x —y)
mértli négyzetekkel (mivel z —y =a—b) ésax+y=a+b—2r =210=2-3-5-7. Lithat, hogy = — y osztéja kell
legyen x-nek és y-nak, tehat x + y-nak is. Vegylik 210 egyik osztéjat d | 210 és legyen x — y = d. Felhasznélva, hogy
z 4+ y = 210 megkaphatjuk x és y-t:

210 +d 210 —d
T = , Y= .
2 2

Mivel a megolddsok pozitiv egész szamok (létezik legaldbb egy kisnégyzet, aminek az oldala a — b = x — y, tehdt pozitiv)
és © —y > 6 (mivel mér nem tudunk tébbet lefedni), ldthatjuk, hogy d akkor és csak akkor megfelels, ha paros osztdja
210-nek és 6 < d < 210. Tehat d az aldbbi szamok egyike: 10, 14, 30, 42, 70 és ezeknek az Gsszege 166.

54. feladat Legyen P egy pont az ABC hdromszog belsejében. Jelolje A’, B/, C’ rendre az AP, BP, CP egyenesek
metszéspontjat BC, C'A és AB-vel. Tegyiik fel, hogy

AP=BP=CP=3

és

AP+ BP +CP = 25.
Mennyi az AP - BP - C'P szorzat?
Eredmény. 279

Megoldds. Jeldlje egy XY Z héromszog teriiltetét [XY Z].
Legyen
a=AP, b=DBP, c¢=CP.
Ekkor
[PBC] PA" 3
[ABC] AA”  a+3

valamint hasonléan
[PCA] 3 [PAB] 3

[ABC] b+3" [ABC] c¢+3
Tovabbéd [PBC| + [PCA] 4 [PAB] = [ABC], vagyis

3 3 3

=1
a+3+b+3+c+3

Ebbdl beszorzassal, majd atrendezéssel kapjuk, hogy
54 +9(a+ b+ c) = abe.

Innen a + b + ¢ = 25 helyettesitéssel adédik a megoldas.

55. feladat FEgy k koron kijeloltiik az Ay, ..., A4 pontokat az dramutatd jardsdval ellentétetesen. Ezek a pontok
altal megadott hurok koziil semelyik harom nem metszi egymaést a kor belsejében. Krisztina berajzolta az 0sszes
0Osszekot6 szakaszt a pontok kozott, de igy az dbra tul zsufolt lett, ezért ugy dontott kitorli az Ay A3 As Ay AgAq1 A3 és
az Ay Ay AgAgA19A12 A1, hétszogek Osszes oldalat és atlojat. A megmaradt szakaszok hdny tartomanyra vagjak fel k
belsejét?

Eredmény. 295

Megoldds. Adjuk hozza a szakaszokat az dbrahoz egyesével. Kénnyen lathatd, hogy amikor egy szakaszt hozzdadunk, a
tartomdnyok szdma eggyel plusz annyival n6, ahany korabbi szakaszt elmetsz az 1j szakasz. Tehdt Gsszesen a tartomanok
szama

1 + szakaszok szdama + metszéspontok szama.

Hivjuk az Ai, As, ..., A13 pontokat pdratlannak és a tobbit pdrosnak. A berajzolt szakaszok mindig egy paratlan és
péaros pontot kotnek Gssze, tehat 7 -7 = 49 szakasz van.

Hogy meghatérozzuk a metszéspontok szamat, figyeljuk meg, hogy a két metsz6 szakasz végpontjai ugy fekszenek
a koron, hogy a két paratlan pont szomszédos, és a két paros szomszédos. Minden ilyen négyes pontosan egy
metszéspontot hatdroz meg, ezért a jé pontnégyesek szamat keressiik. A pontok az éramutaté jarasdval ellentétetesen
vannak szamozva. Az dltaldnossdg megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy Ay az els6 paratlan pont a négyesben, ezutan a
pontokat a (A, As), (A4, As), ..., (A14, A1) pérokba osztva azt latjuk, hogy a masik hdrom pontot kiillonb6z6 pérokbdl
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kell kivalasztanunk. Masrészt, barhogy valasztunk ki 3 part, az pontosan egy jo szdmnégyest ad: az els6 parbdl a
paratlant valasztjuk, a mésik kettébdl a parosat. Mivel 7 féleképpen valaszthatjuk meg az elsé paratlan pontot, Gsszesen

7
7 =245

metszéspont van. Ez alapjan a kort a hurok 1 4 49 + 245 = 295 tartomanyra bontjdk fel.

56. feladat Hény rendezett pozitiv egész szdmokbdl all6 (a, b, ¢, d) négyesre igaz, hogy:

a+b+c+d=505 é ab=-cd?

Eredmény. 800

Megoldds. Szorozzuk meg az els6 egyenletet a-val és hasznaljuk a masodikat, hogy megkapjuk az (a + ¢)(a +d) =
505a = 5 - 101 - a kifejezést. Vegyiik észre, hogy mind 5, mind 101 primszam. Mivel mindkét zardjelben allé kifejezés
nagyobb mint a, az egyiknek egyenlonek kell lennie 5k-val, és a masiknak 101l-el, tovabba kl = a. Feltéve, hogy
a+c =5k és a+d = 101l igaz egy adott k-ra, ahol [-re igaz, hogy kl = a, kiszdmolhat6, hogy ¢ = k(5—1), d = [(101 — k)
és b="505—a—d—c= (101 — k)(5 —I). Egyszertien beldthatd, hogy a

(a,b, ¢, d) = (kl, (101 — k)(5 — 1), k(5 — 1), 1(101 — k))

négyes kielégiti a ab = cd feltételt és emiatt helyes megoldasa a rendszernek barmilyen [ = 1,2,3,4és k=1,2,...,100
értékre. Mind a 400 megoldds kiilonbozs, mivel ha két pdros (k1,11) és (ka,l2) ugyanazt a fent emlitett megolddst adja,
akkor belathatd, hogy a kily = kalo és (5 —11)k1 = (5 — lo)ks kifejezésekbd] kovetkezik, hogy k1 = ks illetve 1} = 5.
Hasonléan, az a + ¢ = 101l és a + d = 5k esetre megkapunk 400 paronként kiilonbozé megoldast

(a,b,c,d) = (kl, (101 — k)(5 —1),1(101 — k), k(5 — 1))
adott 1 =1,2,3,4és k=1,2,...,100 esetre. Egyik megoldas sem egyezik meg egyik elsé esetbeli megoldédssal, mivel

5k = a + ¢ = 1011 nem 4all fent egy adott k, [ értékre sem az altalunk vizsgdlt tartomanyban. Tehat 400 4 400 = 800
megoldas lesz.
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