.....

Vysledok. 6
RieSenie. Oznacme z stfasny Puntov vek. Potom terajsi vek Puntovej mamy je 3(x — 3) + 3 = 3z — 6 a terajsi vek

jeho otca 3z. Rozdiel teda ¢ini 6 rokov.
Vysledok. 30

Riesenie. Vsetky trojuholniky na obrazku maji v najvys$om bode spoloény vrchol. Dalej, jedna strana kazdého
trojuholnika musi leZat na jednej z dvoch rovnobeZznych ¢iar. Kazdy trojuholnik je teda uréeny vyberom jednej z dvoch
horizont4lnych ¢iar a dvoma réznymi bodmi na tejto ¢iare. KedZe na kazdej horizontalnej ¢iare je po Sest bodov, dokopy

mame
6 6-5
2. =2.—— = 30.
(2) 1-2

Uloha 3. Bod E lezi vnutri stvorca ABCD tak, ze ABE je rovnostranny trojuholnik. Aka je velkost uhla DCE
v stupnoch?

Uloha 2. Kolko trojuholnikov je na obrazku?

D . c
P

Vysledok. 15

Riesenie. KedZze v rovnostrannom trojuholniku mé kazdy uhol velkost 60°, mdme |[<CBE| = 90° — |<EBA| = 30°.
Kedze |[EB| = |AB| = |BC], trojuholnik CBE je rovnoramenny a teda

|<ECB| = |«BEC| = 1(180° — |<CBE|) = 75°.

1
2
Napokon uréime velkost uhla |[<DCE| = 90° — |[<ECB| = 15°.

Uloha 4. Trpaslik Mojo schovava velky poklad v tmavej miestnosti, obsahujtci niekolko oznacenjch minci. Mince
maju nasledovné oznadenie: jedna minca mé oznacenie 1, dve mince oznadenie 2, ..., osemndst minci mé4 oznacenie
18 a devétnast minci 19. Mojo vybera mincu po minci bez toho, aby bol schopny preéitat ich népis. Aké je minimalne
mnozZstvo minci, ktoré musi vybrat, aby si Mojo bol isty, Ze vybral asponi desaf minci s rovnakym znacenim?

Vysledok. 136
Riesenie. Ak by Mojo vybral vSetky mince, ktorych je menej ako 10 a po devif minci z kazdej, ktorych je aspon
desat, tak by zobral celkovo (1+2+---+9)+9-10 = 135 minci. Preto 135 minci sta¢it nebude.

.....

hodn6t minci je zastipend aspon 10 krat. Preto je minimum 136.



Uloha 5. Marek kupil velkt skatulu jeho oblibenych cukrikov na Halloween, aby ich rozdal defom. Aviak nakolko
st to jeho oblubené cukriky, tak zjedol polovicu este pred tym, ako prislo prvé dieta. Prvé dieta si zobralo niekolko
cukrikov a odislo. Potom Marek zjedol polovicu z toho, ¢o ostalo, kym prislo druhé dieta. To si tieZ zobralo niekolko
cukrikov a odislo. No a Marek zase zjedol polovicu zostavajucich cukrikov. Potom prislo tretie diefa a zobralo zvysné
cukriky. Ak kazdé diefa zobralo presne tri cukriky, kolko cukrikov mal Marek povodne?

Vysledok. 42
Riesenie. Ak n je pocet cukrikov v origindlnom baleni tak mo6zme zapisat rozddvanie cukrikov nasledovne

n 1 1
((2‘3)'2‘3> 330
VyrieSsenim dostaneme n = 42.

Uloha 6. Majme $tvoruholnik ABCD s pravymi uhlami pri vrcholoch A a C. Dalej pozname dlzky tjchto stran:
|BC| =6, |CD| =8 a|DA| = 2. Aky je obsah §tvoruholnika ABCD?
C

D

A B

Viysledok. 24 4+ /96 = 24 + 21/24 = 24 + 4/6
Riesenie. Stvoruholnik si rozdelimu uhloprie¢kou BD na dva pravouhlé trojuholniky. z Pytagorovej vety v trojuhol-
niku BCD dostavame, %e |BD| = /62 4+ 8% = 10. Podobne z Pytagorovej vety v trojuholniku ABD méame, Ze

|AB| = \/[BDP? = [ADP? = /102 — 22 = v/96 = 4/6.

Obsah stvoruholnika vypocitame ako stcet obsahov trojuholnikov BC'D a ABD a teda

%(6-8)4—%(2'4\/6) =24 + 4/6.

Uloha 7. Kancelarska tladiarei vie tlac¢it bud na jednu, alebo na obe strany papiera. Jednostranné tlacenie trva
tri sekundy na stranu, kym obojstranné trva devit sekind na list papiera. Katka chce vytlacit ¢lanok dlhy osemnést
stran. Moze ho bud vytlacit cely obojstranne, alebo vytlacit neparne strany, vlozit papiere spét do tlaciarne a vytlacit
parne strany. Rychlo si uvedomila, Ze oba pristupy zaberd rovnako vela ¢asu. Kolko sekiind Katke zaberie vloZenie
stran naspit do tlac¢iarne?

Vysledok. 27

Riesenie. Katka chce tlacit na devif listov papiera. Obojstrannd tla¢ zaberie 9-9 = 81 sektind. To je teda aj celkovy
¢as jednostranného tlacenia spolu s vkladanim papiera spif do tlaciarne. Iba jednostranné tlacenie zaberie 2-3-9 = 54
sekund, teda na vkladanie Katka potrebuje 81 — 54 = 27 sektind.

Uloha 8. Najdite vietky 9-ciferné éisla N spliiajice nasledujtice podmienky:

e N obsahuje kazdu cifru 1,...,9 prave raz.

e Kazdé dvojciferné ¢islo tvorené dvomi po sebe idacimi ciframi N je delitelné 7 alebo 13.
Vysledok. 784913526

Riesenie. Usporiadajme cifry 1,...9 do diagramu, kde Sipka z = do y znamenad, Ze dvojciferné ¢islo Ty je delitelné 7
alebo 13.




Plné sipka reprezentuje delitelnost 7, ¢iarkovana delitelnost 13 a bodkoc¢iarkovana (iba jedna, z 9 do 1) delitelnost 7
aj 13. Z diagramu je Tahko viditelné, Ze za¢inajicim ¢islom musi byt 7 nasledovand 8 a 4. Ak po 4 nasleduje 9, musia
byt dalsimi ciframi 1, 3 a 5 a posledné dve cifry musia (a mozu) byt 2 a 6. Prave sme poskladali rieSenie 784913526.

Ak po 4 nenasleduje 9 ale 2, po 7842 méme na vyber dve moznosti. Bud pokracujeme 1 a nésledne 3, ¢o nas dovedie
do slepej ulicky, lebo uz nemame moznost pouzif naraz cifry 5 aj 9. Alebo pokracujeme 6 a natrafime na rovnaky
problém po sérii 784263 (alebo sa zamotame uZ pri 784265). RieSenie je preto iba jedno.

Uloha 9. Vo vnitri viicsieho $tvorca st ulozené dva mensie $tvorce tak, ako je na obrazku. Najdite obsah §tvorca
A, ak obsah stvorca B je 48.

Vysledok. 54
Riesenie. Kedze trojuholniky prilahlé ku strandm Stvorca B s rovnoramenné, tak strana Stvorca B leZiaca na
uhlopriecke je presne tretina tejto uhlopriecky. Teda, ak si oznadime stranu velkého Stvorca ako s, tak strana Stvorca
B je % -v/2 - s a strana $tvorca A je % - 8. 7z toho vyjadrime pomer obsahov vnitornych Stvorcov ako

s2 2.52 9

479 %
Obsah stvorca A je 48 - % = 54.

Uloha 10. Kika m4 dve kocky. Prva ma hranu dizky 9 cm a skladé sa z bielych kociek s hranou dlzky 1cm. Druhé
m4 hranu dizky 10cm a sklad4 sa z iernych kociek s hranou 1cm. Kika rozlozila obe kocky a poskladala z maljch
kociek velki kocku s hranou 12 cm. Najmenej kolko cm? povrchu tejto novej kocky musi byt ¢iernych?

Vysledok. 0

Riesenie. Kika mé 92 = 729 malych bielych kociek a 102 = 1000 &iernych. Na poskladanie kocky s hranou dlhou 12 cm
potrebuje 123 = 1728 malych kociek, pri¢om 102 = 1000 z nich je vnitri a ostatné maj aspont 1 stenou na povrchu
velkej kocky. Tychto vonkajsich kociek je 123 — 103 = 1728 — 1000 = 728, ¢o je menej ako pocet malych bielych kociek.
Maéame preto dost maljch bielych kociek na poskladanie povrchu velkej kocky so stranou 12 c¢cm a vieme ho spravit cely
bielu. Vysledok je teda 0.

Uloha 11. Ug¢itel ohodnotil pisomky z matematiky a zistil, Ze presne desat jeho ziakov nevie nasobif zlomky, trnast
z nich nevie zlomky séitavat a sedemnést nedokéze odstrénif odmocninu z menovatela. Ukazalo sa, ze kazdy zo
studentov neovlada aspoii jednu z tychto troch operécii a presne $iesti neovlddaji ani jednu z tychto operécii. Kolko
najviac Studentov ma ucitel v triede?

Vysledok. 29

Riesenie. Aby sme zistili presny pocet Studentov v triede, potrebujeme este informéciu o poéte ziakov, ktori neovla-
daju presne dve z tychto operacii pre kazda dvojicu z troch operacii dokopy. AvSak, je pomerne zrejmé, Ze maximalny
pocet ziakov dosiahme, ak nebudeme Ziakov, ktori neovladaji presne dve operacie. V tom pripade je pocet Studentov

104+144+17-2-6=29.

Musime dvakrat od¢itat podet Studentov bez vSetkych operéaciii, kedZze pri spocitavani vSetkych troch skupin sme ich
zaratali trikrat.



Uloha 12. Jeden z uhlov pravouhlého trojuholnika mé velkost 23°. Najdi velkost uhla (v stuptioch) medzi faznicou
a vyskou, ktoré vychadzaju z pravého uhla trojuholnika.

Vysledok. 44

Riesenie. Oznacme si pravouhly trojuholnik ako ABC' s pravym uhlom pri vrchole A. Spojme bod A so stredom M
strany BC, ¢im dostaneme faznicu. Dalej pridajme vysku z vrchola A s pitou vysky H.

C

Aé

7 Talesovej vety vieme, Ze vrcholy trojuholnika ABC, leZia na kruznici so stredom M. Bez ujmy na vSeobecnosti,
nech |[<CBA| = 23°. Nakolko je trojuholnik ABM rovnoramenny, tak aj |[<BAM| = 23°. Taktiez, trojuholnik
AHC je podobny trojuholniku BAC podla vety wu. Z toho dostavame, ze |<H AC| = 23°. Nakoniec dopocitame, Ze
|[<MAH| =90° — 2-23° = 44°, ¢o je uhol, ktory sme potrebovali zistit.

Uloha 13. Kladné celé ¢isla a a b spliiaja rovnost 20a 4+ 19b = 365. Néjdite hodnotu vyrazu 20b + 19a.
Vysledok. 376

RieSenie. Zjavne a, b < 20. Pri¢itanim b k obom strandm uvedenej rovnosti dostaneme 20(a + b) = 365 + b. Lava
strana je delitelna 20, takze prava tiez. Jediné rieSenie je b = 15 a prava strana ma hodnotu 380. Z rovnosti dopocitame
a = 4 a hladanym d¢islom je 20b + 19a = 376.

Uloha 14. Pravidelny mnohouholnik, ktory mé 2018 vrcholov, ma 2 033 135 uhlopriec¢ok. O kolko viac uhlopriecok
je v pravidelnom mnohouholniku s 2019 vrcholmi?
Poznamka: Strany mnohouholnika neratame medzi uhlopriecky.

Vysledok. 2017

Riesenie. Pravidelnost mnohouholnikov tu nehré Ziadnu rolu. Mézeme si predstavit, ze 2019-uholnik je mozné vyrobit
z 2018-uholnika tym, Ze nejaki stranu rozdelime novym vrcholom. Tento novy vrchol vytvara 2016 novych uhlopriec¢ok
s 2016 jeho nesusediacimi vrcholmi. Okrem toho, jedna nova uhlopriecka vznikne spojenim susedov nového vrchola.
Takze pocet uhlopriecok celokm narastie o 2017.

Uloha 15. Najdite vietky realne korene rovnice (22 — 4z + 5)* +2=30 = 1,

Vysledok. 2,5, —6

Riesenie. Kedze 22 — 4w +5 = (v — 2)2 + 1 > 1 tak zéklad je vidy kladné realne ¢&islo. Rovnica je splnené prave
vtedy, ked je zdklad 1 alebo exponent je 0. V prvom pripade, 2% — 4z +5 = 1 sa d4 inak zapisat ako (x —2)? = 0, ¢oho
riesenie je len z = 2. V druhom pripade, 22 + x — 30 = (z — 5)(x + 6) = 0 m4 dve riesenia * = 5 a x = —6. Dokopy
ma teda tato rovnica tri rieSenia.

Uloha 16. Kolko existuje takych permutécii ¢isel 1, 2, 3, 4, Ze ak vymazeme ktorékolvek z nich, vzniknut4 postupnost
éisel nie je ani rasttca, ani klesajica? Pozndmka: Permutdcia je postupnost obsahujica kazdé zadané ¢islo préve raz.

Vysledok. 4

Riesenie. Povedzme, Ze 1 je prvé ¢islo. Aby platila podmienka, Ze postupnost nie je rastiica, permutécia by musela
byt (1,4,3,2). Vymazanie 1 by ale vytvorilo klesajiicu postupnost, a to by uz nesplialo zadanie tilohy. Z toho vyplyva,
ze 1 nesmie byt prvd a podla symetrie ani posledné. Podobne, 4 nesmie byt ani prvé, ani posledné ¢islo. To znamen4,
7e 4 a 1 musia byt v strede, bud v poradi (1,4), alebo (4,1). Potom ndm este ostali dve ¢isla 2 a 3, ktoré mozu byt na
zaciatku alebo na konci. Dostavame tieto Styri permutacie:

(27 ]'74’ 3)7 (371’47 2)7 (2747173)’ (3747 172)'



Uloha 17. Nech ABCD je obdiznik so stranami |[AB| = 8cm a |BC| = 6cm. Dalej nech X a Y st postupne
prieseéniky osi uhlopriecky AC so stranami AB a C'D. Ak4 je dizka tsecky XY (v centimetroch)?

Vysledok. %

Riesenie. 7 Pytagorovej vety dostaneme, ze |AC| = /|AB|? +|BCJ2 = /82 + 62 = 10. Ozna¢me si S priesecnik
uhlopriecky AC a jej osi. S je zjavne stred uhlopriecky, teda |AS| = 5.

Y
D « C

A »
X B

Kedze |[<CAB| = |<SAX| a |[<XSA| = |<CBA| = 90°, tak trojuholniky ASX a ABC st podobné s pomerom
podobnosti |SX| : |AS| = |BC| : |AB|, z ¢oho mame

BC|-AS| 15
|AB] 4~
Nakoniec dopo¢itame dlzku, ktorti potrebujeme zistit: [XY| =2 [SX| = 12,

SX =

Uloha 18. Kazdé z pismen E, F, I, N,O, R, U,V reprezentuje nejaku cifru od 0 po 9 a ziadne dve pismené nerepre-
zentuju rovnaku cifru. Z tychto cifier je poskladana rovnica FOUR + FIVE = NINE. Dalej este plati:

e FFOUR je delitelné styrmi,
e IV E je delitelné piatimi,
e NINE je delitelné tromi.

N4jdite v8etky Stvorciferné ¢isla, ktoré moze reprezentovat NINE.
Vysledok. 3435

Riesenie. Na prvy pohlad vidno, ze R = 0, kedZe na konci slov FIVE a NINFE je rovnaka cifra. Jedine vyber R =0
ju pri sucte nezmeni. Kedze FIV E je delitelné 5 musi byt E bud 0 alebo 5. KedZe 0 je uz pouZitd, vieme ze F = 5.
Pozrime sa na cifry na mieste stoviek. Dve z nich st I a st na opa¢nych stranach rovnice. Nula je uz obsadena, takze
jediny sposob ako dosiahnut rovnost je, ze O = 9 a k sti¢tu dostaneme extra jednotku zo stétu cifier na mieste desiatok,
teda U 4+ V > 10. Navyse takto dostaneme do stétu cifier na mieste tisicok extra jednotku, takze N musi byt neparne
a vicsie ako 1. Na druhej strane U + V' < 15, lebo cifra 9 uz je obsadend. Aj cifra 5 uz je obsadend, takze N = 3.
Lahko dopocitame, ze U = 6 (pomodzeme si delitelnostou 4), V=7a F = 1.

Kedze NINFE je delitelné 3, ciferny sacet N+ 1+ N+ E =3+ 1+ 3+ 5 =11+ I mus{ byt tak isto delitelny 3.
Ostala ndm uz iba jedind vhodna cifra a tou je 4. RieSenie je tak FOUR = 1960, FIVE = 1475 a NINE = 3435.
Rovnica potom vyzera takto: 1960 + 1475 = 3435.

A

Visledok. 3+ /3

Riesenie. Najprv si uvedomme, ze dva pravouhlé trojuholniky ktoré majt vnutorné uhly 30°, 60°, a 90° st zhodné,
kedZe oba maju dlhsiu odvesnu zhodnt so stranou Stvorca dlzky 1. Takyto pravouhly trojuholnik tvori polovicu rovno-
stranného trojuholnika, pricom prepona pravouhlého trojuholnika a strana rovnostranného trojuholnika sa zhoduju.
Ak si oznaéime kratsiu odvesnu ako x, tak prepona je dizky 2x a mame z Pytagorovej vety: (2x)? = 22 + 12. Z toho
vypocitame x = %\/g Preto je strana rovnostranného trojuholnika dlha 1 + % 3 a obvod je 3+ /3.



Uloha 20. Nech a, b st redlne ¢isla. Ak viete, Ze 22 — az? + 5882 — b = 0 m4 trojnasobny realny koreii, aké hodnoty
moZe nadobidat a?

Vysledok. 42, —42

Riesenie. Ak k je trojndsobnym koretiom, tak

(x —k)® = 2% — 3ka?® + 3k%x — k* = 2% — ax® + 588z — b.
Porovnanim koeficientov pri mocnine z! dostaneme 3k? = 588, teda k = +14. Preto a = 3k = +42.

Uloha 21. Migo je na vylete po lietajtcich ostrovoch, ktoré st pospajané mostami ako na diagrame. Kazdy most
pontika unikitny vyhlad, preto chce MiSo prejst po kazdom moste. Za prejdenie mosta sa plati poplatok, takze chce
prejst kazdym mostom préve raz. Kolkymi spésobmi si modze naplénovat cestu, ak zaéina na ostrove oznacenom
stvorcom? Kazdy ostrov moéze navstivit kolkokrat chce, ale nemdze prechadzat z mosta na most mimo ostrovov.

Vysledok. 120

Riedenie. Nazvime Startovny ostrov a ostrov vpravo v strede wvelky. Kazdy most spaja jeden velky a jeden maly
ostrov. Malé ostrovy maji po dva mosty, do kazdého velkého ostrova jeden. Pri prechéadzani po mostoch tak vzdy
ideme z jedného velkého ostrova do druhého cez nejaky maly ostrov. MoZnosti ako prejst vSetkymi mostami je tolko,
kolko je poradi v akych sa da prejst malymi ostrovmi. Malych ostrovov je 5, vieme ich prechadzat v Tubovolnom poradi,
takze dohromady to je 5! = 120 moznosti.

Uloha 22. Kolko usporiadanych dvojic prirodzengch éisel (m, n) je takych, ze ich najmensim spoloénym néasobkom
je 20007

Vysledok. 63

Riesenie. Rozlisujme dva pripady: v prvom predpokladajme, Ze ani jedno z éisel nie je 2000 = 2% - 53. To znamen4, ze
jedno z nich sa d4 zapisat ako a = 2*-5% kde k € {0, 1,2}, a druhé sa d4 zapisat ako b = 2'-53, kde [ € {0, 1,2, 3}. Kazdy
takyto par moze byt v dvoch poradiach: (a,b) alebo (b, a). To je dokopy 24 moznosti pre tento prvy pripad. V druhom
pripade bude jedno z ¢isel presne 2000 a druhé tak moze byt Tubovolny delitel 2000, takze mame (4+1)-(3+1) =20
moznosti. Zase mozeme mat dve poradia tychto ¢isel, avSak par (2000, 2000) je rovnaky aj po zdmene poradia, preto
jednu moznost odpocitame. Tento druhy pripad nam tak dava 2 -20 — 1 = 39 dvojic. Dokopy to je 24 + 39 = 63
usporiadanych dvojic.

Uloha 23. Nech ABCDEFGH je pravidelny osemuholnik, kde |AC| = 7v/2. Vypocitajte jeho obsah.

Vysledok. 98v/2

Rieenie. Povedzme, Ze M je stredom kruznice opisanej danému osemuholniku. Kedze |[<AMC| = 2 - 360° = 90°,
polomer kruznice musi byt 7 a priemer 14.

C A

Ak si ¢asti osemuholnika presunieme tak, ako je to znézornené na obrazku nizsie, vieme obsah vypocitat vyndsobenim



dizky |AC| a priemeru. TakZe obsah tohto osemuholnika je 14 - 7v/2 = 98v/2.

C A

Uloha 24. Styria kamarati sa rozhodli, Ze sa naucia nové jazyky. Miestna jazykovéa $kola pontika kurzy Arabéiny,
Belgi¢tiny, Cinstiny a Danéiny. Kazdy z kamaratov sa chce naucit presne tri jazyky. Kolkymi spésobmi si mézu vybrat
kurzy tak, aby aspon jeden kurz absolvovali vSetci Styria?
Vysledok. 232
Riesenie. Najprv si v§imnime, Ze tri jazyky vieme priradit jednej osobe $tyrmi sposobmi, ¢o je rovnako vela spésobov,
ako priradit jeden jazyk, ktory neabsolvuje. Preto je 4* = 256 moznosti ako priradit tri jazyky styrom osobdm, bez
extra podmienky.

Teraz spocitajme tie moznosti, kedy kamarati nemaja ziaden spolo¢ny kurz. To docielime tak, ze kazdému kama-
ratovi priradime unikétny kurz, na ktory nechodi. To vieme spravit 4! = 24 moznostami.

Preto pocet sposobov, ktorymi si mézu vybrat kurzy, je 256 — 24 = 232.

Uloha 25. Akos zobral svoje obliibené prirodzené ¢islo n pozostavajtce iba z nenulovych cifier. Akos potom zobral
¢islo m, ktoré postavil z ¢isla n tak, ze ho napisal odzadu. Tieto dve ¢isla vynasobil a vs§imol si, ze vysledok bol o tisic
viac ako ciferny stéin jeho oblibeného &sla. Najdite vietky moznosti Akosovho oblibeného ¢isla.

Vysledok. 24, 42

RieSenie. Jednoducho si vSimneme, Ze ¢islo n musi byt aspon dvojciferné. Ak je n dvojciferné tak ma cifry a a b,

a vieme tvrdenie zapisat ako
(10a + b)(10b + a) = 1000 + ab

alebo tiez
a® +b% = 10(10 — ab).

KedZe pravé strana musi byt kladné tak ab < 10. Potom uz méme zopar moznosti, po ktorych overeni nam vyjde a, b
st 2 a 4 v nejakom poradi. Nakoniec, ak n ma k > 3 cifier, tak lava strana rovnice je asponn (10°~1)2 a prava strana
rovnice je mensia ako 1000 + 10*. Preto n nemdze maft viac ako dve cifry.

Uloha 26. Je dany rovnobeznik ABCD. Bod T lezi na strane AD tak, Ze polopriamka CT je osou uhla BCD. Bod
E lezi na strane AB tak, ze |<AET| = 40°. Ak |<CTE| = 75°, aké je velkost uhla CDA v stupiioch?

Vysledok. 110
Riesenie. Nech bod S lezi na strane BC' tak, ze T'S je rovnobezna s AB. Potom |<STE| = |[<AET| = 40° a
|<T'CD| = |<«CTS| = |<<CTE| - |<STE| = 35°.

Kedze CT je os uhla BCD, |[<T'CD| = |<SCT| a |<BCD| = 2-35° = 70°. Z toho vyplyva |[<CDA| = 180°—|<BCD| =
110°.




Uloha 27. Dva velké slachtické rody sa stretli na hostine. Kazdy rod bol reprezentovany aspoil jednym muZom
a aspoii jednou zenou. Kazdy ¢len jedného rodu sa zvital s kazdym ¢lenom druhého rodu. Dvaja muzi sa vitaju podanim
ruky, dve zeny poklonou a muz so Zenou tiez poklonou. Pocas celého uvitania napocital dvorny $aso dohromady 85
podani rik a 162 poklon. Kolko Zien bolo na hostine? Poklonu dvoch Tudi pri vitani rdtame ako jednu poklonu.

Vysledok. 10

Riesenie. Nech my, ma, wy, we s postupne poéty muzov a Zien oboch rodov. Kedze mims = 85 = 5 - 17, lahko
zistime, Ze pocet muzov je (BUNV) m; = 5 a my = 17. (Moznost, kde jeden rod m4 iba jedného muza, lahko vylacime.)
Dohromady bolo uvitani 85 + 162 = 247, takze z

(m1 + wl)(mg + U)Q) =247=13-19

dostaneme, ze m; + w; = 13, mg + wo = 19 (opif, druhd moznost sa sktskou lahko vyladi), takze vysledok je
w1 +w2:8+2:10

Uloha 28. Majme trojuholnik so stranami dizky 10, 24, a 26. Nech k je kruZnica so stredom na najdlhsej strane,
ktora sa dotyka dvoch kratsich stran trojuholnika. Aky je polomer kruznice k7

Vysledok. 120/17

Riesenie. 7 Pytagorovej vety vieme, 7e zadany trojuholnik je pravouhly. Usecka spajajica vrchol s pravym uhlom
a stred kruZnice rozdeluje pdovodny trojuholnik na dva trojuholniky. Polomery k dotykovym bodom st kolmé na
odvesny trojuholnika, teda si vyskami v dvoch mensich trojuholnikoch. Nech r je polomer kruznice k. Vypocitame
obsah poévodného trojuholnika dvoma spésobmi — ako obsah celého trojuholnika a ako stcet obsahov dvoch mensich
trojuholnikov:

1 1

Z toho vyplyva, Ze polomer r = 120/17.

Uloha 29. Cedilia prisla do kasina s 10€. V kasine nagla herny automat, ktory pracuje nasledovne: Hra¢ vhodi
¢iastku 1€ v hocijakych minciach a s pravdepodobnostou p vyhréa jackpot; inak automat vrati 0,50 €. Pomozte Ceéilii
najst najmensiu takt pravdepodobnost p, Ze ak sa rozhodne hraf na tomto automate tak dlho, ako je mozné, alebo
do vyhry jackpotu, tak bude mat celkovi S8ancu na vyhru jackpotu aspon 50%.

Vysledok. 1 — %/0,5

Riesenie. Vsimnime si, Ze Ceéilia moze hrat na automate netispesne najviac 19 krat, pretoze po vhodeni posledného
eura dostane naspit 0,50€, ¢o nebude stacit na dalsiu hru. Pravdepodobnost, Ze kazdy pokus je netspesny, je preto
(1 — p)*. Ak m4 byt pravdepodobnost na vyhru jackpotu aspon 50% tak musi (1 — p)' < 0,5, ¢o je ekvivalentné
sp>1— %¥/0,5, ateda 1 — /0,5 je najmensia mozna hodnota p.

Uloha 30. Nijdite vSetky Stvorciferné kladné celé éisla abed, ktoré maju hodnotu a® + b° + ¢¢ + d?. Ziadna cifra
nemdze byt nulova.
Vysledok. 3435

Riesenie. Kedze 65 > 10000, ziadna cifra nemoze byt vicsia ako 5. Ak nepouzijeme cifru 5, tak bud pouzijeme Styri
stvorky, ktoré nespliajti podmienku, alebo je stcet najviac 3 - 4* + 33 < 1000. Preto musime pouzit aspon jednu
patku. KedZe 5° = 3125, nemdzeme pouzit viac ako jednu pitku, inak je prva cifra stétu viac ako 5. S jednou pitkou
dostaneme stéet medzi 3000 < 5° < 55 4 3 - 41 < 4000, takZe prvou cifrou musi byt 3.

Momentélne vieme, Ze hodnota hladaného ¢isla je aspori 5° 4+ 3% + 2 - 1! = 3154, ¢o nie je riesenim. Dalsie ¢islo
z cifier od 1 po 5 je 3155, ¢o tieZ nie je rieSenie, a eSte daldie je az 3211 > 5° + 3 - 33. Z poslednej nerovnosti vidime,
7e hladané ¢islo obsahuje cifru 4. Identifikovali sme uZ tri cifry zo $tyroch. Odskasanim poslednych $tyroch moznosti
najdeme jediné rieSenie 3435.



Uloha 31. Kolko existuje pitic dvojcifernych éisel takych, ze kazda cifra od 0 do 9 je v pitici pouzitd prave raz
a kazdé dvojciferné ¢islo v nej je parne a nedelitelné 37 Pitice, ktoré sa liia iba poradim ¢&isel, st povaZzované za rovnaké.
Vysledok. 16
Riesenie. Vsetkych pif dvojcifernych ¢isel musi konéif parnou cifrou. Aby sme splitali nedelitelnost 3, &isla konciace
0 alebo 6 musia zac¢inat 1, 5 alebo 7. Cisla konciace 2 alebo 8 musia zaéinat 3, 5 alebo 9. Cislo konéiace 4 moze zacinat
1, 3, 7 alebo 9.

Ked vyberieme pre 4 za¢inajtcu cifru 1, tak ndm ostant dve moznosti prvych cifier pre 0 a 6 (bud 50, 76, alebo 56,
70) a nésledne ndm ostani dve prvé cifry k 2 a 8 (bud 32, 98, alebo 38, 92), ¢o sit dohromady 4 moznosti. Analogicky
vieme postupovat ak zvolime ku 4 inti zaciato¢ni cifru. KedZe mozeme ku 4 vybrat $tyri mozné cifry, mame dohromady
4 -4 = 16 pétic.

Uloha 32. Najdite vietky prirodzené &isla n také, ze

3113+ L] -

Vyraz |x] znamend dolnt cel ¢ast z, ¢ize najvicsie celé ¢islo, ktoré neprevysSuje x.

Vysledok. 5439
s = 5]+ [7]+ 55

Riesenie. Oznacme
Zrejme f je neklesajica funkcia. Dalej f(n) — f(n — 1) = 1 ak n je delitelné prave jednym z ¢isel 5 alebo 7 a f(n) —
f(n—1) =3 ak n je delitené ¢islom 35; v kazdom inom pripade f(n) = f(n —1). Kedze

1 1 1 13
<(Z4+24+—_)n=="
fn) < <5+7+35)" 35"
moZeme rieSenie ohranidif 35
> — .2019
=13

KedZe n je prirodzené ¢islo, musi platit n > 5436. Dalej f(5436) = 2018. Najblizsie viicSie ¢islo delitelné piatimi je
5440 a najblizsie vicsie ¢islo delitelné siedmimi je 5439. Podla predoslého bude f(5439) = 2019 a f(5440) = 2020, ¢ize
jediné riesenie je 5439.

Uloha 33. Pre kolko kladnych celych ¢isel n vieme najst kladné celé ¢isla z,y < 1000000 (nie nutne rozne) také, ze
n=>5()=5(@y) =S+y),

kde S(a) oznacuje ciferny stcet ¢isla a?

Vysledok. 6

Riesenie. Kedze pre lubovolné kladné celé ¢islo @ maju ¢isla a a S(a) rovnaky zvySok po deleni éislom 9, tak musia
mat ¢isla n, x, y a x + y rovnaky zvySok po deleni ¢islom 9. Z tohto vyplyva, Ze z, a teda aj n musia byt delitelné
¢islom 9. Ak n = 9m pre nejaké kladné celé ¢islo m, tak dosadenim x = y = 10™ — 1 dostdvame rovnost zo zadania.
Najvicsi ciferny sucet pre éisla mensie ako milién je 54, teda mame tychto Sest moznosti pre n: 9, 18, 27, 36, 45 a 54.

Uloha 34. Kus skladacky zloZeny z piatich §tvorcov so stranou dlzky a je vpisany do obdlznika s rozmermi 7 x 8

ako na obrazku: -

Urcte velkost a.
Vysledok. V5



Riesenie. Oznaéme c, d postupne dizky dlhsej a kratsej projekcie strany Stvorca na stranu obdlznika.

Potom

3c+2d =8,
c+d=T,

¢o ma riesenie ¢ = 2 a d = 1. Z Pytagorovej vety dopocitame

a=+\c2+d2=+5.

Uloha 35. Jozo mé obdlznikovii ¢okoladu s 5 x 3 dielikmi. Na lavy horny dielik si pridal cukor, aby bol tento dielik
este sladsi. Jozo je ¢okoladu v krokoch, a to takto: V kazdom kroku si ndhodne vyberie, & zje stlpec, ktory je tplne
napravo, alebo ¢ zje najspodnejsi riadok, pri¢om obe tieto moznosti si vyberie s pravdepodobnostou 1/2. Takéto kroky
opakuje, az kym nezje celi ¢okoladu. Ak4 je pravdepodobnost, Ze v poslednom kroku zje iba osladeny dielik?

Vysledok. 15/64

Riesenie. Nech ma ¢okolada pif riadkov a tri stlpce. Na proces jedenia ¢okolady sa mézeme pozeraf takto: Jozo si
vyberie postupnost S-iek a R-iek s celkovou dlzkou (5 — 1) + (3 — 1) = 6 a na zaklade tejto postupnosti je stipce
a riadky ¢okolddy. Mame dve moznosti: bud postupnost obsahuje prave dve S-ki (a Styri R-kd) a v tomto pripade
po jedeni podla postupnosti krokov zostane len osladeny dielik alebo pocet S-iek, resp. R-iek je aspoi pocet stipcov,
resp. riadkov, pricom po jedeni podla takejto postupnosti je celd ¢okoldda zjedené. V druhom pripade posledny krok
nemoéze byt zjedenie len osladeného dielika, kedZe v tomto pripade nie je dostatok stipcov alebo riadkov zjedenjch na
to aby zostal v poslednom riadku alebo stipci len jeden dielik.

Celkovo existuje 2 postupnosti S-iek a R-iek (dizky 6). Z tchto postupnosti (g) obsahuje presne dve S-ka. Z toho
vypocéitame, ze hladand pravdepodobnost je

G) _15
26 64
Uloha 36. Pouzijic kazdu cifru 1, ..., 9 prave dvakrat, Jozo vytvoril niekolko navzajom roznych prvocisel tak, ze

ich stucéet bol najmensi mozny. Aké bola hodnota suctu?
Vysledok. 477

Riesenie. Ziadne prvocislo okrem 2 a 5 sa nesmie kon¢it ¢islicou 5 ani paArnym é&islom, takze kazda z éislic
2,5,4,4,6,6, 8,8
sa musi objavit na pozicii desiatok v niektorom Jozovom prvoéisle. Dalej, ostavajice cislice
2,5,1,1,3,3,7,7,9,09
sa musia objavit na pozicii jednotiek v niektorom Jozovom prvodisle. Stcet je teda najmenej
102+5+4+4+64+6+8+8)+2+5+1+14+3+3+7+7+9+9=477.
Tento stéet mozno dosiahnut napriklad prvocislami:

2, 5, 29, 53, 41, 47, 61, 67, 83, 89.
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Uloha 37. Janko a Kikina majt dva polynémy J(x) = 2%+ 22+ 10 a K (x) = 2® — 8z + 25. Kazdy si do nich dosadil
svoje obluibené kladné celé ¢islo j a k a dostali rovnaka hodnotu, resp. J(j) = K(k). Najdite vSetky mozné hodnoty
|J — Kl

Vysledok. 1,5

Riesenie. Tavu stranu rovnice J(j) — K (k) = 0 mozno rozlozit na (j + k — 3)(j — k + 5) = 0. Teda z lavej zatvorky
bud {j,k} = {1, 2} alebo z pravej |j — k| = 5.

Uloha 38. Vyska na stranu a v trojuholniku ABC mé rovnaka dizku ako faznica na stranu b. NavySe vieme, ze
uhol ABC mé velkost 75°. Najdite pomer |AB| : |BC|.
; V2 _ 1
Vysledok. 5 = 7
Riesenie. Prenesme bod B v stredovej simernosti cez stred M tsecky AC' a nazvime ho E. Ozna¢me F' kolmy priemet

bodu E na priamku BC. Potom v pravouhlom trojuholniku EFC plati sin(<EBC) = % = 1, &ize [<EBC| = 30°

(vieme, 7e to nemoze byt 150°, lebo <ABC ma velkost iba 75°). Cize |<ABM| = |<ABE| = 75° — 30° = 45°.
A E

B &80 ogx

\ 4

C

Zo sinusovej vety v trojuholnikoch ABM a CBM potom mozeme vyjadrit:
|BM| _|AM|  |AM]|

sin(«BAC)  sin45° 2

a
|\BM|  |[CM|  |AM]
sin(«BCA)  sin30° 1
Podelenim tychto rovnosti (v§imnime si ze |AM| = |CM]|) a zo sinusovej vety v trojuholniku ABC dostavame:

|AB| _ sin(<BCA) 2

|BC|  sin(«BAC) 2

Uloha 39. Piskvorky. Je to hra pre dvoch hracov, kde jeden pouziva symboly koliesok a druhy kriziky, ktoré potom
striedavo umiestiiuja do tabulky s rozmermi 3 x 3. Jeden z hrac¢ov vyhrava, ak st tri jeho symboly uloZené v rovnakom
riadku, stipci alebo na tej istej diagonale. Hra kondi remizou, ak je celd tabulka zaplnena a Ziadny z hracov nevyhral.
Kolko roznych rozlozeni symbolov v tabulke moZe nastat pri remize? RozloZenia, liSiace sa otodenim alebo obratenim
tabulky, povazujeme za rozdielne. Hociktory z hrac¢ov méze zacinat hru.

Vysledok. 32

Riesenie. Pozname Styri rozdielne pripady podla symbolu v strede tabulky a symbolu, ktory je v tabulke 5-krat.

V strede je krizik a v tabulke je dokopy 5 krizikov (nazvime si tento pripad ,,Krizik-krizik“). Znamen4 to, Ze okrem
stredného policka musime pridaf este dalsie 4 kriziky do tabulky tak, aby sme nepouzili ziadnu celt diagonalu, stipec
ani riadok. Dostaneme vzor (Obrézok 1), ktory nie je symetricky podla ziadnej osi ani podla oto¢enia. Tym padom,
tento vzor vytvéara 4 + 4 = 8 réznych rozlozeni pri remize.

XXO
OXIX
xXOO

Obrézok 1
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V pripade ,,Krizik-koliesko“ potrebujeme polozif 5 koliesok do tabulky s krizikom v strede. Nemdzeme pouzif vSetky
§tyri rohy, kedZe stred nie je dostupny a piate koliesko by tak privodilo vyhru. Na druhej strane, potrebujeme mat
aspoti jedno koliesko na kaZdej diagonale, v opa¢nom pripade by vyhrali kriziky. Preto dame kolieska bud presne do
troch rohov alebo do dvoch. Pri obdivoch tychto moznostiach mame presne urcéené, kam dame zvysné kolieska, aby sa
hra skonéila remizou (Obrazky 2 a 3). Oba pripady st nestimerné podla otocenia, ale si simerné podla nejakej osi,
preto existuji 4 moznosti otoc¢enia pre kazdy z tychto dvoch pripadov.

OXO
XIXO
OOX

Obrézok 2 Obrézok 3

OOX
XXO
OOX

Pripady ,,Koliesko-koliesko“ a ,,Koliesko-krizik“ vychadzaja z pripadov , Krizik-krizik* a ,,Krizik-koliesko* s tym
rozdielom, Ze v strede je teraz koliesko, nie krizik, ¢o znamen4, Zze dokopy je moznosti 2-krat tolko, ¢ize 2(8+4+4) = 32.

Uloha 40. Najdite najvicsie kladné celé &islo a také, ze ziadne kladné celé ¢islo b nesplia podmienku:

d_a _»
T

Vysledok. 32

Riesenie. Urobme prevratené hodnoty vSetkych zlomkov. Spolu s touto operaciou musime oto¢it znamienka nerov-

nosti: s p 18
0,75=->->—=0,72.
’ 4 > a > 25 ’
Velkost intervalu medzi 0,72 a 0,75 je 0,03 > 1/34, takZe pre vSetky a > 34 existuje rieSenie. Pre a = 33 je rieSenie

b =24 (24/33 = 0,72). Pre a = 32 neexistuje riesenie, kedze 24/32 = 0,75 a 1/32 > 0,03.

Uloha 41. Na cyklovylete dlzky 110 km z Brezna do Popradu museli Adam a Jerry prekonaf tri kopce. Na zaciatku
Adam, zdatny v ratani spaméti, povedal: ,, Ak vynasobime tri vzdialenosti z Brezna ku jednotlivym kopcom, dostaneme
nasobok ¢&isla 2 261.“ Po chvilke Jerry odvetila: ,Nasobok &isla 2 261 by sme dostali aj vtedy, keby sme vzdialenosti
merali z Popradu.“ Po 80 km od zaciatku si urobili prestavku a Adam povedal: ,,Pred Popradom nés ¢aka uz iba jeden
kopec.“ Ak st vSetky vzdialenosti v kilometroch celé éisla, najdite vzdialenosti vrcholov vSetkych troch kopcov od
Brezna.

Vysledok. 68, 76, 91

Riesenie. Oznacme si A, B, C vzdialenosti jednotlivych kopcov od Brezna merané v km, nie nutne v poradi, v akom
st na trase. Tieto ¢isla musia spliiat 2 261 | ABC a2 261 | (110— A)(110— B)(110—C). Kedze 2 261 = 7-323 = 7-17-19
a 7-17 =119 > 110, ziadna zo vzdialenosti neméze mat v prvodiselnom rozklade viac ako jedného z delitelov 2 261.
Podobnt tivahu mozno pouzit aj na vzdialenosti (110 — A), (110 — B), (110 — C).

Bez ujmy na vSeobecnosti, polozme 7 | A, 17| B, 19 | C. Potom 7+ (110 — A),17¢ (110 — B) a 194 (110 — C). Bud
musi 7 | (110 — B) alebo 7 | (110 — C), kedze 71 (110 — A). V prvom pripade, 7 | (110 — B), musi platit 19 | (110 — A),
kedZe 19t (110 — C) a nésledne 17 | (110 — C). V druhom pripade 7 | (110 — C), 17 | (110 — 4) a 19 | (110 — B).

Jediny sposob ako rozlozit 110 ako a -7 + b - 19, kde a, b st celé nezdporné ¢isla je 110 = 13- 7+ 1 - 19. (VSetky
rozklady maja tvar 110 = (134 19k) - 7+ (1 — 7k) - 19 pre k € Z, oba koeficienty st nezéporné iba pre k = 0.) Podobne
moZzeme zistif, ze 110 =4-17+6-7a 110 =4-19+ 2 - 17. To vedie k dvom rieSeniam:

A=13.7=91, B=4-17=68, C=4-19=76

A=6-7=42, B=2-17=34, C=19.

Na zéklade Adamovej poznamky, Ze posledny kopec je od Brezna vzdialeny viac ako 80 km moZzeme druht moznost
vylucit. Jedinym rieSenim st potom vzdialenosti kopcov 68, 76 a 91 km.
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Uloha 42. Nech ABC je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole C taky, ze |AC| = 4—+/3 a |[BC| = /3.
Dalej nech D a E su také body, 7e ABDE je stvorec, v ktorom nie je bod C. Nech J je bod na tsecke DE taky, ze
|<<ACJ| = 45°. Napokon si eSte oznaéme K bod na tsecke CJ taky, ze AK || BC. Aky je obsah trojuholnika JK E?

Viysledok. 3v/3/8

RieSenie. Najprv si uvedomme, ze |[<EKA| = 90°; v skutofnosti st trojuholniky AEK a ABC zhodné, kedze
|AK| = |AC|, |AE| = |AB| a |<EAK| = |<BAC]|. Dalej, stred S $tvorca ABDE lezi na kruznici opisanej trojuholniku
ABC, pretoze ASB a ACB su pravé uhly. Kedze |AS| = |BS], tak prisltchajace vntitorné uhly AC'S a BC'S st tiez
zhodné. Teda S lezi na osi C'J uhla ACB. Zobrazme si trojuholnik JKFE cez bod S; potom bod F sa zobrazi na bod
B, J sa zobrazi na H, ¢o je prieseénik tse¢ieck AB a CJ a K sa zobrazi na I, pricom I lezi na tusetke CJ a spliia
|<IBC| = 90°.

D

c. A
Pozrime sa na pravouhly trojuholnik 7BC' s pravym uhlom pri vrchole B. Jeho obsah je (v/3)%/2 = 3/2. Ked obsah
trojuholnika budeme oznacovat hranatymi zatvorkami, tak moZeme vyjadrit

IBC] _ |IC| _ [IH| +|HC| _ , [HC|
[IBH]  |IH|  [IH| ' |IH|

Dalej, trojuholniky ACH a BIH st zjavne podobné s koeficientom podobnosti

|[HC| |AC| |AC|
\TH|  |IB| |BC|

7 toho dostavame, ze

[JKE]=[IBH] = [IBC]- m =3

|BC| 3 V3 _3V3
4 8

Uloha 43. Dvaja viizni stoja pred dvomi krabicami. Vedia, Ze v jednej krabici st dve biele a jedna ¢ierna gulocka
a v druhej krabici st dve ¢ierne a jedna biela gulocka. Nevedia vsak, ktord krabica je ktord. Kazdy vizen si musi
zvolit krabicu a vybrat z nej ndhodnd gulocku, ktortt uz naspét do krabice nevrati. Ak si vytiahne bielu, pustia ho
na slobodu, inak je popraveny. Druhy viizeni vidi prvého zvolif si krabicu a aj to, akt gulocku vytiahol. Ak druhy
vizell postupuje optimdlne, aké bola jeho Sanca dostat sa na slobodu este pred tym, ako uvidel, aku gulocku si prvy
vizen vytiahol? Predpokladame, ze prvy vizen si voli krabicu nahodne.

Vysledok. 5/9
Riesenie. Oznac¢me c¢ farbu guldcky vytiahnutej prvym viziiom a o farbu druhej vytiahnutej. Pravdepodobnost, Ze
prvy vizen tahal z krabice s gulockami farby ¢, ¢, o je % a pravdepodobnost, Ze tahal z krabice s gulo¢kami farby ¢, o, o,
je 1/3.

Ak si druhy vézen zvoli rovnaki krabicu ako prvy, tak si vytiahne gulocku farby ¢ s pravdepodobnostou

2 1 . 1 0= 1
32 3 ¥
a gulocku farby o s pravdepodobnostou
1 2
1—-=2.
3 3
Ak by si vybral ind krabicu ako prvy vizen, tak si vytiahne gulocku farby ¢ s pravdepodobnostou
2 1 . 1 2 4
33 33 9



a gulocku farby o s pravdepodobnostou

Pokial je ¢ biela, druhy vizen sa dostane na slobodu ak si tieZ vytiahne c. Kedze % > %, je prenho lepsie ak si
vyberie int krabicu ako prvy vizen a dostane sa na slobodu s pravdepodobnostou %.

Pokial je ¢ ¢ierna, potrebuje si vytiahnuf int gulocku ako prvy viizen. Kedze %
rovnakt krabicu ako prvy vizen a dostane sa na slobodu s pravdepodobnostou %

Je zjavné, Ze c je biela s pravdepodobnostou % a ¢ierna s pravdepodobnostou
na slobodu s pravdepodobnostou

> %, je preriho lepsie si zvolit

. Druhy viizeni sa vie dostaf

N

+

[SCIN N
DN =
Ne)

O =
DN =

Uloha 44. Aké je najmensie kladné celé ¢islo n také, ze spomedzi n (nie nutne réznych) redlnych ¢isel z intervalu
(1,2019) musia existovat tri &isla, ktoré mozu byt dizkami stran trojuholnika?

Vysledok. 18

Riesenie. Pre n < 18 si zoberme prvych n ¢lenov Fibonacciho postupnosti definovanej takto: a1 = a2 =1 a ax42 =
ap+1 + ag. St to cisla: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597. Zjavne najviicsie ¢islo

.....

trojica nemoze reprezentovat strany trojuholnika. Pre n = 18 si oznadme vybrané éisla z; < --- < x15. Ak Ziadna
trojica z nich netvori strany trojuholnika dostavame xi,x0 > 1, 23 > o1 + 20 > 2,24 > 23+ 22 > 2+1=3,...,
pricom v kazdej nerovnosti dostavame za spodné ohranicenie prave ¢islo z Fibonacciho postupnosti. Skon¢ime pri
218 > 987 + 1597 > 2019, ¢o je spor a tym, ze x15 € (1,2019). Preto hladané ¢islo n je 18.

Uloha 45. Nech (k) oznacuje pocet vietkych kladnych delitelov ¢isla k. Najdite najmensie kladné celé ¢islo n také,
7e najvicsi spoloény delitel ¢isel o(n) a o(n®) nie je mocnina dvojky (vratane 2° = 1).
Visledok. 432 = 2% .33

Riesenie. Cislo n zapiSeme v tvare prvociselného rozkladu
n=pit-py®eppt
O funkcii o(n) potom vieme, Ze plati
o(n) = (ar +1)(az + 1) (a¢ +1).

Podmienka, Ze najvicsi spoloény delitel nie je mocnina dvojky je ekvivalentna s tym, Ze existuje neparne prvocislo g,
ktoré deli aj o(n), aj o(n?). Kedze

o(n®) = Ba; +1)(Bag +1) - By + 1),

tak toto ¢islo nikdy nie je delitelné 3, preto najmensia mozna hodnota ¢ mdze byt 5. Dalej si viimneme, Ze ¢ nemoze
delif zaroven «; + 1 a 3a; + 1, pretoze potom by muselo delit aj

Preto mozme uvazovat rozne ¢, j € {1,...,t} také, Ze ¢ | a; +1 a ¢ | 3a; + 1. KedZe hladdme najmensie mozné n, tak
mozme uvazovat, ze t =2,i=1a j = 2.
Ak g = 5 tak najmensie mozné hodnoty pre a1, as st a; = 4 a as = 3. Zoberme potom najmensie mozné prvocisla,

ktoré umocnime na néjdené alfy a to st p; = 2 a po = 3. Preto n = 2% - 33 = 432.
Ak g > 7, tak a3 > 6 a as > 2, z ¢oho dostaneme, Ze

n>25.3% =576 > 432,

pricom sme ukazali, ze 432 je naozaj najmensia mozna hodnota n.
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Uloha 46. Majme pravouhly trojuholnik ABC, v ktorom |<ACB| = 90°, |AC| = 15 a |BC| = 20. Nech D je bod
na usecke AB taky, ze CD | AB. KruZnica t, ktora je vpisana trojuholniku ACD, sa dotyka strany C'D v bode T.
Dalsia kruznica c sa taktiez dotyka strany CD v bode T a este sa dotyka aj strany BC. Ozna¢me si dva prieseéniky
kruznice ¢ so stranou AB ako X a Y. Aké je dlzka tsecky XY?

Vysledok. 35

Riesenie. Pouzitim Euklidovych viet vypocitame

AC)? |BCP? R

Polomer kruznice ¢, &o je aj dizka tisecky DT, mézeme vypoéitat pomocou dobre zndmeho vztahu. Vydelime obsah
trojuholnika AC'D polovicou obvodu a dostaneme | DT| = 58/(36/2) = 3. Oznac¢me si kruznicu vpisant do trojuholnika
BCD ako w. Nech sa dotyka tsecky C'D v bode S. Podobne vieme vypocéitat aj polomer kruznice w a to je |[DS| = 4.
Rovnolahlost so stredom v bode C a koeficientom |CT|/|C'S| = 9/8 zobrazi kruznicu w na kruznicu c¢. Teda polomer
kruznice ¢ je 4-9/8 = 9/2. Nech M je stred usecky XY a O je stred kruznice c. Vieme, ze | XO| = 9/2 a |OM| =
|DT| = 3. Z toho dostavame pouzitim Pytagorovej vety, Ze

2
|XY|:2-|XM|:2\/32—32:6\/9—123\/5.

4
A
D
X
- = = Cc
1y - SNM
S \
t N X
/ \\ \ Y
N \
| e
\ ,/'/ !
.
/\, C /
-\ /
- UJ\\ //
,/‘ \\ //
C *B

Uloha 47. Kazdé poli¢ko sachovnice s rozmermi 6 x 7 je zafarbené na bielo, zeleno, ¢erveno alebo modro. Zafarbenie
Sachovnice nazyvame krdsnym, ak $tyri policka v lubovolnom §tvorci rozmerov 2 x 2 maju rézne farby. Kolko réznych
krasnych zafarbeni existuje?

Vysledok. 1128

Riesenie. Farby dvoch susediacich poli¢ok st nutne rozne. Ak mame v jednom riadku pouzité viac ako dve farby,
tak v fiom musime mat tri po sebe iduce policka zafarbené tromi roznymi farbami. Této trojica poli¢ok presne urcuje
zafarbenie prisltchajtcich troch stipcov. Napriklad, ked méame trojicu poli¢ok zafarbenti farbami 1 — 2 — 3, tak tri
susediace policka pod (alebo nad) tymito tromi polickami musia byt zafarbené 3 — 4 — 1. Pokrac¢ujic nadol (nahor)
urc¢ime celé stipce, v ktorych povodna trojica policok je. Vidime, ze kazdy z tjchto stipcov je zafarbeny iba dvomi
farbami. Navyse stlpec susediaci so stlpcom zafarbenym dvomi farbami je mozné zafarbif tiez iba dvomi farbami.
Rovnaki tivahu vieme zopakovaf ked zamenime riadky a stipce, nemézeme mat teda v jednom ofarbeni Sachovnice aj
viac ako dve farby v nejakom riadku, aj viac ako dve farby v nejakom stlpci.

Sachovnica mé 6 riadkov a 7 stlpcov. Vypoéitajme pocet zafarbeni, ktoré maji v kazdom riadku iba dve farby.
Vyberieme dve farby pre prvy riadok (potom dvojica farieb pre kazdy riadok je jednoznaéne urcend) a potom si
zvolime farbu prvého policka v kazdom zo 6 riadkov. Takto ziskame (;1) .26 = 6. 26 zafarbeni. Poéet zafarbeni, ktoré
maji v kazdom stlpci len dve farby je analogicky 6 - 27. Este musime odpoéitat podet zafarbeni, ktoré maja dve farby
v kazdom riadku a taktiez v kazdom stipci (pretoze sme ich zapoéitali raz v kazdom z pripadov, teda spolu dvakrat).
Také zafarbenie je jednoznacne uréené zafarbenim horného lavého Stvorceka 2 x 2. Takychto zafarbeni je 4-3 -2 = 24.

Pocet zafarbeni Sachovnice je 6 - 26 + 6 - 27 — 24 = 1128.
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Uloha 48. Sto deti stoji v rade. Prvé diefa ma 4 gramy ¢okolady, druhé ma 8, tretie 12 a tak dalej, az sté dieta
ma 400 gramov ¢okolddy. Prvé dieta da tretinu svojej ¢okolady diefatu za nim (takze druhé diefa mé teraz % gramov
¢okolady). Druhé dieta d& potom jednu tretinu nového mnozstva tretiemu atd. az nakoniec devitdesiate deviate dieta

d4 tretinu poslednému, stému. Kolko gramov ¢okolddy bude mat nakoniec sté dieta?

Vijsledok. 597 + 3799

Riesenie. Vsetky vahy st v gramoch. Po prvom kroku méa druhé diefa 844/3. V druhom kroku dé jednu tretinu svojej

¢okolddy tretiemu dietatu, ktoré ma potom 12 +8/3 +4/32. Po trefom kroku mé stvrté diefa 4(4+3/3 +2/3% +1/3%)

gramov ¢okolady. Z toho je uz asi celkom zrejmé, Ze sté diefa m4 na konci
4<1oo+§?+§§+§§+...+3§8+3§9>.

Oznaéime vnutro zatvorky:

99 98 97 2 1
Inak zapisané
1 1 1 1
1 1 1
1
+14 -+

3
+ 1.

Kazdy riadok vieme vy¢islit ako stdet prvkov geometrickej postupnosti

1 1 11— 3 1
14— — e — = 3" 2 .
tytet o ta, 1-1 2( »

dostaneme

Aby sme sa dostali spif ku péovodnému zadaniu vynasobime stcet Styrmi

3 1 1 1 _g9
Uloha 49. Najdite vietky celé ¢isla n > 3, pre ktoré je vyraz
(n—1)""1—n2+4+2019-(n—1)
(n—2)?

tiez celé cislo.
Vysledok. 3, 4,5, 6,8, 14
Riesenie. Hladame také n, ktoré splha (n —2)? | (n —1)"~! —n? +2019 - (n — 1). Mdzeme pridat (n — 2)? na pravt
stranu, to nam tito podmienku neovplyvni a zbavime sa tak ¢lena n?, kedze n? — 4n + 4 — n? = —4(n — 1). Takto
dostaneme ekvivalentni podmienku

(n—2)?|(n—1)""1+2015-(n—1).

KedZe n—1 a n — 2 st nestdelitelné, mézeme prav stranu vydelit n — 1. Dalej pouZijeme substitticiu t = n — 2. Potom
t2 | (t + 1) + 2015. Nakoniec pouzijeme binomickt vetu a dostaneme

t t t
42 | # + (t_ 1>tt—1 ot <2)t2—|— <1)t—|— 1+ 2015.

Takze staci, aby platilo #? | 2016. Rozklad 2016 na prvocisla je 2° - 32 - 7, takze hodnoty 1, 2, 3, 4, 6 a 12 st jediné
vyhovujice pre t. Spéitné dosadenie do substiticie n =t + 2 vedie k rieSeniam 3, 4, 5, 6, 8, 14.
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Uloha 50. Nech ABC je rovnostranny trojuholnik s kazdym vrcholom na inej z troch ststrednych kruznic s polo-
mermi 3, 4 a 5. Najdite vSetky mozné dlzky stran trojuholnika.

Vijsledok. /25 —12+/3, /25 + 121/3
Riesenie. Nech vrchol A je na kruznici s polomerom 3, vrchol B na kruznici s polomerom 4 a vrchol C' s polomerom
5 a nech S je stred kruznic. MéZzu nastat dva pripady:

Najprv predpokladajme, ze S lezi mimo trojuholnika ABC'. Ota¢anim C' a S okolo bodu B o 60° dostaneme body
C' = A a S'. Trojuholnik SBS’ je rovnostranny so stranou dlzky 4, a |S'C’| = |SC| = 5. Trojuholnik SS’C’ m4 strany
dlzky 3, 4 a 5, a teda je pravouhly, kde |<tS’SC’| = 90°. Teraz jednoducho vyjadrime |<BSA| = |<S'SC’|—|<S'SB| =
30°. Pouzitim kosinusovej vety pre trojuholnik BSA ziskame |AB| = 1/25 — 12+/3.

Ak S lezi vnitri trojuholnika ABC, moZeme rotovat A a S okolo bodu B o 60° a dostaneme body A’ = C a S'.
Obdobne, trojubolnik SS’A’ je pravouhly, kde |<S’SA’| = 90°. Preto |<BSA| = |<BS'A’'| = |<SS'A'| + |<SS'B| =
= 150°. Pouzitim kosinusovej vety pre trojuholnik BSA dostaneme druhé riesenie |AB| = /25 + 121/3.

c=A

Uloha 51. Okolo okriihleho stola sedi rovnomerne sedem Iudi. Na stole je nakreslenych sedem Sipok tak, Ze z kazdého
miesta jedna vychddza a na kazdé miesto smeruje jedna (zaciatocény a koncovy bod sipky nemusia byt nutne rozne).
Kazda minttu Iudia menia miesta: zdvihnu sa z miesta, kde sedia, a sadnt si na miesto, kde kondi sipka vychadzajica
z ich miesta, a potom sa stol oto¢i v smere hodinovych ruciciek o jedno miesto. Aky je najvac¢si mozny pocet minut,
ktory uplynie, kiym nebudu vsetci sticasne na svojich pévodnych miestach po prvykrat od zaciatku?

Vysledok. 84

Riesenie. Najprv ukdZeme, Ze potrebny ¢as nemdze byt vicsi ako 84 mintt, a potom ukaZeme, Ze existuju také sipky,
pre ktoré sa 84 mintat nadobtda. V&imnime si, Ze kazdych 7 minat sa stol otoéi do poévodnej polohy. Ak sa teda
pozerame iba na kazd( siedmu mindtu, Iudia sa presaddzaju tak ako pri oby¢ajnej permutacii. V najhor§om moznom
pripade sa kazdy dostane na svoje miesto po dvandstich permutécidch (najmensi pocet aplikicie permutécie siedmych

.....

1-2—-3—>1 4—-7—-6—5—4

Vo vieobecnosti je rad permutécie najmensi spoloény nasobok dizky cyklov v rozklade ako vyssie. Lahko sa mozno
presvedcit, ze 12 je vskutku najvyssi mozny rad. KedZe na stol sme sa pozerali iba kazdych sedem mintt, v najhorSom
pripade bude trvat 7 - 12 = 84 minat, kym sa vSetci vratia na svoje miesta.
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Pokial nakreslime $ipky tak, Ze na zaciatku si miesta vymenia iba prvy a stvrty ¢lovek, po siedmych minatach
bud Iudia ozaj preskupeni podla permutécie

1-2—-23—>1 4—-7—-6—5—4,

ostéva uz iba ukazat, ze do pévodného poradia nevratia skor: Kazdi siedmu minatu budia sedadld 1, 2 a 3 obsadené
svojimi povodnymi uzivatelmi (mozno v inom poradi), ale zvysnych Sest mintat bude aspoii jeden z nich sediet daleko
od tychto miest, ¢ize do pévodného poradia sa nedostant.

Uloha 52. Nech ai,as,as ... je postupnost kladnjch realnych ¢isel. Od élena ay plati, Ze kazdy dalsi ¢len je polovicou

suctu aritmetického a geometrického priemeru jeho susednych ¢lenov. Najdite asss, ak navyse viete, ze a; = % aap = %
Poznamka: Geometricky priemer kladnych realnych cisel = a y je /xy.

Vysledok. 2016

Riesenie. Podmienku vieme zapisat ako

R ANy T _ (Var—1 + \/ars1)
2 4

2
’

ap —

pre vSetky k > 2. KedZe ¢leny postupnosti st kladné, tak to mézme prepisaft

VOk—1 + \/Qk11
(A E—

Zvolme si teraz postupnost by,bs, ..., kde by = /ax a vSimnime si, Ze je aritmetickd. Ozna¢me d rozdiel dvoch po
sebe idtcich ¢lenov postupnosti. Dalej vieme, ze by = \/g aby = %, takze

d:\/ﬁi\/ﬁ: 1
10 214"

Preto vieme vypocitat

2 332 44332
bags = b +332-d:\/7+=:12\/14
338 =01 7 2J/14  2/14

a vysledok je assz = b33 = 2016.

Uloha 53. Adam ma obdlZnik s obvodom 444 a strany dlZok a a b, kde a a b st prirodzené é&isla spliajtace a > b.
Adam skisil pokryt svoj obdlznik §tvorcami s hranou dizky a — b tak, Ze prvy stvorec prilozil do Tavého horného rohu,
a potom pokracoval vo vypliani tak, Ze vytvoril sief rovnobeznii s hranami obdlznika. Ked uz nemal v obdlzniku
miesto na to, aby pridal dalsi Stvorec, tak zistil, Ze plocha, ktorti nevyplnil ,mé obsah 1296. Uréte sumu vsetkych
moznjch dlzok stran $tvorcov, ktorymi Adam mohol vypliaft stvorec.

Vysledok. 166

Riesenie. Mame a = b = r (mod a — b) kde 0 < r < a — b — 1. Preto plocha nezakrytej ¢asti je ra + 7b — r? =
r? + 222r = 1296, ¢o je ekvivalentné s tym, Ze (r — 6)(r — 216) = 0. Oc¢ividne @ > r a b > r, takZe musi r = 6. Ak
odstranime nepokrytt plochu a zvolime # = a — r, y = b — r, dostaneme, Ze obdlznik x x y je pokryty stvorcami
(z—y)x(xr—y)az+y=a+b—2r=210=2-3-5-7. VSimnime si, Ze z — y musi byt delitelom z aj y, teda aj
z + y. ZvoIme delitela d | 210 a polozme z — y = d. Potom pouzijic = + y = 210 vyrieSime vzniknutd ststavu rovnic
a dostaneme

C210+d  210-d
S T
Ked7e rieSenie musi byt kladné celé ¢islo (existuje aspoii jeden Stvorec a hranou a — b = = — y teda kladny) a navyse
x —y > 6 (inak by d bolo mens$ie), mozme vidiet, Ze rieSenie dostaneme, len ak d je péarny delitel 210 taky, Ze
6 < d < 210. Preto d je jedno z ¢isel 10, 14, 30,42, 70 a stcet je teda 166.

Uloha 54. Nech P je bod vnitri trojuholnika ABC. Oznaéme si postupne A’, B’ a C’ prieseéniky priamok AP, BP
a CP so stranami BC, CA, AB. Predpokladajme, ze

|A'P|=|B'P|=|C"P| =3 a |AP|+|BP|+|CP| = 25.

Najdite |AP| - |BP| - |CP|.
Vysledok. 279
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Riesenie. Budeme znadif obsah trojuholnika pomocou hranatych zatvoriek. Nech
a=|AP|, b=|BP|, c=|CP|.

Potom
[PBC] B |[PA’| 3

[ABC]  |AA'|  a+3

a podobne
[PCA] 3 [PAB] 3
[ABC] b+3" [ABC] c¢+3
Dalej, [PBC] + [PCA] + [PAB] = [ABC], teda
3 3 3
i3 i3t as T

b

po odstraneni zlomkov dostavame
54+ 9(a+ b+ c) = abe.

Po dosadeni a + b + ¢ = 25 dostavame abc = 279.

Uloha 55. Zvolme strnast bodov A, ..., Aj4 na kruznici k proti smeru hodinovych rucic¢iek v tomto poradi tak, ze
Ziadne tri rozne usecky dané bodmi Aq,..., A14 sa nepretinaja v jednom bode vo vnitri kruznice k (na kruznici k
mozu). Kika nakreslila vetky uhlopriec¢ky vratane stran strnastuholnika, avSak zo vzniknutej ¢méranice ni¢ nevidela,
a tak sa rozhodla vymazat vSetky strany a uhlopriecky sedemuholnikov A1 A3A5A7AgA11A13 a AsAgAgAgAigA12A,.
Na kolko oblasti rozdelujt zvysné tsecky vnitro kruznice k?

Vysledok. 295

Riesenie. Postupné pridavajme tisecky do prédzdneho obrazka az kym nebudeme mat vysledny obrazok. V§imneme
si, ze ked pridame tisecku tak pocet oblasti, ktoré vznikni je 1 + pocet prienikov a uz nakreslenymi tseckami. Preto
pocet oblasti bude

1 + pocet tseciek + pocet priesecnikov
Nazvime body A1, As, ..., A1z nepdrne a zvy$né pdrne. Nevymazané secky Strnastuholnika st tie medzi parnymi
a neparnymi bodmi. A teda ich je 7-7 = 49.

Aby sme spocitali pocet priese¢nikov, musime si uvedomit, Ze ak sa dve tsecky pretni, tak ich koncové body musia
byt na kruznici v takom poradi, ze parne susedia a neparne susedia. NavySe vieme, Ze takd Stvorica bodov mé prave
jeden priesecnik, preto nam stacéi spocitat pocet tychto stvoriciek. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze A; je
prvy neparny bod v Stvoricke; potom rozdelime body do sedem parov (As, As), (A4, A4s), ..., (A14, A1) a vSimneme
si, ze zvys$né tri body Stvoricky musia byt v roznych paroch. Naopak, fubovolna volba troch roznych parov vytvori
pozadovant Stvoricku bodov: vyberieme neparne ¢islo z prvej dvojicky a parne zo zvys$nych dvoch. KedZe je sedem

moznosti ako vybrat prvy neparny bod a (;) moznosti ako vybrat tri pary, tak mame

7
7 =245

prieseénikov. Aby sme spocitali podet oblasti, sta¢i uz len spoc¢itat 1 + 49 + 245 = 295.
Uloha 56. Néjdite pocet usporiadanjch stvoric (a, b, ¢, d), kde a, b, ¢, d st kladné celé &isla spliiajtce
a+b+c+d=505 a ab=cd.

Vysledok. 800
Riesenie. Vynédsobme prvii rovnicu ¢islom a a dosadenim z druhej rovnice dostdvame: (a+c)(a+d) = 505a = 5-101-a,
pricom 5 aj 101 su prvodisla. KedZe oba vyrazy v zatvorkach su vicsie ako a, tak jedna z nich musi byt rovna 5k
a druha musi byt rovna 101/, pridom kI = a.

Predpokladajme, 7e a+c = 5k a a+d = 101 pre pevné k a [ spliiajice kl = a. Vyjadrime ¢ = k(5—1), d = [(101—k)
ab=>505—a—d—c= (101 —k)(5 — ). Mozeme jednoducho overit, Ze usporiadana Stvorica

(a,b,c,d) = (kl, (101 — k)(5 = 1), k(5 —1),1(101 — k))

spliia druht rovnicu, teda ab = cd a je spravnym rieSenim daného systému pre fubovolné ! = 1,2,3,4ak =1,2,...,100.
Ziadne dve z tychto 400 rieSeni nie st rovnaké. Keby dva pary (ki,11) a (ko,l2) davali to isté vyssie uvedené riesenie,
tak z killl = k‘QlQ a (5 — ll)kl = (5 — lg)k'g vyplyva, 7e kl = ki2 a ll = lg.

Analogicky, pre pripad a + ¢ = 101 a a + d = 5k ziskame 400 po dvoch roéznych rieSeni

(a,b, ¢, d) = (kl, (101 — k)(5 — 1), (101 — k), k(5 — 1))

pre lubovolné | = 1,2,3,4 a k = 1,2,...,100. Ziadne z najdenych riefeni v druhom pripade sa nezhoduje a riesenim
z prvého pripadu, lebo 5k = a + ¢ = 1011 neplati pre ziadne z moznych k a [. Mame teda spolu 400 + 400 = 800 Stvoric.
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