1. feladat Az aldbbi, hdzat abrézold rajz egy négyzetbdl és egy vele azonos oldalhosszu szabalyos haromszoghél all.
Hény fokos a megjelolt szog?

Vilasz: 105°

Magyardzat: Vegyik észre, hogy az dbran a szabdlyos haromszog fels6, illetve a négyzet alsé csucsa kozotti szakasz
egy egyenldszaru haromszog alapja, melynek szogei 150°, 15° és 15°. A keresett szog ekkor 180° — 60° — 15° = 105°.
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2. feladat Egy futballcsapat néhany tagja fotézdson vesz részt. A csapattagok felallnak egy sorba, és mindannyiukon
van egy mez, rajta egy-egy pozitiv egész szdmmal. A tagok mezszama mind kiillénbo6z6. A fotds észreveszi, hogy a
sor jobb szélén all6 jatékos mezszama a 72-es, és minden maés jatékos mezszdma osztdja a tole jobbra &llé szomszédja
mezszamanak (az irdnyokat a fotds szemszogébdl értjiik). Legfeljebb hany jétékos allhat a sorban?

Vilasz: 6

Magyardzat: Jobbrdl balra haladva, a soron kovetkezé mezszdmot az aktudlis mezszambdl egy n > 1 egész szammal
osztva kapjuk, igy a mezszdm legaldbb egy primtényezoje csokken. A jobb szélen 1év6 mezszam primtényezos felbontéasa
72 = 2332, teh4t a sorban legfeljebb 143 +2 = 6 jatékos dllhat. Ez el is érheté példdul a 1,2, 4, 8,24, 72 szamsorozattal.

3. feladat Egy vondszenekar minden tagja tud hegediilni vagy bracsazni, és pontosan a tagok negyede tud mindkét
hangszeren jatszani. Tovabbé tudjuk, hogy 32-en tudnak hegediilni és 23-an brécsazni. Hany tagu a zenekar?

Vilasz: 44

Magyardzat: Jelolje n a vondszenekar tagjainak a szamat! Ha Osszeadjuk a hegediilni tuddk és a bracsazni tuddk
szamat, ez az Osszeg megegyezik a zenekar létszamanak és a mindkét hangszeren jatszani tudok szaménak Osszegével,
utébbiakat ugyanis kétszer szdmoltuk az Osszegzéskor. Mivel 7 zenész jatszik mindkét hangszeren, ekkor

23+32=55=n+2=3n,

igy a keresett tagszam n = 44.



4. feladat Cili 6sszeszorzott 6t egymast kdvetd pozitiv egész szamot, és igy a C' szadmot kapta. David is megtette
ugyanezt, de 6 eggyel nagyobb szammal kezdte a sort, mint Cili. David a D szamot kapta. Mi a legkisebb szam azok
koziil, amiket Dévid Gsszeszorzott, feltéve hogy C/D = 4/57?

Vilasz: 21

Magyardzat: Ha n jeloli a Cili dltal vélasztott legkisebb szdmot, akkor C' = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4). Dévid elsé
szama ekkor az n+ 1, igy D = (n+1)(n+ 2)(n + 3)(n +4)(n + 5). A két szorzat hdnyadosa

4_C nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)  n
5

D (n+1l)n+2)n+3)(n+4)(n+5) n+5

Ezt az egyenletet megoldva n = 20 adédik. A keresett szam David legkisebb szdma, azaz n + 1 = 21.

5. feladat Az aldbbi d4brdn minden kis haromszogbe beirjuk a vele élszomszédos kis haromszogek szamat. Mi az
Osszes lefrt szam Osszege?

Vilasz: 168

Magyardzat: 18 kis hdromszog van a hatdron, melynek két-két élszomszédja van, illetve 3 kis haromszog a cstcsokndl,
melyeknek csak egy-egy élszomszédjuk van. A maradék 64 — 18 — 3 = 43 kis hdromszdgnek rendre harom-hérom
élszomszédja van. A keresett Osszeg igy 3-43 + 218 +3 = 168.

6. feladat Taldljatok meg a legnagyobb olyan n pozitiv egész szdmot, amelyre n? — 5n + 6 primszam.
Vilasz: 4

Magyardzat: n? — 5n + 6 minden egész n-re paros. Mivel 2 az egyetlen paros pozitiv prim, ebbél az n? — 5n + 6 = 2
egyenlet adddik, melynek megolddsai 1 és 4. A keresett legnagyobb n egész szam tehdt a 4.

7. feladat Két 1 sugari kor egy nagyobb kor kézéppontjaban érinti egymast, és a nagyobb kor érinti mindkét kisebb
kort is. Mennyi az dbréan lathato szaggatott szakasz hossza, ha az érinti mindkét kisebb kort, és végpontjai a nagyobb
koron vannak?

Vilasz: 23 = 3.46410
Magyardzat:




A szaggatott szakasz 1 tévolsagra van a két kisebb kor kozos atmérd egyenesétdl, igy felezve metszi a nagy kor
fliggblegesen behuzott sugarat. Ekkor a nagy kor kozéppontja, “északi sarka”, illetve a szaggatott szakasz két végpontja
egy rombuszt alkot, melynek minden oldala, valamint a révidebb, fliggéleges &tldja is 2 hosszu, hiszen ennyi a nagyobbik
kor sugara. Ekkor a szaggatott szakasz egy 2 oldali szabélyos hiromszog magassaganak kétszerese, azaz 24/3.

8. feladat Négy matematikus leiilt egy asztal koré és rendeltek egy nagy tal perecet. Daniel kiment a mosddba.
Majd minden percben Adam, Bea és Cecilia kivettek a talbol egy perecet, harom egyforma darabra tépték, és azt
hdromfelé osztva megették. Egy id6 utdn (egész szdmi perc elteltével) Déniel visszajott az asztalhoz, és aztdn négyen
ették tovabb a pereceket, tovdbbra is percenként Gsszesen egyet, de Ddniel mindegyik perecnek a 2/5 részét ehette meg,
mig a tobbiek fejenként 1/5 részt. Egy idé utdn Adam észrevette, hogy pontosan ugyanannyi perecet evett Osszesen,
mint Daniel. Ekkor abbahagytak az evést. Hogyan aranylik az az idétartam, ameddig Déniel mosdén volt, ahhoz,
ameddig az asztalndl volt?

Valasz: % =0.6

Magyardzat: Jelolje t, azt az idétartamot, amig Déniel hidnyzott az asztaltdl, t; pedig azt az id6t, amig jelen volt.
Mivel Addm és Déniel ugyanannyi perecet ettek,
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9. feladat Prigaban egy pénzvalto iroddban az alabbi érmék kaphatok: az 1 cseh koronas érme 40 eurocentért, a
2 koronés 50 eurocentért, az 5 koronds 1 eurdért, a 10 koronds 2 eurdért, a 20 koronas 4,1 eurdért és az 50 koronas
9,9 eurdért. Mérk szeretné atvaltani mind a 11,8 eurdjat, de nem szeretne két azonos cseh érmét venni. Hany koronat
kaphat Osszesen igy? Viélaszként adjatok meg az Osszes lehetséges megoldés Gsszegét.

Vilasz: 58
Magyardzat: A kovetkezd egyenletet kell megoldanunk:

11.8=04-z1+05 -2zo+1-234+2-24+4.1-25+ 9.9 - x¢,

ahol z; jeloli az i-edik llegkisebb cimlet{i korona arfolyamét. A feltétel miatt minden i-re z; € {0;1}. Mivel
0.4+05+1+2+44.1<11.8, g = 1 szlikségképpen. Ekkor ha x4 vagy x5 valamelyike szintén 1 lenne, akkor atlépnénk
a 11,8 eurds keretet, igy 24 = 25 = 0. Mivel 0.4 + 0.5+ 1 = 1.9, és Mark minden eurdjat be szeretné valtani, ekkor
mindenképp x1 = x2 = x3 = 1 kell, hogy legyen. A feltételeknek megfeleléen tehat Mark csak egyféleképp tudott
valtani, ennek soran pedig 1 + 2 + 5 4+ 50 = 58 cseh koronat kaphat.

10. feladat Egy szabdlyos négyzetracson megjeldltiik az alabbi tizennégy pontot. Hany olyan téglalap van, amelynek
mind a négy csucsa a megjelolt pontok koziil keril ki?

Vilasz: 27
Magyardzat: Hét féle téglalapunk lehet, ahogyan azokat az abrakon is feltintettiik:




7 egységnégyzetlink, 2 darab 2 x 2-es négyzetiink van, 4 olyan, mint a pontozott vonallal hatarolt, és 2 olyan, mint
a szaggatott vonallal hatarolt négyzet. Ezen feliil van 8 darab 1 x 2-es téglalapunk, 2 darab 1 x 3-as téglalapunk, végil
pedig 2 olyan téglalap, amit az alsé abran szaggatott vonal hatarol. Mindez Gsszesen tehdt 7+2+4+24+842+2 =27
téglalap.

11. feladat Melyik az a pozitiv egész n szam, melyre 60 és n legkisebb koz0s tobbszortse 777-tel nagyobb, mint
60 és n legnagyobb kozos osztdja?
Vilasz: 39

Magyardzat: Az 1kkt(60;n) = 777 + Inko(60; n) egyenletet szeretnénk megoldani. A legnagyobb kozos oszté definicié
szerint osztéja 60-nak, igy az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, illetve 60 szamok koziil kertilhet ki. Ezek kozil egyediil
a 3 olyan, melyhez 777-et adva a 60 egy tobbszorosét kapjuk. Ekkor tehdt Inko(60;n) = 3 és 1kkt(60;n) = 780, amibél
60 - n = 3 - 780 adddik, igy n = 39.

12. feladat Egy 1 éli szabalyos tetraéder egyik lapjanak kozepén egy hangya iil. A hangya szeretne atjutni egy
olyan élkozéppontba, ami nem a hangya jelenlegi lapjan helyezkedik el. Mekkora a lehet6 legrovidebb 1t hossza, amin
eljuthat oda? A hangya csak a tetraéder feliiletén méaszhat.

Vilasz: +/7/12 = 0.76376
Magyardzat:

b

“Teritsuk ki” a tetraéder feliiletét a sikba, ahogyan azt az abra is mutatja. A hangya az A pontbdl indul, és B-be
szeretne eljutni. A sikbeli testhdlén a legrévidebb titvonalat az dbran szaggatott vonallal jelolt AB szakasz adja. A PD
szakasz egy 1 oldald szabélyos hdromszog magassdga, hossza a Pitagorasz-tételbdl adédéan |PD| = ? Az A silypont
pedig harmadolépontja a PD szakasznak, igy

2 3

AD| = 2pp| = V3.

3 3

Tovabba |DB| = %, hiszen B oldalfelez6 pont. Mivel DB L DA, a keresett |AB| tavolsdgot ismét a Pitagorasz-tétel

adja:
1

3

7.
AB| = |/ 5 = 0.76376.

13. feladat Egy kalapban négy szémkartya van: 3, 6, 9 és 12. A kartydk koziil Agnes, Betti, Cili és Déra is kihnizott
egyet-egyet. Az aldbbi 4dllitdsokat mondtak a kihtzott kértyajukrol:

7

|AB|* = |AD|* + |DBJ* = o

+1—
1

amibdl

° Agnes: Kétszer akkora szamot hiztam, mint Déra.
e Betti: Haromszor akkora szamot huztam, mint Déra.
e Cili: Négyszer akkora szamot hiiztam, mint Déra.

e Doéra: Nem én hiiztam a legkisebbet.

Tudjuk, hogy ketten mondtak igazat és ketten hazudtak. Mennyi a két hazugndl 1év6 szamkartyak szorzata?



Vilasz: 27

Magyardzat: Ha Déra kezében lenne a 3-as kartya, akkor 6 lenne az egyik hazug, igy a masik harom allitas koziil
pontosan egy lenne hazugsig. Ez viszont lehetetlen, mert ekkor a masik harom lany koziil kettonek ugyanazt a
szamkartyat kellett volna hiznia. Ha Déra a 9-as vagy a 12-es kartyat huzta volna, akkor mindenki més éllitdsa hamis
lenne, igy kizardsos alapon Ddra kezében a 6-os kartya van. Ekkor a harom masik lany koziil egyediil Agnes mondhatott
igazat, az 6 kezében tehdat a 12-es kartya van. fgy tehat Betti és Cili, a két hazug lany kezében a 3-as és a 9-es kartydk
vannak, a keresett szorzat pedig 27.

14. feladat Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 24 pozitiv osztdja van, és koziilitkk pontosan
8 paratlan?
Valasz: 420

Magyardzat: Ha egy n pozitiv egész szam primtényezos felbontdasa n = p1®* - ... pp®, akkor n osztéinak szama
(a1 +1)-...-(ar +1). Nyilvdn a pératlan osztok széma csak a 2 hatvdnykitevjétdl fligg a primtényez8s felbontdsban.
Mivel 24 = 23 - 3 és pontosan 8 paratlan oszté van, a primtényezds felbontdsban 2 hatvanya 2 lesz. n-nek ezen feliil
vagy 3 kiilonbozd, elsé hatvanyon szerepl paratlan primosztéja van, vagy két kiilonb6z6 paratlan primosztdja, melyek
koziil egyik az els6, a masik pedig a harmadik hatvanykitevével szerepel a felbontasban, vagy pedig egyetlen paratlan
prim a hetediken. Mivel a legkisebb alkalmas n-et keressiik, az 6sszehasonlitandé szorzatok ebbdl a 3-5-7; 33 - 5; 37
lesznek, ezek koziil pedig a 3-5 -7 a legkisebb. fgy n=22.3.5.-7=420.

15. feladat Van egy négyzetiink és egy koriink, melyek kozéppontja azonos. Ha a két sziirke rész azonos teriiletti,
akkor hanyszorosa a négyzet oldala a kor sugaranak?

Vilasz: /7 = 1.77246

Magyardzat: Ha a sziirke tartomanyok egyenld teriiletiiek, akkor a kor- és a négyzet teriilete is megegyezik, hiszen
mindkét alakzat tertiletét megkaphatjuk a kozos tertiletrésznek és a megfeleld sziirke tartomény teriilete négyszeresének
Osszegeként, mivel kozos kozéppontja van a két sikidomnak. Ha a jeloli a négyzet oldalhosszat és r a kor sugarat, akkor
ebbdl kivetkezik, hogy a? = r?7, igy a keresett ardnyszédm a : 7 = /7.

16. feladat Lenke leirja egymas mellé balrdl jobbra az 1,2,3,...,20 szdmokat, és a szamok ko6zott minden résbe beir
egy plusz vagy egy minusz jelet. Hanyféleképpen tudja beirni a jeleket gy, hogy a kapott miiveletsor eredménye 192
legyen?

Valasz: 5

Magyardzat: Mivel Lenke csak a szamok kozé ir el6jeleket, az 1 eljele mindenképpen pozitiv. Ha minden eldjel
pozitiv lenne, akkor 210 addédna Osszegként, igy ezt az Osszeget 18-cal kell csokkenteniink. FEz azt jelenti, hogy a
megvaltoztatandoé eléjelll szadmok Gsszege ennek a fele, azaz 9 kell, hogy legyen. Ezt legfeljebb 3 szam Osszegébdl
tudjuk el6éllitani. Mivel az 1 mindenképp pozitiv, az egyetlen alkalmas szamhdrmas a (2,3,4). A szdmpéarok kozil a
(2,7), (3,6), (4,5) adjak a megfeleld dsszeget, végiil pedig az is kiadja a kivdnt eredményt, ha csak a 9-es szdm eléjelét
véltoztatjuk meg. Osszesen ez tehat dtféle el6allitds.

17. feladat Egy egyenl6 szard derékszogi haromszogbe behelyeztiink harom négyzetet az dbran lathaté modon:




Mekkora részét foglalja el a tiirkiz négyzet a haromszog teriiletének?

Vilasz:  1/81

Magyardzat: A megoldas kulcsa azon megfigyelésben rejlik, hogy a sarga négyzet oldalhossza a nagy egyenld szaru
derékszogli haromszog atfogdja hosszanak egyharmada. Ez konnyen latszik, ha példaul a négyzet altal levagott, az
abran a négyzettol balra illetve jobbra elhelyezked6 egyenld szard derékszogi haromszogeket négyzetté egészitjilk ki.

Ebbdl kovetkezik, hogy a sarga négyzet és a nagy haromszog teriiletaranya

NN
() -4

Ismét az el6bbi megfigyelést alkalmazva kapjuk a tiirkiz négyzet és a nagy haromszog teriiletaranyat, azon észrevétellel
kiegészitve, hogy a tiirkiz négyzet oldalhossza a sirga négyzet oldalhosszanak egyhatod része, igy a két négyzet
teriiletardnya %. Ebbdl pedig a keresett teriiletarany % . % = Sil'

18. feladat Mennyi az Gsszes olyan pozitiv egész szdm Osszege, amely nem irhaté fel 2a + 3b alakban tgy, hogy a és
b relativ prim pozitiv egészek legyenek?

(Az m és n pozitiv egészeket relativ primeknek nevezziik, ha legnagyobb kozds osztdjuk 1.)

Valasz: 26

Magyardzat: Konnyen lathato, hogy az 1,2,3,4, 6,10 szamok egyikét sem tudjuk ilyen alakban felirni, ezek Gsszege 26.
A t6bbi szdm viszont eléallithaté az aldbbi mddon (jeloljiik az eléallitandé szadmot n-nel):

(a,b) = (252,1) ha n 5-nél nem kisebb paratlan;

(a,b) = (21 — 3,2) ha n = 4] > 8 (azaz n néggyel oszthat6 és n > 8 );

(a,b) = (2l — 5,4) ha n = 4l + 2 > 14 (azaz ha n kett6vel oszthatd, de néggyel nem és n > 14 ).

19. feladat Egy polinomot patronszeriinek neveziink, ha két egész gyoke van, melyek 1-gyel térnek el egymastol,
minden egyiitthatdja egész, és egyiitthatéinak dsszege 2020. Hany patronszerti masodfoki (azaz ka? + lz + m alaki)
polinom létezik?

Vilasz: 4

Magyardzat: Mivel a polinomnak két gyoke van, felirhaté ¢ - (x — a) - (x — b) alakban, ahol a és b az egész gyokok, ¢
pedig a polinom féegyiitthatéja, igy maga is egész. Az egyltthatok osszege konnyen felirhaté c¢(a — 1)(b — 1) alakban.
Mivel ez a feltétel szerint 2020 = 2 -2 -5 - 101, tovabba az egész gyokok kiilonbsége miatt a — 1 és b — 1 kozott is 1 az
eltérés, 4 lehetséges médon kaphatunk ilyen polinomot (2020 = 1010 -1 - 2; 2020 = 1010 - (—1) - (—2); 2020 = 101 - 4 - 5;
2020 = 101 - (—4) - (=5)).

20. feladat Egy vonatszerelvény 40 kocsibdl allt, melyek a vonat elejétdl a vége felé haladva 1-t6l 40-ig voltak
szdmozva. Minden kocsiban 40 utas fér el. Kezdetben egy utas iilt az 1-es kocsiban, ketté a 2-esben, ..., negyven
utas a 40-esben. Viszont egyszer csak technikai okok miatt az utolsé kocsit le kellett kapcsolni a vonat végérol, igy
mindenkinek, aki abban utazott, at kellett tilnie egy kisebb sorszamu kocsiba. Ezt ugy tették meg, hogy elindultak a
vonatban el6refelé, és leiiltek az elsé szabad helyre. (Ha a kocsi minden széke foglalt volt, akkor tovabbmentek az
eggyel kisebb sorszdamu kocsiba, stb.) Sajnos kés6bb a vonatiit sordn ugyanez megtortént a 39-es, majd a 38-as, ...,
majd végiil a 23-as kocsival is. Mindezek utdn hényan iiltek a 2-es kocsiban?

Valasz: 19

Magyardzat: Figyeljik meg, hogy Gsszesen 40 - 41/2 = 820 utas tartézkodik a vonaton. Az Gsszes lekapcsolds utédn 22
kocsi marad, ekkor miutan mindenki helyet foglalt, az utolsé 20 kocsinak tele kell lenni, ellenkezd esetben legfeljebb
14243941940 = 802 utas férne el a fennmaradé kocsikban Gsszesen. fgy az els6é két kocsiban Osszesen 20 utast kell
elosztani. Ebb6l kovetkezéen az els6 kocsiban nem tértént létszamvaltozas, igy a masodik kocsiban 19 utas foglal helyet.



21. feladat Janos nem tudott boritékot vasarolni, igy gy dontott, készit maganak. Egy téglalap alaki boritékot
szeretne, ehhez vesz egy négyzet alakd papirlapot, amelynek az atméréje 30 cm, behajtja a jobb és bal sarkokat. Ezutan
behajtja az alsé sarkot, és a felsé sarok behajtasaval tudja becsukni a boritékot. Ahhoz, hogy jol tudja Gsszeragasztani
(és leragasztani) a boritékot, szitksége van pontosan 1 cm dtfedésre (1dsd az dbrdn). Lecsukds utdn a bor{ték felsd
csiicske nem lehet az alsé éle alatt. Legfeljebb milyen széles lehet a boriték (cm-ben)?

Vilasz: 18

Magyardzat: Jelolje a és b rendre a boriték szélességét és magassagat, d pedig a négyzet atmérdjét. A fliggbleges
hajtasi vonalak altal keletkezett derékszogli egyenloszaru haromszogeket megfigyelve kaphatjuk, hogy d = a + b + 2.
Azért, hogy a feltételnek megfeleléen tudjunk hajtogatni, teljesiilnie kell az 452 < b, azaz b > g egyenlGtlenségnek.

2
Ebb8la<d—9—-2=2d-2=18.

22. feladat Marta gy valasztotta ki az a, b és ¢ pozitiv egész szdmokat, hogy a + b, b+ ¢ és ¢ + a harom kiilonbzé
négyzetszam legyen. Mi a + b + ¢ legkisebb lehetséges értéke?

Vialasz: 55

Magyardzat: Vezessiik be az a +b=d?, b+ c = €2, ¢+ a = f? egyenldségeket, ahol d; e; f kiilonbozd pozitiv egészek.
Feltehetd, hogy d < e < f és mivel Marta szamai mind pozitivak,

d+e*=a+c+2b>a+c=f> Q)

A keresett osszeg (d? + €2 + f2)/2, ami szintén egész, gy a harom négyzetszam osszege sziikségképpen paros. A
legkisebb megolddst a (d?,e?, f?) = (25,36, 49) szamharmas adja, amib6l a keresett dsszeg a + b+ ¢ = 55.

23. feladat Az aldbbi dbran hényféleképpen tudunk eljutni A-bdél B-be 1gy, hogy minden nyilat legfeljebb egyszer
haszndljunk? (Egy lehetséges utat berajzoltunk lildval.)

N

o—>0

Vilasz: 162 =234
Magyardzat: Az elsé elagazdsnél kétfelé indulhatunk. Az ezutan kovetkezd 4 egymaés alatti pontpar esetében pedig

pontparonként harom lehetéségilink van aszerint, hogy 0, 1 vagy esetleg mindkét fiiggbleges élt hasznaljuk, miel6tt
tovabbhaladnank jobbra. Ez 6sszesen 2 - 3% = 162 lehetséges titvonal.

24. feladat Hany olyan négyjegyli szdm van, amelyben barmely két szomszédos szamjegy pontosan 3-mal tér el
egymastél? (A szdm nem kezdddhet nulldval.)

Vialasz: 29

Magyardzat: A kévetkezé médon kédoljuk a lehetséges négyjegyii szamokat: Az adott szdmjegy helyére az N betiit
irjuk, ha a soron kovetkez6 szamjegy nagyobb, ha pedig kisebb, azt K beti jelzi. Ilyen médon példaul az 1474 kédja
NNK, mig az 1414-et az NKN kod jelzi. Az elsé szamjegy ismeretében a kod mar egyértelmilen meghatdrozza a
négyjegyti szamot, igy elég a 23 = 8 lehetséges kédra kiilon-kiilon &sszeszamolnunk a megfelelé kezdd szdmjegyeket.
Ezeket a kovetkezd tablazat foglalja magaba:

kéd NNN | NNK | NKN | NKK | KNN | KNK | KKN | KKK
lehetséges els6 szamjegyek | nincs | 1-3 1-6 3-6 3-6 3-9 6-9 9

fgy Osszesen 3+ 6 +4+4 47+ 4+ 1 =29 négyjegyt szam felel meg a feltételeinknek.



25. feladat Egy egységnégyzetbe két azonos méretii kort rajzoltunk, amelyek érintik egymast és a négyzet oldalait.
Az abran egy kisebb négyzet egyik sarka kozos a nagyobb négyzetével, és érinti a két kor. Mekkora a kis négyzet
oldalhossza?

/

4 . 1 _ -
Vilasz: T = V2 —1=0.41421
1—x

Magyardzat: Legyen x a kis négyzet oldalhossza, valamint jelolje r a korok sugarat. Ekkor r = -5%. A két kor
kozéppontja és érintési pontja négy szakaszra osztja a négyzet /2 hosszi 4tl6jat. Ebbél kettd a kor sugara, kettd pedig

r oldali négyzetek atléja. Ebbol felirhato

V2 =2r+2v2r = (1 —2)(1+V?2),

ez pedigaz x =1 — 1;(2/:7 = 1+1\/§ = v/2 — 1 megoldéshoz vezet.

26. feladat Az x1,xo,..., T2 valds szdmokra teljesiilnek a kdvetkezd tulajdonsagok:
e Barhogy adjuk Ossze a szdmokat egyetlen x; kivételével gy, hogy ¢ paratlan, eredményiil mindig 2-t kapunk.
e Biarhogy adjuk Ossze a szdmokat egyetlen x; kivételével gy, hogy ¢ paros, eredménytil mindig 0-t kapunk.

Mennyi lesz az x1 + x2 + - - - + To929 Osszeg értéke?
Vilasz:  2020/2019

Magyardzat: Ha a feltételként megfogalmazott Gsszes egyenletet 6sszeadjuk, akkor

2019(x1 + 2 + -+ - + x2020) = 1010 - 24 1010 - 0 = 2020,

2020

adédik, ebbdl pedig a keresett Osszeg 557 -

27. feladat Két jatékos jatszik egy jatékot, felvaltva lépnek. Minden 1épésben atvaltoztatnak egy pozitiv egész n

szamot egy masik pozitiv egész szamma az [g, g] intervallumban. Az a jatékos, aki nem tud lépni, veszit. Hany olyan

kezdészam van az [1,1000] intervallumban, amivel az els6 jatokos nyer, ha optimaélis stratégiaval jatszik?
Valasz: 620

Magyardzat: Nevezziink egy pozitiv egész szamot nyerdnek, ha alkalmas stratégidval jatszva az els6 jatékos gyozelme
garantalt, valamint nevezziink egy pozitiv egész szamot vesztdnek, ha nem nyerd. Vegyiik észre, hogy egy n pozitiv
egész szam pontosan akkor nyerd, ha van vesztd szam az [%, %} intervallumban. Hasonloképp figyeljiik meg, hogy egy n
szam pontosan akkor veszto, ha az [%, g] intervallumban minden egész szdm vesztd (beleértve azt az esetet is, amikor
nincs egész szdm ebben az intervallumban).

Vildgos, hogy az 1 veszté szam, igy a kordabbi megfigyelések alapjan a 2 és a 3 nyer6 szamok. A 4,...,7 ismételten
veszt6 szamok, mivel ezek barmelyikét n-nek valasztva [%, %] NN C {2,3}. Ugyanigy adédik, hogy 8, ..., ?1 nyerd
szamok, stb. Ezen a mdédon folytatva megkapjuk, hogy 44, ...,129, 260, ..., 777 Ggyszintén nyerd szamok. Osszesen

tehat 620 nyerd szam van.

28. feladat Két kor, melyek atméréje AB = 17 és AC = 7, az A és D pontokban metszik egymast. Tudjuk
tovabba, hogy C'D = 4. Vegyiik a két kor kozéppontjanak Osszes lehetséges egymadstol valo tavolsagat és szamoljuk ki a
szorzatukat!

Vialasz: 60

Magyardzat: Thalész tétele kovetkeztében a D csicsndl derékszog van mind az AD B, mind pedig az ADC héromszog
esetén, ezért a B;C; D pontok egy egyenesre illeszkednek. Pitagorasz tétele adja B.D hosszét: BD =172 — (72 —42) =
162 és igy BD = 16. fgy tehat BC = 16 + 4 attdl fiiggden, hogy a kisebb kér kdzéppontja a nagyobb koron beliil vagy
kiviil helyezkedik el. A koézéppontokat 6sszekotd szakasz az ABC haromszog BC' oldallal parhuzamos kézépvonala,
ezért ennek a szakasznak a hossza a BC' szakasz hosszanak fele, igy tehdt 12/2 = 6 vagy 20/2 = 10. A lehetséges
hosszak szorzata ezért 60.



29. feladat Egy jarat tizennégy dllomdasan Gsszesen hét trolibusz kozlekedik. Mindegyik trolibusz az egyik allomé&srdl
indul és egy irdnyba halad egészen addig, amig el nem éri a jarat els6 vagy utolsé allomésat, ahol megfordul és az
ellenkez6 iranyba halad tovabb. Mindegyik trolibusz alland6 sebességgel mozog és pontosan egy dllomasnyit halad egy
perc alatt. A kozlekedési kézpont tgy helyezte el a trolibuszokat, hogy

1. az Osszes allomdason legfeljebb egy trolibusz van, valamint

2. egy percen belill is legfeljebb egy trolibusz lesz az Gsszes dlloméason attdl fliggetleniil, hogy melyik iranyba haladnak
a trolibuszok.

Hényféleképpen torténhetett ez az elhelyezés, ha a trolibuszokat egyformédnak tekintjiik?
Valasz: 20

Magyardzat: A trolibuszok nem lehetnek egymastol két dllomas tavolsdgra. Nyilvanvald, hogy a paros és paratlan
allomasok egymastdl fliggetlenek, ahogy az is, hogy legfeljebb 4 trolibusz dllhat mind a paros, mind a paratlan
allomasokon. fgy az egyik "fajta” allomason 3, mig a masikon 4 trolibusznak kell dllnia, tehat a megoldas 2 - IV, ahol
N azon esetek szama, ahanyféleképpen 3 trolibuszt el tudunk helyezni 7 alloméason egy sorban ugy, hogy legalabb
egy-egy szabad dllomas legyen koztiik. El6szor a 4 ”"koztes” szabad allomast kell elképzelniink, majd koréjik helyezni a
harom trolibuszt. Az elsé trolibuszt 6tféleképpen helyezhetjiik el, a masodikat négyféleképpen, a harmadikat pedig
haromféleképpen. Mivel a trolibuszok egyformak, N értéke N = (5-4-3)/(3-2-1) = 10. Igy a végsd megoldds
2-10 = 20.

30. feladat Mariann irt egy 2020 oldalas konyvet, melynek oldalait a kovetkezOképp szamozta: 1,2,3,...2020.
Miutdn dtnézte a kéziratot, a konyv elejére beillesztett egy 11 oldalas Gsszefoglalét. Hany szamjegyet kell atirnia ahhoz,
hogy minden oldalon a helyes oldalszam szerepeljen a beillesztés utan? Egy régi oldalszam egy szamjegye szerepelhet
egy 14j oldalszdmban, de csak azonos poziciéban (egyesek, tizesek, szdzasok...). Az Gjonnan leirt szdmjegyek, mint
példaul a 95 — 106 atirasban szereplo 1-es, nem szamitanak bele az Gsszegbe.

Vilasz: 4251

Magyardzat: Elbszor nézziik meg, hogy hany szdmjegy maradt ugyanaz. Azt konnyen lathatjuk, hogy az egy-, és
kétjegyl szamok esetén semelyik szamjegy se marad ugyanaz, ha hozzdadjuk a 11-et. Vagyis csak azok a szamjegyek
maradhatnak ugyanazok, amik a szazas vagy ezres helyen szerepelnek. Ha az utolsé két szdmjegy 00 és 88 kozt van,
akkor a szdzas és ezres helyiérték ép marad. A 89 és 99 kozti szdmokndl a szdzas helyiérték megvéltozik. Ezenkiviil az
1000 és 1988 kozti szamoknal az ezres helyiérték se fog valtozni. Osszesitve 1999-ig, 19 - 89 + 989 = 2680 szamjegy
marad ugyanaz. Ezenkiviil 2000 és 2020 kozt 21 szadm esetén nem fog valtozni az ezres és a szazas helyiérték. Ez még
2 - 21 = 42 fix szamjegy, azaz Osszesen 2680 + 42 = 2722 szamjegy marad ugyanaz.

Most szamoljuk meg, hogy hany szamjegy lesz Gsszesen. 1-t6l 9-ig 9 darab, 10-t6l 99-ig 90 - 2 = 180 darab, 100-t6l
999-ig 2700 darab, 1000-t6l 2020-ig pedig 1021 - 4 = 4084 darab. Ez Osszesen 6973 szdmjegy, amibdl le kell vonni a 2722
valtozatlan szadmjegyet, vagyis Osszesen 4251 szamjegyet kell atirni.

31. feladat Az alabb lathaté Plinko doboz tetején bedobunk egy korongot, ami lefelé csuszik egészen addig, amig a
doboz aljan kiesik. Hanyféle kiilonb6z8 tdtvonalon juthat le a korong a doboz aljara? (Egy példa ldthaté az dbran.)

Valasz: 65

Magyardzat: Minden utelagazasra irjuk rd azt a szamot, ahdnyféleképp onnan a korong tovabbhaladhat. Ezt alulrdl
felfele végezziik, a kijaratra 1-et irva. Minden tovabbi elagazas a kozvetleniil alatta 1évo elagazasokra irt szamok
Osszegét kapja.




32. feladat A kirdly és 100 lovagja leiilnek a kerekasztal koré. A vegetarianusoknak sajtot szolgalnak fel, mindenki
masnak csirkét. A kiraly észreveszi, hogy a téle balra 16 lovagnak nagyobb adag csirke jutott, mint neki, igy
megparancsolja, hogy mindenki adja tovabb a tanyérjat a tole jobbra tlének. igy a kiraly elé megfelel6 mennyiségii
csirke kertil, viszont 64 lovag nem a neki megfelel6 fogast kapta, {gy mindenki Gjbél eggyel jobbra adja a tanyérjat. A
kiraly tanyérjan ismét kevesebb csirke van, mint a téle balra 1il6 lovag el6tt, igy a jelenlévok harmadjara is eggyel
jobbra adjak tanyérjukat. Ezutédn Osszesen 2 lovag (de nem a kirdly) elétt van az étrendjétél eltérd fogas, ugyhogy
helyet cserélnek egymadssal és megkezdddik a lakoma. A kirdly hany lovagja eszik csirkét?

Vialasz: 68

Magyardzat: Vegytik észre, hogy a kirdlynak és a baljan iil6é harom lovagnak is csirkét szolgédltak fel. fgy a harmadik
csere utan a kirdlytdl balra az elsé vegetarianus fogas egy hisevo lovaghoz keriil, mig a kiralytol jobbra tlék kozil a
legels6 vegetaridnus elé csirke keriilt, {gy végiil 8k cserélnek helyet. (Az dbrén a hisevéket M-mel, a vegetdridnusokat
V-vel jeloltiik.)

Mindenki méas ugyanazt a fogast kapta, amit a télitk harommal balra iilo, igy az iilésrend igy nézett ki:

“ary, g
v N
MMVMMMﬂVMMVM

fgy az elso cserét kovetGen minden vegetaridanus és a vegetarianusoktdl eggyel jobbra 1l husevok kaptak az étrendjiiktol
eltérd lakomdt. A vegetdridnusok szdma ezért 64/2 = 32, azaz a maradék 100 — 32 = 68 lovag eszik csirkét a kirdllyal
egyetemben.

33. feladat David szeretne rajzolni egy ABC haromszoget, valamint az AB oldalra egy D bels6 pontot és BC
oldalra egy FE bels6 pontot gy, hogy az ABC, AEC, ADE, BDFE haromszogek hasonlék legyenek. Mi a BAC' szog
fokban kifejezett lehetséges értékeinek Gsszege?

Vidlasz: 150

Magyardzat:
C
C
£ 3
v Q E
B ol
5
7 ala g B gl g
A D B A D B

A lehetséges eseteket figyelembe véve, az dbra Gsszes szoge megegyezik a-val, 5-val vagy y-val (ezek az ABC haromszog
belsd szogei). Nyilvdnvald, hogy EAC = 8 és AEC = a. Mivel az EDA és EDB szogek Osszege 180° és egyforménak
kell lenniiik, vagy o vagy ~ értéke 90°. Ellenorzéssel megkapjuk, hogy az elébbi eset egy lehetséges megoldas, az
utébbibdl pedig kovetkezik, hogy a = 60°. Tehat a végeredmény 90° + 60° = 150°.

34. feladat Ot éjszakai miiszakban dolgozé munkésnak be kell osztania a kovetkezd 10 éjszaka miiszakjait tgy, hogy
minden éjszaka pontosan két munkas dolgozik és ezek a munkasok nem kaphatnak a kovetkezd éjszakara is miiszakot.
Haényféle olyan idébeosztas létezik, amelyben szerepel a munkédsok Gsszes lehetséges parosa?

Vilasz: 240

Magyardzat: Jeloljik pontokkal a munkasokat, és kossiink 6ssze két pontot, ha beosztottuk Sket egy parnak éjszakéra.
Lathatjuk, hogy 55—4 = 10 parositas létezik, azaz minden par pontosan egyszer fog egyiitt dolgozni. Az els6 éjszakéara
10-féleképpen valaszthatjuk meg a pért, a masodikra 3-féleképpen, a harmadikra és negyedikre pedig 2 — 2-féleképpen.
Lathatd, hogy eddig mindegy, hogyan vélasztottunk, mivel minden esetben hasonlé rajzot kaptunk. Az 6tédik valasztas
utdn viszon kétféle dbra keletkezhet. Vagy kapunk egy 5 hosszu kort, vagy egy 4 hosszu kort egy ,farokkal”. Az
el6bbi esetben a tovabbi folytatasi lehetOségek szdma 1, 2, 1, 1 és 1 lesz a tovabbi éjszakakon, mig a 4 hosszu koros
kezdés nem fejezhetd be, mivel az utolsé két lépésnek tartalmaznia kéne a , farok” végét. Osszesitve megkapjuk, hogy
10-3-2-2-2 =240 lehet6ség van.
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35. feladat Lucdnak van egy haromszoge, melynek oldalai 32, 50 és = egység hossziak. Tudjuk, hogy van egy olyan
ehhez hasonlé haromszog, melynek két oldalhossza megegyezik Luca haromszogének két oldalhosszaval, viszont nem
egybevagd vele. Mennyi x lehetséges értékeinek Osszege?

Vilasz: 27721/200

Magyardzat: Legyenek a < b < ¢ Luca haromszégének oldalhosszai. A feladatban leirtak csak akkor teljesiilhetnek,
ha az oldalhosszakra igaz, hogy a : b = b : ¢. Ennek ismeretében harom lehetséges eset van: (1) a = 32, b = 50, ami
azt jelenti, hogy z = ¢ = 50 - %; (2) a = 32, ¢ = 50, ami azt jelenti, hogy z = b = v/32- 50 = 40; vagy (3) b = 32,
¢ =50, ami azt jelenti, hogy x =a =32 - %. Az z értékek kiszamoldsa utan ellendrizhetjiik, hogy ezeknek az eseteknek
mindegyikével kaphatunk hasonld, de nem egybevigd hdromszoget. A végeredmény a harom x érték Gsszege.

36. feladat Egy futé egy szabdalyos 40-szog alaki futépélyan edz. Az edzésterve a kovetkez6: eldszor a sokszog
egyik cstucsabdl az éra jarasnak megfelel6 irdnyban indulva mindig réviden megpihen a kovetkezd csucsnal. Ezt addig
folytatja, amig vissza nem ér a kiinduléponthoz, ahol szintén pihen egy keveset. Ezutan 4j korbe kezd, ezittal azonban
csak minden mésodik cstcsnal 4ll meg pihenni, mindezt addig folytatva, mig Gjra meg nem all a kiindulopontnal.
Minden ilyen alkalommal az 1j kort kezdve eggyel megnoveli azon élek szamat, melyeken pihenés nélkil végigfut. Ezt
egészen addig folytatja, amig meg nem teszi a teljes kort pihenés nélkiil. Osszesen hényszor 4llt meg pihenni a futé, ha
az elsé kor el6tt, illetve az utolsé koér utan nem tartott pihendt?

Valasz: 902

Magyardzat: Vegytk észre, hogy a futd W%wa) szakaszt fut le dgy, hogy a szakasz a élb6l 4ll, ahol LNKO(z,y) az
x és y szdmok legnagyobb kozos osztéja. Az Osszes lehetséges d = LNKO(40, a)-ra listdzzuk az a értékeit:

e d=1,haac{1,379,11,13,17,19,21,23,27,29, 31, 33, 37, 39}
o d=2 haac {26, 14,18,26,34,38)},
e d=4 haae€ {4,12,28,36},

d=5,haac {5,15,25 35},

d=8, haa e {8,16,24,32),
o d =10, haa € {10,30},

e d =20, ha a € {20},

e d =40, ha a € {40}.

Az Gsszes megtett szakasz szamat megkaphatjuk, ha a %O—t Osszeszorozzuk a d-hez tartozd lehetséges a-k szamaval, majd

Osszegezziik a lehetséges d-kre.! Vagyis a kijové szakaszok szama 40-16+20-8+10-4+8-4+5-4+4-24+2-1+1-1 = 903.
Ami azt jelenti, hogy a futé 902-szer allt meg pihenni.

37. feladat Egy kocka alaku bolygén él6 doktorandusz egy utazasi keretet szeretne elkolteni, melybdl a kocka
csucsaiban 1év egyetemek latogatdasat finanszirozza. A keret 2020 ut megtételét fedezi, és a doktorandusznak a teljes
keretet fel kell hasznalnia. Sajat egyetemérdl indulva a kovetkezo uticélt mindig véletlenszeriien vélasztja a szomszédos
csucsok kozil azzal az egy kikotéssel, hogy a sajat egyetemére mindaddig nem térhet vissza, amig marad a keretbdl. Mi
annak a valdszinilisége, hogy a 2020-adik 1t végén éppen a sajit egyetemére ér vissza?

Vilasz:  2/9

Magyardzat: Nevezzilk a kocka kiindulé csticsét (ahol a doktorandusz sajat egyeteme van) A-nak, a szomszédos
csucsait Bi-nek, Ba-nek és Bs-nak, ezek (A-t6l kiilonbozé) szomszédos csicsait Cq-nek és Cy-nek, az utolsé csicsot
pedig D-nek. Konnyen lathatjuk, hogy pdratlan szdmu 1épés (utazds) megtétele utdn csak B;-be vagy D-be érkezhetiink,
paros szamu 1épés megtétele utan pedig csak C;-be vagy A-ba (utébbi nem engedélyezett a 2020-adik 1épés elétt).
Legyen P, (V) annak a valésziniisége, hogy n 1épés utdn a V csticsba érkeziink meg. Mivel a kocka szimmetrikus,
bérmely n érték esetén igaz, hogy P, (B1) = P,(B2) = P,(B3) =: P,(B), és ugyanez elmondhaté a C; csicsokrdl is. A
szabalyok alapjan kiszamolhatjuk az els6 1épések nem nulla értékii valosziniiségeit:

o Py(A) =1
e P/(B) =1
o P(C)=1
o P3(D) =1, Py(B) =2

1Ez az érték kifejezhetd az Euler-féle fiiggvénnyel, mint ¢(40/d).
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[ ] P4(C) = %

Ha észrevessziik, hogy 4 1épés utdn ugyanaz a helyzet all fenn, mint 2 1épés utan, rdjohetiink, hogy a folyamat ismétlédik,
igy Pao19(B) = %. Ebbél kovetkezik (mivel az utolsé 1épésnél ismét lehetséges az A-ba vald visszatérés), hogy

Prga0(A) =3 -

W=
Nol )
©

38. feladat Legyen tetszSleges z valds szam és n egész szam esetén xxn = (2—2)" + 23 — 622 + 122 — 5. Hatdrozzatok
meg az Osszes a valds szam Osszegét, mely kielégiti az

(... (a%2020) %2019) % - *x2) x1 =a

egyenletet.
Vilasz: 27

Magyardzat: Vegyik észre, hogy barmely valos z-re igaz, hogy = x 3 = 3. Ebbdl konnyen kiszamolhaté, hogy az
egyetlen megoldds a = (3x2)x1 =51 =27.

39. feladat Négy barat eldontotte, hogy beiratkoznak négy elérhetd tanfolyam koziil valahanyra. Mindegyikiik
legalabb egy tanfolyamra beiratkozik, és pontosan egy olyan tanfolyam lesz, amire a baratok koziil tobb mint egy
ember beiratkozik. Hanyféleképpen tehetik ezt meg?

Vilasz: 2052

Magyardzat: A tanfolyamok legyenek 1, 2, 3, 4, a bardtok A, B, C, D. Feltételezhetjiik, hogy az 1-es tanfolyam az,
amelyikre tobben is jelentkeznek (az ezen feltételezéssel kapott eredményt 4-gyel kell szorozni a végeredményhez). A
2-es, 3-as és 4-es tanfolyamokra egyenként Gtféleképpen lehet jelentkezni: A, B, C' vagy D jelentkezik, vagy senki. Ez
Gsszesen 53 = 125 lehetéség.

Most ezt a 125 lehet6séget csoportositsuk aszerint, hogy hdnyan jelentkeztek a 2-es, 3-as és 4-es tanfolyamra. Egy
olyan eset van, amikor senki nem jelentkezett, és 4 - 3 - 2 = 24 eset van, amikor harman is jelentkeztek. Van olyan,
hogy pontosan egyvalaki jelentkezett ezekre: ekkor 6t magat 4-féleképp valaszthatjuk ki, a jelentkezett kurzusok
részhalmazait pedig 23 — 1 féleképpen (mivel a 2-es, 3-as és 4-es koziil legaldbb egy kurzusra el kell mennie). Ez ésszesen
28 lehet6ség. Az utolsé eset, amikor pontosan két barat jelentkezik a 2-es, 3-as és 4-es tanfolyamra, ezeknek a szdma
125 -1 —-24 — 28 = 72.

Most az emlitett esetekhez szamitsuk ki, hogy hanyféleképp jelentkezhetnek a bardtok az 1-es kurzusra. Aki mar
jelentkezett a tobbi valamelyikére, az szabadon eldontheti, hogy jon-e az 1-esre is, aki viszont nem jelentkezett, annak
kotelez6 az 1-esre jonnie. Ha 0 barat jelentkezett a tbbi kurzusra, akkor 2° = 1 lehet6ség van, ha 1 bardt jelentkezett,
akkor 2! = 2, ha 2 barat jelentkezett, akkor 22 = 4, ha viszont 3, akkor csak 2% — 1 = 7, mert kizdrand6 az az eset,
amikor a hdrom koziil senki nem jelentkezik az 1-esre. fgy tehdt a végeredmény: 4(1-1+28-24+72-4424-7) = 2052.

40. feladat Tekintsiik az 6sszes, pontosan 10001°%° jegyfi pozitiv egész szdm Gsszegét, melynek minden szdmjegye az
{1;2;4} halmazbdl keriil ki. Mi ennek az dsszegnak az utolsé 3 szdmjegye?

Valasz: 259

Magyardzat: Tegyiik fel, hogy az n szamban csak 1, 2 és 4 szamjegy van. Cseréljiik ki az 1-eseket 2-esre, a 2-eseket
4-esre, a 4-eseket l-esre. Ezen mivelet ismétlésével harom kiilonb6z6 szamot kaphatunk - a harmadik 1épés utan az
eredetit kapjuk vissza. Az Osszes felsorolt n szdmot eszerint hdrmas csoportokba rendezziik, és ekkor minden csoporton
beliil az 6sszeg ugyanaz a B szém lesz, ami 1000000 darabmz(—)esbél 4ll, mivel minden helyiértéilg[%n pontosan egy 1-est,
2-est és 4-est adunk Ossze. A felsorolt szamok szdma 31990 tehat a csoportok szdma 31000 1 a keresett Gsszeg

teh&t: L0
3100010 —1 -

Mivel az utolsé 3 szdmjegy érdekel minket, mostantél modulo 1000 szdmolunk. Nyilvdn B = 777 (mod 1000). Mivel
3 és 1000 relativ primek, az Euler-Fermat-tételt hasznalhatjuk. (1000) = 400, ami nyilvan osztéja 10001°%-nek, ezért:

3100071 — 3-1 (164 1000).

Itt a negativ kitevo inverzet jelent.
3-333=999 = -1 (mod 1000)

Emiatt 37! = —333 = 667 (mod 1000), tehét a keresett szdm:

667 - 777 mod 1000 = 259.
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41. feladat Az ABC haromszogben az A cstcsnél 1év6 szog kétszer akkora, mint a B csticsnél 1évé. A haromszog
mindegyik oldala egész hosszisagui és a BC oldal hossza a leheté legkisebb. Mi a haromszog oldalhosszainak szorzata?

Vialasz: 120

Magyardzat: A szokasos jelolésekkel a haromszog oldalai a, b és ¢, a B csticsndl 1év6 szog 5. A szinusztétel alapjan:

a b
sin28  sinfB’
a sin2B  2sinfBcosf
- = — = - = 2cosj,
b sin 8 sin 8
Ezek szerint cos 8 = 5. Megint a szinusztétel, illetve trigonometriai azonoségok alapjan:
c ¢ b
sin(180° — 33)  sin38  sinpB’
¢ sin38 sin2BcosfB  sinfcos2f a? 9 . 9 a? 9 a®
- = = = — — +t1l=—5+42 —1==-1
b~ sinf smB T sinp opz T 008" B —sin® opz T 2eosf R

ch = a® — b2,

A legkisebb a, amire ez lehetséges, és a, b és ¢ a haromszog-egyenlStlenséget is teljesitik, az a = 6, ekkor b =4, ¢ = 5,
vagyis az oldalak szorzata 120.

42. feladat Van egy kor alaki asztal 30 székkel. Hanyféleképpen tudunk néhény til6helyet kivdlasztani (legaldbb
egyet) ha egymés melletti helyeket nem vélaszthatunk ki? A forgatdssal egymdsba vihet6 esetek kiillonboz6nek
szamitanak.

Vdlasz: 1860497

Magyardzat:
Legyen A(n) a keresett iiltetések szdma altaldnosan n szék esetén. Az egyszeriibb levezetés kedvéért a 0 ember
esetét is beszamitjuk. Megmutatjuk, hogy az alabbi rekurzié all fenn n > 5-re:

An)=An—-1)+A(n—-2)

Nevezziik az {1,...,n} szdmok egy M részhalmazdt ciklikusan ritkdnak, ha nem tartalmaz egymdst kovetd szdmokat, és
nem tartalmazza 1 és n koziil mindkettét. Nyilvdn az {1,...,n} halmaz ciklikusan ritka részhalmazainak szdma A(n).

Nevezziik simén ritkdnak az olyan halmazt, ami nem tartalmaz szomszédos szémokat (tehdt 1 és n egylittes szereplése
nem tiltott), az {1, ..., n} ritka részhalmazainak szdma legyen B(n). Ekkor B(n)-re érvényes a B(n) = B(n—1)+B(n—2)
rekurzi6, mivel a B(n) eset dgy all el6, hogy B(n— 1) megoldds nem tartalmazza n-et, és B(n —2) megoldds tartalmazza
n-et.

Hasonlé analizist végziink A(n)-re is. Azon esetek szdma, amelyek tartalmazzdk n-et, B(n — 3), mivel ezek biztosan
nem tartalmazzak 1-et és n — l-et, a maradék szamok viszont tetszdéleges ritka halmazt alkothatnak. Azon esetek
szdma, amelyek nem tartalmazzdk n-et, pedig B(n — 1), mivel a t6bbi szdm tetszSleges ritka halmazt kiadhat. Vagyis:

A(n)=B(n—1)+ B(n—3)

Ez bizonyitja, hogy A(n)-re is érvényes a felirt rekurzié, ha n > 5. Mivel A(3) =4 és A(4) = 7, kiszdmolhaté a tobbi
sziikséges érték. A(30) = 1860498, és mivel a nulla ember esetét is beszdmitottuk, a végeredmény ennél 1-gyel kevesebb.

43. feladat Martin részt vett egy online dréthajtogatd tanfolyamon, ahol azt a hazi feladatot kapta, hogy készitse el
a képen lathato alakzatot. Martin emlékszik az abran jelolt két par egyforma nagysiagui szogre, valamint harom szakasz
hosszéra. Sajnos a negyediket (az dbrdn kérddjellel jelolve) elfelejtette, igy most nehézségei akadtak a hdzi feladattal.
Segitsetek neki és dllapitsatok meg a kérdéses szakasz hosszat!
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Vilasz: 5,3 = 9.354134
Magyardzat:

*C

B

Huzzunk egyenest D F-fel parhuzamosan A-n keresztiil, a C D-vel valé metszéspont legyen E. Jeloljik x-szel C'D méretét.
A CDF ~ CEA hasonl6 haromszogek, ezért ED = stz = %% és EA = 1954 .5 = 7. Mivel AEC<q = FDC< = DBC4,
az AEBC négyszog hiurnégyszog, ezért az kdvetkezik, hogy FAB< = ECB< = ACD<. Ebbél EDA ~ EAC, vagyis:

44. feladat Tekintsiik azokat az f: Ny — N, fiiggvényeket, amelyek teljesitik a

flm+n) = f(m)+ f(f(n)) -1
feltételt minden m,n € Ni-re. Adjdtok meg f(2020) Osszes lehetséges értékének a szdmtani kozepét!

Vilasz: 1011

Magyardzat: Azt dllitjuk, hogy f(n) < n+ 1 minden n € Ni-re. Mivel f(n+1) > f(n) + f(f(1)) — 1 > f(n) minden
n € Ny-re, f monoton novekvé. Tegyiik fel, hogy valamely m € Ny-re: f(m) > m + 1. Més szavakkal f(m) =m+ ¢
valamilyen ¢ € N -re, ahol ¢ > 2. Ekkor

f@2m) > f(m)+ f(f(m)) —1=m+c—1+f(m+c)>2m+2(c—1)+1

Alkalmazva ezt a médszert ismételten, azt kapjuk, hogy f(2"m) > 2"m 4+ 2"(c — 1) + 1. Az egyenldség és f monoton
noévekvo volta alapjan:
J@mA 1) = f(@m) = F@m+ 2 (e~ 1) + 1)

Ismét a monotonitds miatt: f(2"m +1) = f(2"'m+2)=---= f(2"m+2"(c—1) + 1).
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Minden k € Ny esetén vélasszunk egy r, € N értéket gy, hogy 2™ (¢ — 1) > k legyen. Ekkor:
F@™*m4+14k) > f2" m+ 1)+ f(f(k)—1>f2"m+1+k)+ f(f(k) -1

Ebbdl az kovetkezik, hogy f(f(k)) < 1, vagyis f(f(k)) = 1 minden k € Ni-ra. Tehdt 1 = f(f(m)) = f(m+c) > f(m)
amibdl f(m) = 1, ez pedig ellentmond az f(m) > m + 1 feltevésiinknek. Tehat bebizonyitottuk, hogy f(n) <n+1
minden n € N esetén valéban teljesiil.

Val6jdban minden N > 1 pozitiv egészre f(N) értéke az {1,2,..., N + 1} halmazbdl barmi lehet. Ehhez elészor
legyen A < N. Legyen fi(n) =1 han < Aés fi(n) = A, han > A Ekkor az f; flUggvény teljesiti a feltételt és
f1(N) = A. Méasodszor, legyen fa(n) = n, szintén teljesiti a feltételt és fo(N) = N. Harmadszor, f3(n) = N [ %] +1,
ahol f3(IN) = N + 1 és a fliggvény szintén teljesiti a feltételt. Valdban,

s+ o = (|2] || 2] ) w2 (2] [ 2]) w228 22 2= ey

Itt felhaszndltuk azt, hogy |%| 4+ + < | %] + 1 minden N > 1-re és |2 + |y| < |z +y] tetsz8leges z,y € (0, 00) valés
szamokra.
. . , ’ ” . ez , . .. 2022
Tehat a végeredmény egyszertien 1-t61 2021-ig a pozitiv egészek atlaga, vagyis =5= = 1011.

45. feladat Karoly gazda egy négyszog alaku foldon gazdalkodik, amelynek oldalhosszai a = 40, b = 20, ¢ = 28,
d = 32 az abran lathaté6 médon. Kés6bb 6rokol két haromszog alaku foldteriiletet, BEC-t és DCF-et, amelyek
hatdrosak a korabbi foldjével. Ha egy 80 egység hosszu kerités sziikséges a BE + EC oldalakhoz, akkor milyen hosszi
kerités kell a CF 4+ F D oldalakhoz?

F

Valasz: 88
Magyardzat: FElészér megmutatjuk, hogy a BECA, AEDA, DCFA és ABF /A héromszogeknek k6zos hozzairt kore
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van az FAF szogon beliil.

/A B E
Legyen G a BECA haromszog B-vel szemkozti hozzairt kdrének érintési pontja AB-n! A BG tavolsdg a haromszog

félkeriilete, vagyis BG = %(CB + BE + EC). Legyen G’ az AED/\ héromszog A-val szemkozti hozzairt korének
érintési pontja AB-n. Mivel a +b =60 = c+ d:

AGN = %(AE+ED+DA)

= J(AB+BE + EC +CD+ DA)
%(AB+BE+EC+AB+BC)
- AB+%(BE+EO+BC),

tehdt G = G'. Ez azt jelenti, hogy a C'F oldalon 1év§ érintési pontok is megegyeznek, vagyis a két hdromszog hozzéirt
kére ugyanaz. Ezzel analég médon bebizonyithatd, hogy DCFA és ABF A megfelel6 hozzairt korei is megegyeznek.
Mind a négy kor azonos, hiszen az FAF< és ECF < szogfelezGjén kell, hogy legyen a kdzéppontjuk. Mivel a kérhoz
hizott érintszakaszok egyenlék, AG = AH alapjin az AEDA és az ABF /A haromszogek keriiletei egyenldk. Innen:

CF+FD = AB+BF+FA—-AB—-BC—-DA
AE+ED+ DA—-AB—-BC —-DA
= BE+EC+CD-BC

80 428 — 20 = 88.

46. feladat Keressiik meg, hogy hany k € {1,...,2020}-re létezik az p> + ¢ + r® = 3pgr + k egyenletnek olyan
(p, q,r) megoldésa, ahol p, q, r pozitiv egész szdmok!

Vilasz: 1568

Magyardzat: frjuk at az egyenletet az alabbi formara:
1
PP+ =3pgr =S+ a+r) (-9 +(¢—r)°+(r—p)°) =k

Ha az utolsé zérdjel nem 0, akkor legaldbb 2, és a p, ¢, r szdmok nem lehetnek mind egyenlék. Ezért k > (1+1+2)- % 2> 4.
A (p,q,7) = (n,n,n+1) szdmhdrmas megoldds k = 3n+1 esetén, minden n > 1-re. Hasonldan, (p,q,r) = (n,n+1,n+1)
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megoldds k = 3n + 2 esetén, minden n > 1-re. Ha 3 | k, akkor atirjuk az egyenletet az aldbbi formdra:
k=p"+¢’+7°=3pgr = (p+q+7r)° =3(p+q+7)(pg+qr+rp)

Innen azt ldthatjuk, hogy 3 | p+ ¢+ r, vagyis 9 | k. Mdsrészrél, (p,q,r) = (n — 1,n,n + 1) megoldja az egyenlStlenséget
k = 9n esetén, minden n > 2-re. Tehat csak a k = 9 eset marad eldontetlen. Ha p, ¢, r paronként kilénbozok, akkor:

1 1
k=g@+a+m) ((P—a’+@-7)+-p?) =1 +2+3)5(1+1+4) =18
Ha pedig p = ¢ # 7, akkor 9 = (2p + r)(p — )2, és mivel 2p +r > 1, azt kapjuk, hogy 2p+r =9 és |[p —r| = 1 ami
lehetetlen, mivel akkor r =p +£1 és 9 # 3p £ 1 lenne.

Osszefoglalva: minden k € {1,...,2020} megfelel, kivéve a 4-nél kisebb szdmok és 3 tobbszorosei, de beszdmitva a 9
onmaganal nagyobb t6bbszordseit. Vagyis az eredmény 2020 — 3 — 672 + 223 = 1568.
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