1. feladat Amikor a korardl kérdezték, Mariska néni a kovetkez6 rejtvényt adta valaszul: 7,C")t, kiilonbo6z6 koru
gyermekem van, az egymast kovetd gyerekek kozott 4-4 év kiillonbség van. Az elsé gyermekem 21 éves koromban
sziiletett, a legfiatalabb gyermekem pedig most 21 éves.” Hatdrozzatok meg Mariska néni életkorat!

Eredmény: 58
Megoldds: A megadott adatokbdl kénnyen meghatdrozhaté, hogy a keresett életkor 21 + 4 - 4 + 21 = 58.

2. feladat Egy régi szélmalom kereke 0t haromszog alaku lapatbdl all. A lapatokat ot, egyforma hosszi szakasz
hatarozza meg, ezen szakaszok mindegyikének S a felezGpontja, és a szakaszok végpontjai az abran lathaté mdédon
vannak 6sszekotve. Hatdrozzétok meg a kérddjellel jeldlt szog nagysdgat fokokban mérve!

80°

Eredmény: 56

Megoldds: Az 6t haromszog S csticshoz tartozé szogeinek Gsszege 180°. Mivel a hdromszogek egyenld szariak, igy
az Ot megjelolt szog Osszege w = 360°, ebbdl pedig kovetkezik, hogy a kérddjellel jelolt szog nagysaga
360° — 67° — 80° — 85° — 72° = H6°.

3. feladat Egy osztaly tagjai egy atlétikai versenyen, harom kiilonb6z6 versenyszamban indulnak. Minden didk részt
vesz legalabb egy versenyszamban. 22 didk indul futdsban, 13 tavolugrdasban, 15 pedig silylokésben. Tudjuk még azt is,
hogy 8 didk indult futdsban és tavolugrasban is, 7 futdsban és silylokésben is, és 6-an valasztottak a tavolugrést és a
sulylokést is. 3 lelkes didk mindharom versenyszamban elindult a versenyen. Hény didk jar ebbe az osztalyba?

Eredmény: 32

Megoldas: Adjuk Ossze azok szamadt, akikrél tudjuk, hogy egy-egy versenyszémban indulnak, és ebbdl vonjuk ki
azok szamat, akikrol tudjuk, hogy két versenyszamot vilasztottak. fgy a 3 lelkes versenyz6t, akik mindhirom
versenyszamban indultak, mér eggyel tobbszor vontuk ki a kelleténél, igy az 6 szdmukat hozza kell adni. igy a
végeredmény: 22+ 13 +15—-8—-7—-6+ 3 = 32.

4. feladat Egy szdmot szuperparos szamnak neveziink, ha minden szdmjegye paros. Hany olyan 5-jegyl szuperparos
szam van, amihez ha 24680-at adunk, akkor is szuperpéaros szamot kapunk?

Eredmény: 90

Megoldds: Osszesen 6t paros egyjegyl szam létezik. Ahhoz, hogy az Gsszeg biztosan szuperparos legyen, a hagyomanyos
irasbeli Osszeadas rendszere szerint az Osszeadott szdmjegyparok Osszege sehol nem haladhatja meg a 10-et. Mivel
nem kezdhetiink szdmot 0-val, az els6 szdmjegyre hdrom lehet8ség van (2, 4 és 6), szintén hérom lehet&ség a masodik
szdmjegyre (0, 2 és 4), a harmadik szdmjegyre kettd, a negyedik szédmjegyre egy, az utolsé szamjegyre pedig 6t. Ezeket
a lehet6ségeket Osszeszorozva megkapjuk az eredményt: 3-3-2-1-5 = 90.

5. feladat Elt egyszer egy bolcs kirdly, a birodalmaban négy koncentrikus kor alakd fal &llt, mindegyiknek a kirdly
vara volt a kozéppontja. A korok sugara rendre 50, 100, 150, 200 volt, és a legnagyobb koron belul lakéteriilet volt
(beleértve a kisebb falakon beliili teriileteket is). Mivel békeid6 volt, a kirdly ugy dontott, hogy lebontja ezt a négy falat,
és az alapanyagot felhasznalva a lehet6 legnagyobb kor alaku falat épiti meg. Tovabbra is a vara lesz a kozéppontban.
Mekkora az 1ij lakéteriilet és a régi lakdteriilet ardnya (egynél nagyobb vagy egyenlé szdmként megadva)?

Eredmény: 25/4
Megoldds: Tudjuk, hogy a négy kor alaku fal Gsszkeriilete lesz az 14j fal keriilete. Jeloljitk az 1j kor alaku fal sugardt

r-rel. Ekkor 27 - 50 + 27 - 100 + 27 - 150 + 27 - 200 = 27 - 7, amibl r = 500 adédik. Ebb] a keresett ardny T30 = 25/4,




6. feladat Zoé ki szeretne nyitni egy lakatot. Az aldbbiakat tudja a négyjegyli kodrdl:
e minden szamjegye kiilonboz6
e a 137 és a 17 osztja ezt a szamot
e a szamjegyek Osszege a lehetd legkisebb primszam

Mi a kéd?
Eredmény: 9316

Megoldds: Mivel a keresett négyjegyli szam oszthaté a 137 és a 17 primszamokkal, oszthaté a szorzatukkal is, azaz a
keresett szam 137 - 17 = 2329 tobbszorose. Mivel a kéd négyjegyi, a lehetséges kédok 2329 - 2 = 4658, 2329 - 3 = 6987,
valamint 2329 - 4 = 9316. Ezek szamjegyeinek Osszege rendre 16, 23, 30, illetve 19. Ezek koziil csak a 23 és a 19
primszam, de mivel a keresett kéd a legkisebb eléfordulé primszamhoz tartozik, igy a lakatot a 9316 szdm nyitja.

7. feladat Négy sokszog van egy asztalon: egy szabalyos hdromszog, amelynek oldalai egy egység hossziak és harom
masik egybevagd szabdlyos sokszog, szintén egységnyi hosszu oldalakkal. Ezek a sokszogek tugy helyezkednek el, hogy
barmely két sokszognek pontosan egy kozos oldala van, és semelyik kettd nincs atfedésben. Mekkora a kertilete a négy
sokszoghbdl allé alakzatnak, ha a kozos oldalakat nem szamoljuk?

Eredmény: 27

Megoldds: Tegyiik fel, hogy az egybevagd szabalyos sokszogek mind n oldaliak! A szabalyos sokszogek Osszera-
gasztdsdval kapott sokszog 3(n — 3) oldald, hiszen barmely két szabélyos sokszognek egy kozos oldala van. Mivel
egy szabdlyos haromszog belsé szoge 60°, a kiils6 300°-os szoget az érintkezd, a haromszog oldalaira irt egybevagd
szabalyos n-szogek felezik, tehat az n-szognek 150°-osak a belsé szogei. Mivel egy szabalyos n-szog belsé szogeinek
Osszege (n — 2) - 180°, igy az 150n = 180(n — 2) egyenletet kell megoldanunk, amibdl n = 12 adédik. Az 4j alakzat
oldalainak szédma, és igy egyittal a keresett keriilet is 3(12 — 3) = 27.

8. feladat Adott egy szabdlyos hdromszog, amelynek mindegyik oldalan kijeldltiink néhdny pontot (beleértve a
haromszog mindhdrom csicsét) gy, hogy azok mindegyik oldalt 2021 egyenld hosszisdgu szakaszra osztjak. Hany
kiilonboz6 szabalyos haromszog jelolhetd ki gy, hogy mindharom cstics egybeesik a megjelolt pontok valamelyikével?
Az abra az egyik ilyen haromszoget mutatja arra az esetre, ha az adott szabalyos haromszog oldalait 6 egyenld részre
osztjuk fel a pontokkal.

Eredmény: 8081

Megoldas: Az alabbiakban a szabdlyos haromszogeket csak hdromszogeknek hivjuk. Van az eredeti haromszog, és
3 - 2020 olyan haromszog, ami az eredetinek pontosan egy csiucsat tartalmazza, és végil 2020 elforgatott haromszog
amelyeknek nincs kozos csicsuk az eredetivel. Konnyi belatni, hogy ezek a haromszogek mind kilonbozoek, és ezeken
kiviil nincs més. Tehéat Gsszesen 1 + 3 - 2020 + 2020 = 8081 megfelel6 hdromszog van.

9. feladat Vera levagja egy négyzet alaku papirlap négy sarkat gy, hogy szabélyos nyolcszoget kapjon. A levagott
sarkak egyiittes tertilete 300. Mennyi a szabdlyos nyolcszog oldalhossza?

Eredmény: /300 = 17.32051

Megoldds: A szabélyos nyolcszog bels6 szogei 135°-osak. Ez azt jelenti, hogy a Vera altal levigott sarkak egyenld szaru
derékszogli haromszogek, melyeket Osszeilleszthetiink egy négyzetté, és az igy kapott négyzet oldalhossza megegyezik a



szabalyos nyolcszog oldalhosszaval. Ebbdl kovetkezik, hogy a nyolcszog oldalhossza /300.

10. feladat Keressétek meg a legnagyobb n haromjegyii pozitiv egész szamot, amelyre teljestilnek a kovetkezo
allitasok:

1. n szamjegyeinek Gsszege 16,
2. n szamjegyeinek szorzata nem 0, de a szorzat egyes helyiértéken all6 szamjegye 0,
3. n szamjegyeit Osszeszorozva és a szorzat szamjegyeit Gsszeadva 3-at kapunk.

Eredmény: 853

Megoldas: A maésodik feltétel alapjan tudjuk, hogy n-nek legalabb az egyik szamjegye 5 és legalabb egy szamjegye
paros, viszont egyik szamjegye sem lehet 0. Ebbdl kiindulva az els6 allités az 5, 2, 9 vagy 5, 4, 7 vagy b5, 6, 5 vagy
5, 8, 3 szamharmasokra teljesiil. A négy lehet6ség koziil csak az 5, 8, 3 szamharmas felel meg a harmadik allitasnak,
igy az ezekbdl Gsszedllithatd legnagyobb haromjegyl szam lesz a megoldas, vagyis 853.

11. feladat Az 6437051928 szambdl 6t szdmjegyet toroltiink, gy, hogy a megmaradé Otszamjegy( szam a lehetd
legnagyobb legyen. Mi a megmaradé szam?

Eredmény: 75928

Megoldads: A tizezres helyiértéken gy kapunk lehet6 legnagyobb értéket, ha a 7-estOl balra allé harom szamjegyet
toroljiik. Utdna mar lathatd, hogy a maradék 2 jegy, amit torolni érdemes, a 0 és az 1. Tehat a megmaradd szam 75928.

12. feladat Legyen n egy pozitiv egész szdm. Vegyiink egy S,, névekvd sorozatot, amelynek az els6 tagja 1, és két
szomszédos tagja kozotti kiilonbség mindig n. Példaul, az Ss szamsorozat 1,3,5, ... Hany olyan n érték van, melyre
2021 eleme az S,, sorozatnak?

Eredmény: 12

Megoldds: A 2021 akkor és csak akkor szerepel az S, szdmsorozatban, ha 2021 = 1 4 an valamilyen pozitiv egész
a-ra. Tehat 2020 = an, azaz n osztéja 2020-nak. A primfelbontdsa 2020 = 22 -5 - 101. Egy osztét tigy kapunk, hogy
valahdny primtényezot felhasznalunk. A 2-es primtényez6t bevehetjiik 2-szer, 1-szer vagy 0 szor, az 5-6t és a 101-et
vagy bevessziik, vagy nem. Ez Osszesen 3 - 2 - 2 = 12 lehet&ség, azaz 2020-nak 12 osztdja van. Ezek alapjan 12 darab
olyan n van, amelyre 2021 tagja az S,, sorozatnak.

13. feladat Van egy egyenes 90 méter hosszu foly6sé 10 ablakkal, barmely két szomszédos ablak 10 méter tavolsagra
van egymastol. Tomi lerakott hét robotot 7 kiilonboz6 ablakhoz, és egy idopontban bekapcsolta az 6sszeset. Mindegyik
robot 10 méter/perc konstans sebességgel halad valamilyen irdnyba, amig el nem éri a folyosd végét. Amikor a
foly6s6 végére ér, visszafordul. Tomi megmérte az idét addig az idépontig, amikor mar mindegyik robot mindegyikkel
talalkozott. Mi ennek az idépontnak a lehetd legnagyobb értéke, masodpercekben megadva?

Eredmény: 510
Megoldds: Barmelyik A robot esetében meg tudjuk allapitani, hogy A melyik mésik robottal fog legutoljara taldlkozni

és kiszamolhatjuk, hogy ez a talalkozas mikor fog bekdvetkezni. A leghosszabb kiszamolt id6 8,5 perc, ami egyenld
510 masodperccel, igy ez utébbi értéket keressiik.



14. feladat A P pont az ABCD paralelogramma belsejében fekszik, olyan médon, hogy a C'D P haromszog teriilete
haromszor akkora, mint a BCP haromszogé, és haromszor kisebb, mint a APD haromszogé. Adjatok meg az
ABP hiéromszog teriiletét, ha C'DP teriilete 18.

C

P Py

Eredmény: 42
Megoldds: Az APD és BCP haromszoge egyiitt a paralelogramma teriiletének felét fedik le. Fz alapjan az

ABP haromszog teriilete
(;4—3) <18 — 18 = 42.

15. feladat Az 1058, 1486 és 2021 szamokat ugyanazzal a d > 1 pozitiv egész szammal osztva mindig ugyanazt a
maradékot kapjuk. Keressétek meg d értékét.

Eredmény: 107

Megoldds: A kiilonbségeket nézve 1486 — 1058 = 428 és 2021 — 1486 = 535. Mivel a szamok ugyanazt a maradékot
adtak d-vel osztva, a kiillonbségeik d tobbszorosei. 428 and 535 legnagyobb kozos osztdja 107, ami primszam, ezért a
keresett szam 107.

16. feladat Egy futballstadion cserepadja 14 egyfGs tilésbdl all. A csapat Uj vezetése, amely az edz6bdl, a segédedzobol,
a menedzserbdl és a fizioterapeutabdl all, szeretne kozelrél megismerkedni a jatékosokkal. Ezért meccs kdzben a
cserepadon akarnak iilni a tiz cserejatékossal egyiitt tigy, hogy a csapatvezetok mindegyike két jatékos kozé il le.
Héanyféleképpen tudjdk a vezetdk ilyen médon kivélasztani a négy ilésiiket? (Ha ugyanarra a négy iilésre két eltérd
médon {ilnek le a vezet&ségi tagok, az két kiillon megolddsnak szdmit.)

Eredmény: 3024

Megoldas: Ha egymdés mellé sorbadllitandnk a tiz cserejatékost, Osszesen kilenc rés lenne kozottiik. Ezen rések
mindegyikébe legfeljebb egy csapatvezet6 keriilhet. Mivel négy vezet6 van, Gsszesen 9 -8 - 7 - 6 = 3024 kiilonb6z6 médon
iilhetnek le, hogy teljesiiljon a feltétel.

17. feladat Egy szabdlyos négyzet alapu gula alapjanak teriilete 1, mig a gila teljes felszine 3. Mekkora a térfogata?
Eredmény: /3/6 = 0.288675

Megoldds: A gila alapjanak 1 egység hossziak az élei. Ha a gula teljes felszine 3, akkor a négy haromszog alaki oldaldnak
egyenkénti felszine 1/2 és igy ezek magassdga 1. Tehét ha a gulat csticsdban és két oldaldnak magassidgvonaldban
kettévagjuk, akkor egy 1 oldalhosszisagu egyenl oldald haromszoget kapunk, melynek magassdga a gila magassagaval
egyenld. Ezért a giila magassaga %\/g . Mivel a gula térfogata egyenl6 az alap és a magassdg szorzatdnak egyharmadéval,
a végeredmény % -1 %ﬁ = %\/g

18. feladat A mdgikus Kéna gép folyadékokat alakit at. Ha tiszta vizet kap, akkor a 6%-4t borrd valtoztatja, és
a maradék 94%-4at meghagyja viznek. Ha tiszta bort kap, akkor 10%-4t vizzé valtoztatja, és a maradék 90%-4t gy
hagyja. Ha keveréket kap, akkor a komponenseken kiilon-kiilon elvégzi a fenti miiveleteket. Maria vett bort és vizet,
Osszesen 6000 litert, és mindet beledntotte a Kéana gépbe. Miutan a gép leallt, Maria latta, hogy a keverék osszetétele
nem valtozott meg. Hany liter bor volt benne?

Eredmény: 2250
Megoldas: Legyen x literben a bor mennyisége, z pedig a vizé, még a Kana gépbe ontés el6tt. Tudjuk, hogy a gép
0,06z liter vizet valtoztat borrd és 0,1z liter bort vizzé, valamint hogy x értéke ugyanannyi a gép miikodése el6tt és

utdn, emiatt igaz, hogy 0,06z = 0,1z. Illetve, mivel x + z = 6000, felirhatjuk, hogy 0,06(6000 — z) = 0,1z. Az egyenletet
z-re megoldva 6000 - % = 2250-et kapunk.



19. feladat Az dbran egy szabdlyos haromszog, valamint ennek a beirt és a koréirt kore lathaté. Mennyi a sziirkére
szinezett részek egyiittes teriilete, ha a koréirt kor tertilete 1407

Eredmény: 35

Megoldds: Konnyen belathatjuk, hogy az egyenlé oldalt haromszog beirt kore feleakkora, mint a koréirt kore, igy

az abran lathaté beirt kor teriilete 122 = 35. Tovabba a sziirkére szinezett rész pontosan + része a két kor kozotti

1 3
kiilonbségnek, vagyis ugyancsak 35.

20. feladat Ha adott 2021 pozitiv egész szdm, amelyeknek a szorzata kétszerese az Osszegiiknek, keressiik meg a
lehetd legnagyobb értéket, amit a szamok egyike felvehet!

Eredmény: 4044

Megoldds: Jeloljiik az egész szdmokat a kdvetkezOképp: ¢1 > ¢co > -+ > ¢ap20 > o021 > 1. Arra vagyunk kivancsiak,
hogy mekkora c¢; lehet6 legnagyobb értéke, ha a

€1 o021 =2 (€1 + -+ + c2021) (1)

egyenlet teljesiil. Osszunk az egyenlet bal oldalaval, és becsiiljiik meg feliilrél a kifejezést tigy, hogy cs-tdl kezdve a
nevezokben 1évo kisebb ¢; szdmok értékét 1-nek rogzitjiik:

1 1 1 12019 2019
1:2<+...+)§2<++ >:2+01+02'
C2

c 0 C2021 C1 -+ C2020 C1 C2 C1C2 C1C2

Ha szorzunk c;co-vel és dtrendezziik az egyenletet, megkapjuk, hogy
(Cl — 2)(62 — 2) = C1C2 — 261 - 202 +4 S 22019 4+ 4 = 4042.

Ha ¢y > 3, akkor ¢; < 4044, és szélsOséges esetben a ¢y = 4044, co = 3, ¢3 = -+ = C021 = 1 szamharmas teljesiti
is az (1)-es egyenletet — ennél nagyobb c¢; értéket ebben az esetben nem kaphatunk. Ugyanakkor ha ¢y < 2, akkor
a cg > c3-+ > co021 szamok kozt k > 0 kettes és 2020 — k egyes taldlhato, {gy az (1)-es egyenletet atirhatjuk a
kovetkezdképp:

128 = 2(c1 + 2k + 2020 — k).

Ezt tovabb egyszertisithetjiik ¢, (28~! — 1) = 2020 + k alakra és igy belathatjuk, hogy k < 1-re nincs olyan c;, amire
teljestl ez az egyenlet, k > 2-re pedig megkapjuk, hogy

2020 + k

= ST < 2022 <4044,

C1
igy a végeredmény 4044.
21. feladat Az abran lathaté kilenc kis haromszogbe kiillonbo6z6 pozitiv egész szamokat akarunk irni, tgy, hogy

barmely kettd, élszomszédos mezdben fekvo szamnak legyen 1-nél nagyobb kozos osztdja. Mi a kilenc beirt szam
Osszegének leheto legkisebb értéke?




Eredmény: 59

Megoldds: Eloszor figyeljik meg, hogy harom mezonek van egy szomszédja, masik haromnak kettd, és még masik
haromnak harom. Ez azt jelenti, hogy ha egy p prim a kilenc szam egyike, akkor p-nek legalabb egy tobbszordsének is
a szamok kozt kell lennie. Tovabba vegyiik észre, hogy az 1 nem lehet a szamok egyike. Jeloljiik egy lehetséges kitoltés
kilenc szaméanak Gsszegét S-sel.

Ha egy lehetséges kitoltésben szerepel egy p > 11 prim, akkor legaldabb egy k - p tobbszorosnek szintén szerepelnie
kell, ahol k£ > 2. Toltstik ki a fennmaradoé hét kis haromszoget a lehet6 legkisebb szamokkal, nem figyelve arra, hogy
teljesiiljon rajuk a kozos osztds szabdly.

Ekkor § >2+4+34+4+5+6+74+8+p+k-p=35+(k+1)-p>35+33=068.

Most tegytik fel azt, hogy nincs p > 11 prim egy lehetséges kitoltésben, és nézziik meg a kovetkezd négy alesetet:

e Az 5ésaT egyardnt szerepel: S > 5+ks-5+7+ky-7T+2+3+4+64+8 = (ks+1)-5+(kr+1)-7+23 > 15421423 = 59

10>20+32+10=62 ha k>3
o Az 5 szerepel, de a Tnem: S>5+k-5+24+3+44+6+8+9+ = 2 as ? -
12=154+32+12=59 ha k=2
e Nem szerepel sem az 5, sem a 7: S >2+34+44+6+8+9+10+ 12414 =68
o A 7szerepel, de az 5nem: S>24+34+4+6+74+8+9+10+k-7>49+ 14 =063

Osszességében arra juthatunk, hogy az 59 esélyes a legkisebb Osszeg értékére, amennyiben kitoltéskor teljesiil a
kozos osztos feltétel. A fenti esetek koziil mindkét 59 Gsszegii szémcesoportot be tudjuk {rni a hdromszogbe a szabédlyok
betartasaval:

) 5
10 10
2 4 2 4
6 12 6 14
3 8 9 3 8 7

Tehat a valasz 59.

22. feladat Lili folyamatosan ismételve rajzolgatja ugyanazt a hazat. Egy héz két egyforma négyzetbdl és egy
egyenl6 szaru derékszogii haromszoghbol all. Minden 1j hézat kozvetleniil az eddigiek mellé rajzol. Ezen az dbran
lathatjuk az elsé harom hézat.

Minimum hény hézat kell Lilinek rajzolnia, hogy legaldbb 2021 haromszoget 6ssze tudjon szdmolni az abran?
Eredmény: 93
Megoldds: Legyen egy haz tertilete 3 egység.

Az els§ hézban 6sszeszdmolhatunk nyolc hdromszioget, melyek mérete 1/4, nyolcat, melyek mérete 1/2 és hérmat,
melyek mérete 1. Ez 0sszesen 19 haromszog.

A maésodik hazban ugyanennyi haromszog talalhatd, plusz két 1 egység méretii haromszog, melyek ebbél a hazbdl
atlognak az el6z6 héaz teriiletére. Tehat a masodik hazban 21 haromszoget szamolunk Gssze.

A harmedik hztdl szémitva mindegyik Gjonnan lerajzolt haz ugyanannyit ad hozzé a hdromszogek szémahoz, mint
a masodik haz, plusz egy 4 egység méretii haromszoget, ami atlog az el6z6 két haz teriiletére. Vagyis a harmadiktol
szamitva mindegyik kés6bbi haz 22 haromszoget tartalmaz.

Mivel 2021 — 19 — 21 = 1981 és 1981 = 90 - 22 4 1, Lilinek legalabb 2 + 90 + 1 = 93 hazat kell lerajzolnia.



23. feladat A N, 4, b, o, j hdromszdgeknek egyforma a teriilete. Milyen hosszi az AB szakasz, ha CD = 57

G
Eredmény: 13

F
A B C D E
4
Megoldds: A BEG és BEF héaromszogek teriiletének ardnya 4 : 3. Mivel ennek a két haromszognek kozos a BE
oldala, az erre az oldalra mért magassiguk ardnya is 4 : 3. Az ABG és C DF haromszogeknek ugyanakkora a teriilete,

igy megkapjuk, hogy AB = %C’D = %.

24. feladat Annanak van egy nagy téglalap alaku papirlapja, oldalainak mérete 2155 és 2100. Anna levag egy
1 szélességii csikot a hosszabbik oldalndl, aztan 6ramutatd jardsa szerint haladva levag egy 2 szélességii csikot a
rovidebb oldalndl, majd egy 3 szélességli csikot a hosszabb oldalnél. fgy folytatja, mindig eggyel névelve a levagott csik
szélességét, egészen odaig, mig ez lehetséges. (Ldsd az dbrédn).

2155

Végiil kap egy téglalapot, amibél mar nem tud levagni ilyen névekvé méretii csikot. Mekkora ennek a téglalapnak a
tertilete?

Eredmény: 6375

Megoldds: Anna egészen addig tud pératlan szélességii csikokat levagni, amig 1 +3 + --- 4+ 2n — 1 = n? < 2100.
Mivel 452 = 2025 < 2100 < 2116 = 462, a 89 szélességii a legutolsé paratlan szélességii csik, amit levaghat.
Tovabbé addig tud péros szélességli csikokat levagni, amig 2 +4 + --- + 2n = n(n + 1) < 2155. Tekintve, hogy
45 - 46 = 2070 < 2155 < 2162 = 46 - 47, a legnagyobb paros szélességli csik, amit Anna levaghat, 90 széles. fgy a
megmaradt téglalap teriilete (2100 — 2025) - (2155 — 2070) = 75 - 85 = 6375.

25. feladat Két azonos kinézetli gytlirli sugara 4 és szélessége w. Az egyik vizszintesen fekszik az asztalon, mig a
masik fiiggélegesen &ll, pontosan négy ponton érinti az alsé gytiriit (ldsd az dbrat), és a legals6 pontja 1 magassdgban



van az asztal folott. Mi w értéke?

A5

Eredmény: ?

Megoldds: Legyen w a keresett gytriiszélesség és figyeljiilk meg a két egymason 1évé gytri feliilnézeti képét:

p— ¢

6

Ebbdl kévetkezik, hogy az asztal f0lott fliggblegesen &ll6 gyliri magassiaga 1 = w — . fgy 8=2z4+w=2w-1)+w=
) ” : _ 10

3w — 2 és ebbdl megkapjuk, hogy w = .

26. feladat Egy 14-ed foku polinom egyiitthatdi egész szamok, a féegytitthatéja pozitiv, és 14 kilonb6zo egész gydke

van. A nulla helyen felvett értéke p, ami pozitiv szdm. Keressiik meg p lehetd legkisebb értékét.

Eredmény: 29030400

Megoldds: A polinomot felirhatjuk ¢- (x —aq) - (x —ag) - - (x — ay14) alakban, ahol aq, as, . .., a4 pdronként kiillénbozé
egészek és ¢ egy pozitiv szdm (mivel ¢ maga a féegyiitthatd). A 0-nél felvett érték megegyezik a ¢c-ay - as -+ - ais
szorzattal. Mivel ennek a minimum értékét keressiik, c-nek a lehetd legkisebb értéket adjuk, tehat ¢ = 1. Hogy
minimalizaljuk a t6bbi gyck osszegét, a nulldhoz lehet6 legkozelebbi értékeket kell nekik adnunk, vagyis 1,—1,2,—2....
Azonban péros darab negativ szamot kell kivalasztanunk, igy a végeredmény 6! - 8! = 29030400.

27. feladat A szokdsos kézirasaval Bea a 4, 5 és 7 szamjegyeket két tollvonassal irja le, az Gsszes tObbi szamjegyet
egy vonassal. Hany tollvonast hasznal 6sszesen, ha leirja az Gsszes egész szamot 1-t6l 2021-ig?

Eredmény: 8783

Megoldds: Ha Bea leirja az egész szamokat 1-t6l 2021-ig, akkor 9 egyjegyli szamot, 90 kétjegyl szdmot, 900 haromjegyi
szamot és 2021 — 1000 + 1 = 1022 négyjegyil szamot ir le. Osszesen 9+ 90 - 24 900 - 3+ 1022 - 4 = 6977 szamjegyet ir le.
Az 6sszes szamjegyhez sziikséges egy tollvonds, tovabba még egy tollvonast igényel a 4, 5 vagy 7 értékii szamjegyek
lefrasa. Tehdt elég Osszeszamolnunk, hogy hényszor fordulnak eld ezek a szamjegyek. Mivel a 2021 nem tartalmazza a
4,5 és 7 szamok egyikét sem, csak a 2020-nél nem nagyobb egész szamokat nézziik.

Szédmoljuk meg a Bea altal leirt 4-es szdmokat. A 2020-ig leirt szdmok 1/10 része tartalmazza a 4-et az egyes
helyiértéken, vagyis 202 szdm. A tizes helyiértéken a 2000-ig leirt szdmok 1/10 részében fordul eld a 4, 2001 és 2020
kozott egyszer sem. Ez Gsszesen 200 el6fordulas a tizesek helyén. Hasonloképp a szazas helyiértéken 200-szor szerepel a
4. Bea 0sszességében 202 + 200 4 200 = 602-szer irja le a 4-es szamjegyet. Ugyanez a helyzet az 5-tel és a 7-tel is.

Kovetkezésképp Bea 6977 szamjegyet ir le, melyek koziil 3 - 602 = 1806 a 4, 5 és 7 szamok egyike. Tehat Gsszesen
6977 4+ 1806 = 8783 tollvondst hasznal.



28. feladat Az alabbi tablizatot ki akarjuk tolteni az 1,1,2,2,... ,8,8 szdmokkal, igy, hogy minden n szdm esetén
pontosan n darab egyéb cella legyen n két el6forduldsa kézott. Harom szamot mér beirtunk:

6|7 2

frjétok be a tébbi szdamot a szabdlyok szerint. A sziirkével jelolt részen 1évé négyjegyil szam adja a feladat megoldasét.
Egy példa, az 1,1,2,2,3,3 szamokkal helyesen kitoltve:

311121132

Eredmény: 3845

Megoldds: A jelolés kénnyebbsége érdekében a megadott tablazatot egy tizenhat elembdl 4ll6 f sorozatnak tekintjiik.
A hédrom megadott elem, vagyis f(6) =6, f(7) =7, f(9) = 2 alapjdn egyenként megkapjuk, hogy f(13) =6, f(15) =7
és f(12) = 2.

6|7 2 216 7

Alapvetden két megolddsi médszer 1étezik: vagy azt nézziik meg, hogy egy adott szdmpar hova keriilhet, vagy azt, hogy
egy adott celldba melyik szdmok kertilhetnek (a Sudokuhoz hasonléan).

Példaképp nézziikk meg, hogy a két 3-as szdmot hogy irhatjuk be a tablazatba. Harom lehet6ség létezik: f(1) =
f(5) =3 vagy f(4) = f(8) =3 vagy f(10) = f(14) = 3.

Beldthatjuk, hogy az f(10) = f(14) = 3 megoldds esetén egyediil f(16) = 4 keriilhet az f(16)-o0s celldba és emiatt
f(11) = 4. Viszont {gy méar sehogy sem tudnank befrni a két 8-ast a tdbldzatba. Az f(4) = f(8) = 3 megoldas két
lehet&séget ad az 5-0s szampér elhelyezésére: f(5) = f(11) =5 vagy f(10) = f(16) = 5. Mindkét lehetdség azonnali
ellentmondast eredményez.

Az f(1) = f(5) = 3 megoldds egyetlen lehetdséget hagy az f(2) = f(11) = 8 elhelyezésére, igy a maradék celldkat
csak egyféleképp tudjuk kitolteni a szabdlynak megfelelden: f(4) = f(10) =5, f(3) = f(8) =4 és f(14) = f(16) = 1.

318141536, 7[4]2|5]8|2[6[1 7|1

Tehat az egyetlen megoldasbdl szarmazé négyjegyli megoldés a 3845.

29. feladat Az ABCDEF konvex hatszog BE és C'F 4t16i a G pontban metszik egymadst. Ahogy az dbra is mutatja,
AB =175, BG =5 GE =3, GF =48, BAF< = CDE<, ABG< = 50°, CBG< = 65°, tovibb4d AB péarhuzamos
CF-fel és C'D parhuzamos BFE-vel. Hatarozzatok meg a C'D szakasz hosszat.

D

Eredmény: 5.7 = ‘;’—g



Megolddas:

A

Mivel 50° 4 65° + 65° = 180° és van két-két egymassal parhuzamos szakasz, a feladatban 1évé hatszoget megkapjuk, ha
az AE'D'F paralelogrammét osszehajtjuk a BC' szakasz mentén (mivel BAF< = CDE<, igy valéban paralelogramma;
ldsd az abrat). Ezzel megegyez6 eredményt kapunk, ha a D és E cstcsokat a BC szakasz egyenesére tikrozzik.
Ha ezek mellett megfigyeljik, hogy BCG egyenl6 szari haromszog, az oldalhossz-feltételekbdl kovetkezik, hogy
CD=AB+ BE —CF =AB+ EG - FG =5.7.

30. feladat Nora és Sara Torpeddt jatszanak. Egyéb hajok mellett mindkett&jiikknek van egy-egy ilyen alaku helipados
cirkaldja is:

Nora elrejti a cirkalot valahol a 12 x 12 -es jatéktablan. Papiron és ceruzaval jatsszak a jatékot, igy a fentebbi format
szabad elforgatni vagy tiikrozni. Legaldbb hényszor kell Sardnak 16nie (azaz egy mez6t megtippelnie) hogy biztosan
eltaldlja Nora cirkélgjat legalabb egyszer?

Eredmény: 36

Megoldds: Nézziink meg egy 4 x 2-es tablarészt. Ahogy az elsé két dbran latszik, egy mezd megjelclése még nem jelent
biztos taldlatot, mivel még egy médon el lehet helyezni a cirkalét, hogy ne érje taldlat. Tovabbé egyértelmii, hogy ha
egy mez6t valasztunk az egyik sorban és egyet a mésikban, akkor lehetetlen elrejteni a cirkalét ezen a tablarészen; a
harmadik abra ezt szemlélteti. Tehat minden 4 x 2-es tdblarészen sziikség van legalabb két 16vésre, vagyis Gsszesen
legalabb 18 - 2 = 36-ot kell 16nie Saranak.

Alternativ megoldasként az aldbbi atlds 16vésmintazat a 12 x 12-es jatéktablan szintén j6 szemlélteti, hogy 36 16vés
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elégséges ahhoz, hogy Sira legaldbb egyszer eltaldlja a cirkaldt.

31. feladat Egy adott a pozitiv egész szdm alapjan rajzolhatunk egy ABC hegyesszogli haromszoget tgy, hogy
BC = a és a hy, h, magassdgvonalak hossza is egész szam. A lehetséges hdromszdgek koziil a legnagyobb tertilete 101,4.
Mi az a értéke?

Eredmény: 13

Megoldds: Mivel ABC hegyesszogl, beldthatjuk, hogy a T = %aha teriilet maximalizaldsahoz a hy és h. magassagoknak
a lehet6 leghosszabbnak kell lennitik. fgy hy = he = a—1, ezdltal ABC egyenlo szari. Nevezziik a BC oldal felez6pontjat
M-nek és a h. magassigvonal talppontjit Cp-nak. Ha a Pitagorasz-tételt alkalmazzuk az ABM ~ CBCj hasonlé
derékszogl haromszogekre, megkapjuk, hogy

a’(a—1)

42a =1

Mivel 101,4 raciondlis szém, 2a — 1-nek mindenképp pératlan négyzetszdmnak kell lennie, (2k + 1)? alakban, ahol k > 0

1
1014 =T = Sah, =

2
egész szam, és igy a = % € {1,5,13,25,41,...}. Az els6 néhany értéket behelyettesitve észrevehetjiik, hogy a
teriilet szigorian novekszik a novelésével, és megtaldlhatjuk, hogy a helyes megoldas a = 13.

32. feladat Ludwig vett 1000 pozitiv egész szamot, melyek Gsszege 1200500. Ha névekvd sorrendbe rakja ezeket a
szamokat, akkor a szomszédos szamok kiillonbsége mindig 2 vagy 7 lesz. A legkisebb szam értéke 101. Ludwig most
maximalizalni akarja a legnagyobb szamot gy, hogy az eddigi feltételek mindegyike tovabbra is igaz legyen. Mennyi
ennek a szamnak a maximalis értéke?

Eredmény: 3099

Megoldds: Jeloljik ny = 101, na, ..., nip00-rel ezt a pozitiv egsézekbdl allé sorozatot. Feltéve, hogy két szomszédos
szém kozotti killonbség mindig 2, azt kapjuk, hogy nigoo = 101 +2-999 = 2099 és 3,20 n; = 2200 - 500 = 1100 000.
Tehat a Ludwig altal kapott Gsszeg és a lehetd legkisebb Osszeg kozotti kiilonbség 100500 = 20100 - 5. Ha n;4 —n; =7,
kettd helyett, akkor az Gsszeg (1000 — ) - 5-tel nd, niggo pedig ottel nd. Ezért ahhoz, hogy maximalizaljuk niggo-t, de
az Osszeg tovabbra is 1200500 legyen, a 7-es tavolsagokat a leheté legnagyobb sorszamu tagok kozott kell elhelyezniink.
Tehét Ludwig hétre allitja a tavolsdgot n;r1 — n; kozott, ahol ¢ = 800, ...,999 (az Osszes tébbi helyen a tévolsig
tovébbra is 2) és {gy megkapja nigpo lehetd legnagyobb értékét: nipoo = 101 4+ 2 - 999 + 200 - 5 = 3099.

33. feladat Mi a legkisebb pozitiv egész, amelyet le tudunk irni csak a 2 és 9 szamjegyek segitségével, paratlan sok
szamjegye van, és oszthaté 11-gyel?
Eredmény: 29292929292

Megoldds: Vegyiik észre, hogy 100 = 1 (mod 11). Emiatt egy szdmot 100-zal szorozva nem véltozik meg a 11-es
maradéka. Ha egy szam tartalmaz két egymést kovetd azonos a szadmjegyet, akkor felirhaté z - 10"+t2 4+ 11a - 10™ + y
alakban, amibdl kitorolve ezt a két szdmjegyet x - 10™ + y-t kapunk, amelynek ugyanaz a 11-es maradéka, mint az
eredeti szdmnak.

Tehét a keresett vdlaszban nem szerepel két egymast kovetd kettes vagy kilences, kiillonben térélnénk ket és kisebb
szamot kapnank. Szdval probéljuk ki a 2929 - --292 vagy 9292 - - - 929 alakd szamokat, amig el nem ériink egy 11-gyel
oszthatdt.

Segit a valaszban, ha ismerjiik a 11-gyel valé oszhatdsdg kritériumat. Egy szam akkor és csak akkor oszthatd
11-gyel, ha a péaros helyiértéken all6 szamjegyek Osszegébdl kivonva a paratlan helyiértéken &llé szamjegyek Osszegét,
11-gyel oszthaté szamot kapunk. Mivel felvaltva hasznaljuk a 2-eseket és 9-eseket, keressiik a legkisebb n-t amelyre
2n—9(n+1) vagy 9n —2(n+1) 11 tobbszorose. Mindkét esetben n = 5 megfeleld, tehat 29292 929 292 és 92 929 292 929
j6 jeloltek. A kettd koziil a kisebb szamot véalasztjuk.

11



34. feladat Legyen ABCDE egy szabdlyos 6tszog, és F az AD és BE 4tlok metszéspontja. Az AFE egyenl6 szard
héaromszoget kiegészithetjik AFEXY szabalyos Otszoggé, jeloljuk ezt az Otszoget p-vel. Szerepel az dbran egy masik
Otsz0g, q, amelynek a csucsai az ABC DE 06tszog atléinak metszéspontjai. Feltéve hogy AF = 1, mekkora a legnagyobb
tavolsag p egy csicsa és g egy csucsa kozott?

Eredmény: (3 ++/5)/2 = 2.61803

Megoldds: Vegyiik észre, hogy a p és g 6tszogek parhuzamosan hasonléak az F' pontra tiikrozve (és nagyitva), igy az
X és Z pontok kozti szakasz athalad az F' ponton. Ez a szakasz az egyik lehetOség a kettébol, ha a p és q Otszogek
egy-egy csucsa kozti legnagyobb tdvolsagot keresstik.

D

Az egyes csicsokban 1év6 szogek értékét végigkovetve a kovetkezdkre juthatunk: (1) AFE< = 108°, {gy a koszi-
nusztérvény miatt AE = %(1 +5); (2) az AFZ, XFD, DFE héromszogek egyenlé szartak. Tehat

XF =DF =DE=AE = 1(1+5)

és
ZF = AF =1.
Vagyis a keresett tavolsag XF + ZF = %(3 +/5).

35. feladat Vegyiik az Osszes olyan, primekbél 4ll6 (a, b, ¢) szdmhdrmast, amely megolddsa az aldbbi egyenletnek:
175a + 11ab + bc = abc.

Mi ¢ Osszes lehetséges értékének az Gsszege?
Eredmény: 281

Megoldds: Az egyenletet 4t tudjuk alakitani erre: a(bc — 11b — 175) = be. Ebbél kovetkezik, hogy a = b vagy a = ¢,
mivel ezek primek. Az els§ esetben ac — 11la — 175 = ¢ < (a — 1)(¢ — 11) = 186, amibdl a (2,2,197) az egyenlet
megolddsa a primek korében. A mdsik esetben ab — 110 — 175 = b < 175 = b(a — 12), amibdl az aldbbi két megoldést
kapjuk a primek korében: (47,5,47) és (37,7,37). Vagyis a lehetséges ¢ értékek Osszege: 197 + 47 + 37 = 281.

36. feladat Tamaéas és Maria venni szeretnének egy hazat. A tokéletes helyet keresik, de eltérd definiciéik vannak
arrél, hogy mi is a ,,tokéletes”. Talaltak mar 10 lehetséges hazat, és az alabbi dontési mddszert dolgoztdk ki: mind a
ketten véletlenszeriien sorba rendezik a hazakat (dontetlen nem megengedett). Ha pontosan egy hézra igaz, hogy a
legjobb harom kozott van Tamés és Maria listdjaban is, akkor ezt a hazat vélasztjak. Mekkora az esélye annak, hogy ez
a modszer sikeres?

Eredmény: %

Megoldds: Madria barmely sorrendje esetén az kell nekiink, hogy Tamdasnak a 3 legjobb héza koziil pontosan egy legyen
Maria 3 legjobb héza kozt, a masik kett6 pedig Méria sorrendjében a 4. és a 10. kozt. Méria barmely sorrendje esetén,
Tamés esélye
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37. feladat Definidljuk az alabbi polinomokat:
p(x) = az®? + 52202 4. 4 ap? 4 he? 2 4 b a4 b
és
q(z) = az® + bz + a,

ahol a és b pozitiv valdés szamok. Tudjuk, hogy g(x)-nek pontosan egy valds gyoke van. Keressiik meg p(z) Gsszes valds
gyokének Osszegét.
Eredmény: —2
Megoldds: A p(z) polinomot az aldbbi szorzattd tudjuk bontani (ax + b)(22°2° + 22019 ... + 22 + 1), ahol a masodik
tag pozitiv, igy az x = _Tb lesz a p(x) polinom egyetlen valds gyoke.

Mivel a g(x) polinomnak egy gyoke van, ezért a diszkriminéns b? — 4a? = 0, és mivel a, b pozitiv, ezért b = 2a.
Vagyis x = ’Tb = =22 _ _3

a

38. feladat Keressétek meg az Gsszes p primszam Osszegét, amelyre létezik olyan pozitiv egész n, hogy % tizedestort
alakban kifejtve ismétlodd, és a legrovidebb ismétlédési ciklusa 5 hosszu.

Eredmény: 312

Megoldas: Feltételezhetjiik, hogy n < p és hogy az % tizedestort alakja 5 jegyenként ismétlédik rogton a tizedesjegy
utdn. (Ha % csak késdbb lesz ismétlodo, akkor elesusztathatjuk a tizedesjegyet Ugy, hogy n-t megszorozzuk 10 megfelelo
hatvényaval, majd, ha igy n > p, akkor lecseréljitk n’ < p-re, ahol n = kp + n/: ez minddssze "kitorli” a szdm
egészrészét.) Ha az % ismétlédo tizedestort alakja 0.ABCDE, akkor 99999 - % = 10° - % - % = ABCDE egész
szam. Mivel n < p és p primszam, kovetkezik, hogy p | 99999, vagyis p | 32 - 41 - 271. Mind 1/3-nak, mind 2/3-nak
egyjegyl az ismétlédési ciklusa, viszont 1/41 = 0.02439 és 1/271 = 0.00369 megfelelnek a kitételnek, {gy a végeredmény
41 + 271 = 312.

39. feladat Négy ember il egy teremben, mindegyikiik pontosan harom nyelven beszél e koziil az 6t nyelv koziil:
cseh, német, angol, lengyel, magyar. Mas nyelven nem beszélnek. Kénnyen lathatd, hogy 10000-féleképp rendelhetjiik a
nyelveket az emberekhez. Ezen belill hany olyan kimenet van, amelyben valaki eléadast tud tartani nekik egy olyan
nyelven, amit mind megértenek?

Eredmény: 5680

Megoldds: 10 = (g) olyan kimenet létezik, ahol mindannyian ugyanazt a harom nyelvet beszélik. Ahhoz, hogy legalabb
két koz0s nyelviik legyen, 10 = (g)-féleképp valaszthatjuk ki ezt a két nyelvet, majd 3* médon vélaszthatjuk ki a négy
ember harmadik nyelvét. Ha azt akarjuk, hogy legaldbb egy ko6zos nyelviik legyen, 5 = (‘;’)—féleképp valaszthatjuk ki

az egy kozos nyelvet, majd (3)4 = 6% médon vélaszthatjuk ki a négy ember két-két mésik nyelvét. A szitaformulét
alkalmazva megkapjuk a keresett eredményt, ami 5 - 6* — 10 - 3% + 10 = 6480 — 810 + 10 = 5680.

40. feladat Juli leirja az Gsszes olyan tortszamot, amelynek a szamlaléja és a nevezdje is 100-nél nem nagyobb egész
szam, utana torli azokat, amelyek egyszeriisithet6k. A megmaradd szamokat névekvs sorrendbe rendezi. Juli listajaban

melyik szdm szerepel kozvetleniil % elott?

Eredmény: %
Megoldds:  Olyan tortszdmokkal kell probalkoznunk, amelyeknek a lehetd legnagyobb a nevezdje, mert ha ¢ kisebb,
mint %7 akkor %2 nagyobb, mint %, viszont kisebb, mint % Ez azt jelenti, hogy a 98, 99 és 100 nevezdkkel érdemes

b+3
5b4 i 4 ; (65 65 4. 66 _ 33
probélkozni. A lehetséges megolddsok tehdt g3, 55 €s 155 = &5-

6 _ 38 _6_2
99 " 50 98 3

Ha 0sszehasonlitjuk ezeket a torteket, megkapjuk, hogy

41. feladat Egy 6 x 6 X 6-o0s racsban huszonharom fekete egységkockat helyeztiink el. Az dbra mutatja, hogy hogy
néz ki feliilrdl (balra) és elolrdl (jobbra). Egy fehér mezd azt mutatja, hogy abban az oszlopban nincsen fekete kiskocka.
A két dbrazolt lap kozos élét pirossal jeloltiik. Hatarozzatok meg a fekete alakzat felszinét.
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Eredmény: 130

Megoldas: A fekete alakzat felszine megyezik a fekete kockdk felszinével minusz kétszer azok a lapok, ami két fekete
kockdnak a hatdra. Ezek a parok haromféleképpen allhatnak: ”fel-le”, ”el6l-hatul” és ”balra-jobbra”. A ”balra-jobbra’
parok esetén, a két fekete kocka elolrél és feliilrdl nézve is egy-egy vizszintesen érintkez6 oldalpart alkot, melyek azonos
oszlopokban szerepelnek a két vetiilet esetén. Végignézve az oszlopokat lathatjuk, hogy ilyen nem fordul el6. Az
7elol-hétul” érintkezéshez a bal oldali négyzetben kell két négyzetnek fiiggolegesen érintkeznie. Ez kétszer fordul el6 az
els6 oszlopban. Mivel a jobb oldali dbran az els6 oszlopban csak egyetlen fekete négyzet van, igy tudjuk, hogy ez a két
érintkezés a nagy kockaban is két érintkezés lesz. A "fel-le” parok esetén az el6z6hoz hasonld esetet kapunk, csak a két
abrét felcserélve kell nézni (ekkor az 6todik oszlopban lesz két érintkezés, amik valéban érintkezés lesz, mivel a feliilrél
nézve csak egy kocka szerepel az 6todik oszlopban). Osszesitve a kérdéses felszin mérete 6 - 23 — 2 - 4 = 130.

)

42. feladat Nevezziik egy N pozitiv egész szdm o0szto felbontdsinak az alabbit: dy,ds, ..., dy pozitiv egészek sorozata,
ahol k> 1,dy #1,ésady|de|ds| - |di| N ossthatéségok teljesiilnek, tovdbbé dy - dy - -+ - d, = N. Ekkor a dy,
szamot nevezzik az o0sztd felbontds vezetdjének. A 720 6sszes lehetséges oszté felbontdsanak vezetSinek mi a szamtani
kozepe?

Eredmény: 204

Megoldds: Tudjuk, hogy 720 = 2*-32.5. A dy,ds,...d; sorozatban barmely p prim kitevéi monoton novekvd
sorozatot alkotnak, melyek Gsszege p kitevdje 720 primtényezis alakjdban. Ez a sorozat p = 2 esetében lehet (1,1,1,1),
(1,1,2), (2,2), (1,3), (4), vagy ezek koziil barmelyik tetszéleges szdmu nulldval az elején. 3 esetében lehetséges
véggzddése a sorozatnak (1,1) vagy (2), 5 esetében pedig csak az (1). Ezen sorozatok barmelyik kombindcidjaval

oszt6 felbontast kapunk. Vagyis 720-nak Osszesen 10 oszté felbontasa létezik és ezek vezetSinek szamtani kozepe
244816 . 319 . 5 — 204,

43. feladat A Scrabboj jaték egy 5 x l-es tablabdl és egy zsdknyi megkiilonboztethetd betiikockabdl all. A kockak
mindegyikén pontosan egy szerepel a N, A, B, O, J betiik koziil. Hanyféle olyan kiilonb6z6 Scrabboj jatékcsomag
létezik, amelynek a betiikockdibdl pontosan 1440-féleképp lehet kirakni a NABOJ szét?

Eredmény: 9450

Megoldds: Legyen a N, A, B, O, J betiikkel elldtott jatékkockdk szdma egyenként n, a, b, o, j. Azoknak a (n,a,b,o,7)
0t0s szamcsoportoknak a szaméat keressiik, amelyekre igaz, hogy

naboj = 1440 = 2° - 32 . 5,

Mindegyik primtényez8t szétoszthatjuk a n, a, b, o, j szamok kozt és kiilonféle felosztdsok kiilonféle 6ts szamesoportokat
eredményeznek. Osszesen

()= () ee (D) 2e (D) ae (0)ae ()1 (2) =

moédon tudjuk szétosztani a 2-eseket, ami rendre a primtényezd 5-0s kitevojének az aldbbi felosztasaival egyezik meg: 5,
44+1,3+2,34+1+1,24+2+1,24+1+141,14+14+1+1+1. Tovabba

0 ()

moédon tudjuk szétosztani a 3-asokat, ami a kitevd 2 és 1 + 1 felosztdsaival egyezik meg. Végiil pedig

5
=5
(1)
médon oszthatjuk ki az 5-6s primtényezot. Ez 0sszességében
126 - 15 - 5 = 9450

kiilonb6z6 Scrabboj jatékcsomag.

44. feladat Melyik a legnagyobb n pozitiv egész szam, amelyre 42021 4 4™ 4 43590 négyzetszam?
Eredmény: 4978

Megoldds: Belathatjuk, hogy az dsszeadas mindharom tagja tokéletes négyzet, hiszen 4 = 22. fgy ha kivalasztunk
koziiliik kettot és négyzetre emeljiik az Gsszegiiket, akkor megkaphatjuk pl. a kovetkezot:

(22021 + 2n)2 — 42021 +92. 22021 .9n + 4" = 42021 + 22022+n + us
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Ha ezt a kifejezést megfeleltetjiik a feladatban szereplé egyenlettel, akkor arra jutunk, hogy

43500 — 22022+n n = 4978
és erre az értékre mindenképp tokéletes négyzetet kapunk. A hdrom tag koziil még kétféleképp lehet kettdt kivélasztani,
ha ezeken elvégezziik ugyanezeket a lépéseket, akkor n = 541-et és n = 2761-et kapunk. Igy feltételezhetjiik, hogy az
n = 4978 a keresett megoldas. Ennek bebizonyitdsdhoz mutassuk meg, hogy 42921 + 4" 4+ 43500 nem tokéletes négyzet,
ha n = 4978 + m, ahol m pozitiv egész szam. A

42021 4 43500 + 44978+m — 42021 . (1 4 41479 4 42957+m)

kifejezés akkor és csak akkor tokéletes négyzet, ha (1 + 41479 4 42957+m) ig t5kéletes négyzet, mivel 42021 = (22021)2.
Viszont a

(22957+m)2 —_ 42957+m <14+ 41479 + 42957+m =1+ 22958 + 42957+m <142 22957+m + 42957+m _ (22957+m + 1)2

kifejezésbdl latszik, hogy a masodik tényezd biztosan két egymast kovetd négyzetszam kozott van. Ezért n = 4978 a
keresett megoldas.

45. feladat
2021

P(z) = [] (@' + (-1)%) = (2 + 2)(a® — 3) (2 + 4) - - (2***" — 2021)
=2
A fentebbi polinom hény egyiitthatéja pozitiv (szigordan nagyobb, mint nulla)?
Eredmény: 1021616
Megoldds:
Vegytiik a

Q(x) = P(—x) = (2% +2) (=2 = 3)(x* +4) - - (=22 —2021) = (=1)°0(2? + 2)(2® + 3)(z* +4) - - - (222" 4 2021)

polinomot és lassuk be, hogy minden nem nulldval egyenl6 egyiitthatdja pozitiv. Azt allitjuk, hogy ezek az egyiitthatok
pontosan megegyeznek az z¥ kitevéivel, ahol k értéke a lehetd legkisebbtél, vagyis 0-t6l, a legnagyobbig, vagyis
S =2+ -+ 2021 = 2043230-ig terjed, kivéve pontosan két értéket: 1 és S — 1. Ha elképzeljiik a @Q-t definialé 2020
tag szorzatat, vildgos, hogy nincs benne linedris tag, és ugyanez mondhaté el az x5~ 1-rdl is: ha mindegyik zaréjelbél
kivélasztjuk az 2-ek kitev6jét, megkapjuk z°-t, méskiilonben a kitevé legfeljebb S — 2.

Most azt kell bebizonyitanunk, hogy a fenti tartomanyban az 6sszes t6bbi kitevd pozitiv egyiitthatéval van jelen, vagy
ezzel ekvivalensen azt, hogy a legkisebb 1-nél nagyobb szém, ami nem felirhaté a {2,3,...,2021} egy részhalmazdnak
Osszegeként (nevezziik ezt a szédmot m-nek) egyenld S — 1-el. Azt 4llitjuk, hogy

m—1=k+(k+1)+...+2021

valamely k = 2,3, ...,2021 értékre. Ebbdl vildgosan latszik, hogy m > 3 és igy lehetségesnek kell lennie, hogy m — 1-et
felirjuk {2,3,...,2021} egy részhalmazénak Gsszegeként. Tovéabbd a {k,k+1,...,2021}-en kiviili Gsszes részhalmazban
elég az Osszeg egyik tagjanak értékét megnovelni 1-el ahhoz, hogy megkapjuk m lehetséges értékét. Emellett tudjuk,
hogy k < 3, mivel maskiilonben

24+ k-1 +(k+1)+...+2021

kifejezheti m-et. Ezért m=1+34+4+...+2021 =5 — 1. Kovetkezésképp Q(x)-nek g + 1 pozitiv egylitthatdja van
az x paros kitevibol és g — 2 porzitiv kitevéje az = paratlan kitev6ibSl. Az eredeti P(x) polinomnak ellentétes el6jeltiek
a paratlan kitevéihez tartozd egytitthatéi, igy pontosan g + 1 =1021616 pozitiv egyiitthatéja van.

46. feladat A Jové Kockavdrosdnak térképe egy 4 X 4 X 4-es kockahalé. Minden egész értékli koordinatakkal
rendelkez6 pont egy keresztezddés, és az egymastdl 1 egység tavolsagra 1évo keresztezddéseket egyenes titszakasz koti
Ossze. A véros kozepén 1évé, (2,2,2) koordindtaju keresztezédést utfelijitds miatt lezartdk. David a lehetd legrovidebb

ton szeretne eljutni a (0,0, 0) keresztezddésbédl a (4,4, 4) keresztezddésbe. Hany lehetséges titvonal koziil valaszthat?

Eredmény: 26550

Megoldds: Elbszor szamoljuk meg, hdny legévidebb it van, ha nincsen utlezéras. Hogy (0,0,0)-bdl (4, 4,4)-be jusson,

David 4 1épést tesz az x koordinadtatengely irdnyaba, 4 1épést az y irdnyba, és 4 1épést a z irdnyba. Ha barmikor

,,visszafele irdnyba” 1ép, akkor a kapott utvonal mar nem lesz a leheté legrévidebb. Tehat ﬁ%!& lehetséges utvonal van.
Szamoljuk meg, ezek koziil hdny dtvonal megy 4t a (2,2,2) keresztezddésen. (0,0,0)-bdl (2,2,2)-be %3,2!-

féleképpen tud eljutni, és minden egyes titvonalat ﬁi_m-féleképeen tud folytatni (2,2, 2)-bél (4, 4,4)-be. Tehdt Gsszesen

6! 6! 6!-6!

STl * 3Toral = 56 Utvonalat taldltunk.
120 _ 612

Ezek alapjan azoknak az utaknak a szdma, amelyek nem mennek &t a (2,2,2) keresztezédésen, ;5 — 35 = 26550.

15



47. feladat Egy szabalyos haromszoget 6sszehajtunk gy, hogy az egyik csticsa érinti a szemben 1év6 oldalt, és az
igy létrejott kettd, nem takardsban 1évé haromszog terilete 100 és 64, ahogy az dbra mutatja. Mennyi a harmadik
haromszog teriilete?

/

\
4 \
/ \
/
‘
Eredmény: 98

Megoldas: Nevezziik el a pontokat az dbréan ldthaté médon.

Mivel az ABC héaromszog szabalyos, BDE<{+ DEB< = 120° = BDE< + FDA<, azaz DEB< = FDA<. Emiatt az
ADF és BED haromszogek hasonléak. A két haromszog teriileteinek aranya 100 : 64, igy az egymasnak megfelelé
oldalak aranya 5: 4. Ha az r = DB, s = BE, t = ED hosszakat hasznaljuk, az alabbi abrat kapjuk:

Legyen a az eredeti szabalyos haromszog oldalhossza, igy az aldbbi egyenleteket kapjuk

a = s+t (2)
5
a = Z(r +1) (3)
)
a = ZS —|— 'S (4)
1 3
64 = TS sin60° = rs - % (5)
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Az egyenletrendszer alapjén r = § és s = %. Ezt visszahelyettesitva a (5) egyenletbe,

1440 = a®V/3 = 45
ahol S a szabdlyos haromszog teriilete. A keresett A teriiletre teljesiil, hogy 100 4+ 64 + 2A = 360, tehat A = 98.

48. feladat Feldobunk egy szabalyos kétoldali érmét tObbszor, egészen addig, mig a fej-iras-fej sorozat el6 nem
fordul. Mekkora a valdszintlisége, hogy az irds-fej-iras-fej még nem fordult el6?

Eredmény: %

Megoldas: Nevezzik E-nek az az eseményt, amikor a fej-irds-fej sorozat (roviden FIF), el6bb fordul elé, mint az
IFIF és legyen P(FE) ennek az eseménynek a valésziniisége. Legyen s a fej és irds fix véges sorozata, és jeloljik
P(E|s)-sel annak a valdsziniiségét, hogy az E esemény olyan sorozatban fordul elé, ami s-sel kezdédik és véletlenszertien
folytatédik. Legyen x = P(E|F) és y = P(E|I). Mivel az érme szabdlyos, egy vagy két 1épéssel tovabbhaladva (tgy,
hogy a legtjabb eredményt mindig az adott sorozat legvégére irjuk) megkapjuk, hogy

1 1 1
x = 5P(E|FF) + ZP(E|FH) + ZP(E\FIF) (6)
és ennek mintajara harom lépés utan megkapjuk, hogy
1 1 1 1
Y= §P(E|H) + 1P(E|IFF) + §P(E|IFH) + gP(IFIF) (7)

Mivel FIF és IFIF véltakozd sorok, arra jutunk, hogy
¢ = P(E|F) = P(E|FF) = P(E|IFF),
y = P(E|I) = P(E|II) = P(E|FII) = P(E|IFII).
Tovébbd mivel P(E|FIF) =1 és P(E|IFIF) =0, a (6)-es és (7)-es egyenleteket az aldbbi médon dtirhatjuk:

x+y+1
r=2 Y 2
2 4 4
_y, .y
V=511 "y

Ebbdl megkapjuk, hogy = = 3 és y = 3. A keresett valészintiség tehdt P(E) = $P(E|F) + 1P(E|I) = 3% = 2.
49. feladat Melyik a legkisebb x pozitiv valés szam, amelyre igaz a kovetkezo allitas? Létezik legalabb egy olyan
(s,t,u) pozitiv valés szdmhdrmas, amelyre teljesiil, hogy

s? —st+t2 =12,

2 —tu4u? = z,
és nincs két ilyen tulajdonsdgi szamhéarmas, amelyeknek csak az utolsé eleme kiilonbozik.
Eredmény: 16
Megoldds: Vegyiik fel a stkban az S, T, U és C' pontokat ugy, hogy CS =s, CT =t, CU = u és

SCT<=TCU« = 60°,

ahogy az aldbbi dbra mutatja. A koszinusztorvény (cos60° = 1/2) miatt a feladatban szerepld egyenletek alapjan
feltételezhetjiik, hogy ST? = 12 és TU? = x. Mivel a T pont SC' szakasztdl valé tdvolsaga legfeljebb /12, és akkor és
csak akkor egyenld v/12-vel, ha T'SC< = 90°, megkapjuk, hogy

< V2 oy
~ sin(60°)

qo"'—.—
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A kovetkezOkben rogzitsiik a C pontot és a beldle kiindulé harom félegyenest, és az S, T, U pontokat csak a
hozzdjuk tartozé félegyenesen mozgassuk! Ha /x < 4, akkor el tudjuk helyezni a TU szakaszt az UCT szog szérai
kozt (vagyis taldlhatunk megfeleld u és t értékeket) tgy, hogy CU < CT < 4, valamint CUT<t # 90° (ha az U pontot
nagyon kozel helyezziik a C' ponthoz). Az elsé egyenldtlenségbél és a szogre vonatkozé megkotésbdl kovetkezik, hogy
a T kozépponti, v/z sugart kor két pontban érinti a CU félegyenest, U-ban és U’-ben (lasd az aldbbi 4brat), ami
ellentmond az u kiillonboz6ségét tilté feltételnek. A mésodik egyenlStlenség azt feltételezi, hogy a T kozéppontd,
V12 sugart kor legaldbb egy pontban érinti a C'S félegyenest, ami az S pont. Ez a két megallapitas arra utal, hogy
T > 4.

=

C U e U’

V& = 4-re (és barmely mds fix /x > 4 értékre), illetve barmely 0 < t < 4-re csak egy ilyen U érintépont 1étezik, és

igy az emlitett megkotés teljesiil. A fentiek mintdjara a T kozéppontid, v/ 12 sugaru kor legalabb egy S pontban érinti a

C'S félegyenest, és az ebbdl adddé (s, t,u) = (CS,CT,CU) szémhéarmas behelyettesitheté az egyeenletrendszerbe, hogy
megkapjuk z-et. Ebbdl kivetkezik, hogy a leheté legkisebb 2 érték, ami megfelel a feltételeknek, 42 = 16.

Megjegyzés: Alternativ megoldasként a geometriai érvelés helyett vizsgalhatjuk a masodfoku egyenlet megoldasainak
szamat meghatarozé diszkriminanst is.

50. feladat Hdny olyan x € {1,2,3,...2020} szdm van, amelyre lehetséges, hogy Marké dsszeadott 2020 egymadst
kéveté nemnegativ egész szamot, és Misi Osszeadott 2020 4+ x egymast kdveté nemnegativ egész szamot, és ugyanazt az
eredményt kaptak?

Eredmény: 1262

Megoldds: Legyen n Marko Osszegének els6 tagja és m Misi Gsszegének els6 tagja. igy

2019 - 2020 2019 + 2)(2020
2020n + ————— = (2020 + k)m + ( +x)2( t)

2m + 2019 4+ 2020 + x
5 .

Azt kell megmutatnunk, hogy mindegyik paratlan x-re léteznek ilyen n, m értékek, valamint minden olyan paros z-re is,
ami oszthato 8-cal. Legyen x := 2k + 1:

2020(n —m) = x

2m + 2019 + 2020 + 2k + 1 2m + 2k
m+ 09+200+ + ;(2k+1)%:(2k+1)(m+k) (mod 2020)

0=2020(n —m) = (2k + 1)

Ez az m barmely k értékre m = 2020 — k és a kdvetkez6 egyenlet teljesiil:

4040 — 2k + 2019 + 2020 + 2k + 1 8080
+ 2+ ikl = (2 +1)= = (2F -+ 1)(4040),

(n — 2020 + k) = 2(2k + 1),
n = 2020 — k + 4k + 2 = 2020 + 3k + 2.

Ezért a (2020 + 3k + 2; 2020 — k) szdmpérra létezik ilyen x érték, és ez az érték x = 2k + 1. Az x = 8k-ra pedig a
kovetkezo lesz igaz:

2020(n — 2020 + k) = (2k + 1)

2m + 2019 + 2020 + 8k
2020(n — m) — gk 2120 9; 0204 8% _ 4e(2m + 2019 + 2020 + 8k)

0 = 505(n —m) = k(2m + 2019 + 2020 + 8k) = k(2m + 8k — 1) (mod 505).
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Belathatjuk, hogy vagy k = 505 vagy 2m + 8k — 1 = 505. Mivel k lehet barmely 2020/8-n4l kisebb nemnegativ egész
szém, a 2m + 8k — 1 = 505 lesz igaz, {gy 2m = 505(2] 4+ 1) — 8k + 1 és m = 5051 + 253 — 4k, ahol [ értéke barmi lehet,
amivel m pozitiv értéket vesz fel: | € {0,1,2}. Az n értékét a kovetkez6képp kapjuk meg:

505(n — 5050 — 253 + 4k) = k(10101 + 506 — 8% + 2019 + 2020 + 8k) = 505k (2l + 9),

n — 5050 — 253 4 4k = k(21 + 9),
n = k(20 +9) + 5050 + 253 — 4k.

Most pedig azt kell bebizonyitanunk, hogy barmely z-re, amelyre igaz, hogy 2|z és 8 t z, nem létezik megfeleld (n,m)
megoldas. Legyen x = 2k, ahol k paratlan egész.
2m + 2019 + 2020 + 2k

2020(n — m) = 2k 5 = k(2m + 2019 + 2020 + 2k)

Az egyenlet bal oldala oszthat6 4-gyel, a jobb oldala viszont nem, mivel 2m + 2020 4 2k 4 2019 paratlan. Legyen
x = 4k, ahol k paratlan egész.

2m + 2019 + 2020 + 2k
2020(n — m) = 4k =" ; 2R ok(2m + 2019 + 2020 + 4k),

1010(n — m) = k(2m + 2019 + 2020 + 4k),

Mivel az egyenlet bal oldala oszthaté 2-vel és a jobb oldala nem, nincs megoldas az n, m szamokra. Innen tudhatjuk,
hogy k vagy pératlan vagy oszthaté 8-cal. A 2020-nél kisebb pératlan egészek szdma 1010 és a 8-cal oszthaték szama
2016/8 = 252. Ezért Gsszesen 1262 lehetséges x van.

51. feladat A kp és k¢ korok rendre a P és Q pontban érintik a k4 kort. Milyen hosszi a k4 kor r4 sugara, ha kg
sugara rg = b és k¢ sugara ro = 3, tovabbd PQ = 6 és a kozOs érintészakasz hossza T'S = 127

Eredmény: Y% = 3.93675

Megoldds: Legyen A, B,C a hiarom kor kézéppontja. Tovabbd legyen a = QAP<,f = PBT<,v = SCQ<. Mivel
BT 1. TS é CS LTS, aTBACS 6tszog bels6 szogeinek 6sszege miatt megkapjuk, hogy o + 8 + v = 360°.
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Mivel a T'S szakasz a kp és ko korok kozos érint6pontjainak tavolsdga, megkapjuk, hogy PTS< = % B és TSQa = %'y.
Az alapjan, hogy
1 1 1
SQP< = 180° — (90° — 5@) —(90° — 57) = i(a +7),

kovetkeztethetlink arra, hogy PTS<+ SQP< = 180° és igy a PQST négyszog hiurnégyszog. Legyen D a TP és SQ
egyenesek metszéspontja. Mivel PQST hiurnégyszog, a DST és DQP haromszogek hasonléak, amibél kdvetkezik, hogy
PQ DP DQ
TS DS DT’
Ugyancsak a PT'S< = %ﬁ és TSQ< = %fy szogek alapjan megkapjuk, hogy SDT< = QDP< = %oz, ami azt jelenti,
hogy a D pont a k4 koriven van.

Tehat tudjuk, hogy DPA< = TPB< és az APD és BPT haromszogek is hasonlék. Ugyanezzel az analdgidval
megkapjuk, hogy ADQA ~ CSQA. Ezen hasonlésagok alapjan a

TP ;] , SQ rc
—_— == és — ==
DP ry DQ ra
egyenléségekre jutunk, ami alapjan pedig a kovetkezOkre:
DT _ratrs . DS _ratrc
DP 14 DQ  ra

Ezeket az eredményeket a fenti egyenletbe behelyettesitve megkapjuk, hogy

TS* ~ DS DT _ (ra+rp)-(ra+rc)
P2~ DP DQ =) '

fgy mar ki tudjuk szdmolni r 4-t Ggy, hogy behelyettesitjiik a kapott értékeket, ami a kdvetkezd masodfoku egyenlethez
vezet:

144
%.ri:ri%r,ﬁm = 3r4 —8ra —15=0.

Az egyenlet két lehetséges megolddsat az alabbi alakban kapjuk meg:

84+64+12-15 4+61
6 3

Ezek koziil az egyetlen pozitiv értékii megoldas a 4+§/ﬁ = 3.93675.
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