Uloha 1. Strany rovnostranného trojuholnika pretinaji dve rovnobezky (pozri obrazok). Ak vieme velkost jedného
vyznaéeného uhla, uréte velkost uhla oznagéeného otdznikom v stupiioch.

71°

—

Vysledok. 169

Riesenie. Pozrime sa na trojuholnik pod nizSou rovnobezkou — jeden jeho uhol je 60° z p6évodného trojuholnika.
Druhy je susedny k otazniku — oznaéme . Treti je susedny k stihlasnému uhlu k vyznaéenému 71°, teda mé velkost
180° — 71° = 109°.

Mbézeme teda dopoéitat oo = 180° — 60° — 109° = 11°. Otéznik je susedny k o, a teda je 180° — 11° = 169°.

Uloha 2. Stevka méa jedno tricko a jednu sukiiu kazdej zo siedmich farieb: ¢ervenej, modrej, zelenej, zltej, Ciernej,
oranzovej a fialovej. VZdy chce mat oblecené tricko a sukiiu roznych farieb. Ak mé oblecené nieco éervené, chce, aby bol
druhy kus obleéenia zlty. Kolko réznych outfitov si méze Stevka vybrat?

Vysledok. 32

Riesenie. Dokopy existuje 6 - 6 kombindcii, ktoré neobsahuju ¢ervent, 6 z nich ale ma tu istu farbu dvakrat. Potom si
eSte dva Cerveno-zlté outfity. Vysledok je teda 36 — 6 + 2 = 32.

Uloha 3. Stcet siestich navzajom roznych kladngch celych éfsel je 22. Aky je ich suéin?
Vysledok. 840

Riesenie. Najmens{ sticet 6 roznych prirodzenych &fsel je 1 +2+ 3 +4 + 5+ 6 = 21. Ked'ze je nasa suma len o jedna
vyssia, jedind moZnost je 1 +2+ 3 +4+ 5+ 7 = 22. Ak by sme zvicsili iné &slo o 1, tak by sme mali dve rovnaké &fsla.
Potom 1-2-3-4-5-7 = 840.

Uloha 4. Kolko najmenej identickych kvadrov rozmerov 6 x 15 x 20 potrebuje Marek na to, aby postavil kocku?
Vsetky kvadre musia byf otocené rovnako.

Vysledok. 120

Riesenie. Kvoli podmienke na otocenie kvadrov vieme, Ze dlzka strany kocky musi byt deli/tel’né zaroven 6 = 2 - 3,
15=3-5a20=2-2-5, potom teda musi byt delitelnd aj 2-2-3-5 = 60, ¢o je zjavne mozna dlzka strany kocky. Pocet
kvadrov je teda 603 /(6 - 15 - 20) = 120.

Uloha 5. Luk4s nakreslil dsecku jednotkovej diZky. Dalej cheel skonstruovat pravouhly trojuholnik s obsahom 0,2
tak, aby tato dsetka bola jedna z jeho strdn. Vtedy si uvedomil, Ze by to mohol urobif viacerymi spésobmi. Kolkymi
moznymi spésobmi to mohol Luk4s spravit?

Vysledok. 8

Riesenie. Ako prvé si uvedomme, Ze dané tsecéka bude bud odvesna, alebo prepona. V oboch pripadoch sa bude
tret{ bod trojuholnika nachédzat na rovnobezke vzdialenej 0,4 od Luk4Sovej tisecky (pretoZe vyska z tohto bodu po
prendsoben{ 1/2 tvor{ obsah trojuholnika). Vsimnime si, ze takéto priamky si dve.

V pripade, Ze ide o preponu, bude treti bod trojuholnika leZat aj na kruZnici, ktorej priemer je LukaSova tsecka
(ide o Talesovu kruznicu). Tato kruznica ma s rovnobezkami 4 priesecniky.

Pokial ide o odvesnu, treti bod trojuholnika sa bude nachddzat aj na kolmici z jedného z krajnych bodov LukéSovej
usecky. Krajné body st dva, a teda aj kolmice na tito tseéku st dve. Tym padom dostdvame d'alsie 4 prieseéniky
s rovnobezkami, ¢o je v sucte s predchadzajicimi 8.

Nakoniec vsimnime si, ze ziadne dva z tychto pripadov nie su ten isty pripad zapocitany dvojmo.



Uloha 6. Kazdé pismeno predstavuje ind nenulovi cifru. Spocitajte BAC.

A A B
+ A B A
+ c C

B A C

Poznamka: ¢islom XY Z myslime ¢islo, ktoré mé na mieste stoviek cifru X, na mieste desiatok cifru Y a na mieste
jednotiek cifru Z.

Vysledok. 732

Riesenie. V tretom stipci vidime, ze ak séitame A+B+C, posledn4 &islica bude stdle C'. To znamend, ze A+ B = 10. Ked
sa pozrieme na druhy stfpec, vieme, ze z tretieho Stfpca musime pri¢itat este 1, teda séitavame A+B+C+1 = 11+C = 1A.
C+1=A. Prvy stipec teda vieme prepisat na A + A + 1 = B. Teraz méame tri rovnice pre A, B a C, ktoré ndm po
vyriegeni daju, ze A =3, B=7, C = 2. Preto BAC = 732.

Uloha 7. Mastune &islo je také kladné celé ¢islo, ktorého stucin cifier je 36. Nech a a b st definované nasledovne.

e a je ciferny stcet najmensieho mozného masivneho ¢isla,

e b je najmensi mozny ciferny sicet masivneho ¢isla.
N3gjdite rozdiel a — b.
Vysledok. 3
Riesenie. Prvociselny rozklad ¢isla 36 je 36 =2-2-3- 3.

Pod'me najskor najst najmensie mozné masivne éfslo. MoZeme si viimnit, Ze dvojciferné &fslo so stiéinom cifier
36 existuje (napriklad 66). Aby sme nasli to najmensie, prvé cifra musf byt ¢ najmensia a si¢in zvysnych delitelov
nemdze byt vicsi ako 9. Také éislo je (2-2) - 101 + (3 - 3) - 10° = 49. Teda sticet cifier najmensicho mozného masfvneho
¢isla je 4 +9 = 13.

Zamyslime sa teraz, aky je najmensi mozny ciferny sicet masivneho ¢isla. 2+ 24 3+ 3 sa nasc¢ita na 10. Vyndsobenim

nejakych dvoch cifier (ak by sme chceli dvoj- alebo trojciferné éislo) dostaneme ciferny sticet, ktory je vicsi alebo rovny
povodnému. Najmensi mozny ciferny sucet je preto 10. Rozdiel je teda 13 — 10 = 3.

Uloha 8. Kde bolo, tam bolo, v defi M (ako Mars) roboti dokonéili prvii marfansku zdkladiiu pre 100 Tudi. Dalej
rozsirovali priestory tak, ze kazdy d’alsi mesiac pribudol priestor pre 10 Iudi. V deii M zéroven vystartovala zo Zeme
prvé raketa mieriaca na Mars. Cesta jej trvala 7 mesiacov a prepravila 20 kolonistov na martanskd zakladiu. Islo o

prvi z n identickych rakiet, ktoré mali Zem opustit postupne 0, 1, 2 az n — 1 mesiacov po dni M. Uréte najvicsie
mozné n také, Ze zdkladiia bude mat vidy pre kolonistov dostatok priestoru.

Vysledok. 16
Riesenie. Sedem mesiacov po dni M dorazilo prvych 20 Tudi na Mars. Vo vieobecnosti, k mesiacov (k > 7) po dni M
sa na zdkladni nachddzalo 20(k — 6) kolonistov. V tom ¢ase bola kapacita zdkladne 100 4+ 10k. To ndm ddva nerovnicu
20(k — 6) < 100 + 10k,
ktora sa d4 lahko zjednodusit na
k <22

To znaé&i, Ze po 22 mesiacoch nastane okamih, ked’ uz neméze priletiet Ziadna d'alsia raketa. Odlet poslednej moznej
rakety sa udial sedem mesiacov pred jej priletom na Mars, teda posledna raketa odletela 22 — 7 = 15 mesiacov po dni
M. Z toho uZ jasne vidime, ze mohlo byt najviac 16 rakiet.

Uloha 9. Na obrézku je obdlznik rozdeleny na tri mensie obdiZniky. Urcte obsah prostredného obdiZnika, ak maéte
dané obsahy zvys$nych dvoch a dve vyznacené dlzky.

30 14

Vysledok. 42

Riesenie. Ozna¢me §irku obdlznikov v a hladany obsah S. Potom 9v = 30 + S a 7v = 14+ S. VyrieSenim tejto ststavy
linedrnych rovnic dostaneme v = 8 a .S = 42.



Uloha 10. Marek a Luk4s sa navzéjom vyzvali — ak ktorykolvek z nich odovzd4 na Nébojovii tilohu é&fslo n nespravny
vysledok, musi urobit 10n klikov. Naboj mé 42 tiloh. Marek riesil iba tlohy s poradovym &islom delite/nym piatimi a
Lukas zas iba ulohy, ktorych poradové ¢islo dava zvysok 1 po deleni piatimi. Ak viete, ze

e kazdy z nich aspon raz odovzdal nespravny vysledok,
e ziadna 1loha nebola nespravne zodpovedand viac ako raz,
e Marek urobil rovnako vela klikov ako Luk&s,

kolko najmenej klikov mohol urobit Marek?
Vysledok. 550
Riesenie. Ked'ze Marek riesi iba tlohy s poradovym é&islom delitelnym piatimi, pocet klikov, ktoré urobil, je delitelny
50. Preto aj pocet klikov, ktoré urobil Lukas, musi byt delitelny 50. A z dovodu, Ze Lukas riesi iba tlohy, ktorych
poradové ¢islo déva zvySok 1 po deleni piatimi, musel odovzdat aspon 5 nespravnych vysledkov (inak by nedosiahol
pocet klikov delitelny 50).

Ak by Lukas odovzdal nespravne vysledky pri tlohach 1, 6, 11, 16 a 21 a Marek pri ulohdch 10, 20 a 25, obaja by
urobili 550 klikov. Ked'ze 1, 6, 11, 16, 21 je pética tloh rieSenych LukdSom s najmensim moZnym siétom poradovych
¢isel, 550 je hladany vysledok.

Uloha 11. V skupine deviatich priatelov si niektori navzajom dlzia peniaze. Jedného diia sa rozhodli zbavit svojich
podlznosti. Tabulka ukazuje dlzoby medzi jednotlivymi priatelmi, teda Adam dlzi 5 Betke. Ak platba znamen4, Ze
niekto da nejaké mnozstvo penazi inej osobe, urcéte najmensi mozny pocet platieb potrebny na urovnanie vsetkych
dlhov.

A B CDEVF G HI
AlO|-5]-1{0[3[3|5]|2]|4
Bl5|0|3|-5|1|0]|2]|7|-4
Cl1]-3|0|-5{2[3|61]-3|0
DIO0|5|5|0|-8|-4|7]2]|1
E|l-3-1|-2|8 |0 |4 [-114 |-7
F|-3/0|-3|4|-4|0|61|-4|0
G|-5|-2|-6|-7|11|-6|0 |-1|5
H|-2|-7|3|-2|-4/4|1]|0 |4
I|-4/4({0|-1|7]0|-5|-4|0

Vysledok. 6

Riesenie. Séitanim kazdého riadku dostaneme dlh daného priatela. Si to postupne 411, +9, +1, +8, —8, —4, —11, —3, —3.
KedZe piati z nich maji zdporny balans, musi prebehnit aspoii 5 platieb. Zaroven niekto musi zaplatit C, ktory md
dostat iba 1. Nik v8ak nemd taky maly dlh, a teda musi prebehnit aspoii o jednu transakciu viac. Zo stétov v riadkoch
je uz jasné, ako maju platby prebehnit, a Ze ich naozaj staéi 5+ 1 = 6.

Uloha 12. David a Baska na prechédzke nasli 35 orechov. Rozdelili ich do niekolko (viac ako jednej) kopok, pri¢om
kazda obsahovala aspon dva orechy. Potom zobrali jeden orech z kazdej kdpky a polozili ho na prvi kdpku. Teraz maji
vietky kopky rovnaky poéet orechov. Kolko orechov bolo povodne na druhej kopke?

Vysledok. 8

Riesenie. Kladni delitelia 35 sd iba 1, 5, 7, 35. Ked'Ze kaZd4 kopka mé na konci rovnaky poéet orechov, tak jeden z
delitelov musi byt pocet kopok. Zo zadania moézeme vylicit 1 a 35 ako poéty kopok. Ak by sme mali 7 kopok, museli
by na nich byt na za&iatku nasledovné poéty orechov: —1, 6, 6, 6, 6, 6, 6, ¢o o¢ividne nefunguje. Ostédva nam teda
moznost piatich képok, éo Tahko overime, Ze sedi — 3, 8, 8, 8, 8.

Uloha 13. Na nasledujiicom obrizku méme zadané dva uhly. Navyse vieme, Ze velkost oznaéenych uhlov pri vrchole
A je v pomere 2 : 1, a to isté plati pre vrchol B (pricom vi&si z uhlov je vzdy oznaéeny dvoma ciarkami). Uréte velkost



uhla AC'B v stupiioch.

Vysledok. 31

Riesenie. Na zaciatok si oznaéme mensi uhol pri A ako « a mensi pri B ako . Pomocou rovnosti vrcholovych
uhlov a faktu, ze sticet uhlov kazdého trojuholnika je 180°, dostavame rovnicu 39° + 3a = 27° + 38. Z nej si vieme
vyjadrit rozdiel 8 — a = w = 4°. Rovnakym principom (vrcholové uhly a siicet uhlov v trojuholniku) sa vieme
dostat aj k rovnici ? + a = 27° 4 3. Z nej si vyjadrime ? a dosadime rozdiel, ktory sme vypoéitali z predoslej rovnice
?7=27°4 5 —a=27°+4° = 31°.

Uloha 14. Pre kolko celych &isel a mé funkcia f () = 922 + ax — 2022 definovand pre vietky redlne éfsla x prave
2022 roznych zapornych celoéiselnych hodnot?

Vysledok. 11

RieSenie. Prepisanie zadania do tvaru f(z) = (3z + %)2 - % — 2022 ukazuje, ze f nadobida vsetky redlne hodnoty
vécsie alebo rovné ako —% — 2022. Dana podmienka potom znamend, ze —2023 < —g—; — 2022 < —2022, ¢o je

ekvivalentné s % < 1, a preto a? < 36. To plati pre a € {—5,—4,...,4,5} a preto je vysledok 11.

Uloha 15. V pravom uhle AOB je vpisany stvorec ABCD so stredom v bode P. Ak |AO| = 6 a |OP| = 4y/2, uréte
sucin vzdialenosti bodu D od priamok AO a OB.

Udi

\Jo

Vysledok. 48

Riesenie. Nakreslime si kolmice s pitami F' a E postupne na tsecky AO a OB tak, Ze obe budi prechidzat
cez bod P. Potom budd trojuholniky PFA, PEB zhodné. Tym pddom |PF| = |PE|. Navyse PFOF je Stvorec
a |OE| = |OF| = |O—\/§‘ = 4. Teda |BE| = |AF| = |OA| —4 = 2 a |OB| = |OE| - |[BE| = 4—-2 = 2. Ak si
d’alej nakreslime kolmicu s piatou G na tsecku AO prechadzajicu bodom D, trojuholniky DG A, AOB st zhodné a

|DG| = |OA| =6,|AG| = |OB| = 2. Takze zp = 6,yp = 8. Z toho vyplyva, Ze sicin je 48

Uloha 16. V Néabojove je len jedna linka metra, ktord mé tvar kruznice a nachédza sa na nej 2022 stanic o¢fslovanych
postupne 1, 2, ..., 2022, pricom vzdialenost medzi kazdymi dvoma susediacimi stanicami je rovnaké. Peto si kupil
tyzdenny listok na metro, a rozhodol sa, ze po cely tento ¢as z neho nevystipi. Na stanici 1 nasadol do metra, ktoré islo
v smere rastu ¢&fsel oznacujicich jednotlivé stanice (jeho d'alsia stanica teda bola 2). Na stene jednej zo stanic uvidel
zaujimavt dlohu, tak sa pustil do jej rieSenia. To mu trvalo styrikrat dlhsie ako trvala celd cesta doteraz. Ked tlohu
vyriedil, metro akurdt zastavovalo na stanici 2022. Akym &slom bola oznaéend stanica, na ktorej Pefo nasiel tlohu?



Vysledok. 1214

Riegenie. Nech je x stanica, na ktorej Peto uvidel ilohu. Vzdialenost medzi 1 (Pefov start) po z je  — 1. Celkovd
vzdialenost, ktorti Pefo presiel, kym tlohu vyriesil, je 5 - (z — 1). Zacal teda na stanici 1, presiel 5 - (z — 1) a skonéil na
stanici 1+ 5 - (x — 1) = 2022 (mod 2022). Takze hladdme také z, ze

14+5-(z—1)=2022 (mod 2022),
5-(x—1)=-1 (mod 2022),
br=4 (mod 2022).

Vydelenim 2022/5 uvidime, ze zvysok je 2. To znamend, ze 5 - 404 = 2020 a
5-404 = -2 (mod 2022).

Vynésobime obe strany 3:
5-1212=—6 (mod 2022).

Pri¢itame 10:
5-1214 =4 (mod 2022).

Teda Peto tlohu uvidel na stanici 1214.

Uloha 17. Marek si nakreslil obrdzok troch kruznic. Mald kruznica m4 polomer 1 a dotyka sa oboch velkych kruznic,
ktoré si rovnako velké. Navyse jeden zo stredov velkych kruznic lezi v strede tsecky medzi zvy$nymi dvoma stredmi.
Urcte velkost spolocnej (Eiarkovanej) tetivy.

Vijsledok. 4+/2 = 5.656854

Riesenie. Podmienka o strede jednej z velkych kruznic ndm hovori, Ze vietky stredy kruZnic leZia na kolmici prerusovanej
tetivy. Dalej je lahké uvidiet, Ze ten v strede tsecky medzi zvysnymi dvoma je stred hornej velkej kruznice. Vzdialenost
medzi stredmi velkych zhodnych kruznic vieme vypoéitat, ako vzdialenost ich najvyssich bodov, ktord je rovnaka, ako
priemer malej kruznice, teda 2.

Oznaéme polomery vicsich kruznic R, potom tiito vzdialenost mézeme vyjadrit aj ako R — 1. Teda R — 1 = 2, z oho
vyplyva R = 3. Teraz sa pozrime na pravouhly trojuholnik s vrcholmi: stred strednej kruznice, v stred prerusovanej
usecky a prieseénik vicsich kruznic. Pomocou Pytagorovej vety uréime dlzku prerusovanej tetivy 2v/32 — 12 = 44/2.

Uloha 18. V rade stojf 2022 smidnych drakov. Prvy m4 1 liter mlieka, druhy 2 litre, a tak d'alej az 2022-hy drak ma
2022 litrov mlieka. Prvy drak preleje polovicu svojho mlieka a pol litra navySe druhému drakovi. Druhy potom preleje
polovicu svojho mlieka a pol litra navySe tretiemu drakovi. Takto to pokracuje, az kym 2021-vy drak preleje polovicu
svojho mlieka a pol litra navyse 2022-hému drakovi. Kolko mlieka bude mat 2022-hy drak na konci tohto procesu?

Vysledok. 4043

Riesenie. Predpokladajme, ze pred n-tym preliatim v poradi md n-ty drak 2n — 1 litrov mlieka. Po preliati bude mat

n+ 1-vy drak n + 1 + 2”2_1 + % =2n+1=2(n+ 1) — 1 litrov. Indukciou ziskame, ze pre kazdé k > n, k-ty drak bude

mat po preliati 2k — 1 litrov mlieka. PretoZe prvy drak mé na zaciatku skutoéne 1 = 2 -1 — 1 litrov mlieka, posledny
drak bude maf na konci 2 - 2022 — 1 = 4043 litrov.




Uloha 19. Bod X lezf ndhodne vo §tvorci ABC'D so stranou dfiky 2. Ak4 je pravdepodobnost, 7e tsecky AX, BX,
CX, a DX su vsetky dlhsie ako 17

Viysledok. 1 — 7 =0.214602

Riesenie. Nech St oznacuje obsah utvaru 7. Body X splinajice vSetky nerovnosti si znazornené na obrazku nizsie.

D C
A B
Pravdepodobnost vypoéitame ako podiel SASBRc = pricom ocividne Sapcp = 4. Dalej
w12 Sr 4—7 s
Sp=2S —45¢=4—-4- =4-— = = =1—-.
R ABCD s 1 m Sanco 1 1

Uloha 20. Pomer medzi stranami obdlznika je2:1a|AB| = 1. Aky je obsah obdlznika?

A

Vysledok. 10/9 =1.111111

Riesenie. Diagonala na obrazku rozdeluje obdlznik na 2 pravouhlé trojuholniky. Ozna¢me dizku ich prepony 1+ 2b a
vysky na iu a. Z obrazka vidno, Ze vyska rozdeluje trojuholniky na dva podobné pravouhlé trojuholniky s odvesnami a
a b, a s odvesnami 1+ b a a. KedZe tieto trojuholniky st podobné a pomer ich prepoén je 2 : 1, vieme, ze 2-b = a
a2-a=1+b. Z toho vieme vyjadrif @ = 2 a b = L. Obsah sa teda rovna dizke prepony vynéasobenej a. Preto

3 3
(14+2b)-a=(1+2).-2=10

Uloha 21. Kazdy z piatich trpaslikov nosi ¢iapku roznej farby. Dvaja trpaslici si vymenili ¢iapky, potom znovu nejaki
dvaja trpaslici si vymenili ¢iapky a nakoniec znovu si nejaki dvaja trpaslici vymenili ¢iapky. Ak na konci ziaden trpaslik
nem4d t1 istd ¢iapku, €o na zaéiatku, tak kolkymi moZznymi sposobmi si mohli trpaslici povymienat éiapky?

Vysledok. 180

Riesenie. Ukéazeme dve rieSenia, jedno pouzivajice cykly a jedno nepouzivajuce cykly.

Vyslednd permutdcia musi pozostdvat z cyklov dizok 2 a 3. Takych permutécii je (g) -2 (vyberieme cyklus dfzky 2a
potom orientéciu cyklu diiky 3). Cyklus diiky 3 mozeme rozlozit na dva cykly dfiky 2 troma (orientovanymi) sposobmi.
Nakoniec mame tri moznosti ako dostaneme nezavisly cyklus dfzky 2, teda dokopy 20 - 3 -3 = 180.

Bez pouzitia cyklov. Vyberiem prvi zamenu (g) = 10 sposobmi. Potom médme dve moZnosti, ako mozeme spravit
druhi zdmenu: bud’ druhd vymena neobsahuje trpaslika z prvej (1) alebo nie (2). V pripade (1), mame (g) = 3, moznost{
ako vybrat druhii vymenu a 4 pre poslednii vymenu. Kym moznost (2) obsahuje 2 -3 = 6 moznosti ako spravit druhi
vymenu a poslednd vymena bude jednoznacne urcend. Preto tiez mame 10 - (3 -4 4+ 6) = 180 moznost{, ako si trpaslici
mohli menit &iapky.

Uloha 22. Tomé4s napisal na tabulu vsetky rimske &fsla od I,11,111,1V,... po z, kazdé do nového riadku. Potom
prisiel Zaneta a vsimol si, ze na tabuli si dvojice bezprostredne po sebe iducich znakov IV,IX, XL, XC,CD, a CM
zastipené v rovnakom pocte. Aké je najmensie mozné z > IV pre ktoré je to mozné? (Zadajte ¢islo v desiatkovom
arabskom zépise, nie v rimskych ¢éislach.)

Vysledok. 999



Riesenie. Pocet znakov IV je pocet ¢islic 4 na poslednom mieste ¢isel od 1 po z. Podobne IX je pocet ¢islic 9. Pocet
X L je mnozstvo &islic 4 na predposlednej pozicii. Rovnako XC je 9 na predposlednej pozicii, CD je 4 na tretom mieste
od konca a C'M je 9 na tretej pozicii od konca.

Uvedomme si, ze od 01 po 99 je rovnako vela &slic 4 na poslednom mieste ako na prvom. Vidno to napriklad z toho,
ze ide o vsetky mozné kombindcie prvého ¢isla od 0 po 9 a druhého podobne. Tym padom 999 m& vsetky kombindcie,
ako vybrat z éfsel od 1 po 9 na prvi, druht aj tretiu poziciu. Musi mat rovnako vela 4 a 9 na kazdej z pozicii.

Aby sme dokéazali, ze 999 ja najmensie mozné ¢islo, staci, aby sme porovnali 9 na prvej pozicii s 9 na poslednej
pozicii. Pocet 9 na poslednej pozicii sa zvysuje s kazdou desiatkou o jedna. Ale pocet 9 na prvej pozicii je stale 0, az
kym Tom4s nenapisal éislo 900 a potom sa zvysovalo o 1 s kazdym d'alsim éislom. Vieme, Ze tieto hodnoty sa vyrovnaji
na 999, a preto to nemdze byf Ziadne mensie ¢islo. Podobne 4 na poslednej pozicii, ¢im je dokaz hotovy.

Uloha 23. V triede je 50 studentov. Niektori chodia na matematicky krizok, niektori chodia na fyzikdlny kruzok
(student moze nechodif na Ziaden kriizok alebo moze chodif na jeden alebo aj na oba). Pocet Studentov, ktori nechodia
na ziaden krizok je dvojnasobok poctu tych, ¢o chodia na fyzikalny krizok. NavysSe vieme, ze pocet tych, ktori chodia
iba na matematicky krazok je o pitnast vicsi ako poéet tych, ktori chodia na oba krazky. N4jdite vietky mozné
hodnoty poc¢tu studentov, ktori nechodia na matematicky krizok a zadajte ich sucin.

Vysledok. 14725

Riesenie. Ozna¢me m pocet Studentov, ktori chodia len na matematicky krizok, f pocet studentov, ktori chodia len
na fyzikdlny kriazok, b tych, ktory navstevuju oba a n tych, ktory nenavstevuji ziaden. Dostdvame teda sistavu rovnic

m+ f+b+n=>50,
n=2-(f+b),
m = b+ 15.

Z nej si vieme vyjadrit f = %(95 —4m), n = %(50 —m), b =m — 15. Aby sme mali iba nezdporné pocty studentov,
m € {17,20,23}, z ¢oho plynie f +n € {9+ 22 =231, 5+20 =25, 1+ 18 = 19}. Sti¢in je teda 31 -25-19 = 14725.

Uloha 24. Body A, B, C, D lezia na kruznici s polomerom 1 a stredom M. Useéky AB a CD st navzajom kolmé.
KruZnica s priemerom AB sa dotyka kruznice s priemerom CD v bode P a obe kruznice maji rovnaki velkost. Urcte
velkost tsecky M P.

Vijsledok. 1/+/3 = 0.577350

Riesenie. Urobme si nékres tak, aby: AB bola rovnobezné s y-ovou osou, C'D rovnobeznd s z-ovou osou a M =
(0,0) (pouzijeme klasicky kartezidnsky stradnicovy systém). Teraz st body A, B, C, D symetrické podla osi, teda
A= (z,—y), B=(z,y), C = (y,z), D= (—y,z). Bez ujmy na vieobecnosti x > 0, y > 0. Ked'Ze polomer je rovny
jednej, tak 2% + 2 = 1.
Kazd4a kruznica sa dotyka dvoch z A, B, C, D, kruznica M 4p sa dotyka A a B, a kruznica M¢cp sa dotyka C' a D.
Uvazujme nasledovné body
M= (0,0), Map = (xa0)7 Mcp = (va)a

ktoré tvoria pravouhly trojuholnik so stranami dizok x,x a 2y (pretoze obe dotykajice sa kruznice maju polomer y). Z

Pytagorovej vety potom z? + 2% = (2y)2, z ¢oho tpravou a dosadenim do predoslej kvadratickej rovnice dostaneme

Y= % Ked'ze P lezi uprostred prepony, tak |[MP| =y = %

Uloha 25. Nech {a,}°, je postupnost realnych csel taka, ze
ai_H + a2 = apy1 +a, +24

plati pre kazdé n € N. N§jdite najvacsiu mozni hodnotu vyrazu a; + asg2s.
Vysledok. 8

Riegenie. Vsimnime si, ze a2, , — az42 = a2 — a,. Preto pre kazdé kladné celé &islo n:

2 2
Aypton — Qz+2n = Gy — Ag.

Z toho vieme, ze

2 _ 2
A349.1010 — @2+42-1010 = G — A2.

Potom

ai —ay+a? —a; =24,



a preto

2 2
A90n22 — A2022 + a; —ayp = 24.

Nech a = agp22 + a1 a AG nerovnost a = aj + aggee > 2+ /a1 - azp2z2, potom vieme, ze a? = agqs + a2 +2 - ay - azoee,
2
a teda a3gy, + ai > 4. Preto,

a2

24 >
2

a.
Preto, a < 8. Taka postupnost skuto¢ne existuje a je ou a,, = 4, pre kladné celé &isla n spiﬁa podmienky zo
zadania.

Uloha 26. Viac ako 39 %, ale menej ako 40 % ¢lenov matematického klubu st chlapci. Ak sa jedno dievéa rozhodne
opustit klub, tak podiel chlapcov bude stdle pod 40 %, ale ak pride novy chlapec, tak podiel chlapcov bude aspoii 40 %.
Aky je najmensi mozny pocet ¢lenov matematického klubu?

Vysledok. 64

Riesenie. Oznacme n celkovy pocet ¢lenov a a pocet chlapcov. Dostaneme nasledovné nerovnosti:

4 >0.39
4 <04

n—1

a+1

Upravenim druhej a prendsobenim tretej piatimi dostaneme
2n —2 > da > 2n — 3,

a ked'Ze 5a je celé éfslo a 2n — 2, 2n — 3 s1 po sebe idice celé éfsla, tak 5a = 2n — 3. Dosadenim do prvej nerovnice
dostaneme riesenie pre n, a to n > 60. Potrebujeme este dostat celo¢iselny pocet chlapcov, ktory je v tvare a = %(Qn —-3),
a n musi byt tym padom aspon 64.

Uloha 27. Nagli sme tri kvadratické funkcie s nasledujicimi vlastnostami: f; ma spoloény koreii s fp a s f3, funkcia
f2 ma spoloény koren s fs, ale f1, f2, f3 nemaji spoloény koren. NavySe sme zistili, ze maji nasledovny tvar:

fi(x) = 2* — bx + 1980,

fo(z) = 2% — (b + 1)z + 2024,

f3(x) = 2* — (b+2)z + a,

kde a,b st pevne dané redlne cisla. Ndjdite hodnotu a.
Vysledok. 2070

Riesenie. Oznacme ki, ko, k3 spoloéné korene. Funkcie potom maji (v nejakom poradi) nasledovny tvar:

(I — kl)(x — kg) = 132 — (kl + kQ)QS + kl . kg,
(.CC — k‘1)($ — k‘3) =22 (kl + k3).’17 + kq - ks,
(.’ﬂ — kg)(x — kz) = fﬂ2 — (kg + kQ)iL’ + kg . kg.

Bez ujmy na veobecnosti, nech b = k; + ko a b+ 1 = ky + k3, potom b+ 2 = ky + k3. Mozeme teda vyriesit tito
sustavu rovnic a dostaneme: ki = b*Tl, ko = bizl a ks = b+73. Kedze 1980 = ky - ky = W, vieme doratat

k1 =44, ky = 45, k3 = 46 a konec¢ne a = 45 - 46 = 2070.

Uloha 28. Turnaja v zjazdovom lyZovani sa ztiastnilo Sest vedtcich - Afia, Bagka, CD, David, Emma a Fanka. V
kazdej hre hraju dvaja vedici proti dvom inym vedicim. Kazdéd dvojica hrala proti kazdej inej dvojici préave raz. Ana
vyhrala 30 zdpasov, David vyhral 12 zdpasov a Fanka vyhrala 18 zépasov. Kolko zdpasov vyhrala Bagka?

Viygsledok. 10



Riesenie. Kazdy veduci hral 30 hier, pretoze pre kazdého z 5 moznych spoluhracov existuje (;) = 6 roznych dvojic
protihracov. Vieme teda, ze Ana vyhrala vSetky hry. Kazdi dvaja hraci spolu hraju 6 hier a proti sebe hraja 12 krat
(pre prvého mame totiz 4 moznosti na spoluhréca, pre druhého 3). KedZze Fénka vyhrala 18 hier a proti Ani hrala 12
krét (kde prehrala), vyhrala vSetky hry, ktoré nehrala proti Ani. David vyhral 12 hier. Z toho 6 s Anou a 3 s Fankou
(David a Fanka hrali proti Ani trikrat a prehrali). Zostdvajiice 3 vifazstva teda boli v hrach bez Ani alebo Fanky.
Préve tri hry hral bez Ani alebo Fanky, v kazdej z nich bol David v dvojici s jednym zo zvysnych vedicich a hral proti
ostatnym dvom. David teda vyhral kazdd z hier bez Ani alebo Fanky. Z toho vyplyva, ze Baska, CD a Emma vyhrali
rovnaky pocet hier: 6 s Anou, 3 s Fankou, 1 s Davidom. Baska vyhrala 6 + 3 + 1 = 10 hier.

Iné riesenie: Ak scéitame vsetky hry kazdého hréca, 30 - 6 = 180. Kazdd hru sme zapocitali styrikrat (raz za
kazdého hraca). Hralo sa dokopy 180/4 = 45 hier. Ked'ze tloha viac nerozlisuje medzi Bagkou, CD a Emmou,
vietci museli vyhrat rovnako vela hier. Kazd4 vyhra sa zapocitala dvakrat (raz pre kazdého vifaza v dvojici) a teda
2-45 =30+ 18 4+ 12 4 3 - Baska ¢o ndm da vysledok Baska = 10.

Uloha 29. Uvazujme pravouhly trojuholnik so stranami dizok 3,4, 5. Tento trojuholnik vieme rozdelit pozdfz jeho
vysky na preponu na dva mensie podobné trojuholniky. Tento proces mozeme opakovat, pricom v kazdom kroku
zdvojnasobime pocet trojuholnikov. Vypocitajte priemerny obvod trojuholnikov po piatich deleniach.

. 042
Vysledok. 3500(1) = 2.01684

Riesenie. Najskor vypocitajme sucet obvodov. Kazdym rozdeleni trojuholnika 7' vznikni dva nové, jemu podobné
trojuholniky 77 a 75, s koeficientami podobnosti g a %. Z toho plynie, ze sucet obvodov 17 a Ts bude % krat vacsi nez

obvod T. KedZe kazdym rozdelenym sa celkovy obvod koeficientom ; tak po piatich deleniach dostaneme (3+4+5)- (%)5
Uz ndm ostava to len vydelif poétom vsetkych trojuholnikov a dostdvame

7\° 1 50421
12-(L) o =222,
5) 25 7 25000

Uloha 30. Lucy sa rozhodla vyliezf na stenu pozostavajicu z 10 tichytov oznaéenych 1,...,10 od najnizsicho po
najvyssi. Lucy sa rozhodla vyliezf pouzijiic iba jednu ruku a jednu nohu. Zac¢ala s rukou na tichyte 3 a nohou na tchyte
1. V jednom kroku vie posuniif svoju nohu alebo ruku o niekolko miest vyssie, ale rukou nedosiahne na ni¢ vyssie
ako tchyt s ¢fslom o tri vaésim ako mé na nohe. TaktieZ, noha musi byt na ¢isle mensom ako ruka. Lezeck stena je
povazovand za zdolant, ked sa ruka dostane na tichyt &slo 10. Kolkymi moznymi spésobmi vie Lucy zdolaf tito stenu?

Vysledok. 1458

Riesenie. Pozicie, ktoré Lucy moéze dosiahnut si moézeme zndzornit v tabulke a vypisat do nej, kolkymi sposobmi sa
na tito poziciu moéze dostat.

1 2 3 45 6 7 8 9
3111
41112
5 3 9
6 9 18|27
7 2715481
8 81162243
9 243|486|729
10 729|729| 0

Cislo riadku ozna¢uje poziciu ruky a ¢islo stipca poziciu nohy. Mdme jednu moznost ako zacat (1,3), ako je vidime
vyznadené sivou. Pocet moznosti kazdej pozicie uréime sic¢tom pozicif, z ktorych sa na fiu vieme dostaf - ¢ize sé¢itame &sla
nad a nalavo od vybraného policka. Tymto spésobom dokazeme postupne vyplnit celd tabulku. Na zdver potrebujeme
scitat vietky moznosti v desiatom riadku (ked'Ze v iom Lucy zdold stenu) 729 + 729 = 1458.



Uloha 31. Maly sestuholnik m& dizku strany 1. Aky je obsah najmensSieho kruhu pokryvajiceho vsetky tri
sestuholniky?

Vysledok. 21m = 65.973446

Riesenie. Rovnostranny trojuholnik m4 stranu 1, &iZe viicsie Sestuholniky budd mat strany dizok 2 a 3. Priemer kruhu
musi byt aspon taky, aka je dlzka diagonaly idicej cez Sestuholniky. O¢ividne najdlhsia diagondla vedia z A do B.

A

B

Jej dizku mozeme vyjadrif pomocou vyznaceného trojuholnika. Jeho kratsia strana ma dizku 3 a dlhsia v/3-(2+3) =

5v/3. Pomocou Pytagorovej vety mozeme dopoéitat |AB|? = 32+ (5v/3)? = 9+ 25-3 = 84. Ostdva uz len doratat obsah
|AB|? 84

177 = 57 = 2lm, pricom z Télesovej vety zroveii vidime, Ze kruh skutocne pokryva cely ttvar.

Uloha 32. Lukés a Teri hrajui hru na Sachovnici rozmerov 42 x 42. Najprv Lukas polozi na Sachovnicu x > 8 jazdcov
(na kazdé policko najviac jedného). Potom si Teri vyberie osem z tychto jazdcov. Nakoniec Lukés odstréni nezvolenych
jazdcov zo S8achovnice. Teri vyhra, ak sa ziadni dvaja jazdci zostavajici na Ssachovnici navzajom neohrozuju. Urcte
najmensie mozné éfslo z, pre ktoré vie Teri vyhraf bez ohladu na LukéSovo poéiatoéné rozmiestnenie z jazdcov.

Vysledok. 15

Riesenie. Uvazujme klasickd Sachovnicu s ¢iernobielym ofarbenim. Jazdec moze ohrozovat iba policka opacnej farby,
nez je ta, na ktorej stoji. Teda podla Dirichletovho pricipu, ak = 2 -7 + 1 = 15, medzi kazdymi 15 jazdcami je uré¢ite
aspoii 8 jazdcov na polickach rovnakej farby a vzdjomne sa neohrozuji. Teri vie uréite vyhrat pre z = 15.

Teraz ukazeme, 7e Teri nemoze vyhratf ak z < 14. Oznaéme (r, ¢) policko v r-tom riadku a c-tom stfpci. Uvazujme
tychto 7 dvojic policok:

Pi:(1,1), (3,2),
Py: (1,2), (3,3),
P;: (1,3), (3,4),
Py: (1,4), (3,5),
Ps: (1,5), (3,6),
Ps: (1,6), (3,7),
P;: (1,7), (3,8),



Luk4s umiestni z < 14 jazdcov na Tubovolné z tychto 14 policok. Ak Teri vyberie Tubovolnych 8 z nich, podla
Dirichletovho principu budu uréite asponn dvaja z vybratych patrit jednej dvojici. Uvedomme si, Ze tito dvaja sa budu
ohrozovat kvoli tomu, ako sme vybrali 7 dvojic.

Teda najmensie &fslo, pri ktorom vie Teri uréite vyhrat, je 15.

Uloha 33. Ricka je kilometer Sirokd. Robo potrebuje 27 minit aby prepadloval vo svojej lod’ke kilometer po pride a
36 mintit aby prepddloval kolmo na druhy breh vzdialeny jeden kilometer. Ako dlho potrebuje padlovat aby prepadloval
kilometer proti prudu?

Vygsledok. 48

Riesenie. Predpokladajme, 7e Robo vie sém prepadlovat x kilometrov za minitu (v stojacej vode) a rychlost pridu je
y kilometrov za minttu. Teda ¢as potrebny na presun jeden kilometer po prude je ﬁy minut.

Dalej potrebujeme spocitat ¢as, za ktory k opaénému brehu vzdialenému jeden kilometer. Aby sa tam dostal
¢o najrychlejsie, bude musiet mierif z kilometrov hore pridom, pricom ho rieka odnesie z kilometrov po prude. Z
Pytagorovej vety bude dlzka jeho trasy v/1 + 22; ked'Ze tito vzdialenost bude prekonavat, kym ho bude rieka unisaf

2 _ _y°
= 22y

po priide, objavi sa ndm pomer /1 + 22 : z = z : y, takze y?(1 + 2)? = 2222, y? = 22(2? — y?) a nakoniec z

@ P _ o -
x2—y? - 220 O
==y

To znamend, Ze vzdialenost, ktortt musi prekonat (akoby v stojacej vode) je V1 + 22 =
1

kilometer tymto smerom Robovi potrva

minit. Popri tom je rychlost padlovania proti priadu = — y kilometrov za minttu, takze prejst

zvladne za

1

x—y"
< 1 2. 1 _ 4y _ 1 v v -~ 1 1 ~ A~
Dostavame teda ( ILyZ) Loy =tz = 5, KedZe uz vieme, ze 1 =27 a - = 36, koneéne mozeme

dordtat 1o = 367 : 27 = 48.

Uloha 34. Dvojéatd Matko a Kubko behaji na kruhovej bezeckej drahe. Zaéinaji na tom istom mieste, oznac¢enom
Start a bezia v rovnakom smere, kazdy svojou konstantnou rychlostou. Tréning konéi vtedy ked zaéiatoénik Kubko
odbehne jedno kolecko. Matko je uz skiseny bezec a bezi sest-krat rychlejsie ako Kubko.

Dvojicky su identické a nevieme ich rozoznaf. Ak sa pozrieme na fotku stadiéna pocas tréningu, je zvyéajne mozné
ich rozoznat (pouzivajiic len informécie v prvom odstavci a fotku). Kolko krdt pocas tréningu vieme spravit fotku, Ze
dvojéatd na nej nevedno rozoznat? (Nerdtajic zaciatok ani koniec ich tréningu.)

Vysledok. 34

Riesenie. Nech s € (0,1) oznacuje poziciu Kubka na okruhu. Pozicia Matka je vypocitand ako 6s (mod 1), kde x
(mod 1) = z — |z| (myslime tym iba desatinnu ¢ast). Bratia si potom na nerozoznanie, prave vtedy, ked s = (6(6s
(mod 1))) (mod 1). VSimnime si, ze vntutorne (mod 1) nemd vplyv na vysledok a moze byt vynechané. Preto mozeme
prepisat rovnicu na

36s (mod 1)=s (mod1)

a teda 35s je celé cislo. Preto s = 5t pre a € {1,2,...,34} (ked'Ze pocas tréningu 0<s<1), z ¢oho plynie, Ze pocet
takych okamihov kedy bratov nemozno rozlisit je 34.

Uloha 35. Dokument pozostavajici z textu bol poévodne napisany s nastavenim 60 riadkov na stranu. Ked David
zmenil nastavenie na 57 riadkov na stranu, tak pocet stran narastol o dve. Ndjdite najmensi a najvac¢si mozny pocet
stran, aké mohol mat David na zaciatku. Odovzdajte ich stcet.

Vygsledok. 77

Riesenie. Mozeme predpokladat, Zze povodny dokument pozostdva z k + 1 strdn, z toho k uréite plnych. Celkovy pocet
riadkov je potom 60k + a, kde 1 < a < 60. Po zmene je urcite k + 2 plnych strén, takze pocet riadkov je 57(k + 2) + b,
kde 1 < b < 57. Pre usporiadanim rovnice

60k + a =57(k +2) + b,

dostaneme

3k=b—a+2-57.

Pouzijuc obmedzenia pre a a b dostaneme
55 < 3k < 170,

a ked'ze k je celé éislo, tak
19 < k < 56.

Teraz si staci spomentt, Ze pocet strdn je o jedna viac ako k a teda 20 + 57 = 77.



Uloha 36. Matus sa naucil britskému umeniu change ringing, ktoré pozostava zo zvonenia na rozne zvonceky, na
kazdy prave raz. Jedna takato sekvencia zvoneni sa nazyva takt a spojenim viacerych taktov vznika piesen. Plati, ze
v dvoch po sebe idtcich taktoch sa nesmie 1isit pozicia Ziadneho zvonéeka o viac ako jedna (ak méme tri o¢islované
zvonéeky 1, 2 a 3, tak po takte (1,2,3) moze st (2,1,3), ale nemdze ist (2,3, 1), pretoZe tretia pozicia sa lfgi o 2).
Matus chee zahrat na troch zvonéekoch pieseri zlozent z 21 taktov, zacinajticu aj konéiacu (1,2, 3). Tinka mu viak
zakéizala zahrat dva rovnaké takty po sebe. Kolko roznych piesni moze Mati§ zahrat bez toho aby porusil Tinkin
zakaz?
Vygsledok. 349526

Riesenie. Zadanie si mozeme graficky reprezentovat ako nasledovny sestuholnik, ktorého vrcholy predstavuju takty a
spojené su tie, ktoré moézu po sebe nasledovat.

(2,1,3) (2,3,1)
(1,2,3) (3:2,1)

(1,3,2) (3,1,2)

Pocet piesni vyhovujicich Tinkinmu zdkazu je potom poéet réznych ciest po Sestuholniku, ktoré zaéinaji a konéia vo
vrchole (1,2, 3), a majd dizku 20 = 21 — 1.

Vsimnime si, ze v kazdej takej ceste mozeme urobit okruh okolo celého sesfuholnika (v oboch smeroch) najviac
tri-krat. Z toho plynie, ze pocet krokov, ktoré na ceste spravime v smere hodinovych ruci¢iek bude z mnoziny
{1,4,7,10,13,16,19}. Potom teda mézeme vypocitat pocet vietkych ciest ako

20 20 20 20 20 20 20
< 1) + <4> + (7> + (10> + (13> + (16) + (19> = 20 + 4845 + 77520 + 184756 + 77520 + 4845 + 20 = 349526.

Uloha 37. Mih4l nem4 rad utvary s privlastkami. M4 vsak rad utvary, ktoré maju v strede Stvorec so stranou dfiky 1
a ku kazdej jeho strane maju pripisany pravidelny mnohouholnik tiez so stranami dizok 1 (mnohouholniky mézu mat
rozne pocty stran). Zaroven, kazdy z tychto pravidelnych mnohouholnikov mé spolo¢ni stranu so svojimi susedmi.
(Mnohouholniky N, N, su susedné ak M zdieland hrana so Stvorcom je susednd k zdielanej hrane N so $tvorcom.) Aky
je priemer obvodov vSetkych utvarov, ktoré ma Mihdl rad?

Vysledok. 25

Riesenie. Mnohouholniky mozu zdielat hranu iba ak je to susednd hrana k zdielanym hrandm na §tvorci. Je zndme,
ze vnutorny uhol pravidelného n-uholnika je 180 (1 — %) stupnov. Pre kazdy roh stvorca, kde sa stretavaju stvorec,
m~uholnik a n-uholnik preto plati:

2 2
360=90+180<1—>+180<1—>.
n m

Uvazujuc n ako parameter mozeme vypoéitat m. Ked'ze je vyraz symetricky vzhladom na m a n modzeme spoéitat,
7e d’alsi n’-uholnik ktory sa dotyka m-uholnika musi byt tieZ n-uholnik. Z ¢oho dostavame, ze mnohouholniky mozu
nadobidat iba dve velkosti v rdmci jednej konfigurdcie (m a n). Zjednodugenim vyrazu dostaneme

4 4
1=—+—.
n m

Ak predpokladdme, ze n = m tak potom rieSenie je jednoducho n = m = 8. Toto je prvé rieSenie. Ak n # m moézeme
predpokladat, ze hodnoty velkost jedného mnohouholnika, bez ujmy na vieobecnosti, n musi byt mensia ako 8. Preto n
musi byt celé ¢islo z mnoziny {3,4,5,6,7}. Vypocitanim m pre vietky hodnoty n ddva:

n=3—-m=—12

n = 4 — nie je mozné

n=5—=m=20

n=6—>m=12

n=7—->m¢Z



Odtialto dostdvame tri rozne riesenia. Riesenie n = 3, m = —12 je v poriadku, ked'ze znamienko minus znamena, Ze
mnohouholnik je iba umiestneny v opacnej polrovine ako sme povodne uvazovali. Obvod kazdého rieSenia vypocitame
ako

p=2-(n—3)+2-(m—3).
Dostaneme teda obvody {18, 38,24,20} a ich priemer je

18 + 38 + 24 + 20 100
1 =5 =

Uloha 38. Majme prosti funkeiu f : (0, +00) — R. Nech pre kladné reélne &islo z > 0 plati f(z) > —4 a stcasne
f(f(z) + %) = 3. Urcte hodnotu f(16). Funkcia je prostd, ak f(z) = f(y) plati len pre z =y.

Vysledok. % =3.75

Riesenie.  Zjavne existuje kladné redlne a také, ze f(a) = 3. Polozme z = a. Potom f(f(a)+2) = f(3+2) =3 = f(a).
KedZe f je prostéd, dostdvame z toho

4
a=3+—,
a
¢ize a = 4. Dalej ale
a teda hladans funkcia je
4
fla)=4-—.

Teraz uz lahko nahliadneme, ze f(16) = 15.

Uloha 39. Teri bola na tire a nasla studnicku. So sebou mé4 dve flase: jednu s objemom 2022 ml a druhi s objemom
51 ml. V prameni si méze doplnit Tubovolnu flasu doplna alebo Iubovolnt flagu vyliat do potoka. Navyse vie prelievaf
vodu medzi flasami. Pomocou tychto krokov chce dosiahnut nasledujicu situdciu

e vie, aky objem V vody je v jednej z flias,
e I/ je najmensie mozné na zaklade popisanych operacii.
Na kolko najmenej preliat{ vody medzi flagami vie dosiahnut tento stav?

Vysledok. 121

Riesenie. Kedze NSD(2022,51) = 3, najmensia dosiahnutelnd hodnota je 3. Iné &isla ako ndsobky 3 nevieme dostat,
pretoZe pouzivanim oboch krokov zjavne v kazdom okamihu mame v oboch flagiach objemy, ktoré st ndsobkami 3.
Teraz potrebujeme najst konstrukeiu, ktorou objem 3 dosiahneme na minimélny pocet preliati. V&imnite si, ze v kazdom
momente je niektord z flia§ bud’ prézdna alebo plna. To d'alej znamend, Ze ak mame vo fladi v nejakom momente x ml
vody, pricom x & {0, 51, 2022}, tak plnenie alebo vyprézdnenie tejto flase nas dostane spét na zaciatok. Preto je
zmysluplné uvazovat len nasledovné dva postupy:

e naplnat malt flasu a prelievat z nej do velkej fTage,
e naplnit velkd flagu a prelievat z nej do malej flage.

Ked'ze st tieto dva postupy symetrické, bez ujmy na vseobecnosti, sa vyberme tym prvym. Napfﬁajme mala flagu
a prelievajme jej obsah do velkej, dokym ndm v nej nezostane nejakd prebytocnd voda. Ked'ze 2022 = 40 - 51 — 18,
v malej flagi ndm zostane 18 ml vody. Teraz vyprazdnime velku flagu a prelejeme do nej tychto 18 ml. Opakovanim
tohto procesu dostaneme v d'alsej sérii prebytok 36 ml a v tej dalsej uz ziadané 3 ml. Na to, aby sme v malej flaske
dosiahli 18 ml, sme potrebovali 40 preliati. Tento objem sme ndsledne na 1 preliatie preliali do velkej flase. Dalej, ked'ze
2022 = 18 + 40 - 51 — 36, na dosiahnutie 36 ml potrebujeme opit 40 preliati. Tento objem opif na 1 preliatie prelejeme
do velkej flase. Nakoniec, ked'ze 2022 = 36 + 39 - 51 — 3, na dosiahnutie 3 ml uz potrebujeme len 39 preliati. Dokopy
sme teda potrebovali 40 + 1 + 40 4 1 + 39 = 121 preliati.

Uloha 40. Nech (a,b) st kladné celé cisla také, ze a + b deli 51 - nsn(a, b). Kolko roznych hodnét méze nadobudat
/ 51-nsn(a7b)7
vyraz 2=

Znadenim nsn(a,b) myslime najmens? spoloéng ndsobok kladnijch celijch éisel a,b.
Vysledok. 25
Riesenie. Nech [NSD|(a,b) = D a nech a = Dx,b = Dy kde [ NSD|(z,y) = 1. Potom vieme, ze x + y musi{ delit
2021zy. Kedze [ NSD](x + y,zy) = 1, vieme, Ze x + y deli 51 = 3 - 17. Preto & + y moze byt len 3,17,51. Nech
k € {3,17,51}, potom = +y = k a [NSD|(z,y) = 1 dokopy dévaji, ze [NSD](z,k) = [NSD](y,k) = 1. Teraz
5lmsn(a.b) 2ley Ked'ze méme ¢(k) moznosti pre (x,y), kde (k) je Eulerova

a-+b z+y
funkcia, musime mat %k) moznosti pre c¢. Potom celkovy pocet moznosti pre ¢ je vskutku ¢(3)+¢(127)+¢(51) =31 =95,

definujme, ze ¢ = . Potom je zrejmé, ze ¢ =




k1

Uloha 41. Nech ABCD je kosostvorec umiestneny medzi hyperbolami y = 7+, y = %2 ako na obrazku. Ak

|<BCD| = 120°, uréte podiel \%|

Vysledok. 3

Riesenie. Z vlastnosti kosoStvorca a zo symetrie vyplyva, ze OC' je kolmé na OD. Nech M, N su péty kolmic z bodov
C,D na os .

|CM|-|JOM]|
2

Teraz plocha trojuholnika OCM je = |2 a plocha trojuholnika ODN je |%|. Ked'ze trojuholniky
COM, DON st podobné, tak pomer pléch tychto trojuholnikov je (%)2 = |%| Kedze |<BCD| = 120° tak potom
|<OCD| = 60. Preto rieSenie mozme ziskat z

o _ |DO|
tan 60° = — = V3
an IO \[,
umocnenim oboch stran )
|OC| _ ﬁ _3
lOD| ) — |ko|




Uloha 42. Vo vrectisku je 2022 gulocok, kazdé jednej zo Siestich roznych farieb. Ak vyberieme Tubovolngch 2000, je
isté, Ze medzi nimi je aspon pét roznych farieb. Aké je najmensie N také, Ze ak vyberieme Iubovolnych N gulocok, tak
budi medzi nimi aspon styri farby?
Viysledok. 1988
Riesenie. Oznaéme pocty gulocok jednotlivych farieb v poradi od najmensicho A < B < (C < D < E < F, plat{ teda
A+B+C+D+E+F = 2022. Zo zadania plynie C+ D+ E + F < 2000, resp. A+ B > 23. Kedze C > B > # > %,
tak C' > 12 a teda N = 2022 — (23 + 12) + 1 = 1988 vyhovuje.

Moézeme najst aj konkrétne pocty (A, B,C, D, E, F) = (663,662, 662,12,12,11), ktoré dokazujt, Ze 663+ 662+ 662 =
1987 mensi pocet guldéok nestaéi.

Uloha 43. Nech f: R — R je funkcia spiflajﬁca
f(z) = f(137 — x) = (2202 — x) = f(3028 — x).

Kolko najviac roznych hodnot sa moze nachddzat medzi f(1), f(2), f(3),..., f(2022)?

Vysledok. 207

Riesenie. Kedze f(2202—x) = f(x) = f(2202—-137+2z) = f(2065+ ), tak f je periodicka, s periédou 2065. Podobne,
£(3028 — x) = f(x) = f(3028 — 2202 + x) = f(826 + x) m4 periédu 826. Pokial funkcia m4 dve alebo viac periéd
P1,P2,P3 - .. tak ma aj periédu NSD(py,pa,ps - .. ), a teda periéda f je NSD(826,2065) = 413. Z f(x) = f(137 — z)
vidime, Ze funkcia je aj symetrickd podla ¢isel 68.5 + 137 - k, napriklad: f(68) = f(69), f(0) = f(137) alebo
f(276) = f(137 —276) = f(137 — 276 + 413) = f(274). Z toho plynie, Ze najmens{ pocet roznych hodnét je 43+ = 207.

Uloha 44. Trojuholnik ABC je rovnoramenny pravouhly trojuholnik, taky ze |AB| = |AC| = 4. Body E, F st
stredmi tsecick AB a AC. Nech EF je stvrfkruznica so stredom v bode A. Nech P lez{ na EF. N4jdite najmensiu
mozni hodnotu @ +|CP|.

Vijsledok. /17 = 4.123

Riedenie. Dopliime bod T na strane AB taky, ze |AT| = 1. Kedze |AP| = 2,|AB| = 4, tak |PA|?> = |AT| - |AB],
Cize % = %. To znamend, ze PAT, BAP si podobné trojuholniky. Z toho vieme % = % = %,

IBPL 1 |CP| = |CP| + |PT|. Zaroveir |CT| = \/JAT[? + [AC? = V/17. Konetne teda mézeme napisat |PC| + |PT| >
|TC| = v/17. Na zdver este mozeme poznamenat, Ze rovnost nastava pokial C, P, T st kolinedrne.

a teda

Uloha 45. Do stvoréekovej tabulky 4 x 4, polozime osem jednosmernych zrkadiel ako diagondly niektorych stvoréekov.
Jednosmerné zrkadlo mé taku vlastnost, Ze ked pride li¢ svetla z jednej strany odrazi sa normalne, ale ked’ pride z
druhej strany, tak je pohlteny. V strede kazdej z 6smich vertikdlnych hraniénych dseciek je laser, smerujuci (kolmo) do
tabulky. Kolkymi sposobmi vieme umiestnif zrkadld tak, aby kazdy laser po odraze, strelil do niektorej z hornych alebo
dolnych hraniénych useciek, tak ze ziaden laser nie je pohlteny?

Vygsledok. 90

Riesenie. Uvedomte si, Ze postacuje vybraf po dva stvorce v kaZdom riadku a kaZdom stfpci. Toto urcuje ziadanu
konfiguraciu zrkadiel.

Naozaj, v kazdom riadku aj kazdom stipci musia byt aspoii dve zrkadld. Ak by totiz v nejakom riadku bolo nula
zrkadiel, narazil by lu¢ z lasera tohto riadku do iného lasera. V pripade, ze by v nejakom riadku bolo jedno zrkadlo, luc¢
z jednej strany bude pohlteny. Co sa tyka stfpcov, zatneme pozorovanim, ze v kazdom stfpci musi na vrchny aj spodny
okraj dopadat 14¢ - licov je totiz 8 a nevieme dosiahnut, aby na jednu stenu dopadali dva lice. Ak by teda v nejakom
stfpci boli menej ako dve zrkadld, aspon na jeden z okrajov tohto stfpca by nedopadal Ziaden lac.

Ked vsak naopak dostaneme mnozinu 8 §tvorcov, pricom v kazdom riadku aj kazdom stfpci su prave 2 z nich,
vieme orientdciu nastavit tak, Ze odrazivd plocha smeruje na tie steny, ktoré od tohto zrkadla neoddeluje d’alsie zrkadlo.
Dostaneme tak korektné (a zdroven jediné mozné korektné) orientdcie zrkadiel v tomto rozmiestneni.

Cize zostava zistif pocet sposobov, ktorymi vieme vybratf 8 stvorcov tabulky 4 x 4 tak, ze v kazdom riadku aj
stipci sd presne dva. Preklopme vsetky zrkadld (Cize vymenime odrazivd a pohlcujicu stranu). Ak by na niektoré
zo zrkadiel zasvietil laser, zjavne mus{ vytvorit cyklus. St iba dva sposoby, akymi mézu cykly vzniknitf — dva cykly
dfiky Styri alebo jeden dfiky osem. Ak mame vytvorif dva cykly dIZky 4, je to ekvivalentné ulozeniu zrkadiel do dvoch
obdenikovych zoskupeni. Najskor umiestnime prvy obdlznik. Bez ujmy na vSeobecnosti, jedna strana obdlznika bude
vo vrchnom riadku. V flom vieme vybrat dve zrkadld 6 sposobmi. Potom treba vybrat spodny riadok, na to st 3
moznosti. Dokopy teda 6 - 3 = 18 moznosti na rozmiestnenie prvého obdiznika. Rozmyslite si, ze druhy obdiznik je
potom jednoznacne urceny.

Na dosiahnutie cyklu dfiky 8 umiestnime dve zrkadla do prvého riadku - na to mame 6 moznosti. Teraz v stfpcoch, v
ktorych su zrkadld v prvom riadku, vyberieme druhé zrkadla tak, aby neboli v spoloé¢nom riadku. Na to mame 3 -2 =6



moznosti. Na zdver uz len umiestnime druhé zrkadlo do niektorého z riadkov, v ktorych je zatial iba jedno - na to si
dve moznosti. To ndm uz jednozna¢ne uréuje hladany cyklus, teda takychto cyklov je 6 -6 -2 = 72.
Vsetkych moznosti dokopy je preto 18 + 72 = 90.

Uloha 46. N4jdite najmensie kladné celé ¢islo také, ze po presunuti poslednej cifry na zaciatok dostaneme 7-krat
vécsie ¢islo.

Presunutie vyzerd napriklad takto 135 — 513.
Vysledok. 1014492753623188405797

Riesenie. Oznaéme posledni cifru hladaného éisla ako a a ¢fslo utvorené zvysnymi ciframi ako b. Potom povodné &fslo
je 10b + a a nové &islo je 10Fa + b, kde k je pocet cifier b. Preto k = [log;ob] + 1. Potrebujeme teda vyriesit rovnicu
700 + 7a = 10%a + b, skadial mdme b = (10275)“.

KedZe zadanie pozaduje minimalizovat hodnotu b, staéi najst najmensiu hodnotu k taku, Ze preii existuje cifra a,
pricom 69 | (10¥ — 7)a. Zjavne 10¥ — 7 je vzdy delitelné tromi, takze staci overovat podmienku 23 | (10* — 7)a, ktora
véak nastava prave vtedy, ked 23 | 10*¥ — 7, pretoze 23 je prvocislo a a < 9 < 23.

Treba teda néjst najmensie k, pre ktoré 10 = 7 (mod 23). A kedze 10~! = 7 (mod 23), priamo z Malej Fermatovej
vety vieme odvodit, Ze 21 je najmensie také k.

Dosadme tito hodnotu do vyssie uvedenej rovnice, éim zistime, 7e b = M. Teraz potrebujeme uréit
najmensie mozné hodnoty a a b: zo vztahu pre k spitne ziskame, ze b musi byt 21-ciferné éislo, ¢ize b > 1020, ¢o
znamend, ze (102! — 7)a > 69 x 10?°. Najmensie také a je 7, ¢ize a = 7 a b = %. Teraz uz len spoéitame
6999999999999999999951 : 69 = 2333333333333333333317 : 23 = 101449275362318840579. Hladané &islo je teda
1014492753623188405797.

Uloha 47. Dvaja ¢arodejnici Aritmetix a Kombinatorika maji druhé kolo svojho stiboja. (Pre pamdtnikov, prvy
stboj mali v roku 2018. Obaja zacinaji so 100 zivotmi. Arimetix sa naucil dve kizla, prvé sposobi 50 poskodenia
druhé znizi presnost oponentovho kiizla o 25%, po zvysok stiboju (teda napriklad z 65% na 40%). Presnost kizla je
pravdepodobnost, Ze kizlo zasiahne nepriatela. Aritmetix si vybera kizlo hodenim mince a obe kizla maji presnost
100%. Kombinatorika sa nauéila kizlo, ktoré udeli 50 poskodenia a na zaéiatku m4 tiez presnost 100%. Striedaju
sa v pouzivani kiziel a Aritmetix zaéina. Zapas sa konéi vtedy ked niektory z ¢arodejnikov mé 0 Zivota. Aka je
pravdepodobnost, Ze zdpas skonéi tak, e nejaky éarodejnik odide bez toho aby dostal poskodenie?

Vysledok. 1151—214

Riesenie. Nech (A, K, p,t) oznacuje stav siboja. Hodnota A je pocet Zivotov Aritmetixa, C' je pocet Zivotov Kombina-
toriky, p je suc¢asna presnost kizla Kombinatoriky a ¢ oznaéuje, ktory ¢arodejnik je na fahu. Zaéinajica pozicia bude
(100,100,100, A), a vyhovujiice konetné pozicie si (0,100, p, A), (100,0,p, K).

Uvedomme si, Ze prvé kizlo neméze byt poskodenie, potom by Kombinatorika nemohla netrafif a obaja éarodejnici by
dostali poskodenie. Dalej si uvedomme, ze ak v nejakom bode bude p = 0%, Aritmetix vyhrd, pretoze pravdepodobnost,
ze duel bude nekone¢ny, sa limitne blizi k nule. Kombinatorika potrebuje dva zdsahy na to, aby vyradila Aritmetixa z hry.
TakZe na to, aby Kombinatorika vyhrala (bez ujmy), Aritmetix musel pouZit kizlo na znizZenie presnosti aspon dvakrat.
To ndm ddva mozné vyhovujuice vysledky (100,0, 75, K), (100, 0, 50, K), (100,0, 25, K), (100,0,0, K), (0,100, 50, A)
a(0, 100,25, A).

e Prvy vysledok mohol nastatf len ak stiboj prebiehal: kiizlo na presnost, netrafenie, trafenie, netrafenie, trafenie s

» 11,1 .11 _ 1
pravdepodobnostou 5 - 75735 = 37

e Druhy vysledok mohol nastat dvoma spdsobmi: presnost, netrafenie, trafenie, netrafenie, presnost, netrafenie,
trafenie ale bo presnost, netrafenie, presnost, netrafenie, trafenie, netrafenie, trafenie. V oboch pripadoch je

nasobenec Artimetixovho kuzla 2% ale nasobenec Kombinatorikinho je bud i . % . % = 2% alebo i . i . % = 2%7
takze pravdepodobnost tohto vysledku je 5t (g1 + 55) = 5.

e Podobne mozeme odvodit, Ze pravdepodobnost vysledku (100, 0,25, C), je 2%(3; + 2 +3)=F
; - - {faznveh vy { P13 1 (32,3 L 3y 3, 9 _ 21
e A posledny z Aritmetixovych vitaznych vysledkov ma pravdepodobnost sz - 55+ 55 (57 + 56 +57) = 59 + 517 = 511

e Prvy Kombinatorikin vitazny vysledok musi mat postupnost presnost, zisah, presnost, zésah. To ndm déva

1 3 _ 3
27 3 12= 55

e Druhy sposob, ktorym mohla Kombinatorika vyhrat bez ujmy na zdravi je bud’ presnost, zasah, presnost,
netrafenie, presnost, z4sah, alebo presnost, netrafenie, presnost, zdsah, presnost, zdsah. To ndm spolu déva

pravdepodobnost o5 - (3-1.1 4 1. 1.1y = L& 4 4)y= L.

Nakoniec pravdepodobnost, ze duel skonéi pre jedného ¢arodejnika bez ujmy na zdravi je stiéet pravdepodobnosti

5 ¢ 2 GGiae L 3 9 21 3 1 _ 29 7 o 141
moznosti vymenovanych vyssie: 7t tam 37 +35 35 =30+ 3 = 1034°



Uloha 48. Nech a,b st kladné celé ¢isla. Nech A, je postupnost definovans ako Ay =a, Ay =b, A, = A1+ Ap_s.
Nech B, je postupnost definovans ako By = 3a +b, By = a + 2b, B,, = B,_1 + B,_». Navyse vieme, Ze existuji k, [
také, ze A = 2022 a B; = 2793. Ak4 je najmensia mozna hodnota a - b?

Vysledok. 1080

Riesenie.

Nahliadnime, ze B,, = A, + A,42 —pre n = 1 médme A; + As = A1 + (41 + A3) = a+ 2b = By, pre n = 2 zas
Ag+ Ay = As+ (As+ A3) = 2a+ (a+b) = 3a+b = By a dalej indukciou pre n = m dostdvame By, 12 = Byy1+ B =
(Am+l + Am+3) + (Am + Am+2) = (Am + Am+1) + (Am+2 + Am+3) = Am+2 + Am+4-

KedZe a, b si kladné, vieme, Ze A3 > Ay a pre n > 2 plati A, > A,. UkdZeme, Ze 1080 je dosiahnutelnd hodnota.
Predpokladajme, Ze k > 2, ked'ze v opa¢nom pripade by bola vysledkom hodnota ab = A;A; < 2022 > 1080.

Pre spor predpokladajme, ze k < I. Potom vsak

2793 = Ajso + Ay = Ajy1 +2- Ay >2- Ay > 2 Ay = 22022 = 4044,
¢o je spor. Preto k > [. Navyse, k =1 + 1 vedie k
27193 = Ajpo + Ay = Ajp1 +2- A =2022+ 2 Ay,

kde pravé strana je ndsobkom 2, zatial ¢o na Tavej strane mame neparne &slo. Cize dokonca k > [+ 1. Ak by sme d'alej
predpokladali k& > [ + 3, opét by sme dostali spor, tentokrdt ako 2793 = A; + A; 2 < Ap_1 + Ap_2 = 2022. Podobnym
sposobom vieme eliminovat aj pripad k = [ + 3, kedy

A — Al+1 = (Al + Al+2) - (Al+1 + Al+2) = 2793 — 2022 = 771,

¢o vSak je mozné len pre [ = 1. Potom ale ab = b(b + 771) d4 rieSenie lepsie ako 1080 iba ak b = 1, a = 772.
Avsak s takouto pociatoénou podmienkou pre postupnost A mame prvé eleny 772, 1, 773, 774, 1547, 2321, &ize kvoli
monoténnosti A nedosahuje 2022.

Preto jediny zmysluplny pripad je k = [ + 2. Dostdvame A; o = 2022, A; + A; o = 2793, skadial 4; = 771,
Ajy1 = 1251. To ndm umoZiuje spitne spocitat predoslé ¢leny postupnosti: A; 1 = 480, A;_o = 291, A;_3 = 189,
Ay =102, Aj_5 =87, Aj_g = 15, Aj_7 = 72, A;_g = —57. Z toho uz ale lahko dostaneme, ze b = 72, a = 15 je
najmens{ mozny vyber dvoch poc¢iatoénych hodnét, ¢o déva odpoved 15 - 72 = 1080.

Uloha 49. Na dokonalom bingrnom strome hibky 10 (tedas1+2+4+...210 =211 — 1 yrcholmi) rastie na kazdom
vrchole jablko. Vsetky hrany su dizky 1. V kazdom jablku byva 2!! — 2 &ervikov. Jedného diia sa vSetky éervy rozhodli
prestahovat tak, aby #iadna dvojica &ervikov, ¢o byvali spolu v jablku nebudi byvat spolu a Ziaden éervik nezostane
vo svojom pdévodnom jablku. Akt vzdialenost sa musia ¢éerviky dokopy preplazit, aby dosiahli tento novy ubytovaci
poriadok?

Dokonaly bindrny strom je taky, zZe kaZdy vnutorny vrchol md prdve dvoch synov a vsetky listy maji rovnaki hibku.

Viysledok. 67166208

Riesenie. Uvazujme vSeobecnu situdciu kde n je hibka stromu, v nasom pripade je n = 10, a T}, bude znacif perfektny
bindrny strom hfbky n. Nech Vj, zna¢i mnozinu vrcholov takd, Ze ich vzdialenost od najblizsieho listu je k. (vzdialenost
0 znaci, Ze je to list, vzdialenost 1 znaéi, Ze je to sused nejakého listu, a.t.d’.) Nech Ej zna¢i mnozinu hrdn medzi Vi a
Viet1.-

V strom N,, je 2°+! —1 vrcholov. Uvazujme hranu e z mnoziny Ej, a budeme poéitat éervov prechddzajicich cez tiito
hranu. Nech p, g je pocet vrcholov na jednej a druhej strany od hrany e. Ked'ze problém je na strome, lubovolny éerv, ktory
chee prejst z vrchola zapoéitaného v p do ¢ musi prejst cez hranu e. Preto pocet éervov prechddzajicich hranou e musi byt
p-q. Ked'ze jedna mnozina je vidy T, mame, ze p = |T}| = 28t —1a g = |T,,| = |Tx| = 271 —1—2FF1 41 = ontl _ok+l
Preto 2-p-q =2- (2¥1 — 1) - (27*! — 2k+1) Hran v mnozine Ej, je 2"~*. Preto mnozstvo ervov prechadzajicich
cez By je (20 FH1) . (2k+L — 1) . (2ntl — gk+l) — (9n+l _gn—k _ gk+1 4 1).2n+2 Sgftanim tychto vyrazov pre kazdé
ke€{0,1,...,n — 1} dostaneme

n—1 n—1 n—1 n—1
Z(2n+l _ 277,716 _ 2k+1 4 1) . 2n+2 — 2n+2 . Z(z’nr‘rl _ 2nfk‘ _ 2k‘+1 4 1) — 2n+2 . (n . 2n+1 4n— Z 277,7](5 _ Z 2k+1).
k=0 k=0 k=0 k=0

Sumy na pravej strane st rovnaké sumy len inak zapisané, preto

n—1 n—1 n
on+2, (n.2n+1 +n— Z2n—k _ Z2k+1) — ont2, (n.2n+1 +n_2_z2k) _
k=0 k=0 k=1

=2"2 . (. 2"t 4 — 2. (2" —2) =22 (n—2)- 2" 4+ 4) =
= 4096 - (8 - 2048 + 14) = 67166208.



Uloha 50. Pre dané prvoéislo p oznacme N, pocet trojic (a,b,c) takych, ze a,b,c € {0,1,...,p—1} a
a® 4+ b* 4+ ¢ = 3abec  (mod p).

N4jdite sicet vietkych prvocisel p < 1000, pre ktoré N, > p* + p.
Vysledok. 36668
Riesenie. Vsimnime si, ze a®+b%+¢®—3abc = 1 -(a+b+c)((a—b)?+(b—c)?+(c—a)?). Zo substitiicie a—b = z,b—c =y
vyplyva, ze ¢ —a = —x — y. Potom % ((a — b)2 + (b —¢)? + (c — a)?) = 22 + 2y + y°. Dalej vyslovime nasledovné vety
(ich dokaz sa nachddza na konci riesenia):

(1) Ak p déva zvysok 2 po delenf tromi a sicasne deli 2% + zy + y?, tak potom p deli z, y.

(2) Ak p déva zvysok 1 po deleni tromi, rovnica 22 + z + 1 = 0 (mod p) mé dve rieSenia, menovite r,r~!. Preto
22+ ay+y? = (v —ry)(x —r"ly) (mod p). Z toho mame, e ak p delf 22 + xy + 32, tak potom = = ry (mod p)
alebo x = r~1y (mod p).

V pripade, Ze p ddva zvySok 2 po delenf tromi, potom p | @ + b+ ¢ (¢o vedie k p? trojiciam) alebo p | 2 + zy + 3>
(¢o v suvislosti s vetou (1) vedie k a —b=b—c =0 (mod p), a teda a = b = ¢ (mod p) — ¢ize sa jednd o p trojic).
Potrebujeme vSak odratat duplicitne zardtané trojice - to si také, ze a = b = ¢ (mod p) a stcasne a +b+c =0
(mod p). To splita iba trojica (0,0, 0), a preto mame p® + p — 1 rieseni. Z toho uz ale lahko nahliadneme, Ze N, < p? +p
pre vietky p =2 (mod 3).

Ak p déva zvysok 1 po delenf tromi, z a + b+ ¢ = 0 (mod p) mame p? rieseni. Ak p deli 22 + xy + y2, potom z
vety (2) mame bud a — b =r(b—¢) (mod p) alebo a —b=1r"1(b—c) (mod p). V prvom pripade z toho dostdvame
a = (r+1)b—rc (mod p) a v druhom pripade mame a = (r~! + 1)b — r~1c (mod p). Kazdy z tych pripadov nam
teda poskytne p? trojic. Tieto dva pripady maji spolo¢né rieSenie, ked a = b = ¢ (mod p). Preto mame p dvakrat
zapocitanych rieseni. Na to, aby p | a+b+c a p | 2%+ zy +y? mali spoloéné riesenie, potrebujeme (r+2)b— (r —1)c = 0
(mod p). Tu je teda tiez p duplicitne zapo&itanych rieSeni. Na zdver, vietky tri rovnice st splnené prave vtedy, ked
a=b=c¢=0 (mod p), ¢o spiﬁa iba trojica (0,0,0). Z principu zapojenia a vypojenia tak vieme, Ze v tejto vetve mame
3p? — 3p + 1 rieseni.

Ostava presetrit pripad p = 3. Potom a® + b + ¢3 = 0 (mod 3). Kedze 22> = x (mod 3), musi nutne platit
a+b+c=0 (mod 3). V tejto vetve mame teda 9 rieseni.

Kedze 3p? — 3p + 1 > p? + p pre vietky prvocisla tvaru p = 3k + 1, vysledkom je sticet vetkych prvocisel p < 1000
tvaru 3k + 1. Ich stcet je 36 668.

Poznamka
Je viacero sposobov, ako sa daji dokézat vety (1) a (2). Na dokdzanie (1), uvazujme rovnicu z* = 3* (mod p).
Umocnenim oboch stran exponentom 2 dostdvame zP*! = ypt1 (mod p). Ak by p nedelilo z,y, dostali by sme,

7e 22 = y? (mod p). Mame, 7e 22 = y% (mod p) a 23 = y3 (mod p), z éoho nutne z = y (mod p). Potom 0 =

2% + 2y + y? = 3y? (mod p), a teda p | 3. Zvysok p po deleni tromi je vSak 2, spor.
Na dokaz vety (2) si vSimnime, Ze rovnica z> = 1 (mod p) mé tri rieSenia vzdy, ked p = 1 (mod 3). Preto

22+ 2+1=0 (mod p) m4 dve riesenia.

Uloha 51. Uréte pocet moznosti, ako polozit aspoii jedného krala na Sachovnicu 3 x 11 tak, Ze Ziadni dvaja krali sa
navzgjom neohrozuju.
Dwvaja krdli sa neohrozuju, ak nie su postaveni na polickach susediacich hranou alebo rohom.

Vysledok. 132290

Riegenie. Nech k(n) oznacuje, pre n > 0, pocet moZnosti ako postavit niekolko krdlov, vratane Ziadneho, na $achovnicu
3 X n. Pocet moznosti ako vyplnif prazdnu sachovnicu je k(0) = 1. Dalej priamo spocitame k(1) =5

& &
&

L |&

a k(2) = 11.



L L |& L

L & & L &

Taktiez vieme spocitat, ze k(3) = 35. Ak je stredny stipec prazdny tak aj prvy aj treti stipec ma k(1) = 5 moznost{
na umiestnenie kréla a teda dokopy 25. St 4 moZnosti ako postavit kralov iba do prostredného stlpca. Navyse je 6

moznost{ ako usporiadat kralov tak aby stredny stfpec bol pouzity a asponi jeden z okrajovych stfpcov. Teda dokopy
k(3)=25+4+46 = 35.

L & L

& & L &

Preto moznosti ako usporiadat kralov na sachovnici 3 x n, pre n > 2, klasifikujeme podla pozicii kralov v poslednom

stfpci.
& &

L
& &

kp(n) (prézdne)  kq(n) (dole) ks(n) (stred) kn(n) (hore) ko(n) (obe)

Z ¢oho je zrejmé, ze k(n) = kp(n) + ka(n) + ks(n) + kn(n) + ko(n), a ak sa krali navzdjom neohrozujd, tak tieto
rovhnice musia tiez platit:

kp(n) = k(n —1),

Ka(n) = hn(n — 1) + ky(n — 1),
kn(n) = ka(n — 1) + kp(n — 1),
ks(n) = ko(n) = kp(n — 1)



Zo symetrie je zrejmé, ze kq(n) = kn(n) a pre n > 2 navyse, ze

k(n) =kp(n) +2-ka(n) +2- ks(n),
=k(n—1)+2 -kq(n)+2-kp(n—1),
=k(n—1)+2 kq(n)+2 - k(n—2).

Potom je zrejmé, ze
2-kq(n) =k(n) —k(n—1)—2-k(n—2).

Kedze plati k4(n) = kn(n — 1) + ky(n — 1), tak plati aj
2 kag(n) =2 ka(n—1)+2-k(n—2).
Dosadenim rovnice pre k4 dva krat dostaneme rekurziu
k(n) —k(n—1)—2-k(n—2)=k(n—1)—k(n—2) —2-k(n—3)+2-k(n — 2)
— k(n)=2-k(n—1)+3 k(n—2)—2-k(n—3),

pre k(n) s n > 3 a pociatoénymi podmienkami k(0) = 1, k(1) =5 a k(2) = 11. Postupne vypocitanie tejto rekurzie pre
k(11):

k(3)=2-11+3-5—-2-1=35,

k(4) =2-35+3-11—2-5=093,

k() =2-93+3-35—-2-11 = 269,

k(6) =2-269+3-93 — 235 = 747,

k(7) =2 747 +3-269 — 293 = 2115,

k(8) =2-2115+3- 747 — 2- 269 = 5933,

k(9) =2-5933+3-2115 — 2. 747 = 16 717,
k(10) = 2-16 717 + 3 - 5993 — 2- 2115 = 47003,
k(11) = 2-47003 4+ 3 - 16717 — 2 - 5933 = 132291.

Po odpocitani préazdnej Sachovnice je vysledok 132 290.

Uloha 52. Majme ostrouhly trojuholnik ABC. Ozna¢me A’ priese¢nik vysky z bodu A na stranu BC' a vonkajsej
polkruznice nad priemerom BC' (vonkajsia polkruZnica je td, ktorej Ziadna ¢ast nelezi vnttri trojuholnika ABC).
Podobne st uréené aj body B’ a C’. Nech Sxy z oznacuje obsah trojuholnika XY Z. Ak Spcar = 5em?, Sprca = 6¢cm?
a Spcra = Tem?, uréte obsah trojuholnika ABC.

Vysledok. /110 = 10.488088
Riesenie. Ukdzeme, ze Shou + Seap + Siper = S4pe- To ndm uz potom lahko odhalf vysledok.

Oznaéme D pétu vysky z vrchola A na stranu BC. Z Euklidovej vety o vyske mame, ze |A’D|? = |BD| - |DC|, z
¢oho

[BA'C]\* _|BD|-|CD|
([BAC]) - |ADP

Ked'ze % = cotg(f), chceme dokazat

D cotg(B) - cotg(y) = 1.

7 toho, ze a+ 8 + v = 180° vyplyva, ze

0 =sin(a + 4 ) = sin(a) - cos(B) - cos(y) + sin(B) - cos(a) - cos(7y) + sin(7y) - cos(B) - cos(a) — sin(a) - sin(3) - sin(y),
sin(a) - sin(f) - sin(7y) = sin(a) - cos(f) - cos(7y) + sin(B) - cos(a) - cos(7y) + sin(7y) - cos(f) - cos(w),

_ cos(f) - cos(y) n cos(f) - cos(w) n cos(a) - cos(v)

1 sin(3) sin(y)  sin(3) -sin(a) T sin(a)-sm() = cotg(B) - cotg(vy) + cotg(a) - cotg(y) + cotg(B) - cotg(a) = 1.

Preto obsah trojuholnika ABC uréime ako \/S%, 5o + S%pc + S3per = V25 + 36 + 49 = V/110.



Uloha 53. Dévid hrd hru Osadnici na ostrove, ktory mé nasledujice vlastnosti:
e Ostrov ma tvar kruhu a na pobrezi mé tri pristavy A, B a C.

e Na ostrove su styri dolezité budovy, D, E, F a H, ktoré tvoria vrcholy obdlznika DEFH.

V strede ostrova je hrad D.

Kostol E je v polovici priamej vzdialenosti medzi pristavmi A a B.

Chatré G je blizsie k pristavu B ako ku A.

Skladisko H so vSetkymi zdrojmi lezi v ortocentre trojuholnika ABC.

D4vid vie, ze vzdialenost z D do E je 8km a vzdialenost z E do G je 13km. Kolko kilometrov musi David prejst zo
skladiska do najblizsieho pristavu?

Vysledok. 10
Riesenie. Vypotty spravime bez jednotiek. Kedze DEGH je obdlinik, |DE| = |HG| = 8 a |DH| = |EG| = 13.
Navyse vieme, ze H je blizsie k B ako ku A, D je stred kruznice opisanej a H ortocentrom trojuholnika ABC.

Stred kruZnice opisanej D, fazisko T a ortocentrum H lezia na Eulerovej priamke Spfﬁajﬁc rovnost |SH| = 2|DS|. Pre
podobné trojuholniky SHC a EGC potom plati

|CH| |CG] |CH| |CG|
HS| |GE| T 2 3
To déva |CH| = 16. KedZe DHC je pravouhly, podla Pytagorovej vety plati, ze |C'D|? = 162+ 132. Polomer kruznice
opisanej trojuholniku ABC je |AD| = |BD| = |CD|. V pravouhlom trojuholniku AED, plati |AE| = v/162 + 132 — 82 =
19 = |EB|, a preto |GB| = 19 — 13 = 6. Opiitovnym vyuzitim Pytagorovej vety vidime, ze |HB|? = v/82 + 62 = 10.
Preto vzdialenost z H k najbliz§iemu pristavu je 10 km.

< |CH|=2"|HG|.



