Zadanie 1. Pigé os6b gra w gre, w ktorej w kazdej rundzie punkt zdobywa jeden z graczy. Gra koniczy sie gdy pewien
gracz uzyska 10 punktéw. Co najwyzej ile rund moze zostaé rozegranych?

Wynik. 46

Rozwigzanie. Na koniec gry zwyciezca ma 10 punktéw, a kazdy inny gracz co najwyzej 9 punktéw. Sumarycznie wiec
moze by¢ rozegranych 10 44 -9 = 46 rund.

Zadanie 2. Dorota ma cztery karty z liczbami 1, 2, 3 1 6 napisanymi na nich. Chce tak ulozyé wszystkie karty, by
tworzyly dwie liczby A i B oraz liczba A byla wielokrotnoscia liczby B, np. A =36 1 B = 12. Na ile sposobéw moze to
zrobié?

Wynik. 21

Rozwigzanie. Rozwazmy dwa przypadki:
I. B sklada sie z jednej karty, a A z trzech. Rozwazmy mozliwe wartosci B:

e B =1: A sklada sie z cyfr 2, 3, 6 ustawionych w dowolnej kolejnosci — 6 sposobdéw.
e B = 2: cyfra jedno$ci A musi by¢ 6 — 2 sposoby.

e B = 3: A sklada sie z cyfr 1, 2, 6 ustawionych w dowolnej kolejnosci, bo suma cyfr jest podzielna przez 3 — 6
Sposobow.

e B = 6: cyfra jedno$ci A musi by¢ 2 — 2 sposoby.

IT. Ai B skladaja sie z dwoch kart. Wtedy stosunek A/B jest mniejszy niz 6; moze byé wiec réwny 1,2, 3,4 lub 5.
Rozwazmy te mozliwosci:

1: Ten przypadek nie zachodzi, bo oznaczaltoby to, ze A = B.

2: cyfra jedno$ci A musi by¢ wtedy 2 lub 6. Jesli cyfra jednosci jest 2, to cyfra jednosci B musi by¢ 1 lub 6.
W pierwszym przypadku otrzymujemy pare 32 i 16; w drugim 62 i 31 — 2 sposoby. Jesli cyfrg jednosci jest 6, to
cyfra jednosci b musi by¢ 3 i otrzymujemy pare 26 i 13 — 1 sposdb.

3: cyfra dziesiatek A musi by¢ 6 lub 3. W pierwszym przypadku, cyfra dziesiatek B musi by¢ 2; otrzymujemy pare
63 i 21. Jesli cyfra dziesiatek A jest 3, to cyfra dziesigtek B jest 1; otrzymujemy pare 36 i 12 — 2 sposoby.

4: cyfra dziesiatek A musi by¢ 6, a cyfra jednoéci 2, aby liczba byla parzysta. Wtedy A = 62 i nie jest podzielne
przez 4.

5: cyfra dziesiatek A musi by¢ 5 lub 0, a to nie jest mozliwe.

Sumujac, otrzymujemy 21 réznych sposobdéw.

Zadanie 3. Na obrazku znajduja si¢ cztery kwadraty. Jeden z nich ma pole réwne 8. Jakie jest pole najwigkszego
7z nich?

Wynik. 18
Rozwigzanie. Kwadraty te maja dlugosci bokéw pozostajace w stosunku 3 : 2 : 1. Zatem pole najwiekszego z nich jest
réwne (%)2 -8 =18.

Zadanie 4. Pewnego razu w parku spotkaly sie sroki, matematycy i centaury. Razem mieli 15 ogonéw i 94 rece. Ile
byto nog?

Uwaga: Sroki maja dwie nogi, jeden ogon, ale nie majg rak. Matematycy maja dwie rece i dwie nogi, ale nie maja
ogona. Centaury maja dwie rece, cztery nogi i jeden ogon.

Wynik. 124

Rozwigzanie. QOznaczmy liczbe srok, matematykow i centauréw odpowiednio przez s, m i c¢. Skoro lacznie jest
15 ogondéw, to s + ¢ = 15. Poniewaz lacznie sa 94 rece, to 2m + 2¢ = 94. Laczna liczba nég to 2s + 2m + 2¢, co jest
réwne 2(s + ¢) + (2m + 2¢) = 30 + 94 = 124.



Zadanie 5. W telewizorze masz trzy kanaly: pierwszy, drugi i trzeci. Z kazdego kanalu mozesz przelaczy¢ jedynie na
kanal, ktérego numer rézni sie od obecnego o jeden, przyktadowo z pierwszego kanatu mozesz przetaczyé jedynie na
drugi kanal. Rozpoczynasz ogladanie drugiego kanalu, a nastepnie zmieniasz kanal 11 razy. Ile réznych ciagéw kanalow
mozesz w ten sposob otrzymac?

Wynik. 64

Rozwigzanie. Ciag sktada sie z 12 kanatéw. Wtedy kanaly na nieparzystych pozycjach musza by¢ kanatem drugim,
a dla kazdy z pozostalych kanaléw moze byé¢ pierwszym lub trzecim. Jest sze$é takich pozycji, zatem otrzymujemy
26 = 64 réznych ciggéw kanatow.

Zadanie 6. Na rysunku widoczne sa dwa przystajace prostokaty oraz zaznaczony kat o mierze 234°. Wyznacz miare
(w stopniach) kata zaznaczonego znakiem zapytania.

Wynik. 27
Rozwigzanie. Nazwijmy punkty jak na rysunku ponizej. Wspélna przekatna AB dzieli kat Z/F BD na réwne czedci,
wiec

/FBA = M — 63°.
Ponadto, skoro przerywana prosta EF jest réwnolegla do AB, to ZEFB + /FBA = 180°. Odejmujac kat prosty
/AF B dostajemy

a = 180° — 90° — 63° = 27°.

E F
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Zadanie 7. Jaka jest warto$é x® — 14z 4 2024, jedli z? — 4z +2 =07

Wynik. 2016

Rozwigzanie. Od szukanej liczby 2 — 14242024 odejmujemy x(x? —4x+2) = 0, aby pozby¢ sie 23. Wtedy otrzymujemy
42? — 162 + 2024. Nastepnie chcemy pozby¢ sie 422, zatem odejmujemy 4(x? — 4z + 2) = 0 i otrzymujemy 2016, co jest
szukana wartoscia wyrazenia.

Zadanie 8. Rafal wybral pewna dodatnia liczbe catkowita n i zapisal liczbe jej parzystych cyfr, liczbe nieparzystych
cyfr oraz liczbe wszystkich cyfr w tej wlasnie kolejnosci. Czytajac te trzy liczby jako jedna dodatnig liczbe calkowita
(ignorujac ewentualne zera wiodace), otrzymal ponownie liczbe n. Jaka najmniejsza mozliwa liczbe mégt wybraé Rafal?
Przyktadowo, gdyby Rafal wybral na poczatku 2024, to liczba cyfr parzystych to 4, cyfr nieparzystych to 0, a liczba
wszystkich liczb to znowu 4, zatem otrzymalby liczbe 404.

Wynik. 123



Rozwigzanie. Poszukiwana liczba nie moze by¢ jednocyfrowa — taka liczba byta by albo parzysta albo nieparzysta
i tym samym zostalaby policzona w jednej z tych kategorii. Podobnie, szukana liczba nie moze by¢ dwucyfrowa — wtedy
jej cyfra jednosci réwnalaby sie 2, ktére jest liczba parzysta. Rozwazmy zatem liczby trzycyfrowe. Skoro sg tacznie
3 cyfry parzyste i nieparzyste, to otrzymujemy nastepujace mozliwe liczby 123, 213, 303. Po transformacji opisanej
w zadaniu, kazda z tych liczb przechodzi na liczbe 123, takze 123. Zatem to wladnie 123 jest szukanym rozwiazaniem.

Zadanie 9. Na ponizszym obrazku przedstawiono pigeciokat, w ktérym dane sa niektére miary katéw i diugosci bokéw.
Wyznacz a + b.

11
Wynik. 16
Rozwigzanie. Dopelnijmy pieciokat do tréjkata réwnobocznego o boku diugosci 11 = 4 + a = 2 + b jak na obrazku.

L9
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Dostajemy a =7, b =9 oraz a + b = 16.

Zadanie 10. W stowackiej piosence ludowej Kopala studienku dziewczyna sprawdza, czy jej studnia jest jednakowo
gleboka i szeroka. Dziewczyna wie, ze przez tydzien moze wykopac studnie o pozadanej szerokosci, ale tylko o % pozadanej
glebokosci. Natomiast Janko Muzykant przez tydzien moze wykopaé studnie o pozadanej glebokosci, ale tylko o polowie
pozadanej szerokosci. Ile dni potrzebuja dziewczyna i Janko Muzykant aby wspdlnie wykopaé¢ odpowiednia studnie?
Zakladamy, ze kazda studnia ma ksztalt walca, ktorego srednica podstawy jest szerokoscia studni, a czas potrzebny na
jej kopanie jest proporcjonalny do objetosci usunietej ziemi.

Wynik. 12

Rozwigzanie. Poniewaz studnia jest walcem, jej objetos¢ wyraza si¢ wzorem V = - D- W2, gdzie D oznacza gleboko$é,
a W oznacza szeroko$¢. Wiemy, ze dziewczyna potrzebuje 7 dni na wykopanie

INERNE

- D W? = 1V ziemi, czyli potrzebuje
21 dni na wykopanie V ziemi. Podobnie, Janko potrzebuje 7 dni na wykopanie Z - D - (%)2 = iV ziemi, czyli 28 dni na
1

wykopanie V' ziemi. Zatem dziewczyna jest w stanie w ciagu dnia wykopa¢ 57 studni, a chtopak % studni. Razem sa
w stanie wykopaé i + % = % . (% +1y=1..7 =1 studni w ciggu dnia, czyli na wykopanie calej studni potrzebuja

4 712 12
12 dni.

Zadanie 11. Wyznacz liczbe wszystkich odcinkéw diugosci v/5 taczacych dwa wierzchotki kwadratéw na planszy
10 x 10 sktadajacej sie z kwadratéw o boku dlugosei 1.

Wynik. 360

Rozwigzanie. Na poczatku zauwazmy, ze kazdy prostokat o wymiarach 2 x 1 zawiera dokladnie 2 przekatne o dlugosci
V5. Wystarczy zatem obliczy¢ liczbe takich prostokatéow. Zalézmy, ze taki prostokat polozony jest pionowo. Mamy
wtedy n mozliwoéci wyboru kolumny, w ktérej sie znajduje i n — 1 mozliwosci wyboru rzedu, w ktérym sie znajduje
w planszy n X n. Prostokat mozemy umiesci¢ réwniez poziomo, co daje nam dwie mozliwosci na potozenie kazdego
prostokata. Podsumowujac mamy dwie przekatne w prostokacie i 2n(n — 1) prostokatéw, zatem lacznie daje to 4n(n —1)
przekatnych. Dla n = 10 daje to wynik 360.



Zadanie 12. M, A, T, H to takie parami rézne niezerowe cyfry, ze spelniona jest réwnosé
2024+ HAHA = MATH.

Jaka jest najwieksza mozliwa wartos¢ czterocyfrowej liczcby M AT H?
Wynik. 5963

Rozwigzanie. Poniewaz M ATH oraz HAHA maja takie samy cyfry setek i odpowiadajaca im cyfra w 2024 to 0,
widzimy, ze nie ma przenoszenia przy okazji dodawania cyfr dziesiatek po lewej stronie réwnania. Zatem TH = HA+ 24
oraz M = H + 2. Jednak dodawanie A i 4 musi odby¢ sie z przeniesieniem, bo inaczej T'= H + 2 = M, a cyfry kryjace
sig pod literami maja by¢ parami rézne. Zatem H = A+4—-10= A — 6, zatem M = A—41T = A — 3. Stad tatwo
zauwazy¢, ze M AT H jest jedna z liczb 3741, 4852 lub 5963, przy czym ta ostatnia jest najwigksza.

Zadanie 13. W zebro-prostokacie o bokach dlugosci 14 i 8 przekatna zostala podzielona na siedem odcinkéw réwnej
dtugosci. Jakie jest pole zacieniowanego obszaru?

14

Wynik. 48

Rozwigzanie. Poniewaz spodki wysokosci z wierzchotkéw prostokata na przekatnag maja réwne dlugosci dla wszystkich
rozwazanych trojkatéw to zacieniony obszar ma pole réwne dokladnie % caltkowitego pola prostokata, czyli % -8-14 = 48.

Zadanie 14. Jedli do kétka matematycznego dolaczy dziewczyna, a odejdzie 20% chlopcéw, to liczba chlopcéw
i dziewczat na zajeciach bedzie taka sama. Natomiast jesli jedna dziewczyna opusci kétko, a nastepnie liczba dziewczat
zwigkszy sie o 30%, to liczba chlopcéw i dziewczat réwniez bedzie réwna. Ile os6b nalezy do kotka matematycznego?

Wynik. 116

Rozwigzanie. Oznaczmy liczbe dziewczyn przez d i liczbe chlopcéw przez c. Z tredci zadania wynikaja nastepujace
rownosci:

4
d + 1 = gc,
13
—(d-1)=c
old-1=c
Podstawiajac ¢ = %d + % z pierwszego rownania do drugiego rownania otrzymujemy (% — %) d= }—g + %, co daje
(% — %) d= }% + g. Zatem dostajemy % = %, czyli d =51, a wiec ¢ = }—8 -50 = 65. W wyniku tego odpowiedzia jest

d+c =51+ 65=116.

Zadanie 15. Zapalki na obrazku tworza dziewie¢ kwadratéw. Usuwamy takie trzy zapaltki, zeby na obrazku pozostalo
pie¢ kwadratow i kazda pozostawiona zapaltka lezala na boku jakiego$ kwadratu. Jaka jest maksymalna suma wartosci
trzech usunietych zapalek?

Wynik. 50



Rozwigzanie. Na obrazku jest siedem kwadratéw o boku dlugosci 1 i dwa kwadraty o boku 2. Aby zmniejszy¢ taczna
liczbe kwadratéw do pieciu, nalezy zniszczy¢ dokladnie cztery kwadraty. Aby usunaé¢ kwadrat ograniczony zapaltkami
3,6,7,10 nalezy usuna¢ co najmniej trzy zapalki, wiec tego kwadratu nie mozemy zniszczy¢é. W szczegdlnosci nie
mozemy usunaé zapalki numer 6.

Usuniecie zapalek o numerach 11 lub 13 niszczy réwnocze$nie oba duze kwadraty oraz jeden maly. Tak wiec
zniszczenie ostatniego kwadratu wymagaloby usuniecia dwoch zapalek. Jezeli zapaltka z numerem 11 zostala zabrana,
to parami zapatek, ktére mozemy zabra¢ sa 12 i 13 lub 18 i 20. Z drugiej strony, jezeli zapatka z numerem 13 zostala
zabrana, to parami zapalek, ktére mozemy zabraé¢ sa 114, 11112 lub 16 i 19. Z tych mozliwosci, usuniecie zapaltek
o numerach 11, 18 i 20 ma najwieksza sume rowna 49. Jesli oba duze kwadraty pozostaly, to jedyne mozliwe do
usuniecia zapalki maja numery 5, 12 i 17, ale ich zabranie nie tworzy wymaganej konfiguracji.

Skoro zapalka z numerem 6 nie moze zosta¢ zabrana, a jeden z duzych kwadratéw musi zostaé zniszczony, to obie
zapalki z nastepujacych par musza zosta¢ usuniete: 18 i 20 lub 16 1 19 lub 1 i 4. Zabierajac zapalki w taki sposéb
usuwamy jeden duzy i jeden maly kwadrat. To oznacza, ze kolejna zabrana zapalka musi zniszczy¢ dwa kwadraty.
W przypadku pary 18 i 20 moze to by¢ zapalka numer 11 lub 12, co daje maksymalna sume 50. Zapaltka numer 13 nie
moze by¢ usunieta, bo wtedy zapaltka numer 15 nie lezalaby na boku kwadratu. Rozumujac analogicznie dla pary 16
i 19 dostajemy najwieksza sume 48 usuwajac zapatke numer 13. Odpowiedzia, ktorej szukaliSmy jest zatem 50.

Zadanie 16. FLukasz ma butelke o wysokosci 21. Sklada sie ona z walca o wysokosci 16 i nieregularnego ksztaltu przy
szyjce. Lukasz czesciowo wypeknil ja woda i zaobserwowal, ze woda osigga wysoko$¢ 13. Potem obrocit butelke do goéry
dnem i zauwazyl, ze teraz woda osiaga wysokos$¢ 14. Oblicz procent objetosci butelki, ktéry jest wypelniony woda.

16

21 -
13 H

Wynik. 65

Rozwigzanie. Niech r oznacza promien podstawy butelki. Z pierwszego ulozenia widzimy, ze objetos¢ wody w butelce
to 13772, Podobnie, z drugiego ulozenia widzimy, ze objetoéé powietrza w butelce to (21 — 14)7r? = Trr2. Zatem

butelka ma objetosé (13 + 7)mr? = 20m7? a szukany procent wynosi ;3::2 =13 = 65%.

Zadanie 17. Krzy$ mieszka w SzeSciokatogrodzie, mieécie, w ktérym wszystkie ulice maja dlugo$é 1km i s bokami
trzech szedciokatow foremnych. Krzys$ chce zabraé swoja dziewczyne z jej domu i razem z nia p6jé¢ do kina. Zaczyna
podréz w punkcie A, jego dziewczyna mieszka w punkcie B, a kino znajduje si¢ w punkcie C, tak jak na obrazku. Krzy$
nie chce przechodzi¢ przez zadng ulice dwukrotnie. Jaka jest suma dlugosci wszystkich mozliwych tras, ktére moze
przejs$é (w kilometrach)?

Wynik. 28

Rozwigzanie. Istnieja cztery $ciezki z A do B, ktére nie przechodzg przez C. Jedna z nich pozwala na dwa sposoby
dosta¢ sie do punktu C', druga pozwala tylko na jeden sposéb dostaé sie¢ do punktu C, a pozostale dwie nie daja
mozliwosci dotarcia do punktu C' (nie przechodzac dwukrotnie zadnej z ulic). Sumarycznie istnieja trzy mozliwe trasy,
ktérymi Krzys moze dostaé sie do kina ze swojg dziewczyna. Dwie z nich maja dlugosé 10, a trzecia 8, co daje nam
odpowiedz 28.



Zadanie 18. Dwoch straznikéw patroluje bank poruszajac sie po prostokatnych drogach w sposéb przedstawiony na
obrazku. Przemieszczaja sie ze stata predkoscia, przechodzac od jednego punktu kontrolnego do nastepnego w minute.
Po ilu minutach straznicy po raz pierwszy sie spotkaja?
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Wynik. 44

Rozwigzanie. Niech straznik A (prostokatna droga) bedzie tym, ktéry potrzebuje 14 minut, a B (kwadratowa droga)
tym, ktéry potrzebuje 12 minut aby wykonaé jedno okrazenie. Istnieja dwa mozliwe punkty spotkan tychze straznikéw.
Jesli spotkaja sie w punkcie po lewej stronie po a pelnych okrazeniach wykonanych przez straznika A i b pelnych
okrazeniach wykonanych przez straznika B, to musi zachodzié¢ réwnanie:

14a +2 =12b+ 8.

Mozemy je uproscié¢ do 7a = 6b + 3, co daje 7 | 6b + 3. Sprawdzajac b € {0,1,2,...} widzimy, ze b =3 i a = 3 jest
najmniejszym rozwiagzaniem. Podobnie, straznicy spotkaja sie w punkcie polozonym po prawej stronie jesli

14a + 5 = 12b + 3.
Stad 7a = 6b — 1, czyli 7| 6b — 1, co daje b > 6. Zatem po raz pierwszy spotkaja sie po 14 - 3 + 2 = 44 minutach.

Zadanie 19. Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajg réwnania

Va2 +b?—-172 = ¢,
Ve + 02 —220 = a.

Jaka jest najwiecksza mozliwa warto$¢ sumy a + b+ ¢?
Wynik. 26

Rozwigzanie. Podniesienie obu réwnosci do kwadratu i obliczenie ich sumy daje 2b%> = 392. Poniewaz b musi by¢
dodatnie, to b = 14 jest jedynym rozwiazaniem. Podstawiajac te wartos¢ do kwadratu pierwszego rownania otrzymujemy
a? +24 = 2. Poniewaz liczba ¢ — a? = (¢ — a)(c+ a) = 24 jest parzysta, wiec d = ¢ — a réwniez musi byé parzyste. Dla
d = 6 warto$¢ (¢ — a)(c+ a) > d(d + 2) bedzie wynosila co najmniej 48, co jest wigksze od 24. Zatem jedyne mozliwosci
tod=21id=4. W pierwszym przypadku otrzymujemy a + ¢ = 12 i rozwiazania a = 51i b = 7. W drugim otrzymujemy
a + ¢ =6 z rozwiazaniami @ = 1 i ¢ = 5. Zatem najwieksza mozliwa wartos¢ sumy a + b+ c to 5+ 14 + 7 = 26.

Zadanie 20. Na okregu opisano szesciokat foremny oraz wpisano w niego szesciokat foremny. Jaka cze$é pola
powierzchni sze$ciokata opisanego na okregu zostala przykryta przez szesciokat wpisany w okrag?

: 3
Wynik. 4
Rozwigzanie. Podzielenie na przystajace trdjkaty i policzenie daje odpowiedz % = %, jak na rysunku.
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Alternatywne rozwigzanie. Niech r bedzie promieniem okregu. Kazdy szeSciokat mozemy podzieli¢ na 6 tréjkatéw
réwnobocznych. Mniejszy z nich ma wysokosé rowna, %r 3, a wiekszy r. Zatem stala podobienstwa jest réwna k = %\/37
skad stata podobienstwa pél to k2 = %.

Zadanie 21. Powiemy, ze n-te urodziny sa kwadratowe jesli n > 1 oraz gdy dla kazdej liczby pierwszej p dzielacej
n réwniez p? dzieli n. Przykladowo, urodziny numer 8 = 23 sa kwadratowe, z kolei urodziny numer 56 = 8 - 7 nie sg.
W tym roku Babcia Jadzia juz obchodzita swoje 196. urodziny. Ile kwadratowych urodzin przezyta?

Wynik. 20

Rozwigzanie. Numer kwadratowych urodzin musi zawiera¢ w rozkladzie na czynniki pierwsze jeden lub wigcej
czynnikéw postaci p¥, gdzie k > 1. Wszystkie takie czynniki mniejsze lub réwne 196 to S = {4, 8, 9, 16, 25, 27, 32,
36, 49, 64, 81, 100, 121, 125, 128, 144, 169, 196} (jest ich 18). Zauwazmy, ze gdy weZmiemy co najmniej dwie liczby
ze zbioru S wieksze niz 27, to ich iloczyn jest wiekszy niz 196 albo juz znajduje sie w S. Z pozostalych liczb jedynie
8 oraz 27 nie sg kwadratami. Poniewaz iloczyn dwdch kwadratéow liczb catkowitych sam jest kwadratem, to wynik
nalezy do S lub jest wiekszy od 196. Rozwazmy iloczyny liczb 8 lub 27 oraz liczb ze zbioru S mniejszych niz 196.
Wizystkie te iloczyny znajduja sie juz w S oprocz dwoch: 27 -4 =108 1 8 - 9 = 72. Mamy zatem 18 + 2 = 20 numerow
kwadratowych urodzin.

Zadanie 22. Niebawem odbedzie si¢ jedenasta edycja konkursu matematycznego Pocisk. Dotychczas w n-tej edycji
konkursu byly n + 2 zadania ponumerowane od 1 do n + 2. Organizatorzy chca tak wybraé¢ po jednym zadaniu z kazdej
z poprzednich 10 edycji, aby otrzymaé 10 zadan ponumerowanych od 1 do 10 przy zachowaniu ich oryginalnej numeracji.
Ile réznych zestawow zadan moga utworzy¢, zakladajac, ze zadania w poprzednich edycjach si¢ nie powtarzaly?
Wynik. 13122 =238

Rozwigzanie. Organizatorzy maja trzy zadania do wyboru z konkursu nr 1. W drugim konkursie, poniewaz jedno
zadanie juz zostalo wybrane ponownie maja do wyboru 4 — 1 = 3 mozliwosci niezaleznie od pierwszego wyboru.
Nietrudno zauwazy¢, ze ta sytuacja bedzie si¢ powtarzaé, to jest: w k-tym konkursie jest juz k — 1 pytan, ktérych nie
mozemy wybraé ze wzgledu na poprzednie wybory az do konkursu nr 9, w ktérym jest zadanie o numerze 11, ktéry jest
za duzy, co pozostawia jedynie dwa zadania do wyboru. Ostatecznie w konkursie nr 10 znajduja sie pytania 11 i 12,
ktérych nie mozemy wybraé, co daje tylko jeden wybér. Lacznie zatem mozna utworzyé 3% - 2 = 13122 testéw.

Zadanie 23. Znajdz najmniejsza dodatnia liczbe calkowita, ktdrej pierwsza cyfra jest 1 i ktora spelnia nastepujacy
warunek: kiedy przeniesiemy cyfre 1 na koniec tej liczby, to otrzymamy liczbe trzy razy wigksza od pierwotnej liczby.
Przyktad przeniesienia pierwszej cyfry: 174 — 741.

Wynik. 142857

Rozwigzanie. Wiemy, ze ostatnig cyfra jest 1, wiec mozemy odtworzy¢ liczbe od tyhu:

o 3=...1=2zx="7

Y7 3=...Tl=y=5
L..2b7-3=...57"1=2=8

... 1857-3=...857T1=t=2
...82857-3=...285T1 = s =4
...r42857 -3 =...428571 = r = 1.

Sprawdzajac, widzimy ze 142857 - 3 = 428571.

Alternatywne rozwigzanie. Kazda dodatnia liczba calkowita, zaczynajaca sie od 1 i majaca co najmniej dwie cyfry
moze byé¢ zapisana w postaci 10¥ 4 a dla pewnego k > 1 oraz k-cyfrowej liczby a. Po przestawieniu 1 na koniec
otrzymujemy liczbe postaci 10a + 1. Teraz chcemy rozwiaza¢ réwnanie postaci

3-(10F +a) = 10a + 1

dla niewiadomych a i k. Sprowadza sie ono do postaci 3 - 10¥ — 1 = 7a. Po lewej stronie réwnania mamy liczbe
postaci 299...9 (liczba dziewiatek wynosi k). Rozwazamy kolejne liczby tej postaci i dzielimy je przez 7, biorac tyle
dziewiatek, aby nie bylo reszty z dzielenia. Otrzymujemy, Zze najmniejszym rozwigzaniem jest a = 42857, a wynikiem
zadania 142857.



Zadanie 24. Rysunek przedstawia uktad dwoch par przystajacych kwadratow. Odleglto$é miedzy dwoma zaznaczonymi
punktami wynosi 1. Ile wynosi suma pél tych czterech kwadratow?

Wynik. 58
Rozwigzanie. Oznaczajac przez x dlugo$é boku mniejszego z kwadratow i korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
zacieniowanego tréjkata prostokatnego na obrazku otrzymujemy

(22)% + (1 +2)% = (1 +2x)°.
Réwnanie to upraszcza sie do x? = 2z, zatem x = 2. Odpowiedzia jest 2(2% + 52) = 58.

X

-

Zadanie 25. Wspinacz Kacper jest opuszczany na linie ze szczytu pionowej $ciany. Oznacza to, ze jest przymocowany
do jednego konca liny, ktéra biegnie przez punkt na szczycie, a nastepnie na doét, gdzie Magda trzyma line i przesuwa
ja w kontrolowany sposéb. Lina jest elastyczna, a ciezar Kacpra rozcigga fragment pomiedzy nim a Magda o 20 %.
Lina jest oznaczona w polowie. Podczas opuszczania Kacper mija to oznaczenie, kiedy jest w jednej trzeciej wysokosci
$ciany nad ziemia. Kiedy dociera na ziemie, a lina nie jest jeszcze rozluzniona zauwaza, ze pozostatlo 10 metrow liny.
Pomijajac wzrost ludzi i dlugosé liny po$wieconej na wiazania, jaka jest wysokosé¢ $ciany w metrach?

Wynik. 18

Rozwigzanie. Oznaczmy dlugosé liny przez ¢, a wysokosé éciany przez h. Kiedy wspinacz dociera do oznaczenia,
polowa liny (rozciagnieta) ma dlugos$é réwna podwojonej odlegltosci wspinacza od szczytu Sciany, wiec mamy

6 ¢ 2h
2.2 —9.22
5 2 3
Kiedy wspinacz dociera na ziemie, podobnie otrzymujemy réwnanie
6
g(é —10) = 2h,
z ktorego po podstawieniu ¢ = % z pierwszego réwnania otrzymujemy h = 18.

Zadanie 26. W szufladzie znajduje sie n skarpetek. Kiedy wyciagamy dwie losowe skarpetki bez zwracania, to
prawdopodobienstwo, ze obie beda czarne wynosi 2/15. Jaka jest najmniejsza mozliwa warto$é n?
Wynik. 10

Rozwigzanie. Niech b oznacza liczbe czarnych skarpetek. Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch czarnych skarpetek

wynosi wiec % . %. Skoro to wyrazenie jest rowne 1—25, otrzymujemy réwnanie

15-6(b—1)=2-n(n—1).
Liczby 3 1 5 dzielg lewa strone réwnania i sg wzglednie pierwsze z 2, musza wiec dzielié n(n — 1). Rozwazmy najmniejsze

wielokrotnosci 3 lub 5 jako n. Jezeli n =6, to 15-b(b— 1) =2-6 - 5 = 60, ale r6wnania b(b — 1) = 4 nie spelnia zadna
liczba catkowita. Dla n = 10 mamy b(b — 1) = 12, co jest spelnione dla b = 4. Zatem odpowiedZ to n = 10.



Zadanie 27. Znajdz najwieksza liczbe catkowita spelniajaca nastepujace warunki:
e sklada si¢ z doktadnie siedmiu cyfr,
e zadne dwie cyfry nie sa takie same,

e jest wielokrotnoscia 11.

Wynik. 9876504

Rozwigzanie. Bedziemy korzystaé¢ z cechy podzielnoéci przez 11: liczba jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy,
gdy réznica miedzy suma cyfr na nieparzystych pozycjach i parzystych pozycjach (w zapisie dziesietnym) jest podzielna
przez 11.

Wiéréd wszystkich liczb o danej liczbie cyfr, w tym przypadku siedem, najwigksze z nich to te zaczynajace sie
najwiekszymi cyframi. Zatem bedziemy szukac liczb poczawszy od tych, ktére zaczynaja sie na 9. Po rozpisaniu 98765
widzimy, ze ,nieparzyste”’ cyfry sumuja sie do 9 + 7+ 5 = 21, a ,parzyste” do 8 + 6 = 14. Rdznica to 7 i chcemy,
aby byla podzielna przez 11 uzywajac dwoch cyfr ze zbioru {0,1,2,3,4}. Jedyny sposdb, aby to osiagnaé to przez
dodanie 0 do cyfr ,parzystych” i 4 do cyfr ,nieparzystych”, co daje rozwiazanie 9876504. Poniewaz wszystkie inne
liczby zaczynalyby sie ciagiem cyfr mniejszym od 98765 jest to istotnie najwiecksza taka liczba.

Alternatywne rozwigzanie. Zacznijmy od najwiekszej liczby ztozonej z parami réznych cyfr 9876543. Zauwazmy na
mocy kryterium podzielnosci przez 11 lub algorytmu dzielenia pisemnego, ze liczba ta nie jest podzielna przez 11 lecz
liczba 9876537 jest oraz jest to najwigksza wielokrotno$¢ 11 mniejsza od wyjéciowej liczby. Poniewaz jej cyfry nie sa
parami rézne to odejmujac sukcesywnie 11 i sprawdzajac warunek parami réznych cyfr otrzymamy

9876537 — 9876526 — 9876515 — 9876504,

co jest naszym rozwigzaniem.

Zadanie 28. Dany jest czworokat ABCD, w ktorym AB = 5, BC = 3 oraz CD = 10. Kat wewnetrzny przy
wierzcholku B ma miare 240°, a kat wewnetrzny przy wierzcholku C' ma miare 60°. Wyznacz dlugosé boku AD.

Wynik. 13
Rozwigzanie. Niech E bedzie takim punktem odcinka C'D, ze trojkat BCE jest rownoboczny. Wowczas w trojkacie

AED zachodzg réwnosci AE = 8, ED = 7 oraz ZAED = 120°, skad na mocy twierdzenia cosinuséw otrzymujemy
AD? =82 472 —2.7-8-cos120° = 169, czyli AD = 13.

Alternatywne rozwigzanie. Jesli do tréjkata AED doczepimy pol tréjkata réwnobocznego o boku diugosci 7 jak na
obrazku, to z twierdzenia Pitagorasa dostaniemy

AD? = (5+ 3 +3.5)% + (3.5V/3)% = 169.

Zatem AD = 13.

Zadanie 29. Ile uporzadkowanych czwoérek (a,b,c,d) liczb calkowitych dodatnich spelnia réwnanie
2024 = (24a) - (0+b)-(2+c) - (4+4d)?

Wynik. 18



Rozwigzanie. Najpierw musimy rozlozy¢ 2024 na czynniki pierwsze:
2024 = 2° - 11 - 23.

Skoro a, b, c oraz d sa dodatnimi liczbami catkowitymi, to 24+a > 3,2+ c¢> 314+ d > 5. Czynniki 1 oraz 2 moga
wystapié¢ tylko raz po prawej stronie (w czynniku 0 + b), a czynnik 4 moze wystapié¢ tylko w czynnikach (2 + a) lub
(2+¢).

Iloczyn po prawej stronie musi skladaé si¢ z czterech czynnikéw, co daje nam cztery mozliwe rozklady na czynniki:

2024=1-8-11-23 lub 2024=1-4-22-23 lub 2024=1-4-11-46 lub 2024 =2-4-11-23.

Dla pierwszego rozkladu b = 1, a pozostale czynniki moga by¢ przypisane do a + 2, ¢+ 2 oraz d + 4 na 6 réznych
sposobow. W drugim rozkladzie b =11 wtedy a +2 =4 lub ¢+ 2 = 4. W kazdym z tych przypadkéw pozostale dwa
czynniki mozemy przypisa¢ na dwa rézne sposoby, co daje nam 4 rozwigzania Analogicznie mamy 4 rézne rozwigzania
przy trzecim i czwartym rozkladzie. Ostatecznie otrzymujemy 18 réznych rozwiazan:

rozktad liczby 2024 rozwigzanie

a|b| c| d
2024 =8-1-11-23 611 9|19
2024 =8-1-23-11 61|21 7
2024 =11-1-8-23 911] 6119
2024 =11-1-23-8 91121 4
2024 =23-1-8-11| 21 |1| 6| 7
2024 =23-1-11-8| 21 |1| 9| 4
2024 =4-2-11-23 212 9119
2024 =4-2-23-11 212121 7
2024 =11-2-4-23 912 2|19
2024 =23-2-4-11| 21 |2| 2| 7
2024 =4-1-22-23 21120119
2024 =4-1-23-22 21121118
2024 =4-1-46-11 21144 7
2024 =4-1-11-46 21| 9142
2024=22-1-4-23| 20| 1| 2|19
2024 =23-1-4-22| 21| 1| 2|18
2024 =46-1-4-11| 44 |1 | 2| 7
2024 =11-1-4-46 911 | 2142

Zadanie 30. Niech = oraz y beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 3 1 59
2% . 3Y = (24§+§+Z+'“+E) . (24§+Z+3+"'+E) . (241+3+5+-~+ﬁ) R (24%) )

Wyznacz z + y.
Wynik. 3540
Rozwigzanie. Niech k bedzie taka liczba, ze 27 - 3V = 24F. Uzyskujemy wowczas

k—l 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 59

—2+(3+3>+<4+4+4>+(5+5+5+5>+...+(60+60+...+60>
1 2 3 4 59

:§+§+§+§+...+?

_1 (1+59)-59

b i

=15-59.

Zatem 2% - 3Y = (23 - 341599 czyli o = 3 - 15-59 = 4559 oraz y = 15 - 59 i w konsekwencji x + y = 60 - 59 = 3540.

Zadanie 31. Ewa lubi kulki, zwlaszcza ulozone w ciagi sktadajace sie tacznie z 18 czarnych i biatych kulek w taki
sposob, ze w kazdym tuzinie kolejnych kulek jest co najmniej 7 bialych. Ile takich ciaggéw zawiera co najwyzej 8 biatych
kulek?

Wynik. 21
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Rozwigzanie. Podzielmy ciag na trzy segmenty po p6t tuzina kulek — lewy (kulki 1 — 6), srodkowy (kulki 7 — 12)
i prawy (kulki 13 — 18). Przypusémy, ze w Srodkowym segmencie jest b bialych kulek. To oznacza, ze w lewym
i w prawym jest ich co najmniej po 7 — b, wiec tacznie biatych kulek jest co najmniej 14 — b. Jezeli b < 6, to 14 — b > 8,
a zatem b = 6, czyli wszystkie kulki w Srodkowym segmencie sa biale. Ponadto w lewym i prawym segmencie musi by¢
doktadnie po jednej biatej kulce.

Biate kulki w lewym i prawym segmencie nie moga by¢ jednak rozmieszczone dowolnie — aby warunki zadania byty
spelnione, dla kazdego tuzina kolejnych kulek, odlegto$é pomiedzy tymi dwiema dodatkowymi biatymi kulkami nie
moze przekroczy¢ 12, np. jedli biala kulka w lewym segmencie jest na pozycji 2, to biala kulka w prawym segmencie
moze by¢ wylacznie na pozycji 13 lub 14. Ogdlnie jezeli w lewym segmencie biala kulka jest na pozycji 7 (od 1 do 6), to
jest ¢ mozliwych pozycji biatej kulki w prawym segmencie. Sumujac, uzyskujemy 1+ 2+ 3 +4 + 5+ 6 = 21 mozliwych
ciagéw kulek.

Zadanie 32. Ula posiada 33 monety o nominale 1z}, 106 monet o nominale 2zl oraz 31 monet o nominale 5zt. Chce
je tak podzieli¢ na dwa stosy, aby kazdy z nich zawieral tyle samo monet oraz aby wartosé kazdego ze stoséw byla taka
sama, a nastepnie przekaza¢ jeden stos siostrze. Na ile sposobéw moze to zrobi¢? Monety o tych samych nominalach sa
nierozréznialne.

Wynik. 12

Rozwigzanie. Niech a oznacza liczbe monet o nominale 1zt, b liczbe monet o nominale 2 zt, a ¢ liczbe monet o nominale
5zl w pierwszym stosie. Mamy wiec rownania

1
a+b+c:§(33+106+31):85

oraz )
a—|—2b+5c:5(33+2-106+5-31)=200.

Odejmujac pierwsze réwnanie od drugiego otrzymujemy b+ 4¢ = 115. To réwnanie ma rozwiazanie postaci b = 115 — 4c
dla ustalonego c. Jednak mamy ograniczenie 0 < 115 — 4¢ < 106, wiec ¢ € {3,4, ..., 28}. Nie kazde rozwiazanie prowadzi
do odpowiedniej liczby a monet 1z}. Musimy dodaé¢ warunek 0 < 85 — (115 — 4¢ + ¢) = —30 + 3¢ < 33. Widzimy, ze
tylko wartosci ze zbioru {10, 11,...,21} prowadza do wlasciwego rozwiazania. Mamy wigc 12 mozliwosci podzialu
monet na dwa stosy.

Zadanie 33. Tréjkat réwnoboczny, pieciokat foremny oraz prostokat sa tak narysowane na rysunku ponizej, ze pewne
ich wierzchotki leza na okregu (ktérego narysowano tylko fragment). Wyznacz miar¢ zaznaczonego kata wyrazona
w stopniach.

Wynik. 36

Rozwigzanie. Oznaczmy punkty jak na rysunku ponizej.

B

C

Korzystajac z tego, ze suma przeciwlegtych katéw w czworokacie wpisanym w okrag wynosi 180° oraz ze znanych miar
katéw wewnetrznych w pieciokacie foremnym i tréjkacie réwnobocznym dostajemy

/AEC =180° — ZABC = 180° — 60° — 108° = 12°.
W podobny sposéb otrzymujemy

/ZBED = 180° — ZBCD = 180° — 60° — 90° = 30°.
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Nastepnie, skoro ABC' jest trojkatem réwnoramiennym, to

180° — 108° — 60°

/LBEC = /BAC = 5

6°.

Sumujac katy przy wierzchotku E otrzymujemy

ZAED =12° + 30° — 6° = 36°.

Zadanie 34. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 identycznych wiez na szachownicy 4 x 4 w taki sposéb, aby kazda
wieza byla atakowana przez pewna inng wieze? Dwie wieze atakuja sie nawzajem jesli znajduja sie w tym samym
wierszu lub kolumnie i pomigdzy nimi nie znajduje si¢ inna wieza.

Wynik. 11296

Rozwigzanie. Wyznaczymy liczbe rozmieszcezen, w ktérych co najmniej jedna wieza nie jest atakowana przez zadna
inna. Taka wieza musi by¢ jednoczesnie jedyna w swoim wierszu i w swojej kolumnie, co oznacza, ze moze by¢ co
najwyzej jedna wieza o tej wlasnosci (w przeciwnym razie na szachownicy zmiesciloby sie co najwyzej 6 wiez). Te
ysamotna”’ wieze mozna umiesci¢ na 4 - 4 = 16 sposobéw. Pozostale 8 wiez nalezy rozstawi¢ na 9 polach nienalezacych
do wiersza i kolumny samotnej wiezy — mozna to zrobi¢ na 9 sposobéw. Laczna liczba rozmieszczen z samotna wieza
jest wiec rowna 144, a zatem szukana liczba rozmieszczen bez samotnej wiezy to (196) — 144 = 11296.

Zadanie 35. Wyznacz najwieksza dodatnig liczbe catkowita N, ktéra nie jest liczba pierwsza i ktorej wszystkie
dzielniki z wyjatkiem N sa mniejsze od 100.

Wynik. 9409
Rozwigzanie. Skoro N nie jest liczba pierwsza, to IV = 1 lub istnieje liczba pierwsza p < N bedaca dzielnikiem N.
Zalozenie p < 100 prowadzi do p < 97. Zauwazmy, ze liczba N = 972 = 9409 spelnia warunki zadania.

Przypusémy, ze istnieje liczba N’ > 9409 spelniajaca warunki zadania. Jezeli p < 97 jest liczba pierwsza dzielaca N/,
to wynikiem dzielenia N’ /p jest liczba wieksza od 97, bedaca jednoczesénie dzielnikiem N'. To oznacza, ze N?/ € {98,99}.
Ale wéwczas N’ jest liczba podzielna przez k € {2, 3}, wobec czego

Nl
N’:k-?<3-99<972.

Uzyskana sprzecznosé oznacza, ze N = 9409 jest najwieksza liczba o szukanej wlasnosci.

Zadanie 36. W Liniowym Miescie sg trzy linie autobusowe, stacja centralna oraz przystanki ponumerowane kolejnymi
liczbami catkowitymi 1,2,3,.... Autobusy wszystkich trzech linii wyruszaja ze stacji centralnej oznaczonej przez c
na rysunku ponizej, po czym przejezdzaja wzdluz kolejnych przystankéw w kolejnosci rosnacej. Autobusy linii A
zatrzymuja sie na kazdym przystanku (o numerach 1,2,3,...), autobusy linii B zatrzymuja sie na co drugim przystanku
(o numerach 2,4,6,...), a autobusy linii C zatrzymuja sie na co trzecim przystanku (o numerach 3,6,9,...). Andrzej
rozpoczyna swoja wyprawe na stacji centralnej wsiadajac do autobusu dowolnej linii i podrézuje do swojego celu,
ktérym jest przystanek numer 17. Na kazdym przystanku, na ktérym sie zatrzymuje, Andrzej moze sie przesiasé na
autobus innej linii jadacy dalej lub kontynuowaé jazde tym samym autobusem. Na ile sposobéw moze dojechaé¢ do
swojego celu jesli podroze réznigce sie tylko czasem oczekiwania uznamy za identyczne?

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A O~0—~0O—~0—~0—0—0—0—0—C- -+
B O—O—O—O—0— -
cO O O O -

Wynik. 845

Rozwigzanie. Oznaczmy przystanek autobusowy przez sg, jezeli autobusy wszystkich trzech linii si¢ na nim zatrzymuja,
a przez sy oznaczmy k-ty przystanek (zaczynajac liczy¢ od przystanku sg) linii A. Teraz policzmy na ile sposobéw
Andrzej moze sie dostaé¢ na przystanek sg z przystanku sg.

1. Andrzej moze dotrzeé na przystanek s; na jeden sposob (tylko autobusem linii A).

2. Sa dwie mozliwosci dotarcia na przystanek so: albo autobusem linii A z przystanku s;, albo autobusem linii B
z przystanku sg.

3. Aby dostaé sie na przystanek sz, Andrzej moze pojechaé¢ autobusem linii C' z przystanku sg, lub autobusem linii
A z przystanku s, (na ktéry mégt sie dosta¢ na 2 sposoby).

4. Na przystanek s; mozemy dotrzeé linia A z przystanku sz lub linia B z przystanku sg, a wiec mamy 5 mozliwoéci.
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5. Na przystanek s5 mozemy sie¢ dosta¢ tylko z przystanku sy linia A, a wiec jest 5 mozliwosci.

6. Ostatecznie na przystanek sg mozemy sie dostaé¢ linia A z przystanku ss, linia B z przystanku s4 lub linia C
z przystanku sz, co daje nam 3 + 5 + 5 = 13 mozliwodci.

Przystanki na ktorych zatrzymuja sie autobusy wszystkich trzech linii to: stacja centralna ¢ oraz przystanki o numerach
6 i 12. Jako przystanek sy mozemy traktowaé kazdy z przystankoéw, na ktorym zatrzymuja sie autobusy wszystkich
trzech linii. Andrzej ma 13 mozliwosci dotarcia na przystanek sg ze stacji centralnej, oraz na przystanek sis z przystanku
sg. Mozemy wywnioskowaé, ze dotarcie na przystanek numer 17 z przystanku numer 12 jest tym samym, co dotarcie
na przystanek autobusowy ss z przystanku sg, a zatem istnieje 5 mozliwosci. Ostatecznie Andrzej ma 5-13-13 = 845
mozliwoéci dotarcia na przystanek numer 17.

Alternatywne rozwigzanie. Oznaczmy przystanki kolejnymi liczbami, zaczynajac od ¢ = 0. Kazdy przystanek s jest
obstugiwany przez linie A, a wiec kazda podréz z przystanku s — 1 moze by¢é przedtuzona do przystanku s (korzystajac
z linii A). Jezeli na przystanku s zatrzymuje sie autobus linii B, to podréz mozna przedtuzyé od przystanku s — 2,
korzystajac z linii B. Podobny fakt mozemy zauwazy¢ dla linii C. Dlatego oznaczajac przez J(s) liczbe mozliwosci
dotarcia przez Andrzeja na przystanek s, dla s > 1 otrzymujemy, zZe:

J(s)=J(s—1)
+ J(s —2) jesli s jest podzielne przez 2
+ J(s — 3) jesli s jest podzielne przez 3.

Ze stacji centralnej autobusy jada tylko w jednym kierunku, a wige J(0) = 1 i mozemy zdefiniowaé¢ J(17) rekurencyjnie;
strzalki pod tabelka pokazuja, ktére wartosci sa dodawane, aby uzyskaé liczbe w kazdej komorce.

s101112(3(4|5(6|7|8|9|10(11|12(13|14|15|16/]17

J(s) 1| 1|2]3|5|5[13]13]26|39|65|65|169/169|338/507|845|845
NSNS 4 i > SN o N~ il

Zadanie 37. Przez |z| oznaczamy najwieksza liczbe catkowita nie wieksza niz x. Niech aq,as,as, ... bedzie takim
ciagiem liczb rzeczywistych, ze a; = v/3 oraz dla kazdej liczby calkowitej n > 1 zachodzi ani1 = |an| + m Jaka
jest wartos¢ asgoq?

Wynik. 3034 + Y3l = V346069

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze a; ma czeéé utamkowa réwna a; — |a1| = v/3 — 1. Zatem mozemy zapisa¢ a; w postaci
a; = 1+ /3 — 1. Liczymy kilka pierwszych wyrazéw ciagu:

1 1 -1
:1+¢§+ :2+\/§ ,
V3-1 2 2
2 2v/3 + 2
=24 V3 + =2+V3+1=3+1+V3-1,
V3—1 2
1 341 3-1
:4+\er =3+2+\F .
V3-1 2 2

Zauwazmy, ze a; oraz as maja taka sama czesé¢ ulamkows réwng /3 — 1, a ich réznica wynosi as — a; = 3. Podobne
V3—1
2

To nas prowadzi do hipotezy, Ze agry1 = 3k +1++v/3 — 1 oraz agpo = 3k +2 + ‘/‘;’2_17 gdzie k =0,1,.... Prawdziwos¢

dla kazdego k mozemy udowodni¢ indukcyjnie; jest to oczywiste dla k = 1 oraz k = 2. Dla pozostalych wystarczy
podstawié¢ wzory do definicji ap41 = |an] + ﬁ Zauwazmy, ze

An—|Qn

1 1 V341 V3-1

as =1+

az3 =2+

ag =4+

rozumowanie dotyczy ag oraz a4, ktére takze maja taka sama czes¢ utamkowa a ich réznica wynosi a4 — ag = 3.

_ . gk4 14— —3k+1 —3k+2

a2k+2 La2k+lj+a2k+1—La2k+1J + +\/§_1 +1+ 5 +2+ 5
a = la J+;—3k+2+i—3k+2+w—3 (k+1)+1+V3-1
2.(k4+1)+1 2k+2 tomrs = Laorra] 31 > .

St@d 2024 = 3034 + @
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Zadanie 38. W Mszanie Dolnej stoi stél bilardowy o wymiarach 10 x 10 z dwoma bilami umieszczonymi tak, jak
przedstawiono na obrazku. Kazda bila jest punktem, zawsze porusza sie po liniach prostych i gdy odbija sie od krawedzi
stotu, to kat odbicia jest réwny katowi padania. Rozwaz wszystkie trasy, wzdluz ktérych bila A odbija sie doktadnie
dwa razy od $cian stolu po czym uderza bile B. Jaka jest suma kwadratow ich dlugosci?

1
Wynik. 2520
Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze przyjmujac lewy dolny rég za poczatek ukladu wspélrzednych A = [2,4]
B = [6,3]. Odbijamy A i B wzgledem bokéw tréjkata i oznaczamy wszystko zgodnie z rysunkiem ponizej.
B
A .,
/) \ .
’ NS
/ N
/ AN
* A
// N N
/ N
/N, N M
/ N\
N
// N N
/ N
/
/ N
/ N
7 N
N
// / Al 4 * N .AS
B3
By~ B 7
N e
hN S1L.
h N K - RN -
N Phd
N e
N J 7z . *
N P AR
N . . .B
- 4
A%

Rozwazmy trajektorie z A do B, ktora odbija sie od K N, a nastepnie od M N i odbijmy jej fragmenty zawierajace punkt
A (odpowiednio B) wzgledem KN (odpowiednio M N). Ze wzgledu na réwnosé katéw padania i odbicia otrzymujemy
doktadnie odcinek A;Bs (ten proces bedziemy nazywaé rozprostowaniem do A;Bs). Zauwazmy, ze jest to jedyna
dopuszczalna trajektoria, ktora odbija sie od tych bokéw kwadratu doktadnie dwa razy. Istotnie, rozprostowujac
teoretyczng trajektoric A — MN — KN — B dostajemy w wyniku odcinek AsBj, ktéry nie przecina kwadratu
KLMN. Wynika to z wlasnosci odbié, ktore implikuja, ze N jest srodkiem zaréwno A; A, jak i By Bs. Zatem taka
trajektoria nie jest mozliwa.

Podobnie wszystkie poszukiwane trajektorie, w ktérych odbicia nastepuja na dwéch sasiednich bokach kwadratu
KLMN rozprostowuja sie do jednego z bokéw czworokata Ay Ba A3 By lub jego przesunietej kopii By A2 B3 Ay4. Sposrod
odpowiadajacych sobie przystajacych bokow dokladnie jeden jest wykorzystany, poniewaz ten drugi z nich nie daje
odpowiedniej konfiguracji. Wynika stad, ze te trajektorie wnosza wklad do sumy kwadratéow dlugosci réwny sumie
kwadratéw dlugosci bokéw Ay By A3 By. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa oraz faktu, ze jego przekatne sa prostopadle
i przecinaja sie w punkcie C' = [6, 4] (jak na obrazku ponizej) mozemy obliczy¢:

2(8% + 132 +12% 4+ 7%) = 852.
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Wystarczy teraz rozwazy¢ trajektorie, ktore odbijaja sie od dwédch przeciwnych stron kwadratu K LM N, takie jak
na nastepnym rysunku. W tym przypadku obie kolejnosci sa mozliwe, zatem wklad do sumy kwadratow trajektorii
jest réwny sumie kwadratéw przekatnych réwnolegloboku As By By Ay oraz Ay A3 B3B;. Korzystajac z faktu, ze suma
kwadratéw przekatnych w rownolegtoboku jest rowna sumie kwadratéw jego bokéw otrzymujemy

2(20% + 17 4 4%) = 834,
dla obu réwnolegtobokéw. Zatem taczna suma to

852 4+ 2 - 834 = 2520.
By

Zadanie 39. Niech z||y oznacza konkatenacje dwéch dodatnich liczb calkowitych, tzn. liczbe uzyskang przez napisanie
obok siebie wszystkich cyfr wystepujacych w x, a nastepnie tych w y, na przyktad 3||4 = 34, 24||5 = 245, 20|24 = 2024.
Dodatnia liczba calkowita n jest nazywana trdjwidzialng jedli istnieja takie trzy parami rézne dodatnie liczby catkowite a,
b, ¢ (bez zer wiodacych), ze n = al|b||c oraz a dzieli b i b dzieli c. Jaka jest najwigksza pieciocyfrowa liczba tréjwidzialna?

Wynik. 94590
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli liczby a, b, 1 ¢ sa rézne, to zeby byl spelniony warunek podzielnosci musi zachodzié
2-a<bi2-b< c Niech s(k) oznacza liczbe cyfr k. Z warunku podzielnosci wynika, ze ciag s(a), s(b), s(¢) musi by¢
niemalejacy. Mozliwe sg zatem dwa przypadki:

1. Liczby a, b, ¢ spemiaja s(a) =1, s(b) = 1i s(c) = 3. Wtedy a wynosi co najwyzej 4 < 3. To daje wynik a = 4,
b=81ic=992.
2. Liczby a, b, ¢ spelniaja s(a) =1, s(b) = 21 s(c) = 2. Wtedy b wynosi co najwyzej 49 < 9—29. Aby zmaksymalizowaé

liczbe a || b || ¢, zaldézmy, ze pierwsza cyfra wynosi 9. Maksymalna mozliwa wartosé b, to b = 45 i w konsekwencji
¢ = 90. Rozwazanie mniejszej wartosci a prowadzi do uzyskania mniejszego wyniku.

Najwigksza mozliwa do uzyskania liczba tréjwidzialna to 94590.

Zadanie 40. Niech S, oznacza liczbe zapisana przez ciag cyfr S w systemie pozycyjnym o podstawie z. Na przyktad
242, =2-72 4 4-7+2 = 1287 = 100000005. Znajdz sume wszystkich liczb catkowitych = > 5, dla ktérych zdanie

2024, jest podzielne przez 15,

jest prawdziwe.
Wynik. 471

Rozwigzanie. Szukamy takich liczb catkowitych z, dla ktérych utamek 2‘”3;% przyjmuje wartosci catkowite. Skoro

zachodzi réwnosé 5
2 2 4 2
w:2x2710x+527 56

z+5 x+5

to wystarczy, zeby x + 5 dzielilo 256 = 28. Skoro x > 5, to szukamy dzielnikéw wickszych od 10. Wszystkie takie
dzielniki to 16, 32, 64, 128 oraz 256. Zatem szukana suma wynosi

8
Z(zi—5):29—24—25:512—16—25:471.
i=4

Zadanie 41. Mamy dwie skrzynki: pierwsza zawiera pie¢ dzialajacych zarowek i dziewie¢ uszkodzonych, natomiast
druga zawiera dziewie¢ dzialajacych zaréwek i pie¢ uszkodzonych. Dzialajace zaréwki zawsze $wieca, podczas gdy
uszkodzone $wieca z prawdopodobienstwem p (gdzie 0 < p < 1), ktére jest takie samo dla wszystkich uszkodzonych
zaréwek. Znajdz wartosé p, dla ktorej nastepujace zdarzenia zajda z takim samym prawdopodobienstwem:

1. Losowo wybrana zaréwka z pierwszej skrzynki dziala.

2. Dwie rézne losowo wybrane zaréwki z drugiej skrzynki dzialaja.

Wynik. %
Rozwigzanie. Prawdopodobienstwo pierwszego zdarzenia wynosi
P= (54 0p)
1= 14 D),

a prawdopodobienstwo drugiego zdarzenia wynosi

e gy ()0 ()

Chcemy teraz znalezé dla jakich p zachodzi P, = P, co jest rownaniem kwadratowym, ktore mozna standardowo
rozwiaza¢. Niemniej, zauwazmy, ze p = 1 spelnia rownanie, wiec ze wzoréw Vieta otrzymujemy drugie rozwiazanie tego
réwnania kwadratowego
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Zadanie 42. Wyznacz objeto$¢ bryly przedstawionej na rysunku ponizej, ktéra sktada sie z trzech rur w ksztalcie
walca, ktére zostaly identycznie przyciete. Osie walcéw tworza tréjkat rownoboczny. Diugoéci bokéw wewnetrznego
i zewnetrznego konturu (ktére réwniez sa tréjkatami réwnobocznymi) wynosza odpowiednio 10 i 16.

Wynik. I
Rozwigzanie. Popatrzmy na plaszczyzne zawierajaca najbardziej zewnetrzny i wewnetrzny obrys bryly i narysujmy
odcinek X Z prostopadly do Y Z, jak na obrazku.

Symetria rozwazanych tréjkatéw réwnobocznych daje YZ = 3 oraz ZZY X = 30°, zatem X Z = /3. Przecinajac caloéé
ksztaltu plaszczyznami zaznaczonymi na rysunku otrzymujemy trzy walce o promieniach ¥ = § i wysokosci 10 oraz

szes¢ kawalkéw, ktére mozemy przestawié¢ aby otrzymaé trzy walce o tym samym promieniu i wysokosci 3. Szukana

objetos¢ to zatem
2
11
V:w<*§> (3.10+3-3):%.

Zadanie 43. Na tablicy napisano taki ciag dziesieciu parami réznych dodatnich liczb catkowitych, ze
e suma dowolnych dwoch kolejnych liczb jest podzielna przez 3,
e suma dowolnych trzech kolejnych liczb jest podzielna przez 2.

Jaka jest najmniejsza mozliwa suma liczb na tablicy?
Wynik. 78

Rozwigzanie. Optymalna konstrukcja jest 2,1,5,4,11,7,8,13,17,10 o sumie 78. Jedli w napisanym ciggu mamy liczbe
podzielng przez 3 to liczby z nia sasiadujace sa podzielne przez 3, a wiec wszystkie liczby sa podzielne przez 3. Wtedy
najmniejsza mozliwa suma to 3-(1+2+...+10) =3 % = 165 > 78 i nie jest to optymalne rozwiazanie. Skoro
suma trzech kolejnych liczb zawsze ma by¢ podzielna przez 2, to mamy dwie opcje dla kazdej trojki: albo sa to
trzy liczby parzyste albo dwie liczby nieparzyste i jedna parzysta. Zalézmy, ze istnieje trojka z;, x;41, x40 z trzema
liczbami parzystymi. Wtedy tréjka x;_1,x;, ;41 nie moze zawiera¢ dwéch liczb nieparzystych, wiec x;_1 réwniez jest
parzyste. Zatem wszystkie liczby sa parzyste. Najmniejsza mozliwa suma to 2 - % =110 > 78 i nie jest to optymalne
rozwiazanie. Zatem, w kazdej tréjce sa dwie liczby parzyste (P), a trzecia jest nieparzysta (N). Istnieja trzy mozliwe
konfiguracje:
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e NPNNPNNPNN — Sumujac siedem najmniejszych liczb nieparzystych i trzy najmniejsze parzyste liczby niepo-
dzielne przez 3 dostajemy najmniejszg mozliwg sume réwng 1 +54+74+ 11+ 13+ 17+19+2+4+ 8 =87 > 78
i nie jest to optymalne rozwiazanie.

e NNPNNPNNPN — Ten uklad jest symetryczny do poprzedniego.

¢ PNNPNNPNNP — Sumujac sze$¢ najmniejszych liczb nieparzystych i cztery najmniejsze parzyste liczby niepo-
dzielne przez 3 dostajemy najmniejsza mozliwa sume réwng 1 +54+7+ 11+ 13+ 17+2+ 448+ 10 =78 co
jest poszukiwanym rozwiazaniem.

Zadanie 44. Martynka bawi sie ulamkami. Chce znalezé takie dodatnie liczby caltkowite a i b, ze spelnione sa
nieréwnosci

2020 _ 23,<: 999

2024 b 1000
oraz suma a + b jest najmniejsza mozliwa. Pobaw si¢ razem z Martynka i podaj te minimalna sume a + b jako wynik.
Wynik. 553

Rozwigzanie. Dana nieréwnos¢ jest réwnowazna z

1000 _ b _ 2024
999 " a? T 2020°

Dla ustalonego a Martynka musi znalezé liczbe naturalng b spelniajaca

1000 a2<b<% > = a2+ia<b<a a
999 2017 999 2020

2 2
Dla a < 22 zachodza nieréwnoéci a? < a? + & 965 Oraz a’ + 2020

> 23 najmniejsze mozliwe b jakie moze wzigé Martynka to b = a® + 1. Tak1e b mozna wzia¢ gdy 555 < 1 oraz 2020 > 1,
co Jest spetione dla a = 23. Tak wiec minimalna suma a + b bedzie osiagalna dla a = 23 oraz b = a® + 1 = 530.

Zadanie 45. Podloga namiotu ma ksztalt tréjkata o bokach dtugosci 1,3 m, 2 m oraz 2,1 m. Producent chce umiesci¢
w reklamie informacje, ze osoba o wzroécie h moze wykorzystywaé namiot w pelni. Rozumie przez to fakt, ze kazdy
punkt podlogi nalezy do odcinka dlugosci co najmniej h zawartego w trdjkacie. Ile co najwyzej (w metrach) moze
wynosié¢ h?

: 126

Rozwigzanie. Najdluzszym odcinkiem ktéry mozna poprowadzié¢ przez dowolny punkt w trojkacie ostrokatnym (nasz
taki jest) to najdluzsza wysoko$é. Rysujac wszystkie odcinki z jednego wierzchotka do przeciwleglego boku, pokryjemy
caly tréjkat, a najkrétszym odcinkiem, ktéry narysujemy bedzie odpowiednia wysokosé (tréjkat ostrokatny zawiera
wszystkie swoje wysokosci). Pozostaje pokazaé, ze nie istnieje dluzszy odcinek o takiej wlasnosci. Wezmy spodek
najdtuzszej wysokoéci. Jesli bok na ktérym lezy jest krétszy niz wysokosé, to nie istnieje dluzszy odcinek przechodzacy
przez ten punkt (wszystkie odcinki zawierajace spodek wysokosci sg najwyzej takiej dlugosci jak wysoko$é lub bok, na
ktérym lezy). Z wzoru na pole trojkata wynika, ze najdluzsza wysokos$é opada na najkrétszy bok. W naszym wypadku
wynosi on 1, 3, wiec jesli najdtuzsza wysokoéé¢ wyjdzie dluzsza to bedziemy mieé¢ rozwiazanie.

Jest wiele sposobéw na obliczenie dlugosci wysokosci opadajacej na dany bok. W jednym z nich wykorzystuje sie
wzér Herona do wyliczenia pola i nastepnie dzieli otrzymang warto$é przez potowe boku. My policzymy to bardziej
elementarnie. Mnozymy wszystkie wartoéci przez 10 (co odpowiada zmianie jednostek z metréw na decymetry).
Oznaczmy przez x oraz 13 — x odcinki powstale na boku dlugosci 13 przez podzielenie go spodkiem wysokosci.
Z twierdzenia Pitagorasa dostajemy

20% — 2% = 21?2 — (13 — 2)?,

czyli 26 = 128, a stad ¢ = %. Zatem wysokos$¢é wynosi

64 252
h=4]202 — \m 169 =256 = —/§- 940 = 222,
0 <13) 5169 236 = 509 3

Skoro 252 > 13, to wysokosé jest dluzsza niz bok, tak jak oczekiwaliémy. Wynik w metrach wynosi wiec 12(2) 16@.

is)
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Zadanie 46. Znajdz najwieksza taka dodatnig liczbe catkowita ¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n > 55
liczba ¢ dzieli iloczyn
n(n +4)(n — 23)(n — 54)(n + 63).

Wynik. 40

Rozwigzanie. Oznaczmy ten iloczyn jako A. Rozwazajac A modulo 5 widzimy, Ze jego czynnikami sa n, n + 4, n + 2,
n+11n+ 3. Poniewaz sa parami rézne, to przynajmniej jeden z nich to 0 (mod 5), czyli 5 | A. Jesli n jest parzyste,
to istnieja trzy parzyste czynniki w A, zatem 8 | A. Jedli n jest nieparzyste, to s tam dwa parzyste czynniki n — 23
in+ 63, ktérych réznica to 86. Ponadto 86 = 2 (mod 4), zatem dokladnie jeden z nich jest wielokrotnoscia liczby 4, co
daje 8 | A. Razem oznacza to, ze 40 | A.

Biorac n = 59 widzimy, ze najwieksze potegi 2 i 5 dzielace A to odpowiednio 8 i 5. Biorac n = 55 widzimy, ze 3 1 A.
Sumarycznie, dla kazdej liczby pierwszej p > 5 czynniki A reprezentuja co najwyzej 5 < p reszt z dzielenia przez p,
wiec zawsze mozemy wybraé takie n, ze p{ A. Zatem g = 40.

Zadanie 47. Ania, Beata, Cezary, Daniel i Eryk uczeszczaja na dwa kursy, przy czym Ania i Beata chodza tylko na
pierwszy kurs, Daniel i Eryk tylko na drugi, a Cezary uczeszcza na oba. Radek wie, ze na kazdy z kurséw chodza trzy
osoby, ale nie wie, ktore trzy. Dlatego prosi, aby kazdy z uczniéw wskazal losowo palcem jednego z uczniéw, z ktérym
jest na pewnym kursie (przykladowo Cezary wybierze kazda z pozostalych oséb z prawdopodobiefistwem %) Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze Radek odkryje, ze to wlasnie Cezary bierze udzial w obu kursach?

Wynik. %

Rozwigzanie. Jesli jeden student pokazuje na innego, to powiemy ze jest miedzy nimi polgczenie. Radek jest w stanie
zidentyfikowaé¢ Cezarego wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna osoba z kazdego kursu ma polaczenie z Cezarym.
Jesli Cezary ma wiecej niz dwa polaczenia, sytuacja jest oczywista, poniewaz chodzac tylko na jeden kurs nie bylby
w stanie uzyska¢ ich az tyle. W innym przypadku ma ich doktadnie po jednym z kazdego kursu. Bez straty ogdlnosci
zalézmy, ze mamy nastepujace polaczenia: Ania — Cezary i Daniel — Cezary. Poniewaz Beata nie ma potaczenia z Cezarym
musiata wskaza¢ na Anie. Analogicznie, Eryk wskazal na Daniela. Mamy wiec nastepujaca Sciezke potaczen: Beata —
Ania — Cezary — Daniel — Eryk. Jedyna mozliwa $ciezka dlugosci 4 taczaca wszystkie 5 oséb ma na $rodku Cezarego, co
chcieliSmy pokazaé. Z drugiej strony, jesli nie ma polaczenia migedzy Cezarym a zadna osoba z jednego kursu, mozemy
zalozy¢, ze uczeszceza on tylko na ten drugi (poniewaz nie mamy informacji o polaczeniu z pierwszym) i w rezultacie
jest on nierozréznialny z osobami, ktére réwniez tam chodza. Teraz mozemy obliczy¢ szukane prawdopodobienstwo.

1. Zalézmy, ze Ania i Beata wskazuja na siebie nawzajem, a Daniel i Eryk nie. Prawdopodobienstwo pierwszego

. <1 1 _ 1 . . . o .. . , .
zdarzenia wynosi 5 - 5 = 7. W drugim zdarzeniu przynajmniej jedna osoba musi wskaza¢ na Cezarego, wigc

prawdopodobiefistwo wynosi 1 — %. W konicu Cezary musi wskazaé Anig¢ lub Beate, co stanie si¢ z prawdopodo-

bienstwem % Analogiczna sytuacja zachodzi, gdy Daniel i Eryk wskazuja na siebie nawzajem, a Ania i Beata
nie.

2. W drugim przypadku Ania i/lub Beata wskazuja na Cezarego, co jest z prawdopodobienstwem 1 — i; podobnie
Daniel i Eryk réowniez 1 — %. Nie jest istotne na kogo wskaze Cezary.

Dodajac wszystko do siebie otrzymujemy
1 1y 2 1 1\ 2 1 1 3 3 9 3
o (1=2).242.(1=-2).2 1) (1-2)=24 2 4+ 2 2
4 ( 4) 4+4 ( 4) 4+( 4) < 4) 32+32+16 4
Zadanie 48. Funkcja f okre$lona na zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych spelnia nastepujace warunki:
e f(z) = 2? dla kazdej liczby 0 < = < 1 oraz
e f(x+1)= f(x)+x+ 1 dla kazdej nieujemnej liczby rzeczywistej .
Znajdz wszystkie liczby x spelniajace réwnosé f(x) = 482.

Wynik. 154 11v/2 = 15 + /242
Rozwigzanie. Niech {2} oznacza czesé utamkowa z x. Dla |x] > 1 z zadanych warunkéw otrzymujemy

fa) = f(lz] + {z})
=|z|+{z}+ f(lz] -1+ {z}) =...
lz]
=Y i+ o) {a} + f({a})

i=1
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Zauwazmy, ze powyzszy wzor jest prawdziwy takze gdy |z] = 0.

Teraz pokazemy, ze funkcja f jest $cisle rosnaca. Dla dowolnej liczby calkowitej n > 0 oraz takich z,y € [n,n + 1),
ze © < y z wykazanej réwnosci dostajemy f(x) < f(y). Z drugiej strony dla wszystkich z € [n,n + 1) warunek
f(x) < f(n+ 1) zachodzi, poniewaz

flay = D oy g 4 o2

NERTIESIRIY
(lz]+2)- (=] + 1)
2
(n+2)-(n+1)
2
= f(n+1).

Zatem istnieje co najwyzej jedno rozwiazanie zadanego réwnania f(z) = 482. Najwieksza liczba catkowita n spelniajaca
”2% < 482 to 30, wige [z = 30. Czyli 482 = f(x) = % + |z] - {z} + {=}?* =15-31+ 30 {x} + {z}*. Jest to
réwnanie kwadratowe {z}, ktére daje unikalne rozwiazanie {x} = —15 + /242 nalezace do przedzialu [0,1). Zatem
jedynym rozwigzaniem jest & = 30 — 15 + /242 = 15 + 111/2.

Zadanie 49. Na rysunku znajduja sie dwa kwadraty i para katéw réwnej miary. Wyznacz miare kata oznaczonego
znakiem zapytania wyrazong w stopniach.

Wynik. 1125
Rozwigzanie. Narysujmy rzuty prostokatne wierzchotka szukanego kata na boki wiekszego z kwadratéw i oznaczmy
wszystkie punkty jak na rysunku.
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Latwo zauwazy¢, ze cztery zacieniowane tréjkaty sa przystajace. Istotnie, wszystkie z nich sa tréjkatami prostokatnymi
o przeciwprostokatnej réwnej jednemu z bokéw mniejszego z kwadratow i jednym kacie o mierze o danym przez to, o ile
jeden z kwadratéw jest obrécony wzgledem drugiego. Wynika stad, ze P,PP3D jest prostokatem zlozonym z dwoch
kopii zacieniowanych trojkatow, zatem kat oznaczony podwdjna linia z tresci zadania jest réwny 2a.. Trojkaty AXY
oraz PP,C' sa prostokatne oraz réwnoramienne (ponownie ze wzgledu na przystawianie zacieniowanych tréjkatéw),

wiec 2o = 45° 1 szukana miara kata to
90° — o +45° = 112,5°.
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Zadanie 50. Karolinie znudzity sie tradycyjne dzialania takie jak dodawanie czy odejmowanie. Stworzyla zatem
wlasne dzialanie i nazwala je gwiazdkowaniem. To dzialanie, oznaczane jako a % b, jest zdefiniowane na liczbach
rzeczywistych i ma nastepujace wlasnosci:

1. (a+b)xc=(a*xc)+ (b*c)
2. ax(b+c)=(axb)xc

Wiedzac, ze 3 x 2 = 54, wyznacz wartos¢ 5 x 4.
Wynik. 1620

Rozwigzanie. 7 drugiej wlasnosci wynika, ze 5 x4 = (5 2) x 2. Oznaczajac f(x) = x * 2, problem sprowadza sie wiec
do znalezienia f(f(5)) wiedzac, ze f(3) = 54.

Pierwsza wlasnos$é daje nam f(a +b) = f(a) + f(b). Stad 54 = f(3) = f(1) + f(2) = f(1) + f(1) + f(1), a wiec
f(1) = 18. Uzywajac prostej indukcji dostajemy, ze f(n) = 18n dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n. Zatem
£(5)=18-51 f(f(5)) = 182 - 5 = 1620.

Rzeczywiécie istnieje dzialanie o takich wlasnosciach, gdyz definiujac = x y = 2(3v/2)? dla dowolnych liczb
rzeczywistych x i y obie wlasnoSci mamy spelnione.

Zadanie 51. Justyna chce pokolorowaé¢ pola planszy 10 x 11 na czarno i biatlo, w taki sposéb, by kazde pole miato
co najwyzej jednego sasiada (dwa pola sasiaduja jesli maja wspdlng krawedz) w tym samym kolorze co ono. Na ile
sposobow moze to zrobi¢? Kolorowania, ktore wygladaja tak samo dopiero po obrocie uznajemy za rézne.

Wynik. 464

Rozwigzanie. Je$li na naszej planszy znajdziemy jakies domino 2 x 1 sktadajace sie z dwéch kwadratéw tego samego
koloru, to dwa rzedy badz dwie kolumny, ktére to domino zawieraja, musza by¢ catkowicie wypelnione dominami
w naprzemiennych kolorach. W takim razie kazde dwa takie domina na planszy musza by¢ ulozone w tej samej orientacji.
Nietrudno udowodnié, ze prostokat n x 1 mozemy wypelni¢ dominami i kwadratami na f(n 4 1) sposobéw, gdzie f(n)
jest n-ta liczba Fibonacciego dana przez f(n) = f(n —1) 4+ f(n—2), f(0) =01 f(1) = 1.

W takim razie, gdy domina na planszy sa ulozone poziomo (réwnolegle do boku dlugosci 11), mozliwych kolorowan
pierwszego rzedu bedzie 2f(12), gdzie f(12) odpowiada za dobér deseniu kwadratéw i domin, ktéry dodatkowo mozemy
pokolorowaé na jeden z dwéch sposobéw. Podobnie, jesli domina sa ulozone w drugi sposéb, dostaniemy 2 f(11). Musimy
jeszcze pamietaé o przypadku szachownicy (a dokladniej dwéch mozliwych kolorowan w szachownice), ktére nie zawieraja
zadnych domin, ale wlaczyliémy je w obydwa przypadki. Lacznie dostajemy wiec 2f(12) +2f(11) —2=2-(144+89—1)
mozliwodci.

Zadanie 52. Natalia dowiedziala sie, czym jest srednia ruchoma. Wziela swéj ulubiony ciagg — ciag Fibonacciego

(Fi)52 zdefiniowany przez Fy =0, Fy =11 F,, = F,,_1 + F,,_» dla kazdego n > 2, a nastepnie utworzyla ciag (my,)3°%

$rednich ruchomych, ktory spetnia réwnosé my = M dla kazdego k > 6. Ile wyrazéw ciagu (my,)29% jest
liczbami catkowitymi?
Wynik. 252

Rozwigzanie. Udowodnijmy indukcyjnie wzér Zf:o F; = Fj42—1. Dla k = 0 mamy Z?:o F,=F=0=1-1= -1,
a w kroku indukcyjnym Zfiol F, = Fgq41 + Zf:o F, = Fyq41 + Fiyo — 1 = Fy13 — 1. W takim razie

k k—7
Fp+Fy1+--+Fr :ZFz'*ZFi =Fypio— Fr 5 =7 -my.
i=0 i=0

Niech d; bedzie reszta z dzielenia F) przez 7. Wyrazy ciagu {d; 122%4 WYynosza

0,1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1,1,...,0

iskoro d; = d;j_1 + dj—2 (mod 7), to ciag d; jest okresowy z okresem dlugosci 16.

Musimy znalezé takie indeksy, ze 7|dj1o — d;—5, ale to dzieje sie tylko, gdy | = 4,12 (mod 16). Skoro 6 < I < 2024
oraz 2024 = 126 - 16 + 8, rozwigzania maja forme [ =16-k+4 dlal1 <k <126 orazl =16-k+ 12 dla 0 < k < 125.
Lacznie otrzymujemy 2 - 126 = 252 rozwiazania.
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Zadanie 53. W wycinku kota o kacie 60° umieszczamy kolejny wycinek kota, tak duzy jak to mozliwe, a nastepnie
wewnatrz tego mniejszego wycinka umieszczamy jeszcze jeden maksymalny mozliwy wycinek, tak jak na rysunku.
Wyznacz iloraz dtugosci promienia najmniejszego wycinka do dlugosci promienia najwigkszego wycinka.

60°

- V39
Wynik.  ~g=
Rozwigzanie. Obr6émy najmniejszy wycinek, jak na ponizszym obrazku.

60°

7 tego obrazka jasno wynika, ze chcemy obliczy¢ wspétrzedna y przeciecia pierwszego i drugiego tuku. Niech $rodek
pierwszego wycinka ma wspdlrzedne (0,0), a prawy wierzcholek (1,0). Wtedy najwiekszy okrag opisany jest przez
22 +y% =1, a $redni przez (v —1)2+y? = (@)2 Odejmujac pierwsze réwnanie od drugiego otrzymujemy 1 —2x = % -1,
a zatem x = % Stad mozna tatwo otrzymacé rozwiazania y = :I:@, a skoro y > 0, to jedynym rozwigzaniem jest @.

Zadanie 54. Ul sklada sie z 2024 szesciokatnych komérek. Srodkowa komérka zawiera 1 ml miodu. Poruszajac sie
od $rodka po spirali, kolejne komoérki zawieraja coraz wiecej miodu az do 2024 ml miodu w ostatniej komérce, jak
pokazano na rysunku ponizej, przedstawiajacym fragment tego ula. Pszczela Krélowa oglosita budowe autostrady
rozposcierajacej sie¢ w linii prostej od srodkowej komérki ula. Komérki przez ktére przechodzi poczatek autostrady
zaznaczono na szaro na rysunku. Aby wykonaé¢ projekt, miéd z wszystkich komorek na trasie autostrady musi zostaé
przemieszczony do innych komérek. Ile miodu (w mililitrach) trzeba bedzie przemiesdcié by wykonaé te inwestycje?

Wynik. 17928

Rozwigzanie. Niech H(n) bedzie iloscia miodu w n-tej koméree od srodka na autostradzie — tj. H(1) = 2, H(2) =9,
itd. Zwréémy uwage na szesciokat uformowany z komoérek w odlegtosci doktadnie n od $rodka. Podazajac wzdtuz
ktéregokolwiek boku tego szesciokata musimy zrobié¢ n krokéw. Na spirali od komérki H(n) do komérki H(n + 1)
przejdziemy przez pieé Scian szesciokata w odlegltosci n od Srodka i jedng Sciane szesciokata w odlegtosci n + 1. Zatem
Hn+1)=H(n)+5n+n+1= H(n)+ 6n+ 1. Wiedzac, ze H(1) = 2, mozemy znalez¢ zwarta formule na ten ciag

Hn)=6(n—1)+1+H(n-1)=...
=6-(n—1)+n—-2)+...+1)+(n—-1)+H(1)
(n—1)n
2
=3n" —2n+ 1.
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By znalezé¢ objetos¢é miodu na autostradzie, najpierw ustalmy liczbe komoérek N na niej. Sa 2024 szesciokaty, wiec
N jest najwigksza liczba spelniajaca

H(N) < 2024,
3N? — 2N < 2023,
2 1
N2 —ZN <674+ -.
3 *3

Skoro 272 — % .27 > 72927 > 675, to warto$¢ N moze wynosié co najwyzej 26 i rzeczywiscie 262 — % 126 < 676—18 < 674,
wiec N = 26 jest szukana liczba szedciokatéw na autostradzie.
Pozostaje policzyé

:1+%N(N+1)(2N+1)—N(N+1)+N

=1+13-27-53—26-27+ 26
= 17928.

Innym sposobem wyznaczenia koncowej sumy jest zauwazenie, ze

s B2 o) 1)

i skorzystanie z wlasnosci trojkata Pascala

(o) = (") e () = G0)

e ()2 ()
(M) ((Y) )
=27-26-25+414-27
= 17928.

Wtedy

Zadanie 55. Jak wiele roznych liczb pojawia sie w ciagu

12 22 32 20242
2024 | 72024 |’ (2024|7777 | 2024 |’

gdzie przez |x| oznaczamy najwicksza liczbe catkowita mniejsza lub réwna a?

Wynik. 1519
Rozwigzanie. Dlan < 1011 zachodzi Gl — n2 — 2ndd 2038 e 1. Zat

ozwigzanie. an < zachodzi “5551— — 5057 = 091 < 5001 < s €O oznacza, ze | “5psr— | < | 5557 | + atem
na lidcie {%J , {%J ey L120012242J znajda sie wszystkie liczby catkowite od {2024 =0 do L202242J = 506, wiec
w pierwszych 1012 wyrazach naszego ciagu znajdziemy 507 réznych liczb.

2
Z drugiej strony, dla n > 1012 zachodzi (20%12 = 23% = Znbl > 2025 > 1, a wiec {%J > {QQ%J. Zatem

wszystkie elementy {1200123: J , {1200124; J Sy {22002244 J sa nowe na lidcie (gdyz sa $ci$le wigksze niz wszystkie wyrazy je

poprzedzajace). Stad w ostatnich 1012 wyrazach ciagu znajdziemy 1012 parami réznych liczby, ktére sg takze rézne od
liczb z pierwszej polowy ciagu.
Lacznie, nasz ciag zawiera 507 + 1012 = 1519 réznych liczb.
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Zadanie 56. Ile jest takich uporzadkowanych czworek (a,b, ¢, d) parami réznych liczb, ze a,b,¢,d € {1,2,3,...,17}
iliczba a — b+ ¢ — d jest podzielna przez 177

Wynik. 3808

Rozwigzanie. Skonstruujmy 17-kat foremny P; ... Pi7. Z a — b = d — ¢ (mod 17) wynika, ze P,, Py, P., P; tworza
trapez réwnoramienny o podstawach P, P, i P,P;. Po usunieciu jednego wierzchotka pozostale 16 wierzchotkéw moze
zostaé podzielonych na 8 prostych réwnolegltych i dowolne dwie z nich moga by¢ podstawami trapezu (a odpowiadajace
im punkty zbiorem {a,b,c,d}). Jest 17 - (g) = 476 takich zbioréw, a kazdy z nich definiuje kilka uporzadkowanych
czworek: musimy wybraé, ktéra podstawa jest P, P., a ktéra jest P, Py, a nastepnie mozna zamieni¢ a z ¢i b z d, co
daje 2-2-2 -8 opcji. Ostatecznie wynikiem jest 8 - 476 = 3808.

Zadanie 57. Dany jest prostokat ABCD oraz taki punkt F lezacy na boku CD, ze 2| DE| = |EC|. Niech F bedzie

punktem przeciecia odcinkow BD i AE. Wyznacz %, jesli LZAFD = 45°.

Wynik. @

Rozwigzanie. Zadana konfiguracja jest niewrazliwa na skalowanie, wiec mozemy zalozyé, ze |AD| = 4. Oznaczmy
dalej rzut prostokatny F' na AD przez G, srodek okregu opisanego na tréjkacie ADF przez O i rzut prostokatny
O na GF przez H. Trojkaty ABF i EDF sa podobne w stosunku |AB| : |[ED| = 3 : 1, zatem |AG| = 3. Mamy
/DOA=2/DFA =90°, czyli AOD jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym. Odleglos¢ O od zaréwno AB jak
i AD wynosi zatem 2. Oznaczajac ostatnig nieznana dlugo$é boku w tréjkacie prostokatnym HOF przez x = |HF|
i korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dostajemy

24+ (3-22%=(2V2)? =8=2z=V7

Skoro tréjkaty DGF i DAB sa podobne, to szukany stosunek wynosi

IDA| |IDG| 1 J7-2
|AB| ~ |DF| 2+ V7 3
D L .. —4C
\\ H
| N < Ayt
G AN x -7 F
4 9045,
3 7
z e —
A B

Zadanie 58. Wielomian P(z) o wsp6lczynnikach catkowitych ma stopieni 10, wszystkie jego pierwiastki sa rzeczywiste
i P(z) dzieli wielomian P(P(z) + 2z — 4). Wyznacz warto$¢ 1;((2200264)).

Uwaga: Méwimy, ze wielomian P(x) dzieli wielomian Q(x) jesli P(x) i Q(x) maja wspdlczynniki calkowite i istnieje
wielomian R(x) o wspélezynnikach catkowitych spetniajacy réwnosé Q(x) = R(x) - P(x).

Wynik. 10 = 10000 000 000

Rozwigzanie. Jesli r jest pierwiastkiem wielomianu P(x), to liczby

2 —4, 2(2r —4) —4=4r —12, 2(4r —12) —4=8r—28,...,2" —2""2 y 4 dlan € N
réwniez sa pierwiastkami P(x). Ale P(z) ma co najwyzej 10 pierwiastkéw rzeczywistych, wiec dla pewnych j > ¢ mamy
2 — 22 4 =20y — 2012 14,

Stad dostajemy 2¢ - (r —4) = 27 - (r — 4), wigc r = 4. Zatem 4 jest jedynym pierwiastek i P(r) = a - (z — 4)'°, gdzie

a # 0 jest pewng liczba rzeczywista. Ostatecznie obliczamy 1;((2200264)) = (%)10 = 10'% = 10000 000 000.
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Zadanie 59. Gabrysia stoi w kétku skltadajacym sie z 2024 oséb ponumerowanych zgodnie ze wskazoéwkami zegara
kolejnymi liczbami 1,2, ...,2024. Wszyscy rzucaja do siebie frisbee w nastepujacy sposob. Osoba z numerem 1 rzuca
do osoby numer 3, ta rzuca je do osoby z numerem 5 i tak dalej. Kazda z oséb rzuca frisbee do osoby, ktéra znajduje
sie obok osoby po ich lewej stronie (tj. pomija jedna osobe). Kazda z pominigtych 0séb jest zdenerwowana i nie chce
gra¢ dalej, wiec opuszcza kétko. Caly schemat powtarza sie, az do czasu gdy w grze pozostaja tylko dwie osoby. Jesli
Gabrysia chciataby by¢ jedna z tych dwdch oséb, to na ktérym miejscu w kétku powinna stanaé na poczatku? Wyznacz
sume tych liczb.

Wynik. 2978

Rozwigzanie. Gdyby w grze pozostaly tylko dwie osoby, to ta posiadajaca frisbee podalaby je do samej siebie
i pozostataby w okregu. Aby znaleZé pozycje tej ostatniej osoby rozwazmy ponizszg sytuacje. Aby znalezé pozycje
ostatniej osoby, rozwazmy wykonanie ponizszego polecenia. Jezeli w kotku jest 2™ oséb to wszyscy na parzystej pozycji
wyjda po tym, jak frisbee wykona jedna pelna runde wéréd uczestnikéw. Otrzymamy podobna sytuacje z 2"~ osobami,
a dodatkowo osoba na pozycji 1 znéw otrzyma frisbee. Z indukcji matematycznej wiemy, ze ta osoba bedzie ostatnia,
ktora pozostala w grze. Jezeli w grze znajduje sie 2™ + k 0s6b, to po k-tym rzucie osoba trzymajaca frisbee, czyli na
pozycji 2k + 1, jest w podobnej sytuacji jak osoba na pozycji 1 w grze dla 2™ oséb. Wérdéd 2024 = 1024 + 1000 oséb
bytaby to pozycja 2001.

Dla znalezienia przedostatniej osoby przyjmijmy, ze liczba 0séb stojacych w kétku wynosi 27 + 2" +!, Twierdzimy, ze
przedostatnia osoba stoi na pozycji 1. Mozna to tatwo sprawdzi¢ dla malych n: przedostatnia osoba w kétku ztozonym
z 3, 6 lub 12 0s6b to osoba 1. Ponownie korzystajac z indukcji: jedli byto 271 + 272 0séb, to po jednej rundzie rzutéw
pozostanie 2" + 2"+ 0s6b, a osoba z numerem 1 znowu ma, frisbee. Teraz, dla 2™ + 2"+ + k 0s6b wnioskujemy, ze po
k rzutach jesteSmy w podobnej sytuacji, a pozycja przedostatniej osoby wynosi 2k + 1. Poniewaz 2024 = 1024 +512+-488,
to otrzymujemy, ze przedostatnia pozycja to 977, a wynik koncowy wynosi 2001 4 977 = 2978.

Zadanie 60. Fla rzuca frisbee z trojgiem swoich przyjaciol zgodnie z zasada, ze nie mozna rzucié¢ dysku osobie,
od ktorej sie go otrzymalo. Ela zaczeta i po dziesieciu rzutach frisbee znéw bylo u niej. Na ile sposobéw moglo odby¢
sig tych 10 rzutéw?

Wynik. 414

Rozwigzanie. Obliczmy ilo$é¢ wszystkich ciagéw przerzucen, niezaleznie od tego czy koncza sie one Elg czy tez nie.
Na poczatku Ela moze przerzucié frisbee do kazdej z trzech oséb. Dalej kazdy moze przerzucié frisbee do dwéch oséb
zgodnie z podang zasada. Jesli mamy n rzutéw to otrzymujemy 3 - 2"~! mozliwych ciagéw.

Oznaczmy liczbe ciagéw, ktére koncza sie Elg po n-tym podaniu przez y,. Po n podaniach jest tacznie 3 - 27!
ciagéw. W kolejnym ruchu czesé z nich moze zostaé¢ przedtuzona podaniem do Eli. Te, ktore nie moga zostaé przedtuzone
takim rzutem to dokladnie te, w ktérych Ela miala frisbee w n-tym lub (n — 1)-szym ruchu, poniewaz musi podaé je
komu$ innemu. Jest odpowiednio ¥, i 2y,_1 takich ciagéw, wiec yn11 =3-2" "1 -y, — 2y, _1.

Prosciej jest obliczy¢ kazdy z wyrazéw az do yip nize szukaé¢ wzoru jawnego. Z y; = 0 i yo = 0 oraz wzoru

rekurencyjnego yn11 = 3 - 2" —y, — 2y,_1 mozemy obliczyé, ze y3 = 3-21 —0—-0 =6, y4 = 3-22 -6 = 6,
ys = 3-22—-6-12 =6,y =3-2* -6 —-12 =30, yy = 3-2°—-30—12 = 54, yg = 3-25 — 54 — 60 = 78,
Yo =3-2T — 78 — 108 = 198, y10 = 3 - 28 — 198 — 156 = 414.
Alternatywne rozwigzanie. Rozwazmy ciag n podan, ktory zaczyna si¢ i konczy na Eli i nie ma jej nigdzie indziej
w tym ciagu. Jesli taki ciag zdarzy sie na poczatku zabawy, to Ela moze podaé¢ do 3 przyjaciél, a nastepnie mozemy
kontynuowaé na 2 sposoby, po ktérych caloéé jest juz jednoznacznie ustalona. Jedli taki ciag zdarzy sie w srodku gry
to jeden ze znajomych podaje frisbee Eli, zatem moze ona wybra¢ tylko jednego z pozostatej dwdjki przyjaciél, po
czym zostaja jedynie dwie mozliwosci. Taki ciag n podan nie moze by¢ krotszy niz 3, wiec wystarczy znalezé wszystkie
partycje liczby 10 bez czesci mniejszych niz 3. Istnieja tylko takie partycje 10 spelniajace ten warunek: 10, 3+ 7, 7+ 3,
6+4,4+6,5+5, 3+3+4,3+4+ 3 oraz 4+ 3+ 3. Partycja zlozona z liczby 10 moze zostaé¢ rozegrana na 6 réznych
sposobow. Kazda z partycji, ktéra ma dwie czesci, moze zostaé zostaé rozegrana na 6 - 4 sposoby; daje to 5-6 -4 sposoby.
Ostatecznie mamy 6 - 4 - 4 sposoby, na ktore moze zosta¢ rozegrana partycja majaca trzy czesci, czyli 3 -6 - 4 - 4 sposoby.
Lacznie daje to 6 - (1 +5-4+3-4-4) =6 - 69 = 414 sposobdw.

Zadanie 61. Punkt D znajduje sie na boku AB tréjkata ABC w taki sposéb, ze LACD =11,3°i £ZDCB = 33,9°.
Ponadto ZABC = 97,4°. Wyznacz miare kata ZDFEA w stopniach, gdzie E jest takim punktem na boku AC, ze
EC = BC.

Wynik. 41,3

Rozwigzanie. Dla uproszczenia zapisu oznaczmy katy o = 11,3° oraz § = 97,4°. Wtedy £DCB = «. Niech F' bedzie
takim punktem na prostej AB réznym od B, ze CB = CF.
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Obliczmy /BCF'. Skoro ZFBC = 180° — 8 oraz ABCF jest réwnoramienny, to ZBCF = 180° —2/FBC = 23 — 180°.
Teraz zauwazmy, ze
/ECF =a+3a+23—-180°=4-11,3°+2-97,4° — 180° = 60°.

Skoro CF = CB, co jest rowne C'E na mocy zalozen, to ACEF jest réwnoboczny. Pokazemy, ze FC = F'D. Skoro
/ZDCF =60° —aiZCFD = 180° — (3, to dostajemy

ZFDC =180° — (60° —a) — (180° — 8) = a+ [ — 60° = 48,7° = 60° — o = LDCF,
zatem ACDF jest réwnoramienny, a jego ramiona stykaja sie w F, wiec FFC' = FD jak chcieliSmy. W polaczeniu
z faktem, ze ACEF jest réwnoboczny dostajemy FC' = FE = FD. Innymi stowy punkty C, E, D leza na okregu
o $rodku F. Stad ZCDE = %LCFE = 30° oraz ZDEC = 180° — a — 30°. Ostatecznie,

ZAED =180° — ZDEC = 30° 4+ « = 41,3°.

Zadanie 62. Liczby rzeczywiste a > b > 1 spelniaja nieréwnosé
(ab+1)* + (a +b)? < 2(a+b)(a® — ab+b* +1).

Wyznacz najmniejsza mozliwa wartosé liczby

7 S/}
Wynik. N

Rozwigzanie. Przeksztalémy nieréwno$¢ w nastepujacy sposob:
(ab+1)* + (a +b)*> < 2(a+b)(a® — ab + b* + 1),
0<2a®+ 20 — a®v? —a®? — b® — 4ab+2a + 2b — 1,
0< (a?—2b+1)(2a —b* —1).

Skoro a > b > 1, to a®? > b? i mamy a®? —2b+1 > b> —2b+1 = (b— 1) > 0. Zatem dla drugiego nawiasu otrzymujemy

20 —b*—12>0,
2a—2b>b%—2b+1,
2(a—b) > (b—1)%
va—>b 1

> —.
b—1 = 2

Warto$é 1/4/2 jest osiagana przyktadowo, gdy a = 5/2 1 b = 2 (zeby otrzymaé réwnoéé, musi zachodzié¢ a = (b% +1)/2),
zatem istotnie jest to szukana minimalna wartos¢.
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Zadanie 63. Niech z,y, z beda ré6znymi niezerowymi liczbami catkowitymi spelniajacymi réwnosé

-0 w-1, -V _ @1, g-1 -1

z x Y y z x
Wyznacz najmniejsza mozliwa warto$¢ wyrazenia
|64z + 19y + 4z|.

Wynik. 7

Rozwigzanie. Niech symbol ZCyCQ(m,y, z) oznacza sume, ktorej pozostale dwa wyrazy otrzymujemy dwukrotnie
dokonujac cyklicznej zamiany zmiennych z — y — z — x; innymi stowy,

3 Qy.2) = Qe 2) + Qy. 2.2) + Q(z.2,).

cyc

Mnozac rownanie przez zyz # 0 i przeksztalcajac dostajemy

P(z,y,2) =a(x = 1)*(y —2) +yly = D)z —2) +2(: = D)} (@ —y) = Y (e~ 1)*(y —2) =0.

cyc

Skoro P(z,y, z) zeruje sie gdy = y, y = 2z lub z = z, to musi by¢ podzielny przez (x —y)(y—z)(z—z) = chc 2%(z—y).
Poniewaz P(z,y, z) jest wielomianem stopnia 41 ) cye 2%(z — ) jest wielomianem stopnia 3, wiec wynik z dzielenia
musi by¢ wielomianem pierwszego stopnia

P(x,y,z) = (ZIQ(Zy)> (ax +by 4+ cz+d).

cyc

Ponadto zy — 2z +yz —yr + 2o —zy =3, .x(y — 2) = 0, wiec

P(z,y,2) =Y (¢%(y—2)—227(y — 2) + 2(y — 2))

cyc
= Z (®(y—2) —22°(y — 2)) + 0
cyc
= (ZxQ(z—y)> (ax +by+cz+d).
cyc
Skad widzimy, ze a musi wynosi¢ —1, aby 2%(z — y) - ax = 23(y — 2) i podobnie b = ¢ = —1. Nastepnie, z réwnosci

2%(z —y) - d = —22°(y — 2) dostajemy, ze d = 2. Zatem

P(x,y,z)=(-y)ly—2)(z-2)2—-2—-y—2)=0.

Szukamy tylko parami réznych tréjek (x,y, z), wiec musi zachodzi¢ x 4+ y + z = 2. Latwo zauwazy¢, ze jakakolwiek
tréjka spelniajaca te warunki jest rowniez rozwiazaniem wyjsSciowego réwnania.
Aby znalezé najmniejsza wartos¢ wyrazenia |64z 4+ 19y + 4z| odejmijmy 4(z + y + z) — 8 = 0. Otrzymujemy

642 + 19y + 42| = [15 - (42 + y) + 8|

Szukamy liczby calkowitej 4z + y, ktéra minimalizuje wartoéé tego wyrazenia. Minimum jest w oczywisty sposéb
osiagalne dla 4o + y = —1, na przyklad (z,y,2) = (2,7, —3). Zatem wynikiem jest 7.
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